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OZET

FIBONACCI SAYILARI ve ALTIN ORAN
Samil AKCAGIL
Balikesir {iniversitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Daniymani : Yrd. Dog. Dr. Dilek NAMLI)
Bahlikesir, 2005
Bu tezin amaci Fibonacci sayilarinin dogada, bazi sanatsal yapilarda ve
sayilar teorisindeki iligkilerini incelemektir.
Tez ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde, Fibonacci dizisi ve altin oran incelenmistir.

Ikinci béliimde Fibonacci dizisinin genel tamim ve teoremleri, ispatlan ile
verilmigtir.

Son béliimde ise Fibonacci dizisine ait ilging problemler ve Fibonacci sayilari
ile ilgili matematik olimpiyatlarinda sorulmus sorular ve ¢dztimleri verilmistir. Bu
¢oziimlerin bazilar: orijinaldir.

ANAHTAR KELIMELER : Fibonacci sayis, altin oran



ABSTRACT

FIBONACCI NUMBERS and GOLDEN RATIO

Samil AKCAGIL
Balkesir University, Institue of Science, Department of Mathematics

(M.Sc.Thesis / Supervisor : Asst. Prof. Dr. Dilek NAMLI)
Balikesir - TURKIYE, 2005

The aim of this thesis is researching relations of Fibonacci numbers in
nature, some artistic buildings and number theory.

This thesis consist of three chapters. In the first chapter, Fibonacci
progression and golden ratio are studied.

In the second chapter general definitions and theorems of Fibonacci numbers
are given with proofs.

In the last chapter, interesting questions concerning Fibonacci numbers and
the questions that asked mathematical olympiad about Fibonacci numbers are
solved. Some solutions in this chapter are original.

KEY WORDS : Fibonacci number, golden ratio
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SEMBOL LiSTESI

Kisaltmalar

Aciklamalar

Fibonacci dizisi

Altin oran veya kutsal oran

Bir dizinin genel terimi

Genel terimi a, olan dizi

m dogal sayisi ile baglayan Fibonacci dizisi
m moduna gére olugturulmus Fibonacci dizisi

m moduna goére olugturulmus Dairesel Fibonacci dizisi
Xy yayi

Lucas dizisi

a ve b tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni

n tamsayis1 m tamsayisim boler



Sekil
Numarasi

Sekil 1.2.1
Sekil 1.2.2
Sekil 2.3.1

Sekil 2.3.2
Sekil 2.3.3
Sekil 2.3.4
Sekil 2.3.5
Sekil 2.3.6
Sekil 2.3.7
Sekil 2.8.1

SEKIL LISTESi

Ady

Altin dikd6rtgen.

Esit agili veya logaritmik sarmal.
Dairesel Fibonacci dizisi.

F°n dizisi.

Sifir bulunduran dairesel Fibonacci dizisi.
Sifir bulunduran dairesel F dizisi.

Safir bulunduran ve tek sayida elemandan olusan dairesel F dizisi.

En az ii¢ sifir bulunduran dairesel Fibonacci dizisi.
Bes sifir bulunduran dairesel Fibonacci dizisi.
Alanlar1 yaklasik olarak esit olan kare ve dairenin ¢izimi.



ONSOZ

Glintimtizde her seyi kolay elde etme ve hi¢ bir zorluk ¢cekmeden her seye
ulagma hastahiindan matematik egitimi de nasibini almigtir. Bir ¢ok kimse igin
matematiin anlami, anlagilmaz, sikici ve gereksiz bir yigin problemden bagka bir
sey degildir. Ortadgretim ve liselerde matematik egitimi adeta d6rt isleme dontismiis
durumdadir. Bu anlayista, matematik egitiminin 6nemini yeterince kavrayamamig
egitimcilerinin etkisi biiyiiktiir. Fakat 6grenciler hangi meslegi secerlerse segsinler,
segtikleri meslekteki basarilart iyi bir matematik egitimine baghdir. Sectikleri
meslekte matematigi kullanip kullanmamalar1 6nemli degildir. Onemli olan
kazandiklarn matematiksel disiplindir. Kazandiklar1 matematiksel analiz giicii ile,
kendi mesleklerinde kargilarina ¢ikan problemieri daha rahat ¢ozeceklerdir.

Diger taraftan, matematigin uygulamalari, matematiksel ispatlarin kusursuz
ve sonsuza kadar gecerli olmas: ve matematiksel iliskilerin ¢ok derin ve sasirtict
olmasi bakimindan matematik olaganiistiidiir. Bu ac¢idan matematik gtizel sanat
olarak ta goriilebilir. Evet matematik Syle bir giizel sanattir ki, kisinin alg: diizeyine
gbre kisiyi biiytiler.

Evrendeki iligkileri anlamanin da anahtar1 matematiktir. Ciinkii doga yasalan
matematik lizerine bina edilmistir. Bu ylizden, bugiin her hangi bir bilim dalim
matematikten ayri diisiinmek miimkiin degildir. Artik fizik, kimya ve biyoloji daha
fazla matematik igermektedir.

Iste ben de matematigin giizel yanlarindan birini, bir kez daha g@sterme
adina bdyle bir ¢aligma yaptim. Temelde g¢ok basit bir problem olan “tavsan
problemi”nin nasil sagirtici bir ¢ok sonuglar dogurdugunu anlatmaya calistim.
Sadece bu tez bile matematigin giizelligini g6stermeye yeter kanaatindeyim.

Tez ¢alismamda her ihtiyacim oldugunda yanimda olan ve yardimlari ile bana

yol gésteren, saym hocam Yrd. Dog. Dr. Dilek NAMLI’ ya gok tesekkiirler ederim.

Egitimimde bu giine kadar emegi gegcen anneme ve babama, her zaman bana
destek saglayan kardesime, biitiin 6gretmenlerime ve biiyiiklerime sonsuz minnetimi
sunarim.

Balikesir, 2005 Samil AKCAGIL
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GIRIS

Leonardo Fibonacci 13. ylizyilda yasamis bir Italyan matematikgidir. Yagami
hakkinda yazdign matematik yazilan diginda pek az sey bilinmektedir. Ik ve en iyi
* bilinen kitab1 Liber Abaci'yi 1202 tarihinde yazmig oldugundan, 1170 yili dolayinda
dogmus olabilecegi tahmin edilmektedir. Bu yonde pek kanit olmamakla birlikte
Italya'nin Pisa kentinde dogmus olma olasilip1 yiiksektir. Fibonacci heniiz gocuk
yastayken Kuzey Afrika’ya gitmis ve burada su an kullandigimiz “0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8,9 rakamlarint 6grenmistir. Ogrendigi bu rakamlar1 Liber Abaci adli kitabinda
Avrupa’ya tanitan Fibonacci igin “Matematigi Araplardan alip Avrupa’ya aktaran
kisi” denmektedir [20] .

Liber Abaci oldukg¢a biiyiik hacimli bir kitaptir ve o donemde bilinen mate-
* matigin bityiik bir bSlimtinii igermektedir. Bu kitapta cebirin kullanimi, farkli nem
ve zorluk derecesinde bir ¢ok drnek de verilerek anlatiimaktadir. Liber Abaci, 13.yy
Avrupa’sinda biiylik ilgi goérmiistiir. Kilisenin yasaklamasina kargin Hint-Arap
sayilarl Italyan tiiccarlar arasinda yayilmistir. Kitap Kutsal Roma Imparatoru II.
Frederick’in dikkatini ¢eker. II.Frederick bilime diigklin ve bilim adamlarim koru-
yan bir imparatordur. Fibonacci IL.Frederick tarafindan koruma altina alinmig ve
1225 yilinda Liber Quadratornum adl kitabim yazmistir. Diophant denklemlerine
yer verilen bu kitap, Fibonacci’nin bag yapit olmasina ragmen Liber Abaci’ye gore
cok daha dar bir ¢evrenin ilgisini ¢ekmistir. Bu kitap sayilar teorisine biiytik katki
saglamigtir.



Glinlimiiz matematikgileri Fibonacci' nin adint ne Liber Abaci ne de Liber
— Quadratornum kitabindan dolay: bilmektedirler. Ilgingtir ki, Fibonacci ismi Liber
Abaci’de yer alan basit bir problemden dolay1 1202 den giiniimiize kadar gelmistir.
Bu problem Liber Abaci’ deki birgok problemden biri olup digerlerinden ¢ok daha
fazla ilgilenilen ve tavsan iiretmek gibiilk bagta matematikle ¢ok fazla ilgisi
olmadig diisiiniilen bir konuyla ilgilidir. Problem sudur; eger bir ¢ift tavsan her ay
yeni bir ¢ift tavsan dogurursa ve her yeni tavsan ¢ifti kendi dogumlarindan iki ay
sonra yavrulamaya bagslarsa, bir ¢ift tavsandan bir yilda kag ¢ift tavsan tretilebilir?
Burada su sartlar da sdylenmelidir: Tavsanlarin hi¢ 6lmedikleri ve dogan her tavsan
¢iftinin bir erkek ve bir disi oldugu. Buna gore, ilk ay yeni dogmus bir ¢ift tavsan
olsun. Ikinci ayda, bu tavsanlar daha yavrulamadiklarindan, hala bir ¢ift tavsan
- olacaktir. Ugtincti ayda bu tavsanlar yavrulayacagindan iki ¢ift tavsan olacak, bu yeni
dogmus olan ¢ift dordiincli ay dogurmayacak , oysa ana babalar1 yeniden bir ¢ift
yavru yapacak ve toplam ii¢ ¢ift tavsan olacaktir. Bu mantikla diisinmeye devam

edilirse asagidaki say1 dizisi elde edilir:
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, . ..

Bu dizinin terimlerinin gok basit bir kurala dayanarak olustugu ilk bakista
goriilebilir. Bu kural1 $6yle ifade edebiliriz; ilk ikisi hari¢ her say: kendisinden 6nce
gelen iki saymin toplamindan olugmustur. Boylece, drnegin, dizinin sonundaki
Aralik ay1 sayist , Ekim ve Kasim sayilar1 olan 55 ve 89 sayilari toplanarak kolayca
- bulunabilir [1].



1. FIBONACCI SAYILARI VE ALTIN ORAN

1.1 Fibonacci Dizisi

Dizinin terimleri F ile gosterilirse dizi de F,,F,,F;,....F,,... ile gosterilir.

Fy =1 ve F, =1 verildiginde daha sonra gelen biitiin terimlerin bulunabilmesini
saglayan basit denklem, F, = F,; + F,, seklinde olacaktir. Dizinin terimleri
arasinda bu kural kadar rahat goriilemeyen ancak bundan ¢ok daha fazla ilging
matematiksel iligkiler vardir. Matematik¢ilerin asil ilgisini ¢eken ve Fibonacci adin
bu kadar popiiler yapan da iste bu iligkiler olmustur. Bunlardan birisi sudur: eger her
Fibonacci say1s1 kendisinden nce gelen komgusuna bodliintirse bu oran altin oran adi

“verilen bir sayitya yaklagir. Buna gore, bulunan bu oranlar asagidaki gibidir:
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1.2 Altin Oran

Ardisik iki Fibonacci sayisimin birbirine oram @ =1.61803399... sayisimna

yaklagmaktadir. Bu say1 altin oran veya kutsal oran olarak adlandirilir ve ¢ sembolii
ile gosterilir [21]. Fibonacci sayilart {i¢ nedenle insanlifin ilgisini ¢ekmistir.
Bunlardan birincisi dizinin kiigiik terimlerinin dogada beklenmedik sekillerde ve
yerlerde karsimiza ¢ikmast, ikincisi ardigik iki fibonacci sayisinin birbirine oranmin
altin oran veya kutsal oran ad1 verilen 1.61803399...sayisina limit olarak yaklagmasi,
tiglinciisli de fibonacci sayilarinin sayilar teorisinde ilging uygulamalarinin olmasidir.
Once dogada kiigiik fibonacci sayilariyla ne sekilde karsilagildigina bir bakalim. Bir
bit-kinin sapindaki yapraklarda, bir agacin dallarinin diizeninde hemen her zaman
Fibonacci sayilari bulunur. Eger yapraklardan biri baglangi¢ noktasi olarak alinmigsa
ve bundan baglayarak, asagiya veya yukariya dogru, baslangig noktasinin tam olarak
“altinda veya tstiinde olan bir yaprak bulunana kadar yapraklar sayilirsa (sap
cevresinde birden fazla donmeye gerek olabilir) bulunan yaprak sayisi, farkli bitkiler,
fidanlar ve agaglar i¢in farklidir, ancak her zaman bir Fibonacci sayisidir. Dahast
yapraklar sayarken siire¢ kendini tamamlamadan 6nce yapilan devir sayisi da bir
Fibonacci sayisidir. Ayrica papatyalarin da normal olarak bir Fibonacci sayist kadar
tag yaprag: vardir. Bir papatyanin yaprak sayisi genelde Fibonacci sayilarindan 21,
34, 55 ve 89 dur. Dogadan fibonacci sayilarina diger bir 6rnek ise aygigekleriyle
ilgilidir. Aygiceginin c¢igek kisminda, ufak bolmelerde tohumlar vardir. Bu
boliimlerin sinirlar1 merkezden baglayip ¢igegin dis kenarmma giden sarmal egriler
seklindedir. Eger bir aycicegi incelenirse ve hem saat yoniindeki hem de saat
- yOniiniin tersindeki sarmallar sayilirsa bir Fibonacci sayisiyla karsilasilir. Sadece
aygiceginde degil birgok ¢igegin tohum bagi, bir kivircigin yapraklari, bir soganin
katmanlar, ananas ve kozalaklarin kat kat kabuklar: gibi bitkisel sekillerin birgogu
Fibonacci sarmallar igerisindedir. Fibonacci sayist olmayan ¢am kozalaklarina da
¢ok az sayida rastlanmaktadir. Ancak bunlar % 1 veya % 2 oram ile siurhdir.
Dogada Fibonacci sayilarmin goriilmesini agiklamaya ¢alisan bazi goriisler vardir.
Bunlar i¢inde akla en yatkin olam, bir sap ¢evresindeki yapraklarin Fibonacci
sarmallarina gore siralanmakla yiizeylerinin Giines'i en verimli bi¢imde almalarinin
saglandigs yolundadir. Diger bir goriis ise (daba az dogrulanabilir olmasina ragmen),

polen tagiyan boceklerin sayisal diizenleri tercih ettikleri varsayimina dayanmaktadar.



Bu tercih sebebiyle evrim siireci boyunca Fibonacci sayilari baskin ¢ikmigtir [1].
Simdi de Fibonacci sayilarinin insanlarin ilgisini gekmesine neden olan ikinci neden

tizerinde duralim:

Fibonacci dizisinin sonsuza giden terimleri limit olarak 1.61803399...
sayisina yaklasir. Bu sayiya olan ilgi 2000 yil Oncesinden de geriye dayamnir.
Atalarmmiz, altin oram1 temel alan sanat ve mimarinin gbze olaganiistii glizel
goriindtigiinii biliyorlardi. Bu nedenle yaptiklar: eserlerde altin oram1 kullandilar.
Altin oran en basit gekli ile soyle bulunur: Bir dogru pargasi ¢izilir, bu dogru
par¢asini altin orana uygun olarak bolen nokta Oyle secilir ki, kiiglik parganin
biiyiigiine oranim, biiylik parganin biitline oranina egit olur. Buna gore, bu nokta

bityiik parca x, kii¢lik parca 1 ile gsterilirse,

1 X

X 1+x

esitligini saglamalidir.  Buradaki x+1 ifadesi dogru pargasimn biitliniiniin

uzunlugudur. Bu ifade diizenlendiginde x*—x-1=0 ikinci dereceden denklemi

elde edilir. Bu denklemin koklerinden negatif olam %5— sayist, pozitif olam ise

15 sayisidir.  Pozitif olan kok altn orandir ve ardigtk iki fibonacei sayisim

birbirine orani olan 1.61803399... sayisidir.

Kisa kenarinin uzun Kenarina orani altin oran olan dikddrtgen eskiden beri
sanat ve mimaride tercih edilen dikdértgen olmustur ki, Eski Yunan'da buna kutsal
kesit adin1 vermislerdi. (Sekil 1.4.1)

Sekil 1.4.1 deki ACGH dikdortgeni bir altin dikdortgendir. Bu dikdértgen
soyle olusturulmugtur;, ABCD karesi ¢izilip CD kenarmn orta noktasi F
isaretlenmistir. CD kenarimi FG = FB olacak sekilde uzatilarak ACGH dikdértgeni
meydana getirilmigtir. ilk bakista o kadar 6vgiiye deger bir dzellik goze garpmasa
da, bir ¢ok yonden ilging bir sekildir.
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Sekil 1.2.1

Bunlardan biri, glintimiize kadar uzanan nesiller boyunca insanlarm
cofunun, onu biitlin dikdortgenler icinde gbze en hos gelen dikdortgen olarak
gbrmesidir. Bunun sonucunda da glinlik hayatimizda karsilastifimiz binlerce
dikdortgenin biiylik bir boliimiiniin boyutlari, altin dikdértgeninkine yakindir.
Bayraklar, kibrit kutulari, gazeteler, oyun kagitlari, yaz1 kagitlar1 ve sayisiz baska
binlerce 6rnek bu siniftandir. Sanatgilarin ve psikologlarin tam anlayamadiklart bir
“nedenle altin dikdortgenin estetik bir ¢ekiciligi vardir. Yunan mimarisi ve
¢6mlekgiliginin disinda heykel, resim sanatlari, mobilya ve sanatsal tasarimlar i¢in
de bu soylenenler dogrudur. Parthenon tapmagimn 6n bdlimiing eksiksiz oldugu
dénemde, bir altin dikdortgenin igine neredeyse tama olarak girebilirdi. Altin orana
Misir piramitlerinin bazilarnin boyutlarinda da rastlanir. Leonardo da Vinei de
altin dikddrtgenlerden ¢ok etkilenmis, hatta bu konuda hazirlanan kitaba yazilanyla
katilmigtir. Aralarinda Mona Lisa tablosunun da bulundugu bir ¢ok eserin, tuvalin
icine bu oran goézetilerek yerlestirildii iddia edilir. Mimar Sinan da eserlerinin
bazilarinda, 6rnedin Selimiye Camiinde, altin orani kullanmigtir. Altin dikdortgenin
diger bir ilging 6zelligi de Sekil 1.4.1 deki ACGH dikdértgeninden ABCD karesini
- atarsak geriye kalan BHDG dikdortgeni de bir altin dikdortgendir. Bu iglem
istenildigi kadar devam ettirilebilir ve her seferinde bir 6ncekinden daha kiigiik bir
altin dikdortgen bulunur. Bunlar igeriye dogru sarmal olusturarak bir noktaya
yonelirler. Eger giderek kiigiilen bu dikdortgenlerin kogeleri veya merkezleri
sirastyla birlestirilirse altin sarmal olarak bilinen bir sarmal elde edilir ($ekil 1.4.2).
Bu sarmal da Syle herhangi bir sarmal degildir. Ozel bir sarmaldir ve aygigegindeki

sarmalin aymsidir. Matematiksel olarak bu sarmala esit agili sarmal ya da logaritmik



sarmal adi verilir. Logaritmik sarmal denilmesinin nedeni, onu en basit bigimde
ifade eden cebirsel denklemin r = ab*® tstel denklemi olmasidir. Esit a¢ili sarmal

denilmesinin nedeni ise sarmalin merkezinden ¢izilen bir dogrunun sarmali hep ayni
acida kesmesidir.

/'
\ [

Sekil 1.2.2

Bu ¢ok 6zel sarmalin, bir nedenle, dogada ¢ok sik tercih gérmesi gergekten
ilging bir durumdur. Deniz kabuklari, salyangozlar, doganin boynuzlari, az1 disleri,
hayvanlarin pengeleri, kozalaklar ve gigeklerin hepsinde esit agili sarmali gérmek
miimkiindtir. Uzayin derinliklerindeki biiylik galaksilerin bile disa dogru donen
yildizlardan olugmus, devasa boyutta esit acili sarmal kollar1 vardir. Bu verilen
Ornekler Fibonacci sayilari, altin oran ve logaritmik spiral ile ilgili érneklerden ¢ok
azim olusturur. Dogada bu sdylenenlerden ¢ok daha fazla 6rnek vardir. Gergekte
- Fibonacci sayilar iizerine yapilan yaymnlar o denli artmgtir ki, sadece bu konu ile
ilgili ii¢ ayda bir yaymlanan The Fibonacci Quarterly adinda bir dergi bile
mevcuttur [1]. Fibonacci sayisinn insanlarn ilgisini ¢ekmesinin figtincii nedeni ise
bu sayilarin matematikteki uygulamalaridir. Bu uygulamalarin bazilarindan ikinci
bsliimde bahsedilecektir.



2. FIBONACCI SAYILARININ SAYILAR TEORISINDEKIi
UYGULAMALARI

2.1 Fibonacci dizisinin terimleri arasindaki iligkiler

2.1.1 Tanm: Bir u,,u,,u,,....4,,... say1 dizisinde u,den baglamak tizere her terim

kendisinden Once gelen iki terimin toplamai ise, baska bir ifade ile,
u,=u,,+u,, (nz2 igin)

ise bu diziye Fibonacci dizisi veya kisaca F' dizisi denir. Buna gore, baglangi¢

terimleri farkli farkl: segilirse her defasinda bagka bir Fibonacci dizisi elde edilir.

2.1.2 Ornek: Fibonacci dizilerinden en &zel olami 0 ve 1 ile baslayan yani,
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,...

dizisidir. Diger bir 6zel Fibonacci dizisi de Lucas dizisidir. Bu dizi de,
1,3,4,7,11, 18,29, 47,76, 123, 199, 322, ...

dizisidir.

2.1.3 Tanmm: Bir m sayis1 ile baglayan Fibonacci dizisi F™ ile, F* dizisinin terimleri

-de a,,a,,0,,....0,,,...ile gosterilir.

2.1.4 Ornek: 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 121, ... dizisi F* ile gosterilir. Bu dizide

a, =4,a,=17,a, =11,... olur.



2.1.5 Teorem: u,,u,,u,,....u4,,... herhangi bir Fibonacci dizisi olsun. Bu dizinin

(n+1). terimi n21igin, u, =a, u, +a,u, dir[2].
Ispat: «', ile a,u, +a,u, ifadesini gosterelim. «'y,u',,u',,u';,....u', ,...
dizisi de bir Fibonacci dizisidir. Ciinkii,

u, o+, = (an-3“o + an—2u1)+ (an—ZuO + an-lul)

= (an—‘s + an—z )u() + (an-Z + an—l )u]

=a, Uy, +au

dir. Bundan bagka,

L
= ul
-
= u2

ve bavlece, Uy, Uy, Ussesld, o VE Uy, u' U U5, .U ... dizilerinin ilk iki terim-
. 0 1 2 0 1 2 3 n

lerinin ortak oldugu, bundan dolayi her iki dizinin ayn: Fibonacci dizisi oldugu gorii-

liir. Yani, her » dogal sayisi igin,

olur [2].

2.1.6 Teorem: n,m 21 olmak lizere, F' dizisinin (n+ m). terimi,

an+m—l = an—lam—l + anam

formiilii ile bulunabilir [2].



Ispat: a,_,,a,,0,,,0,.,3>30,,,1,- dizisi herhangi bir Fibonacci dizisi olsun.

Teorem 2.1.5 ten dolayi,

a a

min-1 — m+(n-1)

elde edilir.

2.1.7 Teorem: F° dizisinin birbirine komsu iki teriminin kareleri toplami, yani,

a*s-1 +a’n sayisi yine bu dizinin bir elemamdir [3].
Ispat: Teorem 2.1.6 da m yerine n yazilirsa,

a,, , =a’n1+a’n
elde edilir.

2.1.8 Teorem: Bir F°-dizisinin herhangi ardigik ii¢ terimi a, ,,a,,4a,,, arasinda,
2 n
4,10, —8 0 = ('—l)
bagmntis1 vardir [2,4].

Ispat: a,_.a,,, —a’» =d, olsun. Bu durumda,

dn+1 =a,8,,, ~ a’nn
=a,(a,+a,,)-d*m
=a*+a,a,,; —an

= az" - an+1(— a, + an+1)
=a’n—a, a

n+l

=—d

n
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- elde edilir. Buradan,

d,=—d,_,

n n

= (" 1)2 d,.,
= (" 1)3 dys

= (" l)n-l d
= (— 1)"-1 (aoa2 - a21)
_bulunur. aya, —a’1 =~1 oldugundan,
L2 T a2” = (_l)n

elde edilmis olur [2].

2.1.9 Teorem: F°dizisinin ardigik dort terimi a,_,,a,,

Ay 1Ops2 ~— Ay = (—1)n
esitligi yazilabilir [2].

" Ispat:

y Gy — 4,0, =4, 4, a, ,a,,-a4,,

=a, 4, — 4, (an+l - an-l)

— 2
=0, 19y —aAn

= (-1y"(aya, — @)
=(-1)"(0.1-1)
=(-1y

bulunur [2].

11

a

n+l12

a,,, arasinda,



2.2 Bir m moduna gire Fibonacci dizisi

2.2.1 Tamm: Bir m moduna goére elemanlarin olusturduu v,,v,,v;,..V,,..

dizisinde » > 2 igin,
v, =V, +Vv,, (mmoduna gdre)

ise bu diziye m moduna gore bir Fibonacci dizisi diyelim ve F,, ile gosterelim. Eger
baslangi¢ terimleri olan v, ve v, terimleri segilirse F,, dizisi de belirlenmis olur. m

moduna gore olusturulmus bir Fibonacci dizisi 0 ve 1 ile basliyorsa bu diziyi F»

ile, bu dizinin terimlerini de ¢,,c,,c,,...,C,,... ile gdsterelim.

"2.2.2 Ornek: 2 ve 5 ile baslayan F, dizisi 2, 5,7, 3, 1, 4, ... dir.

2.2.3 Ornek: F' dizisi0,1,1,2,3,5,2, 1, ... seklindedir.

2.2.4 Teorem: F°dizisinde son rakamlar periyodik olarak tekrarlanir [2].

Ispat: F°dizisinde elemanlarin son rakamlan 10 moduna gére yazilirsa,
0,1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,
0,7,7,4,1,5,6,1,7,8,5,3,8,1,9
0,9,9,8,7,5,2,7,9,6,5,1,6,7, 3,
0,3,3,6,9,5,4,9,3,2,5,7,2,9, 1,
0,1,1,2,3,5, ...

elde edilir. Burada ¢, =cy =0, ¢; =¢5 =1 oldugu gortilebilir. Bunun sonucu
olarak dizinin ilk 60 terimi atildiginda yine 0 ve 1 ile baglayan bir Fibonacci dizisi
elde edilir. O halde ¢, =cg, =0, C; = CgpennCy = Copry OlUr. Sonug olarak Fio di-

zisi periyot uzunlugu 60 olan bir dizidir [2].

12



2.2.5 Teorem: Biitin F,, dizileri periyodiktir ve F, dizisinin periyot uzunlugu en
fazla m?> dir [2].

Ispat: Bir v,,v,,v,,...,v,,... Fibonacci dizisi verilmis olsun. Uygun bir r i¢in

v, =¥, v,,; =V, oldugunu, béylece v,,v,,v,,...,v,,... dizisinin periyodik oldugunu

r+

gosterecegiz. Burada periyot uzunlugu r dir.

m moduna gore aritmetikte m tane farkli eleman vardir. Bu elemanlardan m®

den fazla farkl ikili olusturulamaz. Bu sebeple m* +1 tane,
(VO’VI)’ (vl’v2)’ (v29v3)3 s (vmz avmz+1)

ikilisi arasinda en az ikisi birbirine esittir. Bu ikililer . ve I. ikililer (k£ <! <m® +1),

 yani,

Vi =V (1)

Vg =V 2)
olsun. (2) yi (1) den gikaralim. Bu durumda,

Via =V €)
elde ederiz. (3), (2) den gikarilirsa,

Vi =V, 4)
buluruz. Bu gikarmaya devam edersek son olarak,

V1 = Via

Vo =V,

ve | —k =r yazilirsa,

13



r+l

Vo=V

r

bulunur. [ <m® +1 ve k 21 oldugundan 7 < m? olur [2].

2.2.6 Teorem: m herhangi bir tamsay1 olmak tizere
F'=0,1, 1, 2, 3, 5 8, 13, 21, 34, ... dizisinin m ile boliinebilen sonsuz sayida

elemant vardir [2].

Ispat: Bir F° dizisinin m ile bolinmesinden elde edilen kalanlar F°, dizisini
meydana getireceklerinden 2.2.5 te verilen teoreme gore bu dizi periyodiktir.

Bundan dolay: birinci terim olan sifir sonsuz defa tekrarlanir.

2.3 Dairesel Fibonacci dizisi

2.3.1 Tanim: Bir m moduna gore elde edilen » tane elemandan olusan sistemin bir
¢ember tizerinde siralandigimi distinelim. Cember tizerinde saat ibresi ydniinde

hareket edildiginde dizinin her terimi kendinden dnce gelen iki terimin toplamina

esitse, bu sisteme m moduna gore dairesel Fibonacci dizisi denir ve F,, ile gsterilir.

2.3.2 Ornek: Fs dizisine 6rnek olarak,

Sekil 2.3.1

14



dizileri verilebilir.

2.3.3 Tanim: Eger bir f;,, dizisinde 0° den biiyikk 360° den kiigiik herhangi bir

dénme yapildiginda kendisi ile iist iiste gelinmiyorsa boyle dizilere tekrarlamasiz

dizi, kendisi ile {ist {iste geliniyorsa tekrarlamali dizi denir. Sekil 2.3.1 deki

" dizilerden 1. ve 3. dizi tekrarlamasiz, 2. dizi ise bir tekrarlamal1 dizidir ¢linkii, 180°

lik bir dsnmeden sonra dizi kendisiyle tist tiste gelir.

—

2.3.4 Tammm: Bir j’; dizisinde aym eleman ¢ifti iki defa goriintirse F, bir

tekrarlamal dizidir.

2.3.5 Uyari: 2.2.5 te verilen teoreme gore, biitlin F,, dizileri periyodiktir. Bundan

dolay1, boyle dizileri incelemek i¢in sadece birinci periyodu olugturan terimleri géz

Oniine almak yeterlidir. Bu sayilar bir ¢gember etrafina saat yoniinde dizilirse,

tekrarlamasiz bir i?; dizisi elde edilir. 0 ve 1 sayilarini igeren tekrarlamasiz bir dizi

—_—

F°, ile gosterilir.

2.3.6 Ornek: Fy dizisi sekil 2.3.2 deki gibidir.

Sekil 2.3.2

2.3.7 Tanmm: F, dizisinin ii¢ terimi x, y ve z olmak {izere, bu dizinin xz ve yz

yaylarinda esit sayida terimi varsa x ve y , z ye esit uzakliktadir diyelim.

15



2.3.8 Teorem: f‘; dizisinin iki eleman: x ve y olsun. x ve y den esit uzaklikta bir

sifir varsaya x+ y =0 veya x = y dir [2].

Ispat: Dizinin sifira esit olan elemamm v, ile geri kalan elemanlan da gekil 2.3.3

teki gibi gbsterelim:

Sekil 2.3.3

Asagidaki esitliklerin dogrulugunu ispatlayalim:

Vo +v, =0
v-v,; =0
v, +v_, =0
vy, —=v_;=0
v,+v, =0

' Birinci esitligin dogrulugu agiktir, Ikincisi

V=V_,+Y,
=v_,+0

=vl

16



olmasinin bir sonucudur.

VotV =V, V-V, =V,

oldugu g6z Online alinarak ve ilk iki esitlik toplanarak ti¢lincii esitlik elde edilebilir.
Ikinci ve tiglincii esitlikler toplanarak dérdiincii esitlik ve bu sekilde biitlin esitlikler
elde edilebilir [2]. Ispatlanan esitlikler asagidaki gibi genellenebilir:

v, +(=1)'v_, =0

2.3.9 Teorem: I:"; dizisinin {i¢ x, y, z eleman i¢in, x ve y arasindaki uzaklk y ve z

arasindaki uzaklida esit olsun. x =y =0 ise z=0 dir [2].

Ispat: y =0 sayis1 x ve z den esit uzaklikta oldugundan Teorem 2.3.8 geregince
x+z=0 veya x =z dir. x=0 oldugundan, her iki durumda da z =0 dir.

oooooo

ra ayirir [2].

| Ispat: Sifirlar F,; yi bir takim yaylara ayirirlar. Bu yaylardan en kiigtigiinii segelim.
Bunlardan birden fazla varsa, herhangi birini secelim. Her iki ugta bulunan ve sifira
esit olan elemanlar1 x ve y ile gosterelim. $Simdi x; yay1 ;z yayina esit olacak
sekilde bir z elemam se¢elim. Bu durumda teorem 2.3.9 dan dolay1 z =0 olur. Aym

sekilde zu, 1:{;', ... yaylarini saat yoOniinde hareket ederek isaretleyelim.

u=v=---=0 oldugu agiktir. Biitlin ¢gemberi bir kere daha dénmeye baglarken
mutlaka ya J?y yaymin i¢ine veya x ug¢ noktasina gelmis oluruz. Fakat x’-)\) yayinin
icinde artik sifirlar yoktur. Bu sebeple yalniz x u¢ noktasina gelebiliriz. O halde x, y,
z u v, ... stfirlan diziyi esit pargalara aymnrlar. Iki sifir arasindaki uzaklik ;y

" yayindan daha kiigiik olmadigindan F,; x, y, z, 4, v, ... den bagka sifir bulundurmaz
[2].

2.3.11 Teorem: F° =0,1,1,2,3,5,8,13,21,... dizisinde m ile boliinebilen sayilar ayni

araliklarla goriliirler.
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Ispat: F°, dizisi F° dizisinin terimlerinin m ile bélinmesinden ¢ikan kalanlardan
meydana gelmisti. Bunun sonucu olarak, F°, deki sifirlarm F° m m ile
boliinebilen terimlerine karsilik geldigi gibi bunun karsit: da dogrudur. F°, dizisine

bu dizinin periyotlarin: gésteren F°» dairesel dizisi karsilik gelir.

2.3.12 Teorem: Tekrarlamasiz bir }-7; dairesel dizisinde sifirlar varsa ve bu dizi tek

sayida elemandan meydana gelmisse, elemanlarin sayisi tigtiir.

_Ispat: ﬁ’; sifir bulundurursa ve tek sayida elemandan meydana gelmis ise, bu dizide
sifirdan esit uzaklikta bulunan bir ¢ift x, y elemani vardir. (Sekil 2.3.4) Teorem 2.3.8
den dolay1 ya x+ y =0 veya x =y dir. Bu durumda dizinin x, y ¢iftine komsu olan

bir eleman: sifira egittir. Teorem 2.3.9 dan dolay1 x, y ¢iftine komsu olan diger

elemanlar da sifira esittir. Buradan x = y sonucu ¢ikar, Aranan dizi tekrarlamasiz

bir dizi oldugundan, bu dizi sekil 2.3.5 teki gibi olur.

0 0
0 X
0
b
X
Sekil 2.3.4 Sekil 2.3.5

2.3.13 Teorem: Tekrarlamasiz bir dairesel dizide bulunan sifirlarin sayis1 0, 1, 2

veya 4 tiir. Bunun sonucu olarak bir F, dizisinin bir periyodundaki sifirlar 0, 1, 2

veya 4 tanedir [2].
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Ispat: Dairesel dizide birbirinden farkli en az {i¢ tane sifir oldugunu kabul edelim.
Birbiri ardi sira gelen sifirlann  saat yoniinde 0;, 0, ve 03 ile numaralayarak
isaretleyelim. Dizinin bu 05, 0, ve 03 elemanlarinin 6niinde bulunan elemanlari

sirastyla u,,u,,u; ve 0, 02 ve 03 elemanlarindan sonra gelen elemanlar da sirastyla

v, V,, v, ile gosterelim. (Sekil 2.3.6)

Sekil 2.3.6 Sekil 2.3.7

u,=v,, u,=v, ve u,=v,; oldugu agiktir. u, ve v, elemanlann 0, den esit
uzakliktadir ve 2.3.8 de verilen teoremden dolay1 ya u, +v, =0 veya u; =v,dir.
"Eger u, =v, ise u, =v, =u, = v, olmas1 gerekir ki bu miimkiin degildir; ¢linkii dizi

tekrarlamasiz dizidir. Bunun sonucu olarak u, +v, =0 esitligi ve buradan da,
Us =4 ()

elde edilir. Simdi F;n dizisi tam ii¢ tane sifir bulunduruyorsa, bir tekrarlamal dizi

oldugunu ispatlayacagiz. Ciinkii bu durumda sifirlar gemberi tig esit yaya ayirirlar

ooooo

Uy =—Uy, Uy=—"U ()

| esitlikleri elde edilebilir. (1) ve (2) esitliklerinden u, = u, =u, sonucu ¢ikar ve bu

da bize dizinin tekrarlamali bir dizi oldugunu gosterir.
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_ Simdi kabul edelim ki, dizi birbirinden farkli bes sifir bulundursun. Ispat
edecegiz ki, dizi bu durumda da tekrarlamali bir dizidir. Dizinin birbiri ard: sira gelen
bes sifirimi sira ile 04, 05, 03, 04 ve 05 ile ve bunlarin saat y6niinde dniinde bulunan

elemanlar1 da swrasiyla u,,u,,u,,u,,u; ile gosterelim. (Sekil 2.3.7)

(1) formiilinii 0y, 0,, 03, 04 ve Os elemanlarindan elde edilen birbirinden

farkl: ti¢ sifir tigliisiine uygulayalim. Bu durumda,
Uy =—U, U, =—U,, U;=—U, 3

esitligi ve (3) esitliginden de u; =wu, esitligi elde edilir,. Bu durumda da dizi
_ tekrarlamal1 bir dizidir [2].

2.4 Fibonacci dizisi ve geometrik dizi

2.4.1 Tanmm: m moduna goére elde edilen elde edilen b,,5,,b,,...,,,... clemanlarin-

dan meydana gelen bir dizide b, en baglamak iizere her terim kendinden &nceki

terimin ¢ kat1 ise bu diziye geometrik dizi, g sayisina da bu dizinin ortak garpam

denir.

2.4.2 Ornek: 11 moduna gore g =3, b, =2 segilerek olusturulan geometrik dizi,
2,6,1,6,6,3,7,10,4,7,6,9, ...

seklinde olacaktir.

2.4.3 Uyan: Bir geometrik dizinin genel terimi 5,, baslangi¢ b, ve ortak ¢arpani g

olmak fizere, dizinin genel terimi b, =b,.¢"" dir.
2.4.4 Ornek: 11 moduna gore elde edilmis,
1,4,5,9,3,1,4,5,9,3,1,4,5,9,8, ... ¢))
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dizisi, hem geometrik dizi hem de Fibonacci dizisidir. Eger (1) dizisinin elemanlar1

11 moduna gore elde edilmis bir b sayisi ile ¢arpilirsa olusan
b, 4b, 5b, 9b, 3b, b, 4b, 5b,9b, 3b, b , 4b, 5b, 9b, 85, ... )
(2) dizisi de hem geometrik dizi hem de Fibonacci dizisidir.

2.4.5 Teorem: 11 moduna gore elde edilmis hem geometrik dizi hem de Fibonacci

dizisi olan biitlin diziler agagidaki dizilerden biridir [2].
1) b, 8b,9b, 6b, 4b,10b, 3b, 2b, 5b, 7b, b, ...
2) b, 4b, 5b, 9b, 3b, b, 4b, 5b, 9b, 3D, b, . ..
" Ispat: Baslangig terimi b ve ortak ¢arpan1 q olan bir geometrik dizi,
b, bq, bq*, bq®, bq*, ... ,bq"" ,bq" ,bqg"™", ... (1)
seklindedir. Bu dizinin aym zamanda bir Fibonacci dizisi olmasi, her ne N igin,
bg"" +bq" =bg"™" @
esitliini saglamasina baglidir. Bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
1+g=q° veya ¢°—q-1=0
“ elde edilir. Bu denklem ¢6ziiliirse,

1+5
D= ) 3)

degerleri elde edilir. 11 moduna gére +/5 =4 oldugundan,

1+4 1-4
qI:———Z =8; q2=——2 =4

bulunur. ¢ degerleri (1) esitlifinde yazilirsa iki farkli dizi elde edilir. Bunlar,
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1) b, 8b,9b, 6b, 4b, 10b, 3b, 2b, 5b, 75, b, . ..
2) b, 4b, 5b, 9b, 3b, b, 4b, 5b, 9b, 3b, b, . ..
dizileridir [2].

2.4.6 Teorem: 7 moduna gére hem geometrik dizi hem de Fibonacci dizisi olan dizi
yoktur.

Ispat: 2.4.5 te verilen teoremde yapildig: gibi /5 sayisiin 7 modunda karsiligt
bulunamaz. Clinkii 7x+5 sayisi x in higbir tamsay1 degeri i¢in tam kare degildir.

Bunun sonucu olarak 7 moduna gére bdyle bir dizi yoktur.

2.4.7 Teorem: F°;=0,1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1,2,... dizisi, hem geometrik

_ dizi hem de Fibonacci dizisi olan iki farkli dizinin toplami olarak yazilabilir [2].

Ispat: Aym zamanda geometrik dizi ve Fibonacci dizisi olan iki 5,,5,,b,,...,D, ... ve

b,,b',b',,...b, ... dizisi belirtmeliyiz ki,
¢, =by+by, c,=b+b, c;=b,+b", ,..., c,=b,+b,,...

olsun. 2.4.5 te verilen teoremde 11 moduna gére hem geometrik dizi hem de
Fibonacci dizisi olan biitlin diziler bulunmus ve bu dizilerin iki gruba ayrildig
gosterilmigti. Birinci gruptan baslangi¢ terimi x olan bir dizi ile ikinci gruptan
baslangi¢ terimi y olan bir dizi segelim ve bu dizilerin karsilikli terimlerini

. toplayalim:
x+y,8x+4y,9x+5y, 6x+9y, 4x+3y,10x+y,3x+4y, ... @)

Bulunan bu dizi yine bir Fibonacci dizisidir. x ve y yi 6yle se¢elim ki bu dizinin

birinei terimi 0, ikinci terimi 1 olsun. Bunun igin,

x+y=0
8x+4y=1
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denklem sistemi ¢oziiliirse,

x=——=3

1
4 (Mod 11)

y=—3 =8

bulunur. Béylece F°y; dizisinin pargalanmasi,

c,=0=3+8
¢, =1=3-8+8-4
c,=3-8"+8-4"

formiiltine gore elde edilir [2].

2.4.8 Teorem: p, 2 ve 5 ten farkli bir asal say1 olmak {izere, p moduna gore +/5 in
tamsay1 karsilif1 yoksa p moduna gére hem geometrik dizi hem de Fibonacci dizisi
olan hicbir dizi olusturulamaz [2].

Ispat: 2.4.5 te verilen teoreme gore, bir Fibonacci dizisinin aym: zamanda bir
geometrik dizi olmasi igin g ortak garpam g° —g —1=0 denklemini saglamalidir. p
moduna gére /5 sayisimn tamsay1 karsilif1 yoksa > —g —1=0 denkleminin higbir

tamsay1 ¢6ziimil yoktur. Bunun sonucu olarak bir Fibonacci dizisi bulunamaz.

2.4.9 Teorem: p, 2 ve 5 ten farkli bir asal say1 olmak iizere, p moduna gore +/5 in
| tamsay1 karsilifi varsa, p moduna gore hem geometrik dizi hem de Fibonacci dizisi
olan Fibonacci dizileri vardir ve her Fibonacci dizisi boyle iki dizinin toplami olarak
yazilabilir [2].

Ispat: V5 sayisiun tamsay! karsilign varsa g° —g—1=0 denklemi iki g; ve ¢»
degeri verir. Bu degerlerden her birine aym zamanda Fibonacci dizisi olan bir

geometrik dizi ailesi kargilik gelir. Bunlar,
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1)  b,bq,bg’,bq°,....bq", ...,

2)  b,bq,,bq,°,bq,’,...,bq,", ...
dizileridir.
X+ Y, XG + Yy, XG4 VG, . xq" + ¥4, ... )]
dizisi yine bir Fibonacci dizisidir. Herhangi bir,
VosVisVyseensVysenr 2)

dizisinin (1) seklinde gosterilebilmesi igin x ve y yi (1) ve (2) dizilerinde iki bag-

langi¢ terimi aym olacak sekilde segmek yeter. Bunun i¢in de,

x+y=v,

xq, +yq, =V,

denklem sistemi ¢oziilmelidir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigtinde,

x =1 "% , y= Vodh =V 3)
4~ 9~ 49,

elde edilir. Bu sekildeki bir Fibonacci dizisinin iki geometrik dizinin toplamina

ayrilmasi,
v, =xq," + e, “4)

formiili ile verilir. Buradaki g; ve g2 sayilan g> —g—1=0 denkleminin kokleri,

x ve y ise (3) denkleminden elde edilen x ve y dir [2].

2.4.10 Uyart: ¢, =g, olmasi durumunda 2.4.9 da elde edilen (3) esitliinin bir

anlami kalmaz. Bu 6zel halde ¢*> —q—1=0 denkleminin diskriminant1 sifira esit

olur. Bu diskriminant 5 e esit oldugundan ancak 5 modunda sifir olur. Zaten p nin 5
ten farkls oldugu 2.4.8 ve 2.4.9 da verilen teoremlerde belirtilmisti.
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2.5 Fibonacci dizisi ve boliim dizileri

2.5.1 Tanmm: v,,v,,V,,...,V,,... dizisi p moduna gore elde edilmis bir F, dizisi

olsun. Bu dizinin elemanlarindan,

v v V. v
— 1 —__2 — 3
=L =2 fi=-2 t=—"

4 .
Vo Y v,

dizisini olusturalim. Bu diziye v,,v,v,,...,V,,... dizisinin boliim dizisi diyelim.
Vg5 Vy» V... sayllarindan bazilan sifira esit ise, bolim dizisi p moduna elde edilmis
sayilardan bagka c semboliinii de igerir. Ayrica vy,Vv;,V,,...,V,,... dizisinin herhangi

komsu iki elemam sifira esitse, dizinin biitliin elemanlar: sifira esit olacagindan bu

hali incelemeyecegiz.

2.5.2 Ornek: F°; dizisine ait boliim dizisini olusturalim. Bunun i¢in dnce F°i

dizisi olusturulur. Bu dizi,
F%=0,1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,1,1,2,3,5,...
seklindedir. Bu diziye ait boliim dizisi ise,
©,1,2,7,9,6,3,5,10,0,0,1,2,7,9,...
olarak elde edilir.

2.5.3 Teorem: a) Herhangi bir Fibonacci dizisine karsilik gelen boliim dizisinin
1

n-1

ardigik terimleri arasinda ¢, =1+ bagintis1 vardir. Ayrica £,4,,%,... 50, ..
dizisi periyodiktir ve bir tam periyot boyunca higbir say1ya iki defa rastlanmaz.

b) 0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . . Fibonacci dizisinin p ile
boliinebilen sonsuz sayida elemam: vardir ve bu elemanlar birbirinden esit
uzakliktadir [2].
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Ispat: a) Bir Fibonacci dizisinin elemanlar1 birbirine v, =v,_, +v, , bagmntistyla
baglidir. Bu bagnt1 v, , ile bélinir ve v, /v, , yerine ¢, , v,,/v,, yerine ¢,

yazilirsa

t =1+ 1 )

formili elde edilir. ¢,,¢,,¢,%,,...,t,,... dizisinde birbirinden farkl elemanlar

“en fazla p+1 tanedir, ¢linkii bu dizi p moduna goére elde edilmis p tane eleman ve
oo semboliinden olusmustur. Bundan dolay: bu dizinin elemanlar1 arasinda mutlaka
birbirine esit olanlar vardir. Biitlin esit eleman ¢iftleri i¢inde elemanlar: birbirinden
en kigitk uzaklikta bulunan bir ¢ift segelim. Bu ¢ift (¢,,,,,) ¢ifti olsun. Bu
durumda ¢,¢,,4,¢,,...,t,,... dizisinin birbiri arkasindan gelen  elemam ikiser
ikiser birbirinden farklidir. Teoremin ispatim tamamlamak i¢in geriye » nin her
degeri igin ¢, =¢,,, esitliginin dogru oldugunu gostermek kalir. Onceden bilindigi
gibi bu 6zdeslik n = k icin gergeklesmektedir. Yani,

L=t @)
dir. Simdi,

ten =k ©)

fisz = ks @

sy = lrapas (%)

esitliklerini ispatlayacagiz. Bunun i¢inde (1) formiiliinden yararlanacagiz. Bu
formdile gore,
1

1
Lea =1+t—’ Lo =1+——

r
k r+k

26



oldugundan (3) esitligi (2) den elde edilir. Bunun gibi (3) ten (4), (4) ten (5), ...

bulunur. Ayrica son olarak,

Leet = luia ()
Les =ik (7
L=ty )

=1 ©)

elde edilir. (9) bagmtisinin yardimiyla (1) den (3), (4), (5), ... ¢ikarmakta kullamlan
yontemle, birbiri ardi sira (2) den (6) , (6) dan (7), ... elde edilmis olur.

b) F°, nin bsliim dizisi olusturulsun. F°, dizisi 0 ve 1 ile baglamaktadur.
_Buna uygun olarak béliim dizisi « elemaniyla baglar. a) dan dolayr « elemam

boliim dizisinde sonsuz defa tekrarlanmakta ve bu tekrarlamalar birbirinden ayni
uzaklikta olmaktadir. Boliim dizisinin bu elemanlar1 F°, nin sifir olan eleman-
larma kargilik gelmektedir. Bunlar da p nin katlar olan elemanlardir [2].

2.5.4 Teorem: v,,V,,Vy,...;V,,ee. V€ Vo, V', V5,0,V ... dizileri herhangi iki F,

dizisi ve bu dizilere ait béliim dizileri,

v Vv Vv Y
N ¥ % _
==, =2, =" ., f,==0 .. (1)
Y 41 V) Vi1
v V' V' V'
S LS T "
==k, =7t ==, =0, 2
Vo 1 Vs Via
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“olsun. (1) ve (2) de bir tane bile ortak eleman varsa bu diziler aym elemanlardan

olusmugslardir. Yani (1) in her eleman (2) de, (2) nin her eleman: (1) de bulunur [2].

Ispat: 2.53 te verilen teoremin a) sikkindan dolay: tslys sy VE
t,ty,..t',,... bolim dizilerinin baglangi¢ terimleri aym ise bu diziler tamamen
aymdir, yani her » i¢in ¢, =¢', dir. Ayrnca bir ¢,,¢,,...,2,,... bolim dizisinde

bagtan sonlu sayidaki terimler atilirsa elemanlar1 bir dnceki dizinin elemanlarimn

aymisiolan bir ¢, ¢,,,, £,.p 5 - - - oL, - - dizisi elde edilir. Gergekten 2.5.3 te verilen

m?> “m+l

teoremin a) sikkindan dolayr ¢, ¢,,...,t,,... dizisinin her elemam sonsuz defa
_tekrarlamir ve sonugta bu elemanlarin hepsi £, %,., 05 sf,,. .. dizisinde

bulunur. Sonug olarak (1) ve (2) dizilerinin aym olan terimlerinden 6nceki biitiin
terimler atilirsa ilk terimleri esit olan iki boliim dizisi elde edilmis olur. Bu da iki

dizinin aym elemanlardan olugtugu anlamina gelir [2].

2.5.6 Teorem: Herhangi iki F, dizisinin b6liim dizisi agagidaki gibi olsun:

V. V. V. v
" " F _
tl'—"_', tz‘—"_', t3—'_,..., t’l— id PR (1)
Vo Y v, Vp
v' v’ v’ v'
_" _V, _V3 "
fl=tl, fo=-2 p=23  f =—n )
Vo vy vV, Vo

t, ve t';, x*—x-1=0 denklemini gergeklemiyorsa (1) ve (2) dizileri ve F nin

biitlin bsliim dizileri aym periyot uzunltuguna sahiptir [2].

Ispat: 2.1.5 te verilen teorem bir F , dizisine uygulandifinda,,
v, =C, 1V +C, W

formiilti elde edilir. Bu formiilden yararlanarak ,
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= cr VO + cr+l vl

CraVo+6 M
yazilabilir. ¢, yerine c, +c,, yazilip, kesrin pay ve paydasi v,c,_, ile bolinirse,

& +(l+ Cr )ﬁ
¢ = b ¢V

r+el =

l + i"._ ﬁ
Cra Vo
bulunur. Burada,
c, - v
L=f ve —L=¢
cr—l vO
yazilirsa,

— fr + (1 + t-r)tl
r 1+7 ¢,

1)

formiilii elde edilir. (1) esitliginde su yorumlar yapilabilir:

i) £ =0 ise t,, =t olur

i) ¢, =t ise f, (t12 -t —1)= 0 bulunur ve bu durumda 7, =0 veya

t? -1, -1=0 dur.

f,8ysE55errl, »or.  dizisinin periyot uzunlugu r olsun ve f# de x*-x—1=0

denkleminin k6kii olmasm. Bu durumda, 7, , =f, = olur.

r+l

=1+—

+1 -

“IN
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formiilinden 7 =0 elde edilir. 2.5.3 te verilen teoremden dolay1 f,,7,,5;,...,f,

elemanlar: ikiger ikiser birbirinden farklidir, 6zellikle #,,7,,f;,...,f elemanlari

r-1

7. =0 dan farkhidir. i) den dolay1 #,=0 ise ¢,,=¢ olmaldr. Burada biitiin

f,,t5,....f, elemanlar1 ¢ den farkhdir, ¢linkli # =7, (s <r) esitliginden ii) ye
gore t,=0 g¢ikardi. Bu ise mimkiin degildir. Boylece ispat edildi ki
tiytystyyeenst,,... dizisinin periyot vzunlugu f7,7,,4;,....f,,... dizisinin periyot

uzunluguna yani r ye esittir [2].

.....

uzunluguolsun. p#2 ve p#S5 olmak lizere,
1) pmoduna gore +/5 in tamsay1 karsihig1 yoksa », p+1 in bir bélenidir.
2) pmoduna gore +/5 in tamsay1 karsiligi varsa 7, p—1 in bir bolenidir.

b)0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . . Fibonacci dizisinde 2
ve 5 ten farkli biitiin p asal sayilan igin, /5 in tamsay1 karsilif1 yoksa a s+ SAYISL P

ile, +/5 in tamsay1 karsih@: varsa a,, sayisi p ile boliinebilir [2].

ispat: a) Ilk nce p moduna gore 5 in karekokiiniin almamadigi durum gdz dniine
alinsm. Bu durumda x®> -x-1=0 denkleminin higbir tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

2.5.6 da verilen teoremden dolay1 herhangi F, dizilerinin biittin bolim dizileri aym r

- uzunlugunda periyotlara sahiptir. 2.5.3 te verilen teoremden dolayi, bir béliim
dizisinin bir periyoduna ait elemanlar birbirinden farklidir. Bundan dolay1 her b6lim

dizisinde tam r tane birbirinden farkli eleman vardir. 0 ve 1 sayilar ile baglayan
F°, dizisine karsilik gelen boltim dizisini R, ile gosterelim. R, dizisinin ilk terimi
oo semboliidiir. Béliim dizisinde rastlanabilen biitiin farkl: elemanlarin sayis1 p +1
e esittir. Biitiin bu elemanlar R, dizisinde bulunuyorsa » = p+1 dir ve ispat biter.
Béyle degilse R, de bulunmayan bir a sayisi segelim ve 1, a, ... Fibonacci dizisini
gbz Online alalim. Bu diziye karsilik gelen bolim dizisini R, ile gdsterelim. R,

dizisi a sayist ile baglar. 2.5.4 te verilen teoreme gére R, ve R, dizilerinin higbir
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ortak elemam yoktur. Eger p moduna gbre bir b sayis: bu dizilerin ikisinde de

bulunmuyorsa, 1, 5,... Fibonacci dizisini olusturalim. Bu diziye karsilik gelen
boliim dizisini R, ile gosterelim. R, dizisi b ile baglar ve bunun sonucu olarak,
- R, ve R, dizileri ile higbir ortak elemam yoktur. Eger R, R, ve R, ile biitlin
0,1,2,..., p—1, © elemanlar tilkenmemis ise, dordiincli bir R, dizisini,... ve bu
sekilde biitiin elemanlar tiikeninceye kadar bir R,,R,,R;,R,, ... dizi sistemi olus-

turulsun. Bu sekilde olusturulan dizilerin higbir elemam ortak degildir. Bu dizi-
lerden her birinde birbirinden farkli tam 7 tane eleman vardir. O halde p+1=#kr

olup ispat sona erer.

Simdi de p moduna gore +/5 in tamsay1 karsiliginin oldugu durum g6z 6niine
almsm. x* —x—-1=0 denkleminin iki k6kii vardir. Bunlar,
1+/5 1-5

5 ve ﬂ=2

a=
sayilaridir. p # 0 ise bu sayilar birbirinden farklidir. @’ —a—1=0 bagntisindan,
1

a=1+—a— (1)

bulunur. Boliim dizisinin terimlerini birbiri ard: sira bulmamizi saglayan formiil,

. oldugundan, bu formiil (1) de yerine yazilirsa « ile baglayan boliim dizisinin,
a,a,a,... ()

seklinde oldugu goriiliir. Tipk: bunun gibi S ile baslayan boliim dizisi,

B.B,8,... €)
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seklindedir. 2.5.6 da verilen teorem geregi biitiin boliim dizilerinin periyotlar1 r
uzunlugundadir. Daha 6nce yapildig: gibi (2) ve (3) dizilerinden farkli, hi¢bir ortak
eleman1 olmayan ve bundan bagka biitin 0,1, 2,..., p—1, © elemanlarim igeren
(a ve pB hari¢) R,R,, ... ,R, bolim dizileri sistemini olusturalim. Buradan
‘ (p +1)—2 =kr yani p-1=/kr esitligi elde edilir. Buda r nin p—1 in bir b6leni
oldugunu gosterir.

b) Verilen dizinin terimlerinin p ile boliimiinden elde edilen kalanlar,

¢ =0,¢,=1,¢c,=1,... @
F°, dizisini olustururlar. (4) ten olusturulan boliim dizisi,

f=Yccw,.. [ =l )

=4

" seklindedir. ik 6nce p moduna gore V5 in tamsay1 karsiliginin olmadigini kabul
edelim. Bu durumda a) sikkina gore (5) in periyot uzunlugu p+1 in bir bélenidir.

Bundan dolay1 £,,, =£,,,, =% olur. Buradan,

cp+2

c

=00
p+l

ve boylece c,,; =0 sonucu gikar. Bu a,,, sayisin p ile bdliinebildigi anlamima

gelir. p moduna gore +/5 in tamsay: karsihgimn oldugu durumda da benzer gekilde
ispat yapilir [2].
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2.6 Belirli tamsayilarla béliinebilen Fibonacci terimleri

2.6.1 Teorem: a ve b tamsayilar olsun. S uygun bir tamsay1 olmak {izere
(a+d)" =a" +ma"'b+bS

~dir[2].

ispat: (a+b)" ifadesi,

(a+b)(a+b)(a+b)---(a+b)

~—
m tane

demektir. Bu terimler garpildiginda @™ in katsayismin 1 olacag: agiktir. a”'b

terimini elde etmek igin parantezlerin herhangi birindeki 5 ile diger parantezlerdeki
a lar carprilmalidir. Bundan dolayt a”'5 nin katsayis1 m dir. Kalan terimler b
nin 2 den kiiglik olmayan terimlerini ¢arpan olarak bulundururlar. Sonug¢ olarak

~a"'b nin katsayis1 m dir [2].

2.6.2 Teorem: Bir Fibonacci dizisinin (k+1). terimi olan a, sayws1 d ile

béliinebiliyorsa,

Ay — (ak—l )l

At — (ak+l )l
farklarindan her biri, her [ igin, d* ile béliintir [2].

Ispat: Timevarim yontemini kullanacagiz. =1 i¢in iddia dogrudur. Bu iddiamin
] =5 icin dogru oldugunu kabul edelim. $imdi iddiamin /=s+1 igin de dogru
oldugunu ispatlayacagiz. 2.1.6 da verilen teoremde bir Fibonacci dizisinin (7 + m).

teriminin a a,,a, , +a,a, formili ile bulunabilecegi ispatlanmmgti. Buna

ntm-1 —

gore, bu formiillde n=%k ve m=ks almrsa,
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Dp(s41)-1 = Fpaks-

S G T

elde edilir. a, ve ayni zamanda g, =0 sayist d ile boliinebildiginden, 2.3.11 de

verilen teoremden dolayt a,, de d ile boltintir. Bu sebeple a, a,, ¢arpimi da d’

ile boliinebilir. x uygun bir tamsay1 olmak {izere,

Ap(ssiyr = Byy ey +xd 2 )
elde edilir. Hipotez geregi,

Qg1 = (ak—l )s +yd’ 2)
dir. (2), (1) de yazilirsa,

K(ss1)-1 = Fp (ak—l)s +d’(ya, , +x)

= ("1«4)5+1 +zd’
elde edilir, yani
Ai(s1y1 (ak—l )H1

sayis1 d’ ile bolinebilir. Boylece iddiann /=s+1 i¢in de dogru oldugu

gosterilmis oldu. Buna benzer olarak a,,,,—(a,,,)’ ifadesinin de d° ile béliine-

bilecei gosterilebilir [2].

2.6.3 Teorem: g, sayist m" ile boliinebiliyorsa (a,,)" —(a,,)" sayist m™ ile

boltnir [2].

Ispat: a, sayis1 m” ile boltnebiliyorsa, x bir tamsay1 olmak lizere a, = xm" ola-

rak yazilabilir. Buradan,

_ n m n "
a.=aq, +a,_=aq,_+xm ve (ak+1) —(ak_l +Xxm )
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elde edilir. 2.6.1 de verilen teoreme gore,

(ak_] + xm”y =(a,_ ) +mla,_ ) " xm" +x*m™ S

=(a,,)" +m"" [(ak_ly"lx +x'm"! S]
dir. O halde (a,,,)" —(a,.)" farki m™' ile bslinebilir.
2.6.4 Teorem: a, sayisi m” ile béliinebiliyorsa a,, sayis1 m™"' ile boliintir[2].
Ispat: 2.6.2 deki teorem geregi d =m”" yazilirsa,

akm+1 = (ak+1 )'” +txm 2

A1 = (ak—l )m +ym®

elde edili. 2.6.3 te verilen teoreme gore, (a,,)" —(a,,)" farki m™' ile

boliinebilmektedir. O halde,
A1 ~ U1 = Con
farki da m™! ile boliinebilir.

2.6.5 Teorem: a, sayisi m ile boliinebiliyorsa km"™"'s numarali biitiin terimler her s

icin m" ile bolanebilir [2].

Ispat: 2.6.4 teki teoremden dolay1 a, sayis1 m ile bsliinebiliyorsa a,, sayis1 m? ile

boliintir. Bu durumda a_, sayisi m’ ile boliinebilir. Boylece a, .., sayist m” ile

"™
bolinebilir. 2.3.11 de verilen teoremden dolay1 @, .. sayis1 m” ile boliinebiliyorsa,
biitin a_,. terimleri de m” ile boliinebilir.

2,66 Sonug: 2.6.5 te verilen teorem ile Fibonacci dizisinde verilen bir p asal

sayistnin herhangi bir kuvvetiyle béliinebilen terimler bulunabilir. p, 2 ve 5 ten farkh

bir asal say1 olmak tizere +/5 in tamsay: karsihig1 yoksa a,,, sayismmn p ile, V5 in

35



tamsay1 kargih@1 varsa g, sayisinin p ile boliinebildigi teorem 2.5.7 de verilmisti.

2.6.5 te verilen teoremin sonucu olarak, /5 in tamsay1 karsihifi bulunamiyorsa

8, 1), Soklindeki biltiin terimler p" ile bolinebilir. Yine aym sekilde /5 in p

moduna gére tamsayi karsilig1 bulunabiliyorsa, A 1)pris seklindeki biitlin terimler

p" ile bdlinebilir. p=2 ve p =35 igin ise p nin bir kuvvetiyle boliinebilen sayilarin

indeksleri dogrudan bulunabilir.

2.6.7 Ornek: 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . . Fibonacci dizisinde a, sayisinin 2 ile ve g

-sayisimn 5 ile boliinebildigi goriilir. 2.6.5 te verilen teoremden dolay1 a4, ..

sayilar 2" ile ve a, ., sayilarida 5" ile boliinebilir.

2.6.8 Ornek: 10000 ile boliinen Fibonacci sayilarinin indekslerini bulmak istiyoruz.
10000 =2*5* oldugundan 2* ile indeksleri 3-2*".s=24solan sayilar, 5* ile de

indeksleri 5°f =625t olan sayilar boliinebilir. Buna gére, 24 ve 625 ile boliinebilen
sayilar 10000 ile boliinebilir. Bu sayilarnn indeksleri ise 24-625-r=15000~
seklindedir.

2.6.9 Uyari: 2.6.8 verilen yontemle Fibonacci dizisinin verilen bir m sayisiyla

. béliinebilen biitiin sayilar1 elde edilemez. Ornegin indeksi 12 olan say1 a;, =144 tiir.

Bu say1 2* ile boliinebilir. Bundan dolayr 2* ile indeksi 125 olan biitiin sayilar ve
10000 ile de indeksi 12-625-7 = 75007 olan biitiin sayilar bsliinebilir.

2.6.10 Ornek: Fibonacci dizisindeki terimlerden hangilerinin 55566 ile bsliinebildigi
bulunmak istensin. 55566=2.3".7° olarak carpanlarina aynlabilir. 2 ile 3s

numaral biitlin terimler béliinebilir. 3 moduna gore N sayisl V2 demektir. 2

nin 3 moduna gére tamsay: karsihg bulunamaz. Bunun sonucu olarak indeksleri
(3+1)-3*.£=108¢ olan sayilar 3* ile boliinebilir. Bunun gibi, 7 moduna gore J5
sayismn tamsay1 karsth@ yoktur. Bundan dolay1 indeksleri (7+1)-7°"-¢=392¢

“olan sayilar 7° ile bolinebilir. Sonug olarak indeksleri 10584r seklinde olan

Fibonacci sayilar1 55566 ile boliinebilir.
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2.7 Dogrusal indirgemeli Diziler ve Fibonacci Dizisi

2.7.1 Tamm: Bir (a,) dizisinde dizinin bir terimi kendisinden 6nce gelen bir veya

birkag terim cinsinden ifade edilebiliyorsa bu diziye indirgemeli dizi denir. Bir
indirgemeli dizide (n+k). terim kendisinden Gnce gelen % terim cinsinden ifade

edilebiliyorsa bu diziye k. mertebeden indirgemeli dizi, tanimlama bagintisina da
indirgeme bagintist adi verilir. Eger indirgeme bagintisi birinci dereceden ise bu

indirgemeli dizi dogrusal indirgemeli dizi olarak adlandirilir.

2.7.2 Ornek: (a,)=(1,2,3,6,11,20,...) dizisi indirgemeli bir dizidir. Cinki dizide
iiglincii terimden sonraki her terim kendisinden 6nce gelen ii¢ terimin toplam olarak
ifade edilebilir. Buna gore indirgeme bagntist a,,, =a, +a,,, +a,,, olarak tamm-
lanabilir. Bu dizinin mertebesi 3 tiir ve indirgeme bagmtisi birinci dereceden oldugu

igin dizi dogrusal indirgemeli bir dizidir.

n-1

2.7.3 Ornek: a, =a, a, =ar, a, =ar’, ..., a,=ar"", ... dizisi geometrik

dizidir. Bu dizide, her terim kendisinden 6nceki terimin » kat1 oldugundan,
an+l =r an

bagintis1 yazilabilir. Bu durumda geometrik diziler birinci mertebeden dogrusal

indirgemeli dizilerdir.

2.7.4 Ornek: a, =a, a,=a+d, ay=a+2d,..., a, =a+(n—l)d, ... dizisi
aritmetik dizidir. Bu dizide, her terim kendisinden o6nceki terimin d fazlasi

oldugundan,
an+1 =an + d (1)

bagmtis1 yazlabilir. Ancak bu indirgeme bagntis1 degildir. Bu denklemin

indirgeme bagint1 olabilmesi i¢in d sayist yok edilmelidir. Bunun igin,

a,.,=a,,+d 2

n+1
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bagintisindan d =a,,, —a, bulunup (1) esitliginde yazilirsa indirgeme bagmtisi,
an+2 =2an+l - an

olarak bulunur. Bu durumda aritmetik diziler ikinci mertebeden dogrusal indirgemeli

dizilerdir.

2.7.5 Ornek: Fibonacci dizisi de dogrusal indirgemeli bir dizidir. Ciinkii dizinin
terimleri arasinda,

a

ne2 — Onal + an

bagintis1 vardir. Boylece Fibonacci dizisinin ikinci mertebeden dogrusal bir

indirgemeli dizi oldugu s6ylenebilir.

2.7.6 Uyari: indirgemeli dizilerde bir terimi bulmak igin kendisinden &nceki
terimleri bilmek yeterlidir. Ancak bu ¢ok zaman alabilir. Ornegin Fibonacci dizi-
sinde 100. terimi bulmak i¢in 99. ve 98. terimleri bilmek yeterlidir fakat, bu terimleri
bulmak ¢ok kolay degildir. Herhangi bir indirgemeli dizinin genel terimi bulunursa
istenen terim bu formiil yardimiyla bulunabilir. Genel terimin bulunmasi i¢in bir
yontem gelistirilebilir. Ikinci mertebeden dogrusal bir dizinin genel terimini veren

formiil su sekilde bulunabilir: Bu dizinin indirgeme bagintisi,

an+2 = Al an+1 + A2 an (1)

seklindedir. a, =r" geometrik dizisinin (1) bagintisim saglamasi igin gerek ve yeter

kosul,
rP—Ar-4,=0 )

oldugu, (1) esitliginde a, yerine »” yazilarak goriilebilir. (2) denkleminin kokleri #

ve r, olsun. C ve D katsayilari ne olursa olsun,

a,=C(r) + D) 3)
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seklindeki bir dizi (1) bagintisim saglar. (2) denkleminin kékleri bulunursa, C ve D
katsayilari nasil segilirse segilsin, ¢ok sayida dizi bulunabilir. (1) bagintisi ile a, ve
" a, terimleri verilmis olsun. Bu dizi (3) seklinde yazilabilir. Bunun igin (3) te n=1

ve n =2 yazilirsa,

Cr+Dr,=q

Ce)+D() =q,
denklem sistemi elde edilebilir Bu denklem sisteminden C ve D katsayilan

C)
bulunabilirse (3) denklemi ve dolayisiyla da dizinin genel terimi bulunmus olur [5].

2.7.7 Teorem: Fibonacci dizisinin genel terimi,

% 2%[(”2\5)” “(lhzﬁﬂ

dir.
Ispat: Fibonacci dizisinde indirgeme bagmntis,

an+2 = an+1 + an (1)

seklinde oldugundan a, =r" denir ve bu ifade (1) de yerine yazilirsa r*> —7—1=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri 7 =5 ve r, =155 dir.

Crn+Dr,=q

Cr) +D0) =a,

)

denklem sisteminde g, =a, =1 ve 7, ve r, degerleri bilinmektedir. Bu degerler

yerine yazilirsa,

39



CORCR

(i oft] -

€)

denklem sistemi elde edilir. (3) denklem sistemi ¢6ziiliirse C = ve D=—f

bulunur. Buna gore Fibonacci dizisinin genel terimi,

-] 57)]

olarak bulunur.

2.7.8 Teorem: Fibonacci dizisinde ardigik terimlerden biiyligliniin kii¢ligline orant

" altm orana yaklagir ve limit degeri 55 dir.

Ispat: 2.7.7 de verilen teoremde dizinin genel terimi bulunmustu. Bu formiilden

dizinin herhangi ardigik iki terimi,

w55 (]

AR

- olarak bulunabilir. Bu terimler birbirine boliiniirse,

Gy _ 2 _ 2 _
TR

elde edilir. Pay (—li;—/—g—)'“, payda (1‘”7‘@-)1 parantezine alimp sadelegtirmeler yapilirsa,
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bulunmus olur. ll_r)n(};ﬁy =0 oldugundan,

(1+J§)n+l

lim %t = fim 2 /145

no n->® (14‘\/_5_) 2
2

olarak bulunur.

2.8 Diinyanm En Eski Problemlerinden Birine Yaklasik Coziim

Antik ¢agdan giinlimiize kadar gelen ii¢ linlii geometri problemi vardir. Bu prob-
lemler, yalmz dogru ¢izmeye yarayan yani tizerinde l¢ii olmayan bir cetvel ve daire
cizmeye yarayan bir pergel kullanarak, herhangi bir aginin (i esit pargaya bolinmesi,
bir kiiplin hacminin iki katina esit hacimli bagka bir kiip ¢izilmesi, bir dairenin
alanina egit alanli bir kare ¢izilmesi problemleridir [6]. Bu problemler belki de
insanligin lizerinde en ¢ok ugrastigi problemlerdendir. Birgok matematik¢i bu
problemlerle ugragmis ancak bir ¢éziim verememistir. Giintimiizde, bu problemlerin
_¢ozlimiinin olmadift ¢agdas yontemlerle ispatlanmistir. Ancak bu problemleri
¢ozmek icin yapilan yaklasimlardan son derece ilging olanlar vardir. Iste bu
yaklagimlarin en ilging olanlarindan biri de 17. ylizyilda yasamis olan Kochansky
adindaki Polonyal1 bir kesigin ligtincii probleme yaklasimidir. Kochansky geometrik
yontemle ¢ ile 7 arasinda kurdugu bir bagint1 ile % 99, 9 oraninda yaklagik sonug

veren bir yéntem vermigtir. Bu ySntem sudur:
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Alam @®olan bir kare ile 77 olan bir daire alinsin. 7zr* =4 olmasi igin

a=+/zr olmaldr. ¢ ile n arasinda yaklagik olarak .o +%§ Jm  bagintisi

vardir. % 0,1 hata ile /@ + —% =7 kabul edilebilir. Buna gore,

- L= xI
a—(ﬁ+2)r rp+3

olarak yazilabilir. Diger taraftan, r\f(; uzunlugu cetvel ve pergel ile su sekilde
cizilebilir: Kenar uzunlugu r olan bir kare ¢izilir. (Sekil 2.8.1)

A A ~. 7
A r
C T D c r T
A g A \H B
)
1
H
1
C F C F
Sekil 2.8.1

[CD] kenarimn orta noktasi olan E noktas: isaretlenir. Pergel E noktasina konarak B
noktast [CD] nin uzantisindaki F noktasina tagimr. [4C) kisa kenar, [CF] de uzun
kenar olacak sekilde ¢izilen ABCF dikdortgeni kenarlart 1:¢ oramnda olan

dikdortgendir. Pergel C noktasina konup F noktasi AB lizerine tagindiginda elde
edilen 4H uzunlugu da AC cinsinden |4C|\/p dir. |4C|=r oldugundan bu deger
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I

> oldugundan elde edilmek istenen

rJo ye esittir. Alan formili a=r,/p +

karenin bir kenar1 |CE|+|4H| toplami kadardir. |CE| ve |4H| uzunluklar bir gizgi
iistiine taginip bir kare ¢izilirse bu karenin alam % 99,9 oraminda baglangigtaki

dairenin alanina esit olacaktir [7].

2.9 Fibonacci sayilan ile ilgili baz ilging dzellikler

Fibonacci dizisinin dzellikleri olduk¢a fazladir. Bu dizi birgok matematikei
tarafindan incelenmis ve birgok ilging sonuglar elde edilmigtir. Hatta bu dizi ile ilgili
ii¢ ayda yaymlanan The Fibonacci Quarterly dergisi bu &6zelliklerle ve yapilan
bilimsel yaynlarla doludur. Bu boliimde Fibonacci sayilarmin diger ilging bazi

ozellikleri ispatlari yapilmadan verilecektir.

2.9.1 Fibonacci dizisinin tek tam kare olan terimi F, =144, tam kiip olan terimleri

ise ; =F, =1 ve F, =8 dir.

2.9.2 Fibonacci dizisinin p. terimi olan F, asal ise p asaldir. Ancak tersi dogru

degildir. Ornegin F,, =233 ve F,, =4181=37-113 olarak yazlabilir.

2.9.3 Fibonacci ve Lucas dizisi arasinda agagidaki bagntilar yazilabilir.

Frn =5 (F,L, +F,L,)

n+m= 2

Ln+m = —;—(Lnl‘m + SFnFm)

2.9.4 F, n. Fibonacci sayis: olmak iizere, F, = y" ( m2>2) denkleminin ¢6ziimleri

F =0,1,1, 8,144 ten ibarettir. Bununla beraber, L, n. Lucas sayis1 olmak iizere,

L, = y” denkleminin ¢6ziimleri L, =1,4 ( p2>2) tiir [17].
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295 n>2 ve n#6,8 olmak tizere 0 <m<n igin, F, in &yle bir asal béleni

vardir ki, bu asal bélen higbir F,, sayisin1 b6lmez [18].

2.9.6 0 <m <n olmak iizere, F, F, carpimi tam kare ise, (m, n) = (1, 2), (1,12), (2,12)
veya (3,6) dir [19].
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3. FIBONACCI SAYILARI iLE iLGIiLi ILGINC PROBLEMLER
VE COZUMLERI

3.1 Fibonacci sayilan ile ilgili karigik problemler

3.1.1 Problem: F =F,=1 ve F,

n+2

=F +F,, (nx1) olarak verilen Fibonacci

dizisinde,

Fi+F+F o+ F,=F,, -1

R

oldugunu gésteriniz [8].
Coziim:
F=F-F
F,=F,~F,
F=F,~F,
Fo=F,-F
F,=F,-F,

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplamip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa F,+ F,+ F,+---+F,=F, , - F, =F, , —1 elde edilir.

'3.12 Problem: F,=F,=1 ve F,,=F,+F,,; (n21) olarak verilen Fibonacci

dizisinde,
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F;+F;+F;+"'+En—l =‘F2n

oldugunu gosteriniz [8].

Coziim: F,,

=F, +F,,, oldugundan,

14

F=F,
F=F,~F,
F,=F,~F,

F‘2n—1 = F‘2n - F, 2n-2

esitlikleri yazilabilir. Bu egitlikler taraf tarafa toplamip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa F, + F, + F; ++--+ F,, , = F,, elde edilir.

n

3.1.3 Problem: F,=F,=1 ve F,,=F +F,, (n21) olarak verilen Fibonacci

dizisinde,
F‘2 +F:1 +F‘6 +.“+F,2n =F'2n+l —l
~oldugunu gosteriniz [8].

Cozim: F,,=F +F

n+l

oldugundan,

F,=F,-F
F,=F,~F,
Fy=F, - F

F2n =F2 'F'Zn—l

el

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanip gerekli sadelestirmeler
vaplusa F, +F,+ F,+--+F,, =F, ,—F = F,,, —1 elde edilir.
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3.1.4 Problem: F =F, =1 ve F,

n+l

=F +F

n+l

(n21) olarak verilen Fibonacci
dizisinde, F-F,+F,-F,+F,-F,+--+F, —-F, =1-F,_; oldugunu goste-

riniz.
Coziim: 3.1.2 ve 3.1.3 te verilen problemlerden dolayi,

F+F+F+tF,, =B,

B+ Fy+ Fytoot By = By -1

el

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa,

Fi=Fy+ = Fy 4 Fy =yt By = Fyy = Fyy = Fyyy 41
elde edilir. F, —F,, 6 =-F,,  oldugu gdz 6niine alinirsa,

BB+ F-F+F=-Ftet By By, =1-F,
esitligi elde edilir.

3.1.5 Problem: F, ile Fibonacci dizisi gosterilmek iizere, nlm ise F,|F,, dir.

Coziim: Fibonacci dizisinin genel terimi,
S CIRCY
N 2 2

oldugundan @ =5 ve =15 denirse F;'zaa:,’g , Fm=aa—:ﬂ— olur. njm

oldugundan m=nq (qe€ Z") yazilabilir. Bu durumda,

_p =g () -(p)
R

elde edilir. x—y farki (x#y) x"—y" farkim béleceginden dolay: Fanm sonucu

cikar.
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3.1.6 Problem: F=F,=1 ve F,_,=F +F,, (n21) olarak verilen Fibonacci
dizisinde,
F'+F'+F +-+F’=FF,
oldugunu ispatlayimz.

Coziim:

F’=F,F,=F,(F,, —F,,)=F,F

n+l

- FnFn~1

F,'=F,F, =F,(F,-F,)=F_F,-F,_F,,
E;-zz = F;:-z F;:—z = Fn—z (Fn—l - E1—3 ) = F, n-2 F;z—l - F;z—z Fn-s

F’=FF,=F,(F,-F,)=FF,-FF,

F =FF,=F(F,-F)=FF-FFR

esitlikleri taraf tarafa toplamrsa F,” +F,’ +---+F’=F F

o — L F esitligi elde
edilir. F, = F, oldupu diigtiniilirse F’+F,’ +F, +-+F,’ =F, F,,, olarak bulu-

nur.

3.1.7 Problem: Fibonacci dizisinin ilk 8 teriminden 3. ve 6. terimler ¢ift, digerleri
tektir. Buna gore, dizinin 3k (% >1) indisli terimlerinin ¢ift, diger terimlerinin tek

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Terimlerin birinci terimden itibaren sirasiyla tek-tek-gift-tek-tek-cift-...
olduklar1 iddia edilmektedir. F, ve F,,, terimlerinin tek olduklar1 kabul edilsin.

n+l

F,

n+2

=F, +F,, oldugundan F,,, ¢ift olacaktir. F,,=F,,+F,  oldufundan F,

n+l n+3 n+2 n

tek, aym sekilde F,,, tek ve F, s ¢ift olacaktir. Bdylece terimler birinciden itibaren

sirastyla tek-tek-gift-tek-tek-¢ift-... olarak siralanacaktir. Yani 3k (k21) indisli
terimler ¢ift, diger terimler tek olacaktir.
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3.1.8 Problem: Fibonacci dizisinde hangi terimlerin 3 ile boliinebildigini bulunuz.

Coziim: Fibonacci dizisinin terimleri 3 ile boliintirse sekiz sayidan olugan 1, 1, 2, 0,
2,2,1,0,1, 1,2 kahbinin tekrarladig1 goriiliir. Ayrica kalanlarin da bir Fibonacci
dizisi olusturdugunu gérmek zor degildir. Kalanlar periyodik oldugundan dolay1 her
dort rakamda bir 0 kalani elde edilecektir. Sonug olarak dizinin 4k (k£ >1) numaral

terimleri 3 {in katidir.

3.1.9 Problem: (F,) Fibonacci dizisinde Z 7 lF =1 oldugunu gosteriniz [9].
n=2 < n-1* n+l
o ee 1 F, F, 1"‘F -1 1 1 - P

: — n — _—n+ n=1 _ _ nl _

O R~ FFiFon  EFoFe  FoF,  EE,, Comedienent

-1 . R 1 1 . . . .

se nz:; FR ifadesi, ;( AR AN J ifadesine doniigtir. Bu ifadede #

yerine 2 den baglayarak artan degerler verilirse,
il=1_1+1_1+1_1+_“
oEaF. BE  KEE - EBEF EF - KFE RE

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki terimlerin birincisinden sonraki terimler

sadelestirilirse,

S S
Z:FF_FF"1

n=2 * n-1* n+l 142

- olarak bulunur.

F,

FoF =2 oldugunu gosteriniz [9].

3.1.10 Problem: (F,) Fibonacci dizisinde
n=2

C(’iziim' F;z =E:+1"F;:-1= 1 _ 1
) F;«—lﬁ;x-rl F;x—IF’m-l F;:—-l F;’l+1
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- . o0 ee — F . 3 — 1 1
Id 1 —2— ifad -
oldugu g6z Oniine alinirsa, ;E,-1Ez+1 ifadesi Z(F,,_l 7

n+l

J sekline doniigtir.

n=2

Bu ifadede n yerine 2 den baglayarak artan degerler verilirse,

(1 1 _
;(F;?—l F;l+l)

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

(1 1)1, 1
Z(F FJ“FIU;

n=2 n+l

11,
FF

elde edilir.

3.1.11 Problem: (F,) Fibonacci dizisi olmak iizere, #>3 igin F,,, <2” oldugunu

 gosteriniz [10].
Coziim: Tuimevarim yontemi kullamlacaktir.
i) n=3 igin F, =5 <2’ oldugundan 6nerme dogrudur.
i) F, 5, <2"7 ve F,,, <2"" oldugu kabul edilsin.
oy = By Fly gy <27 42772 <2 4271 =20

oldugundan 6nerme biitiin » >3 igin dogrudur.

3.1.12 Problem: Fibonacci dizisinde, aritmetik dizi olusturacak sekilde dort terim

bulunamayacagim gosteriniz [10,11,12].

Coziim: Aritmetik dizi olusturacak gsekilde dort terimin oldufu kabul edilsin.
i < j < h<kolmak tizere bu terimler F,, F;, F, ve F, olsun. d=F, - F =F, - F,

oldugundan dolay1,
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d=F,-F,<F, 0
d=F -F,2F -F_=F_2F, 2

esitsizlikleri yazilabilir. (1) ve (2) esitsizlikleri birbirinin tersleridir. Baglangigta
boyle dort terimin oldugu kabul edilmigti. Demek ki iddia yanligtir, yani aritmetik
dizi olugturacak sekilde dort Fibonacci sayisi yoktur [12].

3.1.13 Problem: Asagidaki 6nermeleri kanitlayiniz:

a) 2

F, o3

b) 3

F, & 4n

a) F; =2 oldugundan 3.1.5 te verilen problem geregi F;|F, < 3|n dir. Bu problem

Fibonacci dizisinin 2 ile boliinebilen terimlerinin indisi 3 {in kati olan terimler

olduklarim sdyler.

b) F, =3 oldugundan 3.1.5 te verilen problem geregi F,

F, < 4Jn dir. Bu problem

Fibonacci dizisinin 3 ile béliinebilen terimlerinin indisi 4 iin kati olan terimler

olduklarim sdyler.

c) Fibonacci dizisinde F; =8 dir. 3.1.5 te verilen problem geregi F|F, < 6]n

‘ olmalidir. Bu 8

F, & 6In olmasi ile aym anlama gelir. 8|Fn ise 4F, olacagindan

4F, & 6|n olur. Bu problem Fibonacci dizisinin 4 ile béliinebilen terimlerinin

indisi 6 nin katt olan terimler olduklarim sdyler.

3.1.14 Problem: Fibonacci dizisinde ilk iki terim istenildigi gibi segilirse yine bir
Fibonacci dizisi elde edilir. L, =1, L, =3 olarak segilen L, =L, + L, dizisi de
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bunlardan biridir ve Lucas dizisi olarak adlandirilir. Lucas dizisinin genel terimi

bulunuz.

Coziim: 2.7.6 da verilen yontem kullamilacaktir. Lucas dizisinde indirgeme

bagintisi,

L

n+2

=L

n+1

+1L, ()

seklinde oldugundan L, =#" denir ve bu (1) de yerine yazilirsa r*>—-r—1=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri 7 =15 ve =155 dir.

Crn+Dr,=1
@)
Clr) +D6) =1L,

denklem sisteminde L, =1, L =3, r, ve r, degerleri bilinmektedir. Bu degerler

yerine yazilirsa,
C(—l +ol5 ) + D(—l = ) o]

i oft) -

€)

denklem sistemi elde edilir. (3) denklem sistemi ¢bziiliirse C=D =1 olur. Buna

gore Lucas dizisinin genel terimi,

L= (1+2J§)" +(1—2«/§)n

olarak bulunur.

3.1.15 Problem: F, Fibonacci dizisi ile L, Lucas dizisi arasinda F,, =F]L,

bagintisinin oldugunu gosteriniz [8,15].
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145 V5 a' - p
Coziim: o =2 ve f =2 denirse F, = ve L, =a" + " olur. Buradan,

a-p

aZn_ﬂZn

a-p
_ (an_ﬂnxan_'_ﬂn)
a-p

By, =

— a,n_ﬂn n n)_
- a—ﬂ (a +ﬂ )_F;xl’n

elde edilir.

3.2 Fibonacci Sayilan ile ilgili Olimpiyat Problemleri

3.2.1 Problem: Her neN ve n>2 sayisiun, Fibonacci dizisinin farkl

terimlerinin toplamu olarak yazilabilecegini gésteriniz.

- Coziim: Her ne N i¢in, u

n+l

<k<u,, olanher k € N sayist Fibonacci dizisinin

terimlerinin toplamm olarak yazilabilir. Once bu 6nermenin ispatin1 yapalim.

Tiimevarim y6ntemi kullamilacaktir. P(1) icin,
U, =1<k<u,=2 ise k=u, =2

dir ve 6nerme dogrudur. P(n - l) in dogru oldugunu kabul edelim ve
U, <k<u,,

olsun. Budurumda,ya k-u,,, >u, yada 0<k—u,, <u, dir. Ancak,

n+l n+l —

k-u,,>u, ise k>u,,+u,=u,,

olacagindan 0<k-u,, <u, olmak zorundadir. Bbylece hipotez geregi,
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k—u,,=u, +u, +--+u,

ve dolayistyla,

k =U, +U, +-tu, +i,,
oldugu yani P(r) in de dogru oldugu gésterilmis olur [10].
3.2.2 Problem: u, =1, u, =1 ve k21 igin

Up,y =Yy, +U,,

olarak tanimlanan (u,) dizisi Fibonacci dizisi olarak bilinir. Her £>1 igin 5|ug,

oldugunu gésteriniz.

Coziim: Timevanm yontemini kullanacagiz. k=1 i¢in 5|y, =5 oldugundan
onerme dogrudur. Iddianm % -1 igin dogru oldugunu yani, 5|u,, s oldugunu kabul

edelim. Bu durumda,

Usp_s =5.4
Usy = Usp_y T Usp 4

= Usp_y tUsy_ 3 T U o
=gy + Usy,_3
= 2(u5 tes T usk-3)+ Us_3
= 21,¢5k«4 + 3u5k_3
=2ugy o + (s, s + sy,
=Sty _4 +3ts;_s
=5u, ,+3.5.4
= S(usk_~4 + 3.A)

oldugu goriiliir. Buna gore, dnerme £ i¢in de dogrudur [13].
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3.2.3 Problem: Fibonacci dizisinin herhangi 8 ardigik teriminin toplaminin

Fibonacci dizisinin bir terimi olamayacagim gosteriniz.

Cozitm: Herhangi bir keN almp S=u,, +u,,+-+u,,; denirse

Up,o =Uy,q +U,g <S oldugu agiktir. Diger taraftan,

Upop = Upug t U

Uyt Uy Tl

Sy T Uy YUt U,

Tyt Uy Tt Uy T Uy T,
s

=S+u,,

oldugundan S <u,,,, olur. Boylece u,,, <S <u,,,, bulunmus olur. u, , ve u,,,

dizinin ardigik iki terimi oldugundan bu iki terim arasinda dizinin bir terimi
bulunamaz [13].

3.2.4 Problem: Terimleri on basamakli sayilar olan ve asagidaki 6zelliklere sahip bir

dizi diislinelim:
a) Dizinin terimleri olan on basamakl: sayilar 2 ve 5 rakamlarindan olugmustur;
b) Sayilarin hig birinde iki tane 2 rakami yan yana gelmemektedir.

Buna gore, bu dizinin kag tane farkl: terimi vardir?

Coziim: S6z konusu 6zelliklere sahip olan on rakaml sayilar iki gruba boliinsiin:
Son rakamm 5 olan sayilar birinci grubu, son rakamu 2 olan sayilar ikinci grubu
olustursun. Birinci gruptaki sayilarin son rakami olan 5 silinirse iki tane 2 nin yan
yana gelmedigi 9 rakamli sayilar elde edilir. Ikinci gruptaki sayilarin sonundaki son
iki rakam olan 52 silinirse iki tane 2 nin yan yana gelmedigi 8 basamakl1 sayilar elde
edilmis olur, g, ile iki tane 2 nin yan yana gelmedigi tim » basamakh sayilarin

sayis1 gosterilsin. Yukarida s6ylenenlerden,
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@ =a, +ay )

oldugu ¢ikar. Kolayca goriilecegi gibi (1) bagintisi her » >3 igin gegerlidir. Yani,
n23 i¢in a, =a, ; +a,_, olacaktir. Buna gore, g, =2, @, =3 oldugu i¢in a4, =5,
a,=8, ..., g,=144 olacaktir. Bu dizi ise baglangi¢ terimleri 2 ve 3 olarak

se¢ilmis bir Fibonacci dizisinden bagka bir sey degildir. Sonug olarak birbirinden
farkli 144 eleman vardir [13].

3.2.5 Problem: u, =u, =1, u (n =12, 3,---) bi¢iminde tanimlanan

n+2 =un+u

n+l 2
Fibonacci dizisinin 6yle bir sonsuz alt dizisini bulunuz ki, o alt dizinin herhangi iki

terimi aralarinda asal olsun.

Coziim: d = (a,b) ile a ve b tam sayilarinin ortak bdlenlerinin en bliyigl

gbsterilsin. p, =2* +1, (k=0,1,2,3,--) dizisinde tiimevarmmla, her £ >0 igin
Do-Di Py Py -Puat2=p, 1)
oldugu gosterilebilir. Buradaher m # n igin p, ile p, aralarinda asaldir. Ayrica,

Up s Up o Upissess Uy 5o

dizisini alalim. p,)=02 1,27 +1)=1 olur. (u,,4,)=4u,, oldugundan
| (mn)

(problem 3.2.9) her m#n igin (u, , u, )=u, ,)=1 elde edilir [11].

3.2.6 Problem: () Fibonacci dizisi olsun yani, , =u, =1, u, =u,_, +4,_,, (n=3)

olsun. g, = ——1——+—1—+—1—+---+ 1 R (n =1, 2, 3,-~-) dizisinin smurli oldugunu
U U U u,

(ve dolayisiyla, yakinsak oldugunu) gosteriniz.
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n-2
Coziim: Tiimevarimla her » 22 igin u, 2 (%J oldugu gosterilebilir. »=2 i¢in

k-2
esitsizlik dogrudur. 2 <k <n esitsizligini saglayan her k igin u, > (-32—) oldugu

varsayism. k+1 igin,

FERGS
T
e

oldugundan esitsizlik her zaman dogrudur. B&ylece,

2 n-2 2 n-3

2 |2 2 2 2 .,(2 2

< = = 000 = = it = adt vee =
a,,__1+1+3+(3)+ +(3] 2+3[1+3+(3)+ +(3) ]

n-2
2 1_(%) 2
=2+-—3——————<2+?o

I _
=4
3

olarak bulunur. (a,,) dizisi monoton artan ve smirl oldugundan yakinsaktir [13].

3.2.7 Problem: Herhangi iki ardisik Fibonacci sayisinin aralarinda asal oldugunu

gOsteriniz.

Coziim: F, ve F,,, ardigik iki Fibonacci sayis1 olmak {izere bu sayilarn d 21

n+l
olacak sekilde bir ortak béleni olsun. F,,,—F, farki olan F,, sayis1 da d ile
boliiniir. Bu sekilde geriye dogru gidilirse F, =1 sayisin da d ile boliinecegi
goriliir ki, 1 sadece 1 ile boliinebilir. Boylece, herhangi ardisik iki Fibonacci
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sayisinin en biiyiik ortak béleninin 1 oldugu yani bu sayilarmn aralarinda asal oldugu

sonucuna varilir.

3.2.8 Problem: Hilesiz bir madeni para » defa havaya atiliyor. Ard arda iki kez tura

gelme olasilifini bulunuz.

Coziim: P, ile n defa havaya atilan bir paranin ard arda iki kez tura gelmeme
olasilig gosterilsin. A =1 ve P, =< oldugu agiktir. Eger n>2 ise iki durum
vardir. Birincisi, ilk atigta yazi gelmesidir. Bu durumda diger atiglarda P,

olasilikla ard arda tura gelmez. Ikincisi ise, ilk atista tura gelmesidir. Bu durumda

da ikinci atista 4 olasilikla yaz: gelecek, sonraki »—2 atigta P,_, olasilikla ard arda

iki kez tura gelmeyecektir. Boylece P, olasiligy,

B =B+ P

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki yam1 2" carpilirsa,
2n})n =2n—l})n—1 +2n—2P

n-2

elde edilir. 7T,=2"P, denirse T,=7, ,+7T, , bulunur. F, ile Fibonacci sayilar

gosterilmek {izere,
T,=2B =2=F,
T, =22Pz=4’%=3=}§

degerleri elde edilir. 7, =7, ,+7,_, formiilii yardimtyla biitin » dogal sayilar igin
T,=F,, esitligi bulunur. T, =2"F, oldugu da diistiniiliirse, F, = %‘;—2 sonucu
bulunmus olur. P, ard arda iki kez tura gelmeme oldugundan, » defa havaya atilan

bir paranin ard arda iki kez tura gelme olasitlign 1-P, =1- % olarak bulunur [12].
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3.2.9 Problem: iki Fibonacci sayisinin en bityiik ortak bdleni de yine bir Fibonacci
sayisidir. Ayrica (F,,F,)= F,, dir

Coziim: Euclid algoritmas1 yardimiyla m ve n dogal sayilarmin en biiyiik ortak
_ boleni bulunurken sirasiyla asagidaki islemler yapilir:
m=nq+r
n=rq +n

r=nq,+rn

rk = rk+1 qk+2

#,,, stfirdan farkli son kalandir ve #,, =(m,n) dir [14]. F,,,,, =F,_F,, +FF,
oldugundan,

F =F,_ . =F =F F . +F F

m ny+r ng-1+r+l ng* r+l ng-1*r

yazilabilir. 3.1.5 te verilen problemden dolayr F,|F, —olur. Ayrica ardigtk iki

nq

Fibonacci sayis1 aralarinda asal oldugundan (F F, _1)=1 dir. Boylece,

ng>= ng

(F,,F,)=(F,,F,) elde edilir. Bu sekilde devam edilirse,

(7,.F)=(F,.F,)

(7.7,)=(F,.F,)

(FP'H ? F’k )= (F"k ’ E‘M ) = Fv’lm = Fim,n)
bulunmus olur.

3.2.10 Problem: n>2 olmak lizere F,,[Fm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul nlm

olmasidir.
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Coziim:

=: F,|F, olsun. Bu durumda (F,,F,)=F, olur. 3.2.9 da verilen problemden
dolay1 (F,,F,)= F,, dir. F,,=F, olmasi i¢in (n,m)= n olmalidir ve bunun igin

de njm olmalidir.
= nlm ise (n,m)=n olacaktrr. (Fm,F;,)=F(m,,,) oldugundan dolay:

(Fm"F;l) = F&m,n)

=F,
olarak yazilabilir. Buradan da F, |Fm sonucu ¢ikar ve ispat tamamlanmis olur.

3.2.11 Problem: Terimlerinden higbiri Fibonacci sayist olmayan &yle bir dizi
bulunuz ki, bu dizi bu sekildeki dizilerden ortak fark: en kii¢iik olan artan bir

aritmetik dizi olsun.

Coziim: Fibonacci dizisinin terimleri bir me Z* ile boliindiigiinde elde edilen
kalanlar periyodiktir ve bu kalanlar yine bir Fibonacci dizisi olustururlar.
m=2,3,4,5,6,7 icin olusan kalanlar:

m=2:110,...,
m=3:1,12,0,...,

m=4 :112,310,...,
m=5:11231,0,3,3,14,...,
m=6 :1123,5,213,415,0,...,
m=7:1,12,3,5,1,6,0,6,6,5,4,...,

seklinde olacaktir. m <7 sayilari i¢in olabilecek kalanlar bu sayilardan ibarettir.
Ortak farki 7 ve 7 den kiigiik her dizinin sonsuz sayida Fibonacci sayisi igerdigini
gbrmek zor degildir. Bu durumda aranan dizinin ortak farki en az 8 olmahdir.
Fibonacci dizisinin terimleri 8 ile boliindiigiinde elde edilen kalanlar:
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L 1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0,L,1,...,

sayilaridir.  Bu sayilar periyodik olarak tekrarlanacaktir ve periyot 12 olacaktir.
Dikkat edilirse bu kalanlar arasida 4 ve 6 yoktur. Bundan dolay1 84 +4 ve 8k +6

(ke Z") dizileri hi¢bir Fibonacci sayisi igermez. 8k +4 dizisi de problemde
sorulan ortak farki en kiicitik olan dizidir ve bu dizinin ortak farki 4 tiir [11].

- 3.2.12 Problem: a ve b aralarinda asal dogal sayilar olmak tizere, ak+b (ke N)

* e e &

Coziim: 11k +4 dizisi (k=0,1,2,3,...) istenen ozelliktedir. 3.2.11 deki problemde

yapildig1 gibi Fibonacci dizisinin terimleri 11 ile boliiniirse kalanlar, periyodu 10

olan bir dizi olustururlar. Bu dizi,

1,1,2,3,5,8,2,10,1,0,.. .,

seklindedir. 4, 6, 7 ve 9 sayilar1 bu dizide higbir zaman gériinmez. Dolayisiyla
11k +4 dizisi (k =0,1,2,3,...) Fibonacci dizisinin higbir elemanini igermez a =11 ve

- b=4 te aralarinda asal olurlar [11].

3.2.13 Problem: Fibonacci dizisinin herhangi ardigik yirmi teriminin toplamimn

E, =55 ile bolundiiglinii gbsteriniz.

Coziim: Once, asil ispatta kullanilmak iizere bir kag¢ kiigiik ispat yapilacaktir.
Fy = Fy.,, = F,F, + F,F, oldugundan (2.1.6 teorem) F,, sayis1 F;, ile boliintir.
Fy—1=Fygy —1=F\F + FoFy=1=(F, + R )F, + FoFy ~1=F -1+ Fy(F + K
oldugundan F,” -1=34%-1 sayist 55 ile boliineceginden F,—1 says1 F ile
béliindir.

Problemin ispati i¢in tiimevarim y6ntemi kullamlacaktir. Ardigik yirmi terim

F,F.,F.,,. ..., F, olsun.

n+l >

) n=1igin, F +F, + F,+-+ Ey = F, ~1=17710
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olacagindan ( problem 3.1.1) ve 55|17710 oldugundan 6nerme dogrudur.

ii) Onermenin » igin dogru oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

Fn"'F;m"'F +"'+Fn+19

n+2

toplam1 F}; ile boliinecektir. #+1 igin

E +F ,+-+F

n+l n+2 n

+19+Fn+20=F;,+F +F 4+ F

n+l n+2 n

s10 F F;¢+20 -F (1)

n

=F,

m+1

F

n+l

olur, F

m+n+l

+ F,F, olacagindan (2.1.6 teorem) son egitlikteki F,,,, —F,

n

ifadesi,

Emzo “Fn = F+19+1 ~-F

n n

=F

n+l

=F

n+l

on + F;IF;9 -k, (2)

R

on +F;«(FI9 _1)

olarak yazilabilir. F,, ve F,—1 sayilarmin F, =55 ile boltindtigl ispatlanmigti.
(1) esitligindeki ilk yirmi terimin de Fj, =55 ile boltindiigii kabul edilmisti. Boylece
(2) esitliginde elde edilen say1 F;, =55 ile boliintir. Sonug olarak iddia #+1 igin de

dogrudur. O halde, Fibonacci dizisinin herhangi ardisik yirmi terimi toplami

F, =55 ile boliinir.

k+1

3.2.14 Problem: Her pozitif k¥ tamsayisi igin #* ile #**' (ne N) sayilan arasinda

Fibonacci dizisinin # den fazla teriminin olamayacagim gésteriniz.

Coziim: #* ve n*"' sayilan arasinda tam 7 tane terim oldugunu kabul edelim.

o k k+1
Buna gore, n* <F,,,,F.,,,F, ..., F,,,<n"" olur.

r+n

n-1 r+n-1 r
F;ﬂ' = Z FJ _ZF; =F:'+n+1 _Fr+2
J=1 J=1 J=l

oldugundan,
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r+n+1 r+2 z r+j

yazilabilir. Buradan,

ko _k+l
r+n+l r+2 ZF;'+1>n + }'l l)l’l =n

sonucuna varihr. Yani F,_ ., >#n**' dir ve kabul dogrudur [10].
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4. SONUC

Fibonacci dizisinin tanimi olduk¢a basittir. Fakat en basit tammlarin
arkasindan bir ¢ok ilging o6zellijin gelmesine Fibonacci sayilart Ornek olarak
- gOsterilebilir. Bu tezin asil amaci da igte bu sayilarin ilging 6zelliklerinin nasil

beklenmedik bir sekilde ortaya ¢iktigimni incelemekti.

Birinci bélimde bu ozelliklerle dogada nasil karsilagildig: Ornekleri ile
verildi. Yine birinci boliimde, ¢ok eski ¢aglardan beri Fibonacci dizisinin bir 6zelligi

olan “altin oran” 1n sanat eserlerinde nasil kullanildigindan bahsedildi.

Ikinci boliimde ise, Fibonacci sayilarmin matematikteki uygulamalarindan
bahsedildi. Bu béliimde, Fibonacci dizisinin terimleri arasindaki temel iligkiler, m
moduna goére olusturulan bir dizinin Fibonacci dizisi ile aym &zellikleri tasidig,
Fibonacci dizisinin dairesel, b6lim ve geometrik dizilerle olan iligkileri incelendi.
- Yine bu boliimde bir tamsay1 verildiginde bu say1 ile hangi Fibonacci sayilariin
boliindiigli arastirildi. Ayrica dogrusal indirgemeli dizilerden bahsedilerek bu diziler
yardimiyla Fibonacci dizisinin genel terimi bulundu. Bu bdélimiin sonunda ise
diinyanin en meghur problemlerinden birine verilen ilging bir yaklasik ¢oztim

incelendi.

Uclincti bolimde ise Fibonacci dizisinin sayilar teorisindeki uygulama-
larindan  segilmis problemlere ¢oziimleri ile yer verildi. Ayrica bu bdliimde,
Fibonacci sayilart ile ilgili bir ¢ok matematik olimpiyatinda sorulmus ilging

problemler ve bu problemlerin ¢dziimleri yer aldu.
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