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ÖZET

TEZ KONUSU: Hiperbolik Diferansiyel Denklemleri İçin İki Adımlı

Fark Şemaları

YAZAR ADI: Mehmet Emir KÖKSAL

Bu tezde Hilbert uzayında öz-adjoint pozitif tanımlı A(t) operatörlü diferansiyel

denklemlerinin başlangıç değer problemi
d2u(t)

dt2
+ A(t)u(t) = f(t) (0 ≤ t ≤ T ),

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ

ele alınmıştır. Operatör yaklaşımı uygulanarak bu başlangıç değer probleminin yaklaşık

çözümleri için ikinci basamakdan çeşitli fark şemaları kurulmuştur. Bu fark şemalarının

çözümleri için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir. Bu fark şemalarının çözümleri için

elde edilen teorik sonuçların doğruluğu sayısal örneklerle desteklenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Fark Şemaları, Kararlılık
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SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: Two-Step Difference Schemes for Hy-

perbolic Differential Equations

AUTHOR: Mehmet Emir KÖKSAL

In this thesis the initial value problem
d2u(t)

dt2
+ A(t)u(t) = f(t) (0 ≤ t ≤ T ),

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ

for differential equations in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite

operators A(t) is considered. Applying the operator approach, various second order of

accuracy difference schemes for the approximate solutions of this initial value problem

are presented. The stability estimates for the solution of these difference schemes are

established. The theoretical statements for the solution of these difference schemes are

supported by the results of numerical experiments.

Keywords: Hyperbolic Equation, Difference Schemes, Stability
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v
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1 GİRİŞ

Akışkanlar mekaniğindeki bir çok problemde, ısı akışı, füzyon süreci, matematiksel

biyoloji ve diğer pek çok fiziksel alanlarda karşımıza hiperbolik tipteki diferansiyel

denklemler çıkmaktadır. Bu tip denklemlerle fiziksel olayların modelleri ifade edilebilir.

Bu tipteki denklemler için başlangıç-sınır değer probleminin çözüm metotları üzerine

kapsamlı olarak bir çok araştırma yapılmıştır. (bkz. [Sobolevskii, P. E. ve Pogorelenko,

V. A., 1967], [Sobolevskii, P. E. ve Chebotaryeva, L. M., 1977], [Ashyralyev, A. ve

Muradov, I., 1995], [Mohanty, R. K., Jain, M. K. ve George, K., 1996], [Ashyralyev,

A. ve Muradov, I., 1998], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001], [Samarskii, A.

A., Gavrilyuk, I. P., ve Makarov, V. L., 2001], [Kiguradze, T. ve Lakshmikantham, V.,

2002], [Mohanthy, R. K., 2004], [Ashyralyev, A. ve Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A.

ve Yursever, A., 2004], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2005], [Mohanty, R. K.,

2005], [Ashyralyev, A. ve Koksal, M. E., 2005], [Li, W., Sun, Z., ve Zhao, L., 2005],

[Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005]).

Bu tezde, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A(t) operatörlü
d2u(t)

dt2
+ A(t)u(t) = f(t) (0 ≤ t ≤ T ),

u(0) = ϕ, u′(0) = ψ
(1.1)

başlangıç değer problemi ele alınmıştır. Bilindiği gibi, hiperbolik denklemler için çeşitli

başlangıç-sınır değer problemleri (1.1) sınır değer problemine dönüştürülebilir. (bkz.

[Krein, S. G., 1966] ve [Fattorini, H. O., 1985]).

Aşağıdaki şartları sağlayan u(t) fonksiyonu (1.1) probleminin çözümüdür:

i. u(t) fonksiyonu, [0, T ] aralığında ikinci türevi sürekli olan bir fonksiyondur.

Aralığın sınır noktalarındaki türevler, uygun tek taraflı türevler olarak anlaşılır.

ii. u(t) fonksiyonu, A(t) operatörünün tanım kümesinin elemanıdır ve A(t)u(t)

fonksiyonu [0, T ] aralığında süreklidir.

iii. u(t) fonksiyonu, (1.1) denklemini ve bu denklemin başlangıç koşullarını sağlar.

Kararlılığın zaman ve konum değişkenlerine göre τ ve h olan grid adımlarının bir-

birine bağlı olduğu varsayımıyla kurulduğu hiperbolik kısmi diferansiyel denklemler
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için fark şemaları üzerine yapılmış pek çok çalışma vardır. (bkz. [Piskarev, S., 1984],

[Piskarev, S., 1986], [Piskarev, S., 1989] ve [Ashyralyev, A., 1989]). Özellikle soyut

olarak ifade edilirse bunun anlamı τ → 0 iken τ ‖Aτ,h‖ → 0 koşulu sağlanır.

Önemle ilgilenilen bir husus hiperbolik kısmi diferansiyel denklemler için yüksek

basamaktan doğruluklu mutlak kararlı fark şemalarının incelenmesidir; bu durumda

kararlılık τ ve h grid adımları üzerinde hiçbir varsayım yapılmadan kurulmuştur. (1.1)

probleminin yaklaşık çözümü için kullanılan birinci basamaktan doğruluklu hassas mut-

lak kararlı fark şemasının
τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Akuk+1 = fk,

Ak = A(tk), fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

τ−1(u1 − u0) + iA
1/2
1 u1 = iA

1/2
0 u0 + ψ, u0 = ϕ

(1.2)

çözümü için bu tip kararlılık kestirimleri ilk olarak [Sobolevskii, P. E. ve Chebotaryeva,

L. M., 1977] çalışmasında yapılmıştır.

(1.1) probleminin yaklaşık çözümü için yüksek basamaktan doğruluklu hassas mut-

lak kararlı fark şemaları A(t) = A durumunda [Ashyralyev, A., 1989], [Ashyralyev, A.

ve Muradov, I., 1995], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001], [Ashyralyev, A. ve

Sobolevskii, P. E., 2004] ve [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2005] makalelerinde

incelenmiştir.

Örneğin; İkinci basamaktan doğruluklu hassas mutlak kararlı fark şemaları

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk + τ2

4
A2uk+1 = fk,

fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

τ−1(u1 − u0) + iA1/2(I + iτ
2
A1/2)u1 = z1,

z1 = (I + iτA1/2)ψ + τ
2
f0 + (iA

1
2 − τA)u0, f0 = f(0), u0 = ϕ,

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1
4
A(uk+1 + 2uk + uk−1) = fk,

fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

τ−1(u1 − u0) + i
2
A1/2(u1 + u0) = z1,

z1 = (I + iτ
2
A1/2)ψ + τ

2
f0 + (iA

1
2 − τA

2
)u0, f0 = f(0), u0 = ϕ

[Ashyralyev, A. ve Muradov, I., 1995] makalesinde sunulmuştur. Bu fark şemalarının

çözümü ve birinci ve ikinci basamaktan fark türevleri için kararlılık kestirimleri ku-

rulmuştur. Uygulamalarda, hiperbolik denklemler için başlangıç değer problemlerinin
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fark şemalarının çözümlerinin kararlılığı gösterilmiştir. Ancak, bu fark denklemlerinin

pratikte kullanılması için, ilk önce A1/2 operatörünün oluşturulması gerekmektedir.

Fakat, bu işlem bilgisayar için oldukca güçtür. Bu yüzden, iyi teorik sonuçlar elde

edilmesine rağmen, bu problemin sayısal çözümlerini bulmak zordur ve değeri bekle-

nildiği gibi değildir.

Daha sonraları, [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001] makalesinde ise (1.1)

başlangıç değer probleminin çözümü için birinci basamaktan doğruluklu hassas mutlak

kararlı fark şeması
τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk+1 = fk,

fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

τ−1(u1 − u0) = ψ, u0 = ϕ,

ve ikinci basamaktan doğruluklu hassas mutlak kararlı fark şemaları
τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk + τ2

4
A2uk+1 = fk,

fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A)τ−1(u1 − u0) = τ
2
(f0 − Au0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ,

(1.3)


τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1

2
Auk + 1

4
A(uk+1 + uk−1) = fk,

fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A)τ−1(u1 − u0) = τ
2
(f0 − Au0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ

(1.4)

sunulmuştur. Bu fark şemaları A operatörünün tamsayı kuvvetleriyle oluşturulmuştur.

Bu fark şemalarının çözünü için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir. İlgili fark şemaları-

nın doğruluğu [Ashyralyev, A. ve Köksal, M. E., 2008] makalesinde sayısal denemelerle

de desteklenmiştir.

[Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2004] ve [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E.,

2005] makalelerinde (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümleri için bir tam

fark şemasından veya üç noktaya dayalı Taylor ayrıştırmasından türetilmiş yüksek

basamaktan doğruluklu hassas mutlak kararlı iki adımlı fark şemaları sunulmuştur.

Bu fark şemalarının çözünü için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir. Uygulamalarda

hiperbolik denklemler için başlangıç değer problemlerinin yüksek basamaktan doğruluklu

fark şemalarının çözümü için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.
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[Ashyralyev, A. ve Koksal, M. E., 2005] makalesinde ikinci basamaktan doğruluklu

hassas mutlak kararlı fark şeması

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Ak+1/24
−1 (uk+1 + uk)

+A
1/2
k+1/2A

1/2
k−1/24

−1 (uk + uk−1)

+τ−1
(
A

1/2
k−1/2 − A

1/2
k+1/2

)
A
−1/2
k−1/2τ

−1 (uk − uk−1)

+2−1τ−1
(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A
−1/2
k+1/2τ

−1 (uk+1 − uk)

+A
1/2
k+1/2A

−1/2
k−1/22

−1τ−1
(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A
−1/2
k−1/2τ

−1 (uk − uk−1)

= 2−1
(
fk−1/2 + fk+1/2

)
+ 2−1

(
A

1/2
k+1/2 − A

1/2
k−1/2

)
A
−1/2
k−1/2fk−1/2,

1 ≤ k ≤ N − 1, u0 = u(0),

τ−1(u1 − u0) + τ
2
A1/22

−1(u1 + u0) + τ
2

(
A

1/2
1/2

)′
A
−1/2
1/2 τ−1(u1 − u0)

= τ
2
f1/2 + A

1/2
1/2A

−1/2
1/2 u′0

(1.5)

sunulmuştur. A(t)A−1(0) üzerinde bazı düzgünlük varsayımları yapılarak bu fark

şemasının çözümü ve birinci ve ikinci basamaktan fark türevleri için kararlılık kestir-

imleri üzerine aşağıdaki teoremler vaz edilmiştir.

Teorem 1.1. u(0) ∈ D(A1/2(0)) olsun. (1.5) fark şemasının çözümü için

||{uk − uk−1

τ
}N−1

1 ||Cτ + ||uτ ||Cτ

≤ C1

[
||A

1
2 (0)u0||H + ||u′0||H +

N−1∑
s=0

||fs+1/2||Hτ

]
kararlılık kestirimi geçerlidir. Burada, C1 katsayısı u0, u

′
0, fs+1/2 (0 ≤ s ≤ N − 1) ve

τ ’ya bağlı değildir.

Teorem 1.2. u(0) ∈ D(A(0)), u′(0) ∈ D(A1/2(0)) olsun. (1.5) fark şemasının

çözümü için

||{A1/2(0)
uk − uk−1

τ
}N−1

1 ||Cτ +

||Ak+1/24
−1(uk+1 + uk) + A

1/2
k+1/2A

1/2
k−1/24

−1(uk + uk−1)

+τ−1
(
A

1/2
k−1/2 − A

1/2
k+1/2

)
A
−1/2
k−1/2τ

−1(uk − uk−1)

+2−1τ−1
(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A
−1/2
k+1/2τ

−1(uk+1 − uk)

+A
1/2
k+1/2A

−1/2
k−1/22

−1τ−1
(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A
−1/2
k−1/2τ

−1(uk − uk−1)||H ,
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+||{τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1)}N−1
1 ||Cτ

≤ C2

[
||A(0)u0||H + ||A

1
2 (0)u′0||H + max

0≤s≤k

∥∥fs+1/2

∥∥
H

+
N−2∑
s=0

||fs+1/2 − fs−1/2||H

]
kararlılık kestirimi geçerlidir. Burada, C2 katsayısı u0, u

′
0, fs+1/2 (0 ≤ s ≤ N − 1) ve

τ ’ya bağlı değildir.

Bu tezdeki amaç, H Hilbert uzayında öz-adjoint pozitif tanımlı A(t) operatörlü

diferansiyel denklemlerinin (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini elde

etmek amacıyla, yüksek basamaktan doğruluklu iki adımlı fark şemalarını oluşturmak,

bu fark şemalarının çözümü için kararlılık kestirimlerini elde etmek ve bu fark şemalarının

kararlılığını sayısal örneklerle desteklemektir.

Tezin çeşitli bölümlerinin içeriklerini kısaca tanıtalım. Tezde beş bölüm vardır.

Birinci bölüm Giriş bölümüdür.

İkinci bölümde,H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlıA(t) operatörlü difer-

ansiyel denklemlerinin (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini elde et-

mek amacıyla, A1/2(t) operatörü tarafından oluşturulan ikinci basamaktan doğruluklu

fark şeması tanıtılmıştır. Bu fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimleri elde

edilmiştir.

Üçüncü bölümde, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A(t) operatörlü

diferansiyel denklemlerinin (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini elde

etmek amacıyla, A(t) operatörü tarafından oluşturulan ikinci basamaktan doğruluklu

fark şeması tanıtılmıştır. Bu fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimleri elde

edilmiş ve uygulamaları verilmiştir.

Dördüncü bölümde, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A(t) operatörlü

diferansiyel denklemlerinin (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini elde

etmek amacıyla, A2(t) operatörü tarafından oluşturulan ikinci basamaktan doğruluklu

fark şeması tanıtılmıştır. Bu fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimleri elde

edilmiş ve uygulamaları verilmiştir.

Beşinci bölüm sayısal sonuçlar kısmıdır. Birinci ve ikinci basamaktan doğruluklu

fark şemları Matlab kullanılarak incelenmiştir. Elde edilen sayısal sonuçlar esas alınarak
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ikinci basamaktan doğruluklu fark şemalarının, birinci basamaktan doğruluklu fark

şemasına oranla daha doğru olduğu görülmüştür. Ayrıca bu bölüm, tam ve yaklaşık

çözümleri içeren şekiller; ve hata karşılaştırmalarının yapıldığı tabloları içermektedir.

Son olarak tezin altıncı bölümünde genel sonuçlar özetlenmiştir.

Ayrıca tezin sonunda kaynaklar ve ekler kısımları da verilmiştir.
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2 A1/2(t) İLE OLUŞTURULAN İKİNCİ BA-

SAMAKDAN DOĞRULUKLU FARK ŞEMASI

2.1 İkinci Basamakdan Doğruluklu Fark Şemasının Kurulması

[Daletskii, Yu. L., 1958] ve [Sobolevskii, P. E. ve Pogorelenko, V. A., 1967] refer-

anslarından, birinci basamakdan doğrusal diferansiyel denklemler sistemi için aşağıdaki

eşdeğer başlangıç değer problemi elde edilir:
du(t)

dt
= iA1/2(t)v(t), 0 < t < T, u(0) = u0, u′(0) = u′0,

dv(t)
dt

= iA1/2(t)u(t)− A−1/2(t)
[
A1/2(t)

]′
v(t)− iA−1/2(t)f(t).

(2.1)

İki adımlı fark şemasının kurulması için önce [0, T ] aralığı N eşit parçaya bölünsün;

[0, T ]τ = {tk = kτ , 0 ≤ k ≤ N, Nτ = T}.

(2.1)’deki türev için merkezi fark formulünü kullanarak
τ−1(u(tk)− u(tk−1)) = iA

1/2
k v(tk−1/2) + o(τ 2), 1 ≤ k ≤ N,

τ−1(v(tk)− v(tk−1)) = iA
1/2
k u(tk−1/2)− A

−1/2
k [A

1/2
k ]′v(tk−1/2)

−iA−1/2
k fk + o(τ 2), 1 ≤ k ≤ N, v0 = −iA−1/2

0 u′0

yazılabilir; burada

A
1/2
k = A1/2(tk−1/2), [A

1/2
k ]′ = (A′)1/2(tk−1/2), fk = f(tk−1/2),

tk−1/2 = (tk −
τ

2
), A0 = A(0).

Taylor açılımını kullanarak

τ−1(u(tk)− u(tk−1)) = u′(tk)−
τ

2
u′′(tk) + o(τ 2), 1 ≤ k ≤ N, (2.2)

ve

w(tk−1/2) =
1

2
(w(tk) + w(tk−1)) + o(τ 2), w(tk−1/2) = (w(tk)−

τ

2
w′(tk)) + o(τ 2) (2.3)



8

denklemleri yazılabilir. (2.2), (2.3) ve

u′(tk) = iA1/2(tk)v(tk), u
′′(tk) = f(tk)− A(tk)u(tk)

eşitlikleri kullanılarak

τ−1(u(tk)− u(tk−1)) = τ
2
Aku(tk) + i

(
A

1/2
k + τ

2

(
A

1/2
k

)′)
v(tk)− τ

2
fk + o(τ 2),

1 ≤ k ≤ N,

τ−1(v(tk)− v(tk−1)) = iA
1/2
k u(tk) + τ

2
Akv(tk)

−2−1A
−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
(v(tk) + v(tk−1))− iA

−1/2
k fk + o(τ 2),

1 ≤ k ≤ N, v0 = −iA−1/2
0 u′0,

v(tk) = −iA−1/2
k+1/2

(
τ−1(u(tk)− u(tk−1))− τ

2
Aku(tk) + τ

2
fk

)
+ o(τ 2),

1 ≤ k ≤ N

elde edilir.

o(τ 2) mertebesindeki terimler ihmal edilerek (1.1)’deki başlangıç değer probleminin

yaklaşık çözümü için

τ−1(uk − uk−1) = τ
2
Akuk + i

(
A

1/2
k + τ

2

(
A

1/2
k

)′)
vk − τ

2
fk,

u0 = u(0), 1 ≤ k ≤ N,

τ−1(vk − vk−1) = iA
1/2
k uk + τ

2
Akvk − 2−1A

−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
(vk + vk−1)

−iA−1/2
k fk, 1 ≤ k ≤ N,

vk = −iA−1/2
k+1/2

(
τ−1(uk − uk−1)− τ

2
Akuk + τ

2
fk

)
, 1 ≤ k ≤ N,

v0 = −iA−1/2
0 u′0

(2.4)

fark şeması elde edilir.

(2.4)’de vk yerine konulur ve terimler yeniden düzenlenirse, (1.1)’deki başlangıç

değer probleminin yaklaşık çözümü için aşağıdaki ikinci basamakdan doğruluklu fark
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şeması elde edilir;

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) =

[
A

1/2
k+1 + τ

2

(
A

1/2
k+1

)′]{
−A1/2

k+1uk+1

+

[
τ
2
Ak+1 − 1

2
A
−1/2
k+1

(
A

1/2
k+1

)′]
A
−1/2
k+3/2 [τ−1 (uk+1 − uk)

− τ
2
Ak+1uk+1 + τ

2
fk+1

]
+ A

−1/2
k+1 fk+1

}
−
{[

A
1/2
k+1 + τ

2

(
A

1/2
k+1

)′]
A
−1/2
k+1

(
A

1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

−τ−1

[(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
+ τ

2

((
A

1/2
k+1

)′
−
(
A

1/2
k

)′)]}
A
−1/2
k+1/2

×
[
τ−1 (uk − uk−1)− τ

2
Akuk + τ

2
fk

]
+2−1 (Ak+1uk+1 − Akuk)− 2−1 (fk+1 − fk) ,

1 ≤ k ≤ N − 1, u0 = u(0),

τ−1(u1 − u0) + τ
2
A1/22

−1(u1 + u0) + τ
2

(
A

1/2
1/2

)′
A
−1/2
1/2 τ−1(u1 − u0)

= τ
2
f1 + A

1/2
1/2A

−1/2
1/2 u′0.

(2.5)

(1.1) probleminin yaklaşık çözümü için bulunan (2.5) fark şemasındaA(t) = A olduğunda

(1.3) elde edilir.

Şimdi, (2.5)’deki fark şemasının çözümü için bir formül oluşturalım.

(2.4) denkleminde ηk = uk + vk ve µk = uk − vk dönüşümleri yapılarak aşağıdaki

fark denklemleri sistemi elde edilir;

τ−1(ηk − ηk−1) =
(
iA

1/2
k + τ

2
Ak

)
ηk + ϕ+

k , 2 ≤ k ≤ N,

η1 = K (B+u0 + C+u′0 +D+f1) ,

τ−1(µk − µk−1) =
(
−iA1/2

k + τ
2
Ak

)
µk + ϕ−k , 2 ≤ k ≤ N,

µ1 = K (B−u0 + C−u′0 +D−f1) ,

ϕ±k = i τ
2

(
A

1/2
k

)′
vk − τ

2
fk ∓ A

−1/2
k (A

1/2
k )′2−1 (vk + vk−1)∓ iA

−1/2
k fk,

vk = −iA−1/2
k+1/2

(
τ−1 (uk − uk−1)− τ

2
Akuk + τ

2
fk

)
, 2 ≤ k ≤ N.

Bu denklemlerde

K =

[
1 +

τ 4

4
A2

1 +
τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+
τ 3

2
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′]−1

,

B± = 1− τ 2

2
A1 +

τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
± iτA

1/2
1 ,

C± = τA
1/2
1 A

−1/2
0 − τ 3

4

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0 ∓ iA

−1/2
0 ± i

τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0
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±iτ
2

2
A1A

−1/2
0 ∓ i

τ 3

4
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0 ,

D± =
τ 4

4
A1 −

τ 3

4
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+

3

2
τ 2 +

τ 3

2

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
1 ∓ iτA

−1/2
1 .

Bu denklem sisteminden ηk =
(
I − τ2

2
Ak − iτA

1/2
k

)−1

ηk−1 +
(
I − τ2

2
Ak − iτA

1/2
k

)−1

ϕ+
k , 2 ≤ k ≤ N,

µk =
(
I − τ2

2
Ak + iτA

1/2
k

)−1

µk−1 +
(
I − τ2

2
Ak + iτA

1/2
k

)−1

ϕ−k , 2 ≤ k ≤ N

fark formülleri elde edilir. Böylece

ηk = P−k (k)η1 +
k∑

m=2

R−m(k)ϕ+
m, µk = P+

k (k)µ1 +
k∑

m=2

R+
m(k)ϕ−m

bulunur; burada

P±k (k) = X±
k X

±
k−1 · · ·X

±
2 , R

±
m(k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
m,

X±
k =

(
I − τ 2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1

.

Sonra uk = 1
2
(ηk+ µk) formülü kullanılarak

uk = 2−1
{[
P+

k (k)KB− + P−k (k)KB+
]
u0 + [P+

k (k)KC− + P−k (k)KC+]u′0

+[P+
k (k)KD− + P−k (k)KD+]f1 +

k∑
m=2

[
R+

m(k)ϕ−m +R−m(k)ϕ+
m

]}
bulunur. Ayrıca k −m = s dönüşümü yapılarak

uk = 2−1
{[
P+

k (k)KB− + P−k (k)KB+
]
u0 + [P+

k (k)KC− + P−k (k)KC+]u′0

+[P+
k (k)KD− + P−k (k)KD+]f1 +

k−2∑
s=0

[
E+

s (k)ϕ−k−s + E−
s (k)ϕ+

k−s

]}
(2.6)

elde edilir; burada

ϕ±k−s = i

[
±τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′ − i
τ 2

2

(
A

1/2
k−s

)′]
A
−1/2
k−s+1/2

×
[
τ−1 (uk−s − uk−s−1)−

τ

2
Ak−suk−s +

τ

2
fk−s

]
±iτ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

[
τ−1 (uk−s−1 − uk−s−2)−

τ

2
Ak−s−1uk−s−1 +

τ

2
fk−s−1

]
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+

(
−τ

2

2
∓ iτA

−1/2
k−s

)
fk−s,

E±
s (k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
k−s, E

±
0 (k) = X±

k .

Son olarak (2.6) denkleminden

A
1/2
k−1/2τ

−1(uk − uk−1) = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

×
{[[

P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)
]
KB− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KB+

]
u0

+
[[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KC− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KC+

]
u′0

+
[[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KD− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KD+

]
f1

+
[
E+

0 (k)ϕ−k + E−
0 (k)ϕ+

k

]

+
k−2∑
s=1

[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
ϕ−k−s +

k−2∑
s=1

[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

]
ϕ+

k−s

}
(2.7)

elde edilir.

Bir sonraki alt bölümde, yukarıdaki elde edilen formüller (2.5) fark şemasının kararlılık

kestirimlerini bulmak için kullanılacaktır.

2.2 (2.5) Fark Şemasının Kararlılığı

Önce A(t) operatörü için ileride gerekecek bazı ikinci derecede önemli koşulları

verelim. A(t)’ler, H Hilbert uzayında t’ye bağımsız bir D(A(t)) : A(t) ≥ δI > 0 :

alanında pozitif tanımlı öz-adjoint operatörler olsun. Bu durumda aşağıdaki kestirimler

geçerlidir; ∥∥∥∥∥ταA
α/2
k

(
I +

τ 4

4
A2

k

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ 1, α = 0, 1, 2, (2.8)

∥∥∥∥∥ταA
α/2
k

(
I +

τ 4

4
A2

k

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ (4−√

2
)
α+ 4

(√
2− 3

)
, α = 3, 4, (2.9)

∥∥∥∥∥ταA
α/2
k

(
I − τ 2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ α2 − α

2
+ 1, α = 0, 1, 2. (2.10)



12

Aρ(t)A−ρ(z), ρ ∈ [0, 2] operatör fonksiyonunun∥∥[Aρ(t)− Aρ(s)]A−ρ(z)
∥∥ ≤Mρ|t− s| (2.11)

ve ∥∥[(Aρ(t))′ − (Aρ(s))′
]
A−ρ(z)

∥∥ ≤Mρ|t− s| (2.12)

koşullarını sağladığı kabul edilsin; burada Mρ’ler, t, s, z ∈ [0, T ] için bu değerlerden

bağımsız pozitif sabitlerdir. Bu sonuçtan hareketle Aρ(t)A−ρ(z) operatör fonksiyonu

[0, T ] üzerinde sınırlı bir değişime sahiptir; yani öyle bir Pρ sayısı mevcuttur ki

N∑
k=1

∥∥(Aρ(sk)− Aρ(sk−1))A
−ρ(z)

∥∥ ≤ Pρ

eşitsizliği herhangi bir 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T sıralaması için sağlanır. Burada Pρ

s0, s1, · · ·, sN ve z’den bağımsız pozitif bir sabittir.

Ayrıca (Aρ(t))′A−ρ(z) ve Aρ(p) (Ar(t))′A−ρ−r(z) operatör fonksiyonlarının∥∥(Aρ(t))′A−ρ(z)
∥∥ ≤M3 (2.13)

ve ∥∥Aρ(p) (Ar(t))′A−ρ−r(z)
∥∥ ≤M4 (2.14)

eşitsizliklerini sağladığı kabul edilsin; burada M3, t, z ∈ [0, T ] için t ve z’den bağımsız,

M4, t, z, p ∈ [0, T ] için t, z ve p’den bağımsız pozitif sabitlerdir.

Son olarak, P±k (k) = X±
k X

±
k−1 · · · X

±
2 ve E±

s (k) = X±
k X

±
k−1 · · · X

±
k−s olsun; bu-

rada X±
k =

(
I − τ2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1

. Yukarıdaki varsayım ve tanımlardan hareketle

aşağıdaki eşitsizlikler yazılabilir:

∥∥AkP
±
k (k)A−1

1

∥∥ ≤ e
M1

k∑
i=1
‖(A1

i−A1
i−1)A−1

0 ‖
, (2.15)

∥∥∥AkE
±
s (k)A

α
2
−1

1,k−sτ
α
∥∥∥ ≤ (α2 − α

2
+ 1

)
e

M1

k∑
i=1
‖(A1

i−A1
i−1)A−1

0 ‖
, α = 0, 1, 2, (2.16)

∥∥∥A1/2
k−1/2 (2τ)−1 [P±k (k)− P±k−1(k − 1)]A−ρ

1

∥∥∥ ≤ 3M1/2

4
e

Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
, (2.17)



13

∥∥∥A1/2
k−s−1/2 (2τ)−1 [E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)

] (
Aρ

k−s

)α
2
−1
τα
∥∥∥

≤
3M1/2

4
e

Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
, α = 0, 1, 2. (2.18)

Teorem 2.1. u(0) ∈ D(A
1
2 (0)) ve f1 ∈ D((A

1/2
1 )′) olsun. Bu durumda (2.5) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N

||A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ
||H + max

0≤k≤N
||Akuk||H

≤M

[
||A(0)u0||H + ||A1/2(0)u′0||H + max

1≤s≤N
‖fk‖+

∥∥∥τ 2(A
1/2
1 )′f1

∥∥∥
H

+
N∑

s=1

||fs − fs−1||H

]
kararlılık kestirimi geçerlidir; burada M, u0, u

′
0, fs (1 ≤ s ≤ N) ve τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak ||A1/2
k−1/2

uk−uk−1

τ
||H için kestirim elde edilecektir. (2.7) formülü

kullanılarak

A
1/2
k−1/2τ

−1(uk − uk−1) = J1k + J2k + J3k + J4k + J5k (2.19)

elde edilir; burada

J1k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
{[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KB− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KB+

}
u0,

J2k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
{[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KC− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KC+

}
u′0,

J3k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
{[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KD− +

[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
KD+

}
f1,

J4k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

0 (k)ϕ−k + E−
0 (k)ϕ+

k

]
,

J5k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

{
k−2∑
s=1

[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
ϕ−k−s

+
k−2∑
s=1

[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

]
ϕ+

k−s

}
.

Şimdi, ||Jmk||H , m = 1, 5 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (2.8), (2.9), (2.11), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

||J1k||H ≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)
]
KB−u0

∥∥∥
H

≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)]A−1
1

∥∥∥∥∥A1KB
−A−1

1

∥∥∥∥A1A
−1
0

∥∥ ‖A0u0‖H
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≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)]A−1
1

∥∥∥
×

∥∥∥∥∥A1

[
1 +

τ 4

4
A2

1 +
τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+
τ 3

2
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′]−1

×
[
1− τ 2

2
A1 +

τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
− iτA

1/2
1

]∥∥∥∥∥∥A1A
−1
0

∥∥ ‖A0u0‖H

≤ 3

4

(
M1/2 + 1

)
M1

[
1

1− τM4

(
1 +

5τ

4
M4

)
+

3

2

]
eM1P1 ‖A0u0‖H = C1 ‖A0u0‖H

bulunur.

m = 2 için, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

||J2k||H ≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2(2τ)
−1
[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KC−u′0

∥∥∥
H

≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)]A−1
1

∥∥∥∥∥∥A1KC
−A

−1/2
0

∥∥∥∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)]A−1
1

∥∥∥
×

∥∥∥∥∥A1

[
1 +

τ 4

4
A2

1 +
τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+
τ 3

2
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′]−1

×
[
τA

1/2
1 A

−1/2
0 − τ 3

4

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0 − iA

−1/2
0 + i

τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0

+i
τ 2

2
A1A

−1/2
0 − i

τ 3

4
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
0

]
A
−1/2
0

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

≤ 3

2
M1/2

[(
M1 +

M3

2

)
+
τ

4

M2
3√
δ

+
1

1− τM4

(
3M1

2
+
τ

4
M4 (1 + 3M1) +

3τ 2

8
M4

(
M2

3√
δ

+M4

))]
eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

= C2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

elde edilir.

m = 3 için, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

||J3k||H ≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2(2τ)
−1
[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
KD−f1

∥∥∥
H

≤ 2
∥∥∥A1/2

k−1/2 (2τ)−1 [P+
k (k)− P+

k−1(k − 1)]A−1
1

∥∥∥
×

∥∥∥∥∥A1

[
1 +

τ 4

4
A2

1 +
τ

2
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+
τ 3

2
A

1/2
1

(
A

1/2
1

)′]−1



15

×
[
τ 4

4
A1 −

τ 3

4
A
−1/2
1

(
A

1/2
1

)′
+

3τ 2

2
+
τ 3

2

(
A

1/2
1

)′
A
−1/2
1 − iτA

−1/2
1

]∥∥∥∥ ‖f1‖H

≤ 3

2

(
M1/2 + 1

)
+

[
5

2
+
τ

2
(M4 +M3) +

5τ

4

M4

1− τM4

+
3τ 2

4

M4 (M4 +M3)

1− τM4

]
eM1P1

×
(
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

)
= C3

[
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

]
bulunur.

m = 4 için,

J4k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

0 (k)ϕ−k + E−
0 (k)ϕ+

k

]
=

[
i
1

4
A

1/2
k−1/2

(
X−

k −X+
k

)
A
−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
+
τ

4
A

1/2
k−1/2

(
X−

k +X+
k

) (
A

1/2
k

)′]
×A−1/2

k+1/2

uk − uk−1

τ
+ i

1

4
A

1/2
k−1/2

(
X−

k −X+
k

)
A
−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
A
−1/2
k−1/2

uk−1 − uk−2

τ

+

[
i
τ

8
A

1/2
k−1/2

(
X+

k −X−
k

)
A
−1/2
k +

τ 2

8
A

1/2
k−1/2

(
X+

k +X−
k

)] (
A

1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2Akuk

+i
τ

8
A

1/2
k−1/2

(
X+

k −X−
k

)
A
−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
A
−1/2
k−1/2Ak−1uk−1

+
τ

8
A

1/2
k−1/2

[
X+

k

(
−iA−1/2

k + τ
)

+X−
k

(
iA

−1/2
k + τ

)](
A

1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2fk

+A
1/2
k−1/2 (2τ)−1

[
X+

k

(
−τ

2

2
+ iτA

−1/2
k

)
+X−

k

(
−τ

2

2
− iτA

−1/2
k

)]
fk

+A
1/2
k−1/2i

τ

8

(
X−

k −X+
k

)
A
−1/2
k

(
A

1/2
k

)′
A
−1/2
k−1/2fk−1

yazılır; sonra (2.10), (2.11), (2.13) ve (2.14) kestirimleri uygulanarak

||J4k||H ≤ τ

2

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥ (∥∥X−
k

∥∥+ 1
) ∥∥X+

k

∥∥∥∥∥∥A1/2
k

(
A

1/2
k

)′
A−1

k+1/2

∥∥∥∥
×
∥∥∥A1/2

k+1/2A
−1/2
k−1/2

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+
τ

2

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥∥∥X−
k

∥∥∥∥X+
k

∥∥
×
∥∥∥∥A1/2

k

(
A

1/2
k

)′
A−1

k−1/2

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k−3/2

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k−3/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+
τ

4

(∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥∥∥X+
k

∥∥+
∥∥∥A1/2

k τX+
k

∥∥∥)∥∥∥∥(A1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥ ‖Akuk‖H

+
τ

4

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥∥∥X+
k

∥∥∥∥∥∥(A1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥ ‖Ak−1uk−1‖H

+
τ 2

2

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥(∥∥X+
k

∥∥+ 2
∥∥∥A1/2

k τX+
k

∥∥∥)∥∥∥∥(A1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥ ‖fk‖H
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+τ
∥∥∥A1/2

k−1/2A
−1/2
k

∥∥∥(2∥∥X+
k

∥∥+
∥∥∥A1/2

k τX+
k

∥∥∥) ‖fk‖H

+
τ 2

2

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥∥∥X+
k

∥∥∥∥∥∥(A1/2
k

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥ ‖fk−1‖H

≤ τC4

[∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥A1/2
k−3/2

uk−1 − uk−2

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖Akuk‖H + ‖Ak−1uk−1‖H + ‖fk‖H + ‖fk−1‖H +
3

2
M1/2 ‖fk‖H

]
bulunur; burada

C4 = max

{(
M1/2 + 1

)2
M4,

1

2

(
M1/2 + 1

)
M3

}
.

Son olarak, m = 5 için

J5k = S1k + S2k + S3k + S4k + S5k + S6k + S7k (2.20)

olup, burada

S1k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

{[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

](
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

](
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)}(
A

1/2
k−s

)′
A
−1/2
k−s+1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1) ,

S2k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1i
k−2∑
s=1

{
−
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

]}
×τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2) ,

S3k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

{[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

](
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

](
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)}(
A

1/2
k−s

)′
A
−1/2
k−s+1/2

τ

2
Ak−suk−s,

S4k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1i

k−2∑
s=1

{
−
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

]}
×τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

τ

2
Ak−s−1uk−s−1,

S5k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

{[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

](
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

](
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)}(
A

1/2
k−s

)′
A
−1/2
k−s+1/2

τ

2
fk−s,
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S6k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

{[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

](
−τ

2

2
− iτA

−1/2
k−s

)

+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

](
−τ

2

2
+ iτA

−1/2
k−s

)}
fk−s,

S7k = A
1/2
k−1/2(2τ)

−1i

k−2∑
s=1

{
−
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
+
[
E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)

]}
×
(
i
τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′
)
A
−1/2
k−s−1/2

τ

2
fk−s−1.

Şimdi, ||Smk||H , m = 1, 7 terimleri için ayrı ayrı kestirimler elde edilecektir. m = 1

için, (2.11), (2.14) ve (2.18) kestirimleri kullanılarak

‖S1k‖H ≤ 2

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

×
(
−iτ

2
+
τ 2

2
A

1/2
k−s

)
(A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s+1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)

∥∥∥∥
H

≤ 2
k−2∑
s=1

[∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A−1

k−s

∥∥∥
+
∥∥∥A1/2

k−1/2(2τ)
−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s τ

∥∥∥]
×
∥∥∥A1/2

k−s(A
1/2
k−s)

′A−1
k−s+1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s+1/2A

−1/2
k−s−1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

≤ τC5

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

elde edilir; burada

C5 =
3

2

(
M1/2 + 1

)2
M4e

M1P1 .

m = 2 için, (2.11), (2.14) ve (2.18) kestirimleri uygulanarak

‖S2k‖H ≤ 2

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
τA

−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′

×A−1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2)
∥∥∥

H

≤ 2τ
k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A−1

k−s

∥∥∥
×
∥∥∥A1/2

k−s(A
1/2
k−s)

′A−1
k−s−1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1/2A

−1/2
k−s−3/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−3/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2)
∥∥∥

H
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≤ τ

2
C5

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−3/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2)
∥∥∥

H

bulunur.

m = 3 için, (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullanılarak

‖S3k‖H ≤ 2

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

×
[
i
τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′ − τ 2

2

(
A

1/2
k−s

)′]
A
−1/2
k−s+1/2

τ

2
Ak−suk−s

∥∥∥∥
H

≤ 2
k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s τ

∥∥∥
×
∥∥∥(A1/2

k−s)
′A−1

k−s+1/2

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H ≤ τC6

k−2∑
s=1

‖Ak−suk−s‖H

bulunur; burada

C6 =
3

4

(
M1/2 + 1

)
M4e

M1P1 .

m = 4 için, gene (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullanılarak

‖S4k‖H ≤ 2

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

×
[
i
τ

2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′ − τ 2

2

(
A

1/2
k−s

)′]
A
−1/2
k−s+1/2

τ

2
Ak−suk−s

∥∥∥∥
H

≤ 2τ
k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s τ

∥∥∥
×
∥∥∥(A1/2

k−s)
′A−1

k−s−1/2

∥∥∥ ‖Ak−s−1uk−s−1‖H ≤ τ

2
C6

k−2∑
s=1

‖Ak−s−1uk−s−1‖H

elde edilir.

m = 5 için, yine (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullanılarak

‖S5k‖H ≤ τ

k−2∑
s=1

[∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
− 1

2
k−sτ

∥∥∥
+
∥∥∥A1/2

k−1/2(2τ)
−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
τ 2
∥∥∥] ∥∥∥(A1/2

k−s)
′A−1

k−s−1/2

∥∥∥ ‖fk−s‖H

≤ τC6

k−2∑
s=1

‖fk−s‖H
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bulunur.

m = 6 için, − τ2

2
Ak−s + iτA

1/2
k−s = −I +

(
X+

k−s

)−1
olduğunu göstermek kolaydır;

S6’daki parantez içindeki ilk terim için s− 1 = m dönüşümü yapılarak

A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

{
−
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

+
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

] (
X+

k−s

)−1
}
fk−s

= A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

0 (k)− E+
−1(k − 1)

]
fk−1

+A
1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

k−2(k)− E+
k−3(k − 1)

]
f1

+A
1/2
k−1/2(2τ)

−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
(fk−s−1 − fk−s)

yazılır. Sonra (2.10) ve (2.11) kestirimleri uygulanarak

‖S6k‖H ≤ 1

2

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥(∥∥∥τA1/2
k X+

k

∥∥∥+ 2
∥∥X+

k

∥∥)
×
(
‖fk−1‖H +

∥∥X+
k−1

∥∥ · · · ∥∥X+
2

∥∥ ‖f1‖H

)
+

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−1/2A

−1/2
k

∥∥∥(2−1
∥∥∥τA1/2

k X+
k

∥∥∥+
∥∥X+

k

∥∥)
×
∥∥X+

k−1

∥∥ ...∥∥X+
k−s

∥∥ ‖fk−s − fk−s−1‖H

≤ 3

4

(
M1/2 + 1

) [
‖fk−1‖H + ‖f1‖H +

k−2∑
s=1

‖fk−s − fk−s−1‖H

]
elde edilir.

m = 7 için, (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullanılarak

‖S7k‖H ≤ τ

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−1/2(2τ)

−1
[
E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)

]
A
− 1

2
k−sτ

∥∥∥
×
∥∥∥(A1/2

k−s)
′A−1

k−s−1/2

∥∥∥ ‖fk−s−1‖H ≤ τ

2
C6

k−2∑
s=1

‖fk−s‖H

bulunur. (2.20) denklemi, üçgen eşitsizliği ve ||Smk||H , m = 1, 7 için bulunan kestirimler

kullanılarak

‖J5k‖H ≤ τC7

k−1∑
s=2

[∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+
∥∥∥A1/2

s−3/2τ
−1(us−1 − us−2)

∥∥∥
H
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+ ‖Asus‖H + ‖As−1us−1‖H + ‖fs‖H + ‖fs−1‖H ]

+3
(
M1/2 + 1

) [
‖fk−1‖H + ‖f1‖H +

k−1∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
elde edilir; burada

C7 = max

{
C5,

3

2
C6

}
.

(2.19) formülü, üçgen eşitsizliği ve ‖Jmk‖H , m = 1, 5, için bulunan kestirimler kul-

lanılarak ∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

≤ C1 ‖A0u0‖H + C2

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+C3

[
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

]
+τC4

[∥∥∥A1/2
k−1/2τ

−1(uk − uk−1)
∥∥∥

H
+ ‖Akuk‖H +

∥∥∥A1/2
k−3/2τ

−1(uk−1 − uk−2)
∥∥∥

H

+ ‖Ak−1uk−1‖H + ‖fk‖H + ‖fk−1‖H ] +
3

2
M1/2 ‖fk‖H

+τC7

k−1∑
s=2

[∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H +

∥∥∥A1/2
s−3/2τ

−1(us−1 − us−2)
∥∥∥

H

+ ‖As−1us−1‖H + ‖fs‖H + ‖fs−1‖H ] + 3M1/2

[
‖fk−1‖H + ‖f1‖H +

k−1∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
elde edilir. Yukarıdaki sonuçtan∥∥∥∥A1/2

k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

≤ C8

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

+ max
1≤s≤k

‖fs‖H

+τ
k∑

s=1

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H

)
+

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
(2.21)

yazılır; burada

C8 = max
{
C1, C2, C3 + 3

(
M1/2 + 1

)
, C4 + C7

}
.

İkinci olarak ||Akuk||H için kestirim elde edilecektir. (2.6) formülü uygulanarak

Akuk = Y1k + Y2k + Y3k + Y4k (2.22)

yazılır. Burada

J1k = Ak2
−1
[
P+

k (k)KB− + P−k (k)KB+
]
u0,
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J2k = Ak2
−1
[
P+

k (k)KC− + P−k (k)KC+
]
u′0,

J3k = Ak2
−1
[
P+

k (k)KD− + P−k (k)KD+
]
f1,

J4k = Ak2
−1

k−2∑
s=0

[
E+

s (k)ϕ−k−s + E−
s (k)ϕ+

k−s

]
.

Şimdi, ||Ymk||H , m = 1, 4 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1 için,

(2.8), (2.9), (2.11), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygulanarak

||Y1k||H ≤
∥∥∥A1/2

k−1/2P
+
k (k)KB−u0

∥∥∥
H

≤
∥∥AkP

+
k (k)A−1

1

∥∥∥∥A1KB
−A−1

1

∥∥∥∥A1A
−1
0

∥∥ ‖A0u0‖H

≤M1

[
1

1− τM4

(
1 +

5τ

4
M4

)
+

3

2

]
eM1P1 ‖A0u0‖H = C9 ‖A0u0‖H

elde edilir.

m = 2 için, (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygula-

narak

||Y2k||H ≤
∥∥∥A1/2

k−1/2P
+
k (k)KC−u′0

∥∥∥
H

≤
∥∥AkP

+
k (k)A−1

1

∥∥∥∥A1KC
−u′0
∥∥

H

≤
[
5

4

(
M1 +

1

2
M3

)
+
τ

4

(
15

8
M4 +

1

2
M3

)
+

3

4
τ 2
(
M2

4 +M4M3

)]
×eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

= C10

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

bulunur.

m = 3 için, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygulanarak

||Y3k||H ≤
∥∥AkP

+
k (k)KD−f1

∥∥
H

≤
∥∥AkP

+
k (k)A−1

1

∥∥∥∥A1KD
−∥∥ ‖f1‖H

≤
[
5

4
+ τ

(
15

8
M4 +

1

2
M3

)
+

3

4
τ 2
(
M2

4 +M4M3

)]
eM1P1

×
(
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

)
= C11

[
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

]
bulunur.

m = 4 için,

Y4 = Q1k +Q2k +Q3k +Q4k +Q5k +Q6k +Q7k (2.23)
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olup, burada

Q1k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+E−
s (k)

(
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)]
(A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s+1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1) ,

Q2k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

i
[
−E+

s (k) + E−
s (k)

] τ
2
A
−1/2
k−s (A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2) ,

Q3k = −Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+E−
s (k)

(
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)]
(A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s+1/2

τ

2
Ak−suk−s,

Q4k = −Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)

+E−
s (k)

(
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)]
(A

1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

τ

2
Ak−s−1uk−s−1,

Q5k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)
+ E−

s (k)

(
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)]
(A

1/2
k−s)

′ τ

2
fk−s,

Q6k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−iτ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)
+ E−

s (k)

(
i
τ

2
A
−1/2
k−s +

τ 2

2

)]

×(A
1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

τ

2
fk−s−1,

Q7k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
iτA

−1/2
k−s − τ 2

2

)
+ E−

s (k)

(
−iτA−1/2

k−s − τ 2

2

)]
fk−s.

Şimdi, ||Qmk||H , m = 1, 7 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (2.11), (2.14) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak

‖Q1k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

2

[∥∥AkE
+
s (k)A−1

k−s

∥∥+
∥∥∥AkE

+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥]
×
∥∥∥A1/2

k−s(A
1/2
k−s)

′A−1
k−s+1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s+1/2A

−1/2
k−s−1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

≤ 2τ

3
C6

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

yazılır.
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m = 2 için, (2.11), (2.14) ve (2.16) kestirimleri kullanılarak

‖Q2k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

2

∥∥AkE
+
s (k)A−1

k−s

∥∥∥∥∥A1/2
k−s(A

1/2
k−s)

′A−1
k−s+1/2

∥∥∥
×
∥∥∥A1/2

k−s+1/2A
−1/2
k−s−1/2

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1/2τ

−1 (uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

≤ 2τ

3
C6

k−2∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−3/2τ

−1 (uk−s−1 − uk−s−2)
∥∥∥

H

bulunur.

m = 3 için, (2.13) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak

‖Q3k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

8

[∥∥∥AkE
+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥+
∥∥AkE

+
s (k)τ 2

∥∥]

×
∥∥∥(A1/2

k−s)
′A−1

k−s+1/2

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H ≤ τC12

k−2∑
s=1

‖Ak−suk−s‖

elde edilir; burada

C12 =
3

2
M3e

M1P1 .

m = 4 için, (2.13) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak

‖Q4k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

4

∥∥∥AkE
+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥∥∥∥(A1/2
k−s)

′A−1
k−s−1/2

∥∥∥ ‖Ak−s−1uk−s−1‖H

≤ τ

3
C12

k−2∑
s=1

‖Ak−s−1uk−s−1‖H

yazılır.

m = 5 için, gene (2.13) ve (2.16) kestirimleri kullanılarak

‖Q5k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

8

[∥∥∥AkE
+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥+
∥∥AkE

+
s (k)τ 2

∥∥] ∥∥∥(A1/2
k−s)

′A−1
k−s+1/2

∥∥∥ ‖fk−s‖H

≤ τC12

k−2∑
s=1

‖fk−s‖H

elde edilir.

m = 6 için, yine (2.13) ve (2.16) kestirimleri kullanılarak

‖Q6k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

4

∥∥∥AkE
+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥∥∥∥(A1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

∥∥∥ ‖fk−s−1‖H
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≤ τ

3
C12

k−2∑
s=1

‖fk−s−1‖H

bulunur.

m = 7 için,

Q7k = Ak2
−1

k−2∑
s=1

[
E+

s (k)

(
−τ

2

2
+ iτA

−1/2
k−s

)
+ E−

s (k)

(
−τ

2

2
− iτA

−1/2
k−s

)]
fk−s

olup, Q6k’dakine benzer olarak

‖Q7k‖H ≤
k−2∑
s=1

τ

4

∥∥∥AkE
+
s (k)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥∥∥∥(A1/2
k−s)

′A
−1/2
k−s−1/2

∥∥∥ ‖fk−s−1‖H

≤ 1

2

[
‖fk‖H + eM1P1 ‖f1‖H + eM1P1

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
elde edilir. (2.23) formülü, üçgen eşitsizliği ve bulunan son yedi kestirim kullanılarak

‖Y4k‖H ≤ τ
k−1∑
s=2

[
2

3
C6

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+
∥∥∥A1/2

s−3/2τ
−1(us−1 − us−2)

∥∥∥
H

)

+
1

3
C12 (3 ‖Asus‖H + ‖As−1us−1‖H + 3 ‖fs‖H + ‖fs−1‖H)

]

+
1

2

[
‖fk‖H + eM1P1 ‖f1‖H + eM1P1

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
yazılır. (2.22), üçgen eşitsizliği ve ‖Ymk‖H , m = 1, 4 kestirimleri kullanılarak

||Akuk||H ≤ C9 ‖A0u0‖H + C10

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ C11

[
‖f1‖H +

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

]

+τ
k−1∑
s=2

[
2

3
C6

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+
∥∥∥A1/2

s−3/2τ
−1(us−1 − us−2)

∥∥∥
H

)
+C12

(
‖Asus‖H +

1

3
‖As−1us−1‖H + ‖fs‖H +

2

3
‖fs−1‖H

)]

+
1

2

[
‖fk‖H + eM1P1 ‖f1‖H + eM1P1

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
yazılır. Yukarıdaki sonuçtan

||Akuk||H ≤ C13

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

+ max
1≤s≤k

‖fs‖H
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+τ
k∑

s=1

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H

)
+

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
(2.24)

elde edilir; burada

C13 = max

{
C9, C10, C11 + eM1P1 ,

4

3
C6, 2C12

}
.

(2.21) ve (2.24)’deki kestirimler birleştirilerek herhangi bir k, 1 ≤ k ≤ N için∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ||Akuk||H ≤ C14

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

+ max
1≤s≤k

‖fs‖H +
k∑

s=1

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H

)
+

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
bulunur; burada

C14 =
1

1− τ (C13 + C8)
.

Entegral eşitsizliğinin fark benzetimi uygulanarak

∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ||Akuk||H ≤ C15

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

+ max
1≤s≤N

‖fs‖H +
N∑

s=1

‖fs − fs−1‖H

]
(2.25)

sonucuna varılır, burada

C15 = C14e
kτC14 .

Bu sonuç Teorem 2.1’in ispatını tamamlar.

Teorem 2.2. u(0) ∈ D(A(0)), u′(0) ∈ D(A1/2(0)) ve fk+1 ∈ D olsun. Bu durumda

(2.5) fark şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

||τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) ||H

≤M

[
||A(0)u0||H + ||A

1
2 (0)u′0||H + max

1≤k≤N
‖fk‖H

+ max
1≤k≤N

∥∥τ 2Ak+1fk+1

∥∥
H

+
N∑

s=1

‖fs − fs−1‖H

]
kararlılık kestirimi geçerlidir; burada M, u0, u

′
0, fs (1 ≤ s ≤ N) ve τ ’dan bağımsızdır.
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İspat. (2.5)’ i kullanarak her k, 1 ≤ k ≤ N için∥∥∥∥uk+1 − 2uk + uk−1

τ 2

∥∥∥∥
H

≤
[
1

4
+
τ

8

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥] ∥∥∥A3/2
k+1A

−3/2
k+3/2

∥∥∥
×
∥∥Ak+3/2A

−1
k+1

∥∥∥∥τ 2A2
k+1uk+1

∥∥
H

+

[
1

2
+
τ

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥+
τ

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥
+
τ 2

8

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥] ‖Ak+1uk+1‖H

+

[
1

2
+
τ

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥+
τ 2

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥
+

1

2

∥∥∥(A1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A
−1/2
k+1

∥∥∥+
τ

2

∥∥∥∥[(A1/2
k+1

)′
−
(
A

1/2
k

)′]
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥] ‖Akuk‖H

+

[
1

2

∥∥∥A3/2
k+1A

−3/2
k+3/2

∥∥∥∥∥Ak+3/2A
−1
k+1

∥∥+
τ

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥
×
∥∥∥A3/2

k+1A
−3/2
k+3/2

∥∥∥∥∥Ak+3/2A
−1
k+1

∥∥] ∥∥∥∥τAk+1
uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

[
1

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥
+
τ

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥] ∥∥∥A−1/2
k+1/2

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k+1/2

uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

[∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥+
τ

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥
+

1

τ

∥∥∥(A1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥ 1

2

∥∥∥∥[(A1/2
k+1

)′
−
(
A

1/2
k

)′]
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥]
×
∥∥∥A−1/2

k−1/2

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+

[
1

4

∥∥∥A3/2
k+1A

−3/2
k+3/2

∥∥∥∥∥Ak+3/2A
−1
k+1

∥∥
+
τ

8

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥A3/2
k+1A

−3/2
k+3/2

∥∥∥∥∥Ak+3/2A
−1
k+1

∥∥] ∥∥τ 2Ak+1fk+1

∥∥
H

+

[
1 +

τ

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥+
τ 2

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+3/2

∥∥∥∥
+
τ

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥] ‖fk+1‖H

+

[
τ

2

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥+
τ 2

4

∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1

∥∥∥∥∥∥∥∥(A1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥
+

1

2

∥∥∥(A1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥+
τ

4

∥∥∥∥[(A1/2
k+1

)′
−
(
A

1/2
k

)′]
A
−1/2
k+1/2

∥∥∥∥] ‖fk‖H (2.26)

yazılabilir. (2.21) ve (2.24) kestirimlerinin ispatlarında olduğu gibi sırasıyla∥∥∥∥τAk+1
uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

≤ 2C8

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H
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+ max
1≤s≤k

‖fs‖H + τ
k∑

s=1

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H

)
+

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
,

||τ 2A2
k+1uk||H ≤ 2C13

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τ 2
(
A

1/2
1

)′
f1

∥∥∥∥
H

+ max
1≤s≤k

‖fs‖H

+τ
k∑

s=1

(∥∥∥A1/2
s−1/2τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H
+ ‖Asus‖H

)
+

k∑
s=2

‖fs − fs−1‖H

]
yazılabilir. Bunlar (2.26)’da yerine konularak ve (2.11), (2.12) ve (2.13) kestirimleri

uygulanarak∥∥∥∥uk+1 − 2uk + uk−1

τ 2

∥∥∥∥
H

≤ C16

[∥∥τ 2A2
k+1uk+1

∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk+1
uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖Ak+1uk+1‖H +

∥∥∥∥A1/2
k+1/2

uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖Akuk‖H +

∥∥∥∥A1/2
k−1/2

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+
∥∥τ 2Ak+1fk+1

∥∥
H

+ ‖fk+1‖H + ‖fk‖H

]
elde edilir; burada

C16 = max

{
1

4
+
τ

2
M3,

1

2
+

3τ

4
M3 +

τ 2

8
M2

3 ,
1

2
+
τ

2
M3 +

τ 2

4
M2

3 + τM1/2,

1

2

(
M3/2 + 1

)
M1 +

τ

4
M3

(
M3/2 + 1

)
M1,

1√
δ

(
M3 +

τ

2
M2

3 +
3

2

(
M1/2 + 1

))
,

1√
δ

(
1

2
M3 +

τ

4
M2

3

)
, 1 +

3τ

4
M3 +

τ 2

4
M2

3 ,
τ

2
(M3 +M1/2) +

τ 2

4
(M2

3 +M1/2)

}
.

(2.25) kestirimi kullanılarak

max
1≤k≤N−1

∥∥∥∥uk+1 − 2uk + uk−1

τ 2

∥∥∥∥
H

≤ C17

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
1≤k≤N

∥∥τ 2Ak+1fk+1

∥∥
H

+ max
1≤s≤N

‖fs‖H +
N∑

s=1

‖fs − fs−1‖H

]
bulunur; burada

C17 = 5C15C16.

Böylece Teorem 2.2 ispatlanmış olur.
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3 A(t) İLE OLUŞTURULAN İKİNCİ BASAMAK-

TAN DOĞRULUKLU FARK ŞEMASI

3.1 İkinci Basamakdan Doğruluklu Fark Şemasının Kurulması

Taylor açılımını kullanarak

u (tk+1)− 2u (tk) + u (tk−1)

τ 2
− u′′ (tk) = o(τ 2), (3.1)

u (tk)−
u (tk+1) + 2u (tk) + u (tk−1)

4
= o(τ 2) (3.2)

denklemleri yazılabilir. (3.1), (3.2) ve

u′′ (tk) = −A (tk)u (tk) + f (tk)

eşitlikleri kullanılarak

u (tk+1)− 2u (tk) + u (tk−1)

τ 2
+

1

4
A (tk) (u (tk+1) + 2u (tk) + u (tk−1))

= f (tk) + o(τ 2)

elde edilir. Ayrıca,

(I + τ 2A (0))
u (τ)− u (0)

τ
=
τ

2
(−A (0)u (0) + f (0)) + ψ + o(τ 2).

o(τ 2) mertebesindeki terimler ihmal edilerek (1.1)’deki başlangıç değer probleminin

yaklaşık çözümü için
uk+1−2uk+uk−1

τ2 + 1
2
Akuk + 1

4
Ak (uk+1 + uk−1) = fk,

Ak = A (tk) , fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A0)τ
−1(u1 − u0) = τ

2
(f0 − A0u0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ

(3.3)

fark şeması elde edilir. Denklem (3.3)’den

τ−1(uk+1 − uk) = iA
1/2
k 2−1 (vk+1 + vk) ,

u1 = (I + τ 2A0)
−1
[(
I − τ2

2
A0

)
u0 + τu′0 + τ2

2
f0

]
, 1 ≤ k ≤ N − 1,

τ−1(vk+1 − vk) = iA
1/2
k 2−1(uk+1 + uk) + ψk,

v1 = −2iA
−1/2
0 (I + τ 2A0)

−1 [− τ
2
A0u0 + u′0 + τ

2
f0

]
+ iA

−1/2
0 u′0,

1 ≤ k ≤ N − 1

(3.4)
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yazılabilir. Burada ψk bilinmeyen bir grid fonksiyondur ve ilerleyen bölümde

tanımlanacaktır.

(3.4) kullanılarak ve terimler düzenlenerek (1.1)’deki başlangıç değer probleminin

yaklaşık çözümü için aşağıdaki iki adımlı fark şeması elde edilir;

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Ak4
−1 (uk+1 + uk) + Ak4

−1 (uk + uk−1)

= τ−1
(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A
−1/2
k−1 τ

−1 (uk − uk−1)

+4−1A
1/2
k

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
(uk + uk−1) + i2−1τ−1A

1/2
k

(
ψk + ψk−1

)
1 ≤ k ≤ N − 1, u0 = u(0),

(I + τ 2A0)τ
−1(u1 − u0) = τ

2
(f0 − A0u0) + ψ,

öyleki

ψk + ψk−1 = −2iA
−1/2
k fk

+2i
(
A
−1/2
k−1 − A

−1/2
k

) uk − uk−1

τ 2
+ 2−1i

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
(uk + uk−1) .

Burada

ψp = −iA−1/2
k fk − 2iA

−1/2
k

(
A

1/2
k − A1/2

p

)
A−1/2

p

uk − uk−1

τ 2

+i
(
A

1/2
k − A1/2

p

) uk + uk−1

2
, için p = k − 1, k. (3.5)

ψk ve ψk−1 için farklı formüller olmasına rağmen bunların normları için aynı kestirim

geçerlidir. Gerçekten, ∥∥∥A1/2
k ψk

∥∥∥
H
≤M1/2 ‖fk‖H

≤M1/2 ‖fk‖H + 2M2
1/2

∥∥∥∥uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+M1/2

∥∥∥∥τAk−1
uk + uk−1

2

∥∥∥∥
H

, (3.6)

∥∥∥A1/2
k ψk−1

∥∥∥
H
≤M1/2 ‖fk‖H +2M2

1/2

∥∥∥∥uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+M1/2

∥∥∥∥τAk−1
uk + uk−1

2

∥∥∥∥
H

. (3.7)

Şimdi, (3.3)’deki fark şemasının çözümü için bir formül oluşturalım.



30

(3.4) denkleminde ηk = uk + vk ve µk = uk − vk dönüşümleri yapılarak aşağıdaki

fark denklemleri sistemi elde edilir;

τ−1(ηk+1 − ηk) = iA
1/2
k 2−1(ηk+1 + ηk) + ψk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

η1 = B−u0 + C−u′0 +D−f0,

τ−1(µk+1 − µk) = −iA1/2
k 2−1

(
µk+1 + µk

)
− ψk,

1 ≤ k ≤ N − 1, µ1 = B+u0 + C+u′0 +D+f0.

Burada

B± =
(
I + τ 2A0

)−1
(
I − τ 2

2
A0 ± iτA

1/2
0

)
,

C± =
(
I + τ 2A0

)−1
(
τ ∓ iA

−1/2
0

)
,

D± =
(
I + τ 2A0

)−1
(
τ 2

2
∓ iτA

−1/2
0

)
.

Yukarıdaki denklem sisteminden ηk+1 =
(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1 (
I + iτ

2
A

1/2
k

)
ηk + τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

ψk,

µk+1 =
(
I + iτ

2
A

1/2
k

)−1 (
I − iτ

2
A

1/2
k

)
µk − τ

(
I + iτ

2
A

1/2
k

)−1

ψk

fark formülleri elde edilir. Böylece

ηk+1 = P+
k (k)(B+u0 + C+u′0 +D+f0) +

k∑
m=1

R+
m(k)τ

(
I − iτ

2
A1/2

m

)−1

ψk,

µk+1 = P−k (k)(B−u0 + C−u′0 +D−f0)−
k∑

m=1

R−m(k)τ

(
I +

iτ

2
A1/2

m

)−1

ψk

bulunur; burada

P±k (k) = X±
k X

±
k−1 · · ·X

±
0 , R

±
m(k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
m+1,

X±
k+1 =

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1(
I ± iτ

2
A

1/2
k

)
.

Sonra uk = 1
2
(ηk+ µk) formulü kullanılarak

uk+1 = 4−1
{
[P+

k (k)B+ + P−k (k)B−]u0 + [P+
k (k)C+ + P−k (k)C−]u′0

+[P+
k (k)D+ + P−k (k)D−]f0

+
k∑

m=1

[
R+

m(k)τ

(
I − iτ

2
A1/2

m

)−1

−R−m(k)τ

(
I +

iτ

2
A1/2

m

)−1
]
ψm
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bulunur. Ayrıca k −m = s dönüşümü yapılarak

uk+1 = 4−1
{
[P+

k (k)B+ + P−k (k)B−]u0 + [P+
k (k)C+ + P−k (k)C−]u′0

+[P+
k (k)D+ + P−k (k)D−]f0

+
k−1∑
s=0

[
B+

s (k)τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

−B−
s (k)τ

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
]
ψk−s

}
(3.8)

elde edilir; burada

B±
s (k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
k−s+1, B

±
0 (k) = I.

Son olarak (3.8) denkleminden

τ−1(uk+1 − uk)

= i4−1
{[
iA

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
B+ − A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
B−
]
u0

+
[
A

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
C+ − A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
C−
]
u′0

+
[
A

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
D+ − A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
D−
]
f0

+A
1/2
k

[
B+

0 (k)τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

+B−
0 (k)τ

(
I +

iτ

2
A

1/2
k

)−1
]
ψk

+
k−1∑
s=1

A
1/2
k

[
[B+

s (k) +B+
s−1(k − 1)]τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

+[B−
s (k) +B−

s−1(k − 1)]τ

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
]
ψk−s

}
(3.9)

ve

A
1/2
k 2−1(uk+1 + uk)

= 4−1
{[
A

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
B+ + A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
B−
]
u0

+
[
A

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
C+ + A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
C−
]
u′0

+
[
A

1/2
k

[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
D+ + A

1/2
k

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
D−
]
f0

+A
1/2
k

[
B+

0 (k)τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

−B−
0 (k)τ

(
I +

iτ

2
A

1/2
k

)−1
]
ψk
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+
k−1∑
s=1

A
1/2
k

[
[B+

s (k) +B+
s−1(k − 1)]τ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

−[B−
s (k) +B−

s−1(k − 1)]τ

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
]
ψk−s

}
(3.10)

elde edilir.

Bir sonraki alt bölümde yukarıdaki elde edilen formüller (3.3) fark şemasının kararlılık

kestirimlerini bulmak için kullanılacaktır.

3.2 (3.3) Fark Şemasının Kararlılığı

Önce A(t) operatörü için ileride gerekecek bazı ikinci derecede önemli koşulları

verelim. A(t)’ler, H içinde t’ye bağımsız bir D(A(t)) : A(t) ≥ δI > 0 : alanında pozitif

tanımlı öz-adjoint operatörler olsun. Bu durumda aşağıdaki kestirimler geçerlidir;∥∥∥ταA
α/2
k

(
I + τ 2Ak

)−1
∥∥∥ ≤ 1, α = 0, 2, (3.11)

∥∥∥τA1/2
k

(
I + τ 2Ak

)−1
∥∥∥ ≤ 1/2, (3.12)

∥∥∥(I ∓ iτA1/2
s

)−1
∥∥∥ ≤ 1, (3.13)

∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A1/2

s

)−1(
I ± iτ

2
A1/2

s

)∥∥∥∥∥ ≤ 1, (3.14)

∥∥∥∥∥τA1/2
s

(
I ± iτ

2
A1/2

s

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ 2. (3.15)

Aρ(t)A−ρ(z), ρ ∈ [0, 1] operatör fonksiyonunun

∥∥[Aρ(t)− Aρ(s)]A−ρ(z)
∥∥ ≤Mρ|t− s| (3.16)

koşulunu sağladığı kabul edilsin; burada Mρ’ler, t, s, z ∈ [0, T ] için bu değerlerden

bağımsız pozitif sabitlerdir. Bu sonuçtan hareketle Aρ(t)A−ρ(z) operatör fonksiyonu
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[0, T ] üzerinde sınırlı bir değişime sahiptir; yani öyle bir Pρ sayısı mevcuttur ki

N∑
k=1

∥∥(Aρ(sk)− Aρ(sk−1))A
−ρ(z)

∥∥ ≤ Pρ

eşitsizliği herhangi bir 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T sıralaması için sağlanır. Burada Pρ

s0, s1, · · ·, sN ve z’den bağımsız pozitif bir sabittir.

Ayrıca A1/2(p)A1/2(t)A−1(z) operatör fonksiyonunun∥∥A1/2(p)
[
A1/2(t)− A1/2(s)

]
A−1(z)

∥∥ ≤M1/2|t− s| (3.17)

eşitsizliğini sağladığı kabul edilsin; burada M1/2, t, s, z, p ∈ [0, T ] için t, s, z ve p’den

bağımsız pozitif sabittir. Bu sonuçtan hareketleA1/2(p)A1/2(t)A−1/2(s) operatör fonksiy-

onu [0, T ] üzerinde sınırlı bir değişime sahiptir; yani öyle bir P1/2 sayısı mevcuttur ki

N∑
k=1

∥∥A1/2(p)
[
A1/2(sk)− A1/2(sk−1)

]
A−1(z)

∥∥ ≤ P1/2

eşitsizliği herhangi bir 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T sıralaması için sağlanır. Burada

P1/2 s0, s1, · · ·, sN , p ve z’den bağımsız pozitif bir sabittir.

Eğer ∥∥Aρ(t)A−ρ(s)
∥∥ ≤Mρ (3.18)

ise, bu eşitsizlikten her tk ∈ [0, T ]τ için

N−1∑
k=0

∥∥∥A1/2
k+1/2

(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A−1

k+1/2

∥∥∥ ≤ (M1/2 + 1
)
M1P1

yazılabilir.

Son olarak, B±
s (k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
k−s+1 olsun; burada

X±
k =

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1(
I ± iτ

2
A

1/2
k

)
.

Yukarıdaki varsayım ve tanımlardan hareketle aşağıdaki eşitsizlikler yazılabilir:

∥∥Aρ
k2
−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A−ρ

0

∥∥ ≤ e
Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
, (3.19)

∥∥τA2ρ
k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A−ρ

0

∥∥ ≤ 2e
Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
, (3.20)
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∥∥Aρ
k2
−1
[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
A−ρ

k−s

∥∥ ≤ e
Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
, (3.21)

∥∥τA2ρ
k 2−1

[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
A−ρ

k−s

∥∥ ≤ 2e
Mρ

k∑
i=1
‖(Aρ

i−Aρ
i−1)A−ρ

0 ‖
. (3.22)

Teorem 3.1. u(0) ∈ D(A
1
2 (0)) olsun. Bu durumda (3.3) fark şemasının çözümü

için

max
0≤k≤N−1

∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+ max
0≤k≤N−1

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥
H

+ max
0≤k≤N

‖uk‖H

≤M

[
||A

1
2 (0)u0||H + ||u′0||H +

N−1∑
s=0

||fs||Hτ

]
(3.23)

kararlılık kestirimi geçerlidir; buradaM, u0, u
′
0, fs (0 ≤ s ≤ N − 1) ve τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İspat için önce ‖τ−1(uk+1 − uk)‖H + ‖τAk2
−1(uk+1 + uk)‖H kestirimi bulu-

nacaktır. (3.9) ve (3.10) formülleri kullanılarak

τ−1(uk+1 − uk) + τAk2
−1(uk+1 + uk)

= J1k + J2k + J3k + J4k + J5k + J6k + J7k + J8k + J9k + J10k (3.24)

yazılabilir; burada

J1k = i4−1A
1/2
k

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
B+ −

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
B−}u0,

J2k = 4−1τAk

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
B+ +

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
B−}u0,

J3k = i4−1A
1/2
k

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
C+ −

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
C−}u′0,

J4k = 4−1τAk

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
C+ +

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
C−}u′0,

J5k = i4−1A
1/2
k

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
D+ −

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
D−} f0,

J6k = 4−1τAk

{[
P+

k (k) + P+
k−1(k − 1)

]
D+ +

[
P−k (k) + P−k−1(k − 1)

]
D−} f0,

J7k = i4−1τA
1/2
k

[
B+

0 (k)

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

+B−
0 (k)

(
I +

iτ

2
A

1/2
k

)−1
]
ψk,

J8k = 4−1τ 2Ak

[
B+

0 (k)

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

−B−
0 (k)

(
I +

iτ

2
A

1/2
k

)−1
]
ψk,
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J9k = i4−1τ
k−1∑
s=1

A
1/2
k

[
[B+

s (k) +B+
s−1(k − 1)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

+[B−
s (k) +B−

s−1(k − 1)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
]
ψk−s,

J10k = 4−1τ 2

k−1∑
s=1

Ak

[
[B+

s (k) +B+
s−1(k − 1)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

−[B−
s (k) +B−

s−1(k − 1)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
]
ψk−s.

Şimdi, ||Jmk||H , m = 1, 10 terimlerini için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J1k||H ≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]B±u0

∥∥∥
H

≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

≤ 2eM1/2P1/2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

= C1

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

bulunur.

m = 2 için, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak

||J2k||H ≤
∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]B±u0

∥∥
H

≤
∥∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

≤ 4eM1/2P1/2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

= 2C1

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

elde edilir.

m = 3 için, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J3k||H ≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]C±u′0

∥∥∥
H

≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖u′0‖H
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≤ 3

2
eM1/2P1/2 ‖u′0‖H =

3

4
C1 ‖u′0‖H

elde edilir.

m = 4 için, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak

||J4k||H ≤
∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]C±u′0
∥∥

H

≤
∥∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖u′0‖H

≤ 3eM1/2P1/2 ‖u′0‖H =
3

2
C1 ‖u′0‖H

elde edilir.

m = 5 için, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J5k||H ≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]D±f0

∥∥∥
H

≤
∥∥∥A1/2

k 2−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖f0‖H τ

≤ 5

4
eM1/2P1/2 ‖f0‖H τ =

5

8
C1 ‖f0‖H τ

elde edilir.

m = 6 için, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak

||J6k||H ≤
∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]D±f0

∥∥
H

≤
∥∥∥τAk2

−1[P±k (k) + P±k−1(k − 1)]A
−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖f0‖H τ

≤ 5

2
eM1/2P1/2 ‖f0‖H τ =

5

4
C1 ‖f0‖H τ

elde edilir.

m = 7 için, (3.7) kestirimi kullanılarak ve (3.13) kestirimi uygulanarak

||J7k||H ≤

∥∥∥∥∥2−1τA
1/2
k B±

0 (k)

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1

ψk

∥∥∥∥∥
H
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≤ τ

∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥A1/2

k ψk

∥∥∥
H

≤ τM1/2

(
‖fk+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥
H

)
elde edilir.

m = 8 için, (3.7) kestirimi kullanılarak ve (3.15) kestirimi uygulanarak

||J8k||H ≤

∥∥∥∥∥2−1τ 2AkB
±
0 (k)

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1

ψk

∥∥∥∥∥
≤ τ

∥∥∥∥∥τAk

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥A1/2

k ψk

∥∥∥
H

≤ 2τM1/2

(
‖fk+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥)
elde edilir.

m = 9 için, (3.7) kestirimi kullanılarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.21) kestirimleri

uygulanarak

||J9k||H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

A
1/2
k 2−1

[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
τ

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

ψk−s

∥∥∥∥∥
H

≤ τ

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k 2−1

[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

∥∥∥∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥A1/2

k−sψk−s

∥∥∥
H

≤ τM1/2e
M1/2P1/2

×
k−1∑
s=1

(
‖fk−s+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥uk−s+1 − uk−s

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk−s
uk−s+1 + uk−s

2

∥∥∥∥
H

)

≤ τM1/2e
M1/2P1/2

k−1∑
s=1

(
‖fs+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥us+1 − us

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAs
us+1 + us

2

∥∥∥∥
H

)
elde edilir.

m = 10 için, (3.7) kestirimi kullanılarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.22) kestirim-

leri uygulanarak

||J8k||H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

τAk2
−1
[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
τ

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

ψk−s

∥∥∥∥∥
H

≤ τ

k−1∑
s=1

∥∥∥τAk2
−1
[
B±

s (k) +B±
s−1(k − 1)

]
A
−1/2
k−s

∥∥∥∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥A1/2

k−sψk−s

∥∥∥
H
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≤ 2τM1/2e
M1/2P1/2

×
k−1∑
s=1

(
‖fk−s+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥uk−s+1 − uk−s

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk−s
uk−s+1 + uk−s

2

∥∥∥∥
H

)

≤ 2τM1/2e
M1/2P1/2

k−1∑
s=1

(
‖fs+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥us+1 − us

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAs
us+1 + us

2

∥∥∥∥
H

)
elde edilir. (3.15) denklemi, üçgen eşitsizliği ve ||Jmk||H , m = 1, 10 için bulunan kestir-

imler kullanılarak ∥∥τ−1(uk+1 − uk)
∥∥

H
+
∥∥τAk2

−1(uk+1 + uk)
∥∥

H

≤ C1

(
3
∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

+
9

4
‖u′0‖H +

15

8
‖f0‖H τ

)
+3τM1/2

(
‖fk+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥
H

)

+3τM1/2e
M1/2P1/2

k−1∑
s=1

(
‖fs+1‖H + 2M1/2

∥∥∥∥us+1 − us

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAs
us+1 + us

2

∥∥∥∥
H

)

≤ C1

(
3
∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

+
9

4
‖u′0‖H

)
+ C2τ

k+1∑
s=0

‖fs‖H

+C3τ

(∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥
H

)

+C4τ
k−1∑
s=1

(∥∥∥∥us+1 − us

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAs
us+1 + us

2

∥∥∥∥
H

)
bulunur; burada

C2 = max

{
3M1/2e

M1/2P1/2 , 3M1/2,
15

8
C1

}
, C3 = max

{
6M2

1/2, 3M1/2

}
,

C4 = max
{
6M2

1/2e
M1/2P1/2 , 3M1/2e

M1/2P1/2
}
.

Yukarıdaki sonuçtan∥∥τ−1(uk+1 − uk)
∥∥

H
+
∥∥τAk2

−1(uk+1 + uk)
∥∥

H
≤ C5

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H

+τ
k+1∑
s=1

‖fs‖H + τ
k−1∑
s=0

(∥∥∥∥us+1 − us

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAs
us+1 + us

2

∥∥∥∥
H

)]
yazılır; burada

C5 = max
{
(1− C3τ)

−1 3C1, (1− C3τ)
−1C2, (1− C3τ)

−1C4

}
.
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Entegral eşitsizliğinin fark benzetimi uygulanarak

∥∥∥∥uk+1 − uk

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥τAk
uk+1 + uk

2

∥∥∥∥
H

≤ C6

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k+1∑
s=0

‖fs‖H τ

]
(3.25)

elde edilir; burada

C6 = C5e
C5τk.

Şimdi, ||uk||H , k = 1, 2, ···, N için kestirim elde edileccektir. uk = u0+
k∑

s=1

τ−1 (us − us−1) τ

olduğunu göstermek kolaydır. (3.25) kararlılık kestirimi üçgen eşitsizliği ile birlikte bu

denklemde kullanılarak herhangi bir k, 1 ≤ 1 ≤ N, için

‖uk‖H ≤ ‖u0‖H +
k−1∑
s=0

∥∥τ−1(us+1 − us)
∥∥

H
τ

≤
∥∥∥A−1/2

0

∥∥∥∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ C6 (k − 1) τ

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k+1∑
s=0

‖fs‖H τ

]

bulunur.
∥∥∥A−1/2

s

∥∥∥ ≤ √
δ
−1

olduğundan dolayı

‖uk‖H ≤ C7

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k+1∑
s=0

‖fs‖H τ

]
,

yazılabilir; burada

C7 =
[√

δ
−1

+ (T − τ)C6

]
.

Bu sonuç Teorem 3.1’in ispatını tamamlar.

Teorem 3.2. u(0) ∈ D(A(0)) ve u′(0) ∈ D(A1/2(0)) olsun. Bu durumda (3.3) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

||τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) ||H + max
1≤k≤N−1

||4−1Ak (uk+1 + 2uk + uk−1) ||H

≤M

[
||A(0)u0||H + ||A

1
2 (0)u′0||H + max

0≤s≤k
‖fs‖H +

N∑
s=0

||fs+1 − fs||H

]
(3.26)

kararlılık kestirimi geçerlidir; buradaM, u0, u
′
0, fs (0 ≤ s ≤ N − 1) ve τ ’dan bağımsızdır.
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İspat. İlk olarak
∥∥∥A1/2

k−1τ
−1(uk − uk−1)

∥∥∥
H

+ ‖Ak−12
−1(uk + uk−1)‖H için kestirim

elde edilecektir. (3.9) ve (3.10) formülleri kullanılarak

A
1/2
k−1τ

−1(uk − uk−1) + Ak−12
−1(uk + uk−1) = J1k + J2k + J3k + J4k

+J5k + J6k + J7k + J8k + J9k + J10k (3.27)

elde edilir; burada

J1k = i4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]B+ − [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]B−}u0,

J2k = 4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]B+ + [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]B−}u0,

J3k = i4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]C+ − [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]C−}u′0,

J4k = 4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]C+ + [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]C−}u′0,

J5k = i4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]D+ − [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]D−} f0,

J6k = 4−1Ak−1

×
{
[P+

k−1(k − 1) + P+
k−2(k − 2)]D+ + [P−k−1(k − 1) + P−k−2(k − 2)]D−} f0,

J7k = i4−1τAk−1

[
B+

0 (k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k−1

)−1

+B−
0 (k)

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−1

)−1
]
ψk−1,

J8k = 4−1τAk−1

[
B+

0 (k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k−1

)−1

−B−
0 (k)

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−1

)−1
]
ψk−1,

J9k = i4−1τAk−1

k−2∑
s=1

[
[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

+[B−
s (k − 1) +B−

s−1(k − 2)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
]
ψk−s−1,



41

J10k = 4−1τAk−1

k−2∑
s=1

[
[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

−[B−
s (k − 1) +B−

s−1(k − 2)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
]
ψk−s−1.

Açıkca görülmektedir ki her çift numaralı Jmk’lar için kestirim bir önceki tek numaralı

Jmk’nin kestirimine eşittir. Onun için aşağıda sadece tek numaralı Jmk’ların kestirimi

ele alınacaktır.

Şimdi, ||Jmk||H , m = 1, 10 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J1k||H ≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]B±u0

∥∥
H

≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]A−1
0

∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖A0u0‖H

≤ 2eM1P1 ‖A0u0‖H = C8 ‖A0u0‖H

elde edilir.

m = 3 için, yine (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J3k||H ≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]C±u′0
∥∥

H

≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]A−1
0

∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ∥∥∥A1/2

0 u′0

∥∥∥
H

≤ 3

2
eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

=
3

4
C8

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

bulunur.

m = 5 için, gene (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

||J3k||H ≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]D±f0

∥∥
H

≤
∥∥Ak−12

−1[P±k−1(k − 1) + P±k−2(k − 2)]A−1
0

∥∥
×
[∥∥∥τA1/2

0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖f0‖H

≤ eM1P1 ‖f0‖H =
1

2
C8 ‖f0‖H
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elde edilir.

m = 7 için, (3.7) kestirimi kullanılarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.18) kestirimleri

uygulanarak

||J7k||H ≤

∥∥∥∥∥2−1τAk−1B
±
0 (k − 1)

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−1

)−1

ψk−1

∥∥∥∥∥
H

≤ 2−1

∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−1

)−1

τAk−1ψk−1

∥∥∥∥∥
H

≤ 2M1/2 ‖fk‖H + τM1M1/2

∥∥∥∥A1/2
k−1

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+ τM1/2

∥∥∥∥Ak−1
uk + uk−1

2

∥∥∥∥
H

elde edilir.

m = 9 için, J9k’nın formülünden

J9k = S1k + S2k (3.28)

yazılabilir; burada

S1k = i4−1τAk−1

k−2∑
s=1

[
[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

+[B−
s (k − 1) +B−

s−1(k − 2)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
]

×
[
2iA

−1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1

uk−s − uk−s−1

τ 2
+ i
(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

) uk−s + uk−s−1

2

]
,

S2k = −4−1τAk−1

k−2∑
s=1

[
[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

+[B−
s (k − 1) +B−

s−1(k − 2)]

(
I +

iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
]
iA

−1/2
k−s fk−s.

Şimdi, ||Smk||H , m = 1, 2 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (3.13), (3.15), (3.17), (3.18) ve (3.21) kestirimleri uygulanarak ve üçgen eşitsizliği

kullanılarak

‖S1k‖H ≤ 2

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B±

s (k − 1) +B±
s−1(k − 2)]τ

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

×A−1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1

uk−s − uk−s−1

τ 2

∥∥∥∥
H
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+

∥∥∥∥∥
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B±

s (k − 1) +B±
s−1(k − 2)]

× τ

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1 (
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

) uk−s + uk−s−1

2

∥∥∥∥∥
H

≤ 2
k−2∑
s=1

∥∥Ak−12
−1[B±

s (k − 1) +B±
s−1(k − 2)]A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥∥
(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
∥∥∥∥∥

×
∥∥Ak−s−1A

−1
k−s

∥∥∥∥∥A1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1

uk−s − uk−s−1

τ

∥∥∥∥
H

+2
k−1∑
s=1

∥∥Ak−12
−1[B±

s (k − 1) +B±
s−1(k − 2)]A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥∥τA1/2
k−s−1

(
I ∓ iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1
∥∥∥∥∥

×
∥∥∥A1/2

k−s−1A
−1/2
k−s

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥∥Ak−s−1
uk−s + uk−s−1

2

∥∥∥∥
H

≤ 2τM1/2e
M1P1

k−2∑
s=1

(
M1

∥∥∥∥A1/2
k−s−1

uk−s − uk−s−1

τ

∥∥∥∥
H

+ 2M1/2

∥∥∥∥Ak−s−1
uk−s + uk−s−1

2

∥∥∥∥
H

)

≤ τC9

k−1∑
s=2

(∥∥∥∥A1/2
s−1

us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥As−1
us + us−1

2

∥∥∥∥
H

)
elde edilir; burada

C9 = max
{
2M1/2e

M1P1
(
M1,M1/2

)}
.

m = 2 için, S2k ifadesi önden toplam işaretinin önündeki terimle, sondan ise son

büyük parantezden sonraki terimle çarpılırsa, toplam altındaki iki terim aynı norma

sahip olur. Böylece ‖S2k‖H ’yi bulmak için sadece birinci terimler ele alınacak ve sonuç

2 ile çarpılacaktır. Üçgen eşitsizliği kullanılarak

‖S2k‖H ≤

∥∥∥∥∥−
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]iτ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

A
−1/2
k−s fk−s

∥∥∥∥∥
H

yazılabilir.
(
I − iτ

2
A

1/2−1
k−s−1

)(
−iτA1/2

k−s−1

)
= I−X+

k−s−1 olduğundan, bu eşitlik yukarıdaki

eşitsizlikteki normun içinde kullanılarak

−
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]iτ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

A
−1/2
k−s fk−s

= −
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k−1)+B+
s−1(k−2)]A

1/2
k−s−1iτ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s



44

=
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
I −X+

k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

=
k−2∑
s=1

{
Ak−12

−1[B+
s (k − 1) +B+

s−1(k − 2)]A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

−Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]X+

k−s−1A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

}
=

k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]A

−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

−
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]X+

k−s−1A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

elde edilir. İkinci toplamın içindeki ifadede s + 1 = m dönüşümü kullanarak, terimler

düzenlenerek ve Abel formülü kullanarak

k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]A

−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

−
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]X+

k−s−1A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s

= A
1/2
k−1A

−1/2
k fk − Ak−12

−1[B+
k−1(k − 1) +B+

k−2(k − 2)]A
−1/2
0 A

−1/2
1 f1

+
k−1∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]

(
A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s − A

−1/2
k−s A

−1/2
k−s+1fk−s+1

)
bulunur.

Diğer taraftan aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğu açıkca görülmektedir;

A
−1/2
k−s−1A

−1/2
k−s fk−s − A

−1/2
k−s A

−1/2
k−s+1fk−s+1 = −A−1

k−s (fk−s+1 − fk−s)

+A−1
k−s

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−1/2
k−s+1fk−s+1 + A

−1/2
k−s−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−sfk−s.

Bu sonuçtan

−
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]iτ

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s−1

)−1

A
−1/2
k−s fk−s

= A
1/2
k−1A

−1/2
k fk − Ak−12

−1[B+
k−1(k − 1) +B+

k−2(k − 2)]A
−1/2
0 A

−1/2
1 f1

+
k−2∑
s=1

Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]
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×
[
−A−1

k−s (fk−s+1 − fk−s) + A−1
k−s

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−1/2
k−s+1fk−s+1

+A
−1/2
k−s−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−sfk−s

]
yazılabilir. Sonra, (3.13), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.21) kestirimleri uygulanarak

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak

‖S2k‖H ≤
∥∥∥A1/2

k−1A
−1/2
k

∥∥∥ ‖fk‖H

+
∥∥Ak−12

−1[B+
k−1(k − 1) +B+

k−2(k − 2)]A−1
1

∥∥∥∥A1A
−1
0

∥∥∥∥∥A1/2
0 A

−1/2
1

∥∥∥ ‖f1‖H

+
k−1∑
s=1

∥∥Ak−12
−1[B+

s (k − 1) +B+
s−1(k − 2)]A−1

k−s

∥∥
×
[
‖fk−s+1 − fk−s‖H +

∥∥∥(A1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−1/2
k−s+1

∥∥∥ ‖fk−s+1‖H

+
∥∥Ak−sA

−1
k−s−1

∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s

∥∥∥ ‖fk−s‖H

]
≤M1/2 ‖fk‖H +M1M1/2e

M1P1 ‖f1‖H + eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+τM1/2e
M1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H + τM1/2M1e
M1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s‖H

≤ C10

[
‖fk‖H + ‖f1‖H +

k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + 2τ
k∑

s=1

‖fs‖H

]
elde edilir; burada

C10 = max
{
M1/2,M1/2e

M1P1 , eM1P1 ,M1/2M1e
M1P1

}
.

(3.28) denklemi, üçgen eşitsizliği ve ‖Smk‖ , m = 1, 2 için bulunan kestirimler kul-

lanılarak

‖J9k‖ ≤ τC9

k−1∑
s=2

(∥∥∥∥A1/2
s−1

us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥As−1
us + us−1

2

∥∥∥∥
H

)

+C10

[
‖fk‖H + ‖f2‖H +

k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + 2τ
k∑

s=1

‖fs‖H

]
elde edilir. Şimdi (3.27) denklemi, üçgen eşitsizliği ve ‖Jmk‖ , m = 1, 10, için bulunan

kestirimler kullanılarak∥∥∥A1/2
k−1τ

−1(uk − uk−1)
∥∥∥

H
+
∥∥Ak−12

−1(uk + uk−1)
∥∥

H



46

≤ C8

(
2 ‖A0u0‖H +

3

2

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ ‖f0‖H

)
+4M1/2 ‖fk‖H + 2τM1M1/2

∥∥∥∥A1/2
k−1

uk − uk−1

τ

∥∥∥∥
H

+ 2τM1/2

∥∥∥∥Ak−1
uk + uk−1

2

∥∥∥∥
H

+τ2C9

k−1∑
s=2

(∥∥∥∥A1/2
s−1

us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥As−1
us + us−1

2

∥∥∥∥
H

)

+2C10

[
‖fk‖H + ‖f1‖H +

k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + 2τ
k∑

s=1

‖fs‖H

]

≤ C11

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
k−1∑
s=2

‖fs+1 − fs‖H + max
0≤s≤k

‖fs‖H

+τ
k−1∑
s=2

(∥∥∥∥A1/2
s−1

us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+

∥∥∥∥As−1
us + us−1

2

∥∥∥∥
H

)]
elde edilir; burada

C11 = max
{(
I − 2τ max

{
M1M1/2,M1/2

})−1 (
4C10, 2C8, 2C9, 4M1/2

)}
.

Entegral eşitsizliğinin fark benzetimi uygulanarak

∥∥∥A1/2
k−1τ

−1(uk − uk−1)
∥∥∥

H
+
∥∥Ak−12

−1(uk + uk−1)
∥∥

H

≤ C12

(
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
k∑

s=1

‖fs − fs−1‖H + max
0≤s≤k

‖fs‖H

)
elde edilir; burada

C12 = C11e
τC11k.

(3.20) kestirimi uygulanarak ve üçgen eşitsizliği kullanılarak yukarıdaki sonuçtan

||4−1Ak (uk+1 + 2uk + uk−1) ||H

≤ C13

(
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
k∑

s=1

‖fs − fs−1‖H + max
0≤s≤k

‖fs‖H

)
(3.29)

yazılır; burada

C13 = M1C12.
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Şimdi, ‖τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1)‖H için kestirim elde edilecektir. (3.3) kullanılarak her

k, 1 ≤ k ≤ N − 1 için

∥∥τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1)
∥∥

H
+ ||4−1Ak (uk+1 + 2uk + uk−1) ||H ≤ ‖fk‖H

yazılabilir. (3.29) kararlılık kestirimi ve üçgen eşitsizliği kullanılarak

∥∥τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1)
∥∥

H

≤ C14

(
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
k∑

s=1

‖fs − fs−1‖H + max
0≤s≤k

‖fs‖H

)
elde edilir; burada

C14 = C13 max {M1, 1} .

Bu sonuç Teorem 3.2’in ispatını tamamlar.

3.3 Uygulamalar

İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik denklem için
utt − (a (t, x)ux)x + δu = f (t, x) , 0 < t < T, 0 ≤ x ≤ L,

u (0, x) = ϕ (x) , u′ (0, x) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ L,

u (t, 0) = u (t, L) , ux (t, 0) = ux (t, L) , 0 ≤ t ≤ T

(3.30)

başlangıç-değer problemi ele alınacaktır. Eğer a(t, x) ≥ a > 0 (t ∈ [0, T ] , x ∈ [0, L]) ,

ϕ (x) ve ψ (x) (x ∈ [0, L]) , f (t, x) (t ∈ [0, T ] , x ∈ [0, L]) fonksiyonları tanım kümelerinde

yeterince pürüzsüz ve δ > 0 ise, bu durumda (3.30) probleminin çözümü vardır ve tek-

tir. Bunun için, (3.30) problemi, H = L2 [0, 1] Hilbert uzayında öz-adjoint pozitif

tanımlı A (t) operatörlü, (1.1) başlangıç değer problemine dönüştürülebilir.

Burada (3.30) probleminin ayrıklaştırılması iki adımda incelenir. Birinci adımda

önce,

[0, L]h = {x : xr = rh, 0 ≤ r ≤M,Mh = L}
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ağ uzayı tanımlanır. Sonra [0, L]h aralığında tanımlanan ϕh(x) = {ϕn}M−1
1 ağ fonksiy-

onları, L2h = L2 ([0, L]h) Hilbert uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

‖ ϕh ‖L2h
=

(
M−1∑
n=1

|ϕn|2 h

) 1
2

formülü ile ifade edilir. Daha sonra da, (3.30) problemi tarafından oluşturulan A(t)

diferansiyel operatörü yerine

Ax
h(t)ϕ

h(t, x) =

{
−
(
a (t, x)u−

x

)
x,n

+ δun

}M−1

1

(3.31)

formülüyle tanımlanan Ax
h(t) fark operatörü alınır. Burada, Ax

h(t) fark operatörü

ϕ0(t) = ϕM(t), ϕ1(t) − ϕ0(t) = ϕM(t) − ϕM−1(t) koşullarını sağlayan ϕh(t, x) =

{ϕr(t)}M
0 ağ fonksiyonları uzayında tanımlanmıştır. Ax

h(t) fark operatörünün yardımıyla

(3.30) başlangıç değer problemi
d2uh(t,x)

dt2
+ Ax

h(t)u
h(t, x) = fh(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ [0, L]h ,

uh(0, x) = ϕh(x), x ∈ [0, L]h ,

duh(0,x)
dt

= ψh(x), x ∈ [0, L]h

(3.32)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür.

İkinci adımda ise, (3.32) problemi için (3.3) fark şeması kullanılarak,

1
τ2

(
uh

k+1 (x)− 2uh
k (x) + uh

k−1 (x)
)

+ 1
2
Ax

h(tk)u
h
k + 1

4
Ax

h(tk)u
h
k+1

+1
4
Ax

h(tk)u
h
k−1 = fh

k (x) ,

fh
k (x) = fh(tk, x), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T, x ∈ [0, L]h ,

1
τ
(uh

1 (x)− uh
0 (x)) + τAx

h(0)(uh
1 (x)− uh

0 (x))

= τ
2
(fh

0 (x)− Ax
h(0)uh

0 (x)) + ψh (x) , x ∈ [0, L]h

uh
0 = ϕh(x), x ∈ [0, L]h

(3.33)

fark şeması elde edilir.

Teorem 3.3. τ ve h yeterince küçük sayılar olsun. Bu durumda (3.33) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥ψh
∥∥

L2h
+
∥∥ϕh

x

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥fh
k

∥∥
L2h

]
,



49

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥∥ψh
−
x

∥∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+
∥∥fh

0

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
fh

k − fh
k−1

)∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri geçerlidir; burada M katsayısı, τ , h, fh

k (0 ≤ k ≤ N − 1) , ψh ve

ϕh’den bağımsızdır.

Teorem 3.3’ün ispatı, soyut Teorem 3.1 ve (3.33) formülü ile tanımlanan Ax
h(t) fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak çok boyutlu hiperbolik denklem için

∂2u(t,x)
∂t2

−
n∑

r=1

(ar(t, x)uxr)xr = f(t, x),

x = (x1, ..., xn) ∈ Ω, 0 < t < T,

u(0, x) = ϕ(x), ∂u(0,x)
∂t

= ψ(x), x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, x ∈ S

(3.34)

başlagıç değer problemi ele alınacaktır; burada Ω, Rn n− boyutlu Euclid uzayında S

sınır kümesine sahip açık bir küptür yani Ω = {x = (x1, · · ·, xn) : (0 < xj < 1, 1 ≤ j ≤ n)};

Ω = Ω ∪ S; ayrıca ar(t, x) (x ∈ Ω), ϕ(x), ψ(x) (x ∈ Ω) ve f(t, x) (t ∈ (0, T ), x ∈ Ω)

verilen düzgün fonksiyonlardır ve ar(t, x) ≥ a > 0.

Burada da (3.34) probleminin ayrıklaştırılması iki adımda incelenir. Birinci adımdan

önce,
−
Ωh = {x = xj = (h1j1, · · ·, hnjn), j = (j1, · · ·, jn), 0 ≤ jr ≤Mr,

hrMr = 1, r = 1, · · ·, n}, Ωh =
−
Ωh ∩ Ω, Sh =

−
Ωh ∩ S

ağ uzayı tanımlanır. Sonra Ωh kümesinde tanımlanan ϕh(x) = {ϕ(h1m1, · · ·, hnmn)}

ağ fonksiyonları, L2h = L2

(
Ωh

)
Banach uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

‖ ϕh ‖
L2h(

−
Ωh)

=

∑
x∈Ωh

|ϕh(x)|2h1 · · · hn

 1
2

formülüyle ifade edilir. Daha sonra da, (3.34) problemi tarafından oluşturulan A(t)

diferansiyel operatörü yerine

Ax
h(t)u

h(t, x) = −
n∑

r=1

(
ar(t, x)u

h
−
xr

)
xr,jr

(3.35)



50

formülüyle tanımlanan Ax
h(t) fark operatörü, alınır. Burada, Ax

h(t) fark operatörü ∀x ∈

Sh değerleri için uh(t, x) = 0 koşullarını sağlayan uh(t, x) ağ fonksiyonları uzayında

tanımlanmıştır. Ax
h(t) fark operaötürünün yardımıyla (3.34) başlangıç değer problemi

d2uh(t,x)
dt2

+ Ax
h(t)u

h(t, x) = fh(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ωh,

uh(0, x) = ϕh(x), x ∈
−
Ωh

duh(0,x)
dt

= ψh(x), x ∈
−
Ω

(3.36)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür.

İkinci adımda ise, (3.36) problemi için (3.3) fark şeması kullanılarak,

1
τ2

(
uh

k+1 (x)− 2uh
k (x) + uh

k−1 (x)
)

+ 1
2
Ax

h(tk)u
h
k + 1

4
Ax

h(tk)u
h
k+1

+1
4
Ax

h(tk)u
h
k−1 = fh

k (x) , fh
k (x) = fh(tk, x),

tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T, x ∈ Ωh,

uh
0 = ϕh, ϕh = ϕh(x), x ∈

−
Ωh,

1
τ
(uh

1 (x)− uh
0 (x)) + τAx

h(0)(uh
1 (x)− uh

0 (x))

= τ
2
(fh

0 (x)− Ax
h(0)uh

0 (x)) + ψh (x) , x ∈
−
Ωh.

(3.37)

fark şeması elde edilir.

Teorem 3.4. τ ve h yeterince küçük sayılar olsun. Bu durumda (3.37) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥ψh
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥ϕh
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥fh
k

∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

≤M

[
n∑

r=1

∥∥∥ψh
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥ϕh
−

xrxr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥fh

0

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
fh

k − fh
k−1

)∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri geçerlidir; burada M katsayısı, τ , h, fh

k (0 ≤ k ≤ N − 1) , ψh ve

ϕh’den bağımsızdır.

Teorem 3.4’ün ispatı, soyut Teorem 3.3 ve (3.35) formülü ile tanımlanan Ax
h(t) fark

operatörünün simetri özelliklerine ve aşağıdaki L2h uzayındaki eliptik fark problem-

lerinin çözümü için koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadır.
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Teorem 3.5. Eliptik fark probleminin

Ax
hu

h(x) = ωh(x), x ∈ Ωh,

uh(x) = 0, x ∈ Sh

çözümü için
m∑

r=1

∥∥∥uh
−

xrxr,jr

∥∥∥
L2h

≤M ||ωh||L2h

koersiv kestirimi sağlanır [Sobolevskii, P. E., 1975].
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4 A2(t) İLE OLUŞTURULAN İKİNCİ BASAMAK-

TAN DOĞRULUKLU FARK ŞEMASI

4.1 İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemasının Kurulması

Taylor açılımını kullanarak

u (tk+1)− 2u (tk) + u (tk−1)

τ 2
− u′′ (tk) = o(τ 2) (4.1)

denklemi yazılabilir. (4.1) ve

u′′ (tk) = −A (tk)u (tk) + f (tk)

eşitlikleri kullanılarak

u (tk+1)− 2u (tk) + u (tk−1)

τ 2
+ A (tk)

(
u (tk) +

τ 2

4
A(tk)u (tk+1)

)
(4.2)

= f (tk) + o(τ 2)

elde edilir. Ayrıca,

(I + τ 2A (0))
u (τ)− u (0)

τ
=
τ

2
(−A (0)u (0) + f (0)) + ψ + o(τ 2). (4.3)

(4.2) ve (4.3) A2 (t) ile oluşturulan tam iki adımlı fark şemalarıdır. o(τ 2) mertebesindeki

terimler ihmal edilerek (1.1)’deki başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümü için
uk+1−2uk+uk−1

τ2 + Akuk + τ2

4
A2

kuk+1 = fk,

Ak = A (tk) , fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A0)τ
−1(u1 − u0) = τ

2
(f0 − A0u0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ

(4.4)

fark şeması elde edilir. Şimdi, (4.4)’deki fark şemasının çözümü için gereken fark

formüllerini oluşturalım. Denklem (4.4)’den
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τ−1(uk+1 − uk) = τ
2
Akuk+1 + iA

1/2
k vk+1, 1 ≤ k ≤ N − 1,

u1 = (I + τ 2A0)
−1
[(
I − τ2

2
A0

)
u0 + τu′0 + τ2

2
f0

]
,

τ−1(vk+1 − vk) = τ
2
Akvk+1 + iA

1/2
k uk+1 + ϕk,

ϕk = −iA−1/2
k fk + iA

−1/2
k

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A
−1/2
k−1 τ

−2 (uk − uk−1)

+ i
2

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
uk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

v1 = 1
iτ
A
−1/2
0

[(
I − τ2

2
A0

)
u1 − u0

]
(4.5)

yazılabilir. (4.5) denkleminde ηk+1 = uk+1 + vk+1 ve µk+1 = uk+1 − vk+1 dönüşümleri

yapılarak aşağıdaki fark denklemleri sistemi elde edilir;

τ−1(ηk+1 − ηk) =
(
iA

1/2
k + τ

2
Ak

)
ηk + ϕk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

η1 = B+u0 + C+u′0 +D+f0,

τ−1(µk − µk−1) =
(
−iA1/2

k + τ
2
Ak

)
µk − ϕk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

µ1 = B−u0 + C−u′0 +D−f0,

ϕk = iA
−1/2
k

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A
−1/2
k−1 τ

−2 (uk − uk−1) + i
2

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
uk.

Burada

B± =
(
I + τ 2A0

)−1
[
I − τ 2

2
A0 +

1

iτ
A
−1/2
0

(
∓2τ 2A0 ±

τ 4

4
A2

0

)]
,

C± = τ
(
I + τ 2A0

)−1
[
I ± 1

iτ
A
−1/2
0

(
I − τ 2

2
A0

)]
,

D± =
τ 2

2

(
I + τ 2A0

)−1
[
I ± 1

iτ
A
−1/2
0

(
I − τ 2

2
A0

)]
.

Yukarıdaki denklem sisteminden ηk+1 =
(
I − τ2

2
Ak − iτA

1/2
k

)−1

ηk + τ
(
I − τ2

2
Ak − iτA

1/2
k

)−1

ϕk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

µk+1 =
(
I − τ2

2
Ak + iτA

1/2
k

)−1

µk − τ
(
I − τ2

2
Ak + iτA

1/2
k

)−1

ϕk, 1 ≤ k ≤ N − 1

fark formülleri elde edilir. Böylece

ηk = P−k (k)η1 +
k∑

m=1

R−m(k)ϕm, µk = P+
k (k)µ1 +

k∑
m=1

R+
m(k)ϕm,

bulunur; burada

P±k (k) = X±
k X

±
k−1 · · ·X

±
1 , R

±
m(k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
m,
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X±
k =

(
I − τ 2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1

.

Sonra uk+1 = 1
2
(ηk+1+ µk+1) formülü kullanılarak

uk+1 = 2−1
{[
P+

k (k)B− + P−k (k)B+
]
u0 + [P+

k (k)C− + P−k (k)C+]u′0

+[P+
k (k)D− + P−k (k)D+]f1 + τ

k∑
m=1

[
R−m(k)−R+

m(k)
]
ϕm

}
bulunur. Ayrıca, k −m = s dönüşümü yapılarak

uk+1 = 2−1
{[
P+

k (k)B− + P−k (k)B+
]
u0 + [P+

k (k)C− + P−k (k)C+]u′0

+[P+
k (k)D− + P−k (k)D+]f1 + τ

k−1∑
s=0

[
E−

s (k)− E+
s (k)

]
ϕk−s

}
(4.6)

elde edilir; burada

ϕk−s = −iA−1/2
k−s fk−s + iA

−1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1τ

−2 (uk−s − uk−s−1)

+
i

2

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
uk−s,

E±
s (k) = X±

k X
±
k−1 · · ·X

±
k−s.

Son olarak (4.6) denkleminden

uk = 2−1
{[
P+

k−1(k − 1)B− + P−k−1(k − 1)B+
]
u0 + [P+

k−1(k − 1)C− + P−k−1(k − 1)C+]u′0

+[P+
k−1(k − 1)D− + P−k−1(k − 1)D+]f0

+τ
k−1∑
s=1

[
E−

s−1(k − 1)− E+
s−1(k − 1)

]
ϕk−s

}
(4.7)

ve

τ−1(uk − uk−1) = (2τ)−1
{[[

P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)
]
B+

+
[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
B−]u0

+
[[
P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)

]
C+ +

[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
C−]u′0

+
[[
P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)

]
D+ +

[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
D−] f0

+τ
[
E−

0 (k − 1)− E−
0 (k − 1)

]
ϕk−1
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+τ
k−1∑
s=2

[[
E−

s−1(k − 1)− E−
s−2(k − 2)

]
−
[
E+

s−1(k − 1)− E+
s−2(k − 2)

]]
ϕk−s

}
(4.8)

elde edilir. Bir sonraki alt bölümde yukarıda elde edilen formüller (4.4) fark şemasının

kararlılık kestirimlerini bulmak için kullanılacaktır.

4.2 (4.4) Fark Şemasının Kararlılığı

Önce A(t) operatörü için ileride gerekecek bazı ikinci derecede önemli koşulları

verelim. A(t)’ler, H Hilbret uzayında t’ye bağımsız bir D(A(t)) : A(t) ≥ δI > 0 :

alanında pozitif tanımlı öz-adjoint operatörler olsun. Bu durumda aşağıdaki kestirimler

geçerlidir; ∥∥∥ταA
α/2
k

(
I + τ 2Ak

)−1
∥∥∥ ≤ 1, α = 0, 2, (4.9)

∥∥∥τA1/2
k

(
I + τ 2Ak

)−1
∥∥∥ ≤ 2−1, (4.10)

∥∥∥∥∥ταA
α/2
k

(
I − τ 2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ α2 − α

2
+ 1, α = 0, 1, 2. (4.11)

Aρ(t)A−ρ(z), ρ ∈ [0, 2] operatör fonksiyonunun

∥∥[Aρ(t)− Aρ(s)]A−ρ(z)
∥∥ ≤Mρ|t− s| (4.12)

eşitsizliğini sağladığı kabul edilsin; burada Mρ, t, s, z ∈ [0, T ] için bu değerlerden

bağımsız pozitif sabitlerdir. Bu sonuçtan hareketle Aρ(t)A−ρ(z) operatör fonksiyonu

[0, T ] üzerinde sınırlı bir değişime sahiptir; yani öyle bir Pρ sayısı mevcuttur ki

N∑
k=1

∥∥(Aρ(sk)− Aρ(sk−1))A
−ρ(z)

∥∥ ≤ Pρ

eşitsizliği herhangi bir 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T sıralaması için sağlanır. Burada

Pρ, s0, s1, · · ·, sN ve z’den bağımsız pozitif bir sabittir.
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Ayrıca Aρ+1/2(p)A1/2(t)A−ρ−1(z), ρ ∈ [0, 1] operatör fonksiyonunun

∥∥Aρ+1/2(t)
[
A1/2(t)− A1/2(s)

]
A−ρ−1(z)

∥∥ ≤Mρ+1|t− s| (4.13)

eşitsizliğini sağladığı kabul edilsin; burada Mρ, t, s, z, p ∈ [0, T ] için bu değerlerden

bağımsız pozitif sabittir. Bu sonuçtan hareketle Aρ+1/2(p)A1/2(t)A−ρ−1(z) operatör

fonksiyonu [0, T ] üzerinde sınırlı bir değişime sahiptir; yani öyle bir Pρ sayısı mevcuttur

ki
N∑

k=1

∥∥Aρ+1/2(p)
[
A1/2(sk)− A1/2(sk−1)

]
A−ρ−1(z)

∥∥ ≤ Pρ+1

eşitsizliği herhangi bir 0 = s0 < s1 < · · · < sN = T sıralaması için sağlanır. Burada

Pρ+ 1
2
, s0, s1, · · ·, sN , p ve z’den bağımsız pozitif bir sabittir.

Eğer ∥∥Aρ(t)A−ρ(s)
∥∥ ≤Mρ (4.14)

ise, bu eşitsizlikten her tk ∈ [0, T ]τ için

N−1∑
k=0

∥∥∥A1/2
k+1

(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
A−1

k+1/2

∥∥∥ ≤ (M1 + 1)M1P1

yazılabilir.

Son olarak P±k (k) = X±
k X

±
k−1 · · · X

±
1 ve E±

s (k) = X±
k X

±
k−1 · · · X

±
k−s olsun; bu-

rada X±
k =

(
I − τ2

2
Ak ± iτA

1/2
k

)−1

. Yukarıdaki varsayım ve tanımlardan hareketle

aşağıdaki eşitsizlikler yazılabilir:

∥∥∥ταAk

[
P±k , E

±
s

]
(k)A

α
2
−1

0

∥∥∥ ≤ e
M1/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

1/2
i −A

1/2
i−1

)
A
−1/2
0

∥∥∥
, α = 1, 2, (4.15)

∥∥Aα
k

[
P±k , E

±
s

]
(k)A−α

0,k−s

∥∥ ≤ e
Mα

k∑
i=1
‖(Aα

i −Aα
i−1)A−α

0 ‖
, α = 1, 2, (4.16)

∥∥∥τατ−1
[
P±k (k)− P±k−1(k − 1)

]
A

α−1
2

0

∥∥∥ ≤ 3

2
e

M1/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

1/2
i −A

1/2
i−1

)
A
−1/2
0

∥∥∥
, α = 0, 1, (4.17)

∥∥∥Aα−1/2
k τ−1

[
E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)

]
A−α

k−s

∥∥∥ ≤ 3

2
e

Mα

k∑
i=1
‖(Aα

i −Aα
i−1)A−α

0 ‖
, α =

1

2
, 2 (4.18)
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∥∥∥ταA
1/2
k τ−1

[
P±k (k)− P±k−1(k − 1)

]
A

α
2
−1

0

∥∥∥ ≤ 3

2
e

M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
, α = 0, 1, 2,

(4.19)

∥∥∥ταA
1/2
k τ−1

[
E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)

]
A

α
2
−1

k−s

∥∥∥ ≤ 3

2
e

M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
, α =

1

2
, 1, (4.20)

∥∥∥ταA2
k

[
P±k , E

±
s

]
(k)A

α
2
−1

0

∥∥∥ ≤ 2e
M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
, α = 2, 3, (4.21)

∥∥∥τA2
kE

±
s (k)A

−3/2
k−s

∥∥∥ ≤ e
M3/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

3/2
i −A

3/2
i−1

)
A
−3/2
0

∥∥∥
, (4.22)∥∥∥τ 2A

3/2
k τ−1

[
P±k (k)− P±k−1(k − 1)

]
A−1

0

∥∥∥
≤ 2e

M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
+M1e

M3/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

3/2
i −A

3/2
i−1

)
A
−3/2
0

∥∥∥
, (4.23)∥∥∥τ 3A

3/2
k τ−1

[
P±k (k)− P±k−1(k − 1)

]
A
−1/2
0

∥∥∥
≤ 2M1/2

(
e

M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
+ e

M3/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

3/2
i −A

3/2
i−1

)
A
−3/2
0

∥∥∥)
, (4.24)

∥∥∥τ 2A
3/2
k τ−1

[
E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)

]
A−1

k−s

∥∥∥
≤ 2e

M1

k∑
i=1
‖(Ai−Ai−1)A−1

0 ‖
+M1e

M3/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

3/2
i −A

3/2
i−1

)
A
−3/2
0

∥∥∥
, (4.25)

∥∥∥τA3/2
k τ−1

[
E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)

]
A
−3/2
k−s

∥∥∥ ≤ 2e
M3/2

k∑
i=1

∥∥∥(
A

3/2
i −A

3/2
i−1

)
A
−3/2
0

∥∥∥
. (4.26)

Teorem 4.1. u(0) ∈ D(A
1
2 (0)) olsun. Bu durumda (4.4) fark şemasının çözümü

için

max
0≤k≤N

||τAkuk||H + max
1≤k≤N

||uk − uk−1

τ
||H + max

0≤k≤N
||uk||H

≤M

[
||A

1
2 (0)u0||H + ||u′0||H + τ

N−1∑
s=0

||fs||H

]
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kararlılık kestirimi geçerlidir; buradaM, u0, u
′
0, fs (0 ≤ s ≤ N − 1) ve τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak ‖τAkuk‖H için kestirim elde edilecektir. (4.6) formülü kullanılarak

τAkuk = J1k + J2k + J3k + J4k (4.27)

yazılabilir; burada

J1k = τAk2
−1
[
P−k−1(k − 1)B+ + P+

k−1(k − 1)B−]u0,

J2k = τAk2
−1
[
P−k−1(k − 1)C+ + P+

k−1(k − 1)C+
]
u′0,

J3k = τAk2
−1
[
P−k−1(k − 1)D+ + P+

k−1(k − 1)D−] f0,

J4k = τ 2Ak2
−1

k−1∑
s=1

[E−
s−1(k − 1) + E+

s−1(k − 1)]ϕk−s.

Şimdi, ‖Jmk‖H , m = 1, 4 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1 için,

(4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||J1k||H ≤
∥∥τAkP

±
k−1(k − 1)B∓u0

∥∥
H

≤
{∥∥∥τAkP

−
k−1(k − 1)A

−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥τ 2AkP

−
k−1(k − 1)

∥∥∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥}∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

≤ 11

4
eM1/2P1/2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

bulunur.

m = 2 için, (4.9), (4.10) ve (4.15) kestirimleri uygulanarak

||J2k||H ≤
∥∥τAkP

±
k−1(k − 1)C∓u′0

∥∥
H

≤
∥∥∥τAkP

−
k−1(k − 1)A

−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖u′0‖H

≤ 2eM1/2P1/2 ‖u′0‖H

elde edilir.
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m = 3 için, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16), kestirimleri uygulanarak

||J3k||H ≤
∥∥τAkP

±
k−1(k − 1)D∓f0

∥∥
H

≤ 2−1τ
[∥∥∥τ 2AkP

−
k−1(k − 1)A

−1/2
0

∥∥∥∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥

+
∥∥AkP

−
k−1(k − 1)A−1

0

∥∥∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥

+2−1
∥∥∥τAkP

−
k−1(k − 1)A

−1/2
0

∥∥∥∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ‖f0‖H

≤ 1

4

(
3eM1/2P1/2 + eM1P1

)
‖f0‖H τ

bulunur.

m = 4 için, (4.12), (4.13) ve (4.15) kestirimleri uygulanarak

||J4k||H ≤
k−1∑
s=1

∥∥τ 2AkE
±
s−1(k − 1)ϕk−s

∥∥
≤ τ

k−1∑
s=1

∥∥∥τAkE
−
s−1(k − 1)A

−1/2
k−s

∥∥∥ [‖fk−s‖H +
∥∥∥(A1/2

k−s − A
1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1

∥∥∥
×
∥∥τ−2(uk−s − uk−s−1)

∥∥
H

+ 2−1
∥∥∥A1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H

]
≤ eM1/2P1/2τ

k−1∑
s=1

[
‖fk−s‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ 2−1M1/2 ‖τAk−suk−s‖H

]
elde edilir. (4.27) formülü, üçgen eşitsizliği ve ‖Jmk‖H ’nun, m = 1, 4 için bulunan

kestirimler kullanılarak

‖τAkuk‖H ≤ 11

4
eM1/2P1/2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+2eM1/2P1/2 ‖u′0‖H +
1

4

(
3eM1/2P1/2 + eM1P1

)
‖f0‖H τ

+eM1/2P1/2τ
k−1∑
s=1

[
‖fk−s‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ 2−1M1 ‖τAk−suk−s‖H

]
≤ C1

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H + τ ‖f0‖H + τ

k−1∑
s=1

‖fk−s‖H

+τ
k−1∑
s=1

[∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ ‖τAk−suk−s‖H

]]
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bulunur; burada

C1 = max

{
11

4
eM1/2P1/2 ,

1

4

(
3eM1/2P1/2 + eM1P1

)
,M1e

M1/2P1/2

}
.

Yukarıdaki sonuçtan

‖τAkuk‖H ≤ C1

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H + τ

k−1∑
s=0

‖fs‖H

+τ
k−1∑
s=1

(∥∥∥∥us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖τAsus‖H

)]
(4.28)

yazılabilir.

İkinci olarak ||τ−1 (uk − uk−1) ||H için kestirim elde edilecektir. (4.8) formülü kul-

lanılarak

τ−1 (uk − uk−1) = S1k + S2k + S3k + S4k + S5k (4.29)

yazılabilir; burada

S1k = (2τ)−1
{[
P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)

]
B+ +

[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
B−}u0,

S2k = (2τ)−1
{[
P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)

]
C+ +

[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
C−}u′0,

S3k = (2τ)−1
{[
P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)

]
D+ +

[
P+

k−1(k − 1)− P+
k−2(k − 2)

]
D−} f0,

S4k = 2−1
[
E−

0 (k − 1)− E+
0 (k − 1)

]
ϕk−1,

S5k = 2−1

k−1∑
s=2

{
[E−

s−1(k − 1)− E−
s−2(k − 2)] + [E+

s−1(k − 1)− E+
s−2(k − 2)]

}
ϕk−s.

Şimdi, ‖Smk‖H , m = 1, 5 terimleri için ayrı ayrı kestirimleer belirlenecektir. m = 1

için, (4.9), (4.10) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak

||S1k||H ≤
∥∥τ−1[P±k−1(k − 1)− P±k−2(k − 2)]B∓u0

∥∥
H

≤
{∥∥∥τ−1[P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)]A

−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥[P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)]

∥∥∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥}∥∥∥A1/2

0 u0

∥∥∥
H

≤ 39

8
eM1/2P1/2

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H
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elde edilir.

m = 2 için, (4.9) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak

||S2k||H ≤
∥∥τ−1[P±k−1(k − 1)− P±k−2(k − 2)]C∓u′0

∥∥
H

≤
{∥∥∥τ−1[P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)]A

−1/2
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+
∥∥[P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)]

∥∥∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖u′0‖H

≤ 15

4
eM1/2P1/2 ‖u′0‖H

bulunur.

m = 3 için, (4.9), (4.10) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak

||S3k||H ≤
∥∥τ−1[P±k−1(k − 1)− P±k−2(k − 2)]D∓f0

∥∥
H

≤ 2−1τ
{∥∥[P−k−1(k − 1)− P−k−2(k − 2)]

∥∥ [∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+
∥∥∥τ−1[P±k−1(k − 1)− P±k−2(k − 2)]A

−1/2
0

∥∥∥∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖f0‖H

≤ 27

16
eM1/2P1/2 ‖f0‖H τ

elde edilir.

m = 4 için, önce 2−1
[
E−

0 (k − 1)− E+
0 (k − 1)

]
= τA

1/2
k−1X

−
k−1X

+
k−1 olduğu kolayca

gösterilir; sonra (4.11), (4.12) ve (4.13) kestirimleri uygulanarak

||S4k||H ≤
∥∥2−1

[
E−

0 (k − 1)− E+
0 (k − 1)

]
ϕk−1

∥∥
H
≤
∥∥∥τA1/2

k−1X
−
k−1X

+
k−1ϕk−1

∥∥∥
H

≤ τ
[
‖fk−1‖H +

∥∥∥(A1/2
k−1 − A

1/2
k−2

)
A
−1/2
k−2

∥∥∥∥∥τ−2(uk−1 − uk−2)
∥∥

H

+2−1
∥∥∥A1/2

k−1

(
A

1/2
k−1 − A

1/2
k−2

)
A−1

k−1

∥∥∥ ‖Ak−1uk−1‖H

]
≤ τ

[
‖fk−1‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−1 − uk−2)
∥∥

H
+ 2−1M1/2 ‖τAk−1uk−1‖H

]
bulunur.

m = 5 için, (4.12), (4.13) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

||S5k||H ≤
k−1∑
s=2

∥∥[E±
s−1(k − 1)− E±

s−2(k − 2)]ϕk−s

∥∥
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≤ τ
k−1∑
s=2

∥∥∥τ−1[E−
s−1(k − 1)− E−

s−2(k − 2)]A
−1/2
k−s

∥∥∥
×
[
‖fk−s‖H +

∥∥∥(A1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1

∥∥∥∥∥τ−2(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H

+2−1
∥∥∥A1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H

]
≤ 3

2
τeM1/2P1/2

k−1∑
s=2

[
‖fk−s‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ 2−1M1 ‖τAk−suk−s‖H

]
elde edilir.

(4.29) formülü, üçgen eşitsizliği ve ‖Smk‖H ’nın m = 1, 5 için bulunan kestirimler

kullanılarak

∥∥τ−1(uk − uk−1)
∥∥

H
≤ eM1/2P1/2

(
39

8

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+
15

4
‖u′0‖H +

27

16
‖f0‖H τ

)
+τ
[
‖fk−1‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−1 − uk−2)
∥∥

H
+ 2−1M1 ‖τAk−1uk−1‖H

]
+

3

2
τeM1/2P1/2

k−1∑
s=2

[
‖fk−s‖H +M1/2

∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ 2−1M1 ‖τAk−suk−s‖H

]
≤ C2

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H + τ ‖f0‖H + τ ‖fk−1‖H + τ
k−1∑
s=2

‖fk−s‖H

+τ
[∥∥τ−1(uk−1 − uk−2)

∥∥
H

+ ‖τAk−1uk−1‖H

]
+τ

k−1∑
s=2

[∥∥τ−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥

H
+ ‖τAk−suk−s‖H

]
bulunur; burada

C2 = max

{
39

8
eM1/2P1/2 , 1,M1/2,M1,

3

2
M1/2e

M1/2P1/2 ,
3

4
M1e

M1/2P1/2

}
.

Yukarıdaki sonuçtan

∥∥τ−1(uk − uk−1)
∥∥

H
≤ C2

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H + τ

k−1∑
s=0

‖fs‖H

+τ
k−1∑
s=1

(∥∥∥∥us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖τAsus‖H

)]
(4.30)

yazılır. (4.28) ve (4.30)’deki kestirimler birleştirilerek herhangi bir k, 1 ≤ k ≤ N için

‖τAkuk‖H +
∥∥τ−1(uk − uk−1)

∥∥
H
≤ (C1 + C2)

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H
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+τ
k−1∑
s=0

‖fs‖H + τ
k−1∑
s=1

(∥∥∥∥us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖τAsus‖H

)]

≤ C3

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H + τ
k−1∑
s=0

‖fs‖H + τ
k−1∑
s=1

(∥∥∥∥us − us−1

τ

∥∥∥∥
H

+ ‖τAsus‖H

)]
bulunur; burada

C3 = max {C1, C2} .

Entegral eşitsizliğinin fark benzetimi uygulanarak

‖τAkuk‖H +
∥∥τ−1(uk − uk−1)

∥∥
H

≤ C4

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k−1∑
s=0

‖fs‖H τ

]
(4.31)

sonucuna varılır; burada

C4 = C3e
C3τk.

Şimdi, ||uk||H , k = 1, ···, N, için kestirim elde edilecektir. uk = u0+
k∑

s=1

τ−1 (us − us−1) τ

olduğunu göstermek kolaydır. Bu denklemden, (4.31) kararlılık kestirimi ve üçgen

eşitsizliği kullanılarak herhangi bir k, 1 ≤ k ≤ N, için

‖uk‖H ≤ ‖u0‖H +
k∑

s=1

∥∥τ−1(us − us−1)
∥∥

H
τ

≤
∥∥∥A−1/2

0

∥∥∥∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ C4kτ

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k−1∑
s=0

‖fs‖H τ

]
bulunur.

∥∥∥A−1/2
s

∥∥∥ ≤ √
δ
−1

olduğundan dolayı

‖uk‖H ≤ C5

[∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H

+ ‖u′0‖H +
k−1∑
s=0

‖fs‖H τ

]
,

yazılabilir; burada

C5 = max
{√

δ
−1

+ TC4, C4

}
.

Bu sonuç Theorem 4.1’in ispatını tamamlar.

Teorem 4.2. u(0) ∈ D(A(0)), u′(0) ∈ D(A1/2(0)) olsun. Bu durumda (4.4) fark

şemasının çözümü için

max
0≤k≤N

||Akuk||H + max
0≤k≤N−1

||4−1τ 4A2
kuk+1||H + max

1≤k≤N−1
||τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) ||H
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≤M

[
||A(0)u0||H + ||A

1
2 (0)u′0||H +

∥∥∥τA1/2
k fk

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H +
N−1∑
s=0

||fs+1 − fs||H

]
kararlılık kesitirimi geçerlidir; burada M, u0, u

′
0, fs (0 ≤ s ≤ N) ve τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak ||Akuk||H için kestirim elde edilecektir. (4.7) formülü kullanılarak

Akuk = Y1k + Y2k + Y3k + Y4k (4.32)

yazılabilir; burada

Y1k = 2−1Ak

[
P−k−1(k − 1)B+ + P+

k−1(k − 1)B−]u0,

Y2k = 2−1Ak

[
P−k−1(k − 1)C+ + P+

k−1(k − 1)C−]u′0,
Y3k = 2−1Ak

[
P−k−1(k − 1)D+ + P+

k−1(k − 1)D−] f0,

Y4k = τAk2
−1

k−1∑
s=1

[E−
s−1(k − 1) + E+

s−1(k − 1)]ϕk−s.

Şimdi, ‖Ymk‖H , m = 1, 4, terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||Y1k||H ≤
∥∥AkP

±
k−1(k − 1)B∓u0

∥∥
H

≤
{∥∥AkP

−
k−1(k − 1)A−1

0

∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥τ 2AkP

−
k−1(k − 1)

∥∥∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖A0u0‖H

≤ 2−1

(
5eM1P1 +

1

4
eM1/2P1/2

)
‖A0u0‖H

elde edilir.

m = 2 için, (4.9), (4.10) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||Y2k||H ≤
∥∥AkP

±
k−1(k − 1)C∓u′0

∥∥
H

≤
∥∥AkP

−
k−1(k − 1)A−1

0

∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ∥∥∥A1/2

0 u′0

∥∥∥
H

≤ 2eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u0

∥∥∥
H
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bulunur.

m = 3 için, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||Y3k||H ≤
∥∥AkP

±
k−1(k − 1)D∓f0

∥∥
H

≤ 2−1
{∥∥AkP

−
k−1(k − 1)A−1

0

∥∥ [∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥∥τAkP

−
k−1(k − 1)A

−1/2
0

∥∥∥∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖f0‖H

≤ 4−1
(
3eM1P1 + eM1/2P1/2

)
‖f0‖H

elde edilir.

m = 4 için, Y4k’nın formülünden

Y4k = Q1k +Q2k +Q3k (4.33)

yazılabilir; burada

Q1k = 2−1τAk

k−1∑
s=1

[E−
s−1(k − 1)− E+

s−1(k − 1)]
(
−iA−1/2

k−s fk−s

)
,

Q2k = 2−1τAk

k−1∑
s=1

[E−
s−1(k − 1)− E+

s−1(k − 1)]

×
[
−iA−1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1τ

−2(uk−s − uk−s−1)
]
,

Q3k = 2−1τAk

k−1∑
s=1

[E−
s−1(k − 1)− E+

s−1(k − 1)]
[
−i2−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
uk−s

]
.

Şimdi ise ||Qmk||H , m = 1, 3 terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için,

AkE
−
s−1(k−1)

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)
= AkE

−
s−2(k−1)

(
I −X−

k−s

)(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−sfk−s

olduğundan, bu eşitlik ||Q1k||H ’nın içinde kullanılarak

k−1∑
s=1

AkE
−
s−1(k − 1)

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)

=
k−1∑
s=1

AkE
−
s−2(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−sfk−s
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−
k−1∑
s=1

AkE
−
s−2(k − 1)X−

k−s

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−sfk−s

yazılabilir. Eşitliğin sağ tarafındaki ikinci toplamın içindeki ifadede s+1 = m dönüşümü

kullanılarak, terimler düzenlenerek ve Abel formülü kullanılarak

k−1∑
s=1

AkE
−
s−1(k − 1)

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)

= AkE
−
k−2(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
1

)−1

A−1
1 f1

+AkE
−
−1(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

A−1
k fk

+
k−1∑
s=1

AkE
−
s−2(k − 1)

[(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−sfk−s −

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1

A−1
k−s+1fk−s+1

]
bulunur. Diğer taraftan aşağıdaki eşitliğin geçerli olduğu açıkca görülmektedir;(

I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−sfk−s −

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1

A−1
k−s+1fk−s+1

= −
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−s (fk−s+1 − fk−s)

+

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−s (Ak−s+1 − Ak−s)A

−1
k−s+1fk−s+1

−
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1 (
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−3/2
k−s+1

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1

i
τ

2
A

1/2
k−s+1fk−s+1.

Bu sonuçtan
k−1∑
s=1

AkE
−
s−1(k − 1)

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)
= AkE

−
k−2(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
1

)−1

A−1
1 f1 + AkE

−
−1(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

A−1
k fk

−
k−1∑
s=1

AkE
−
s−2(k − 1)

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−s

×
[
(fk−s+1 − fk−s)− (Ak−s+1 − Ak−s)A

−1
k−s+1fk−s+1

+Ak−s

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−3/2
k−s+1

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1

i
τ

2
A

1/2
k−s+1fk−s+1

]
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yazılabilir. Sonra, (4.9), (4.12), (4.13), (4.14) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||Q1k||H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

τAk[E
−
s−1(k − 1) + E+

s−1(k − 1)]
(
−iA−1/2

k−s fk−s

)∥∥∥∥∥
≤
∥∥AkE

−
k−1(k − 1)A−1

1

∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
1

)−1
∥∥∥∥∥ ‖f1‖H

+
∥∥AkE

−
−1(k − 1)A−1

k

∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥ ‖fk‖H

+
k−1∑
s=1

∥∥AkE
−
s−2(k − 1)A−1

k−s

∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
∥∥∥∥∥

×
[
‖fk−s+1 − fk−s‖H +

∥∥(Ak−s+1 − Ak−s)A
−1
k−s+1

∥∥ ‖fk−s+1‖H

+
∥∥Ak−sA

−1
k−s+1

∥∥∥∥∥Ak−s+1

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−3/2
k−s+1

∥∥∥
×

∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1
τ

2
A

1/2
k−s+1

∥∥∥∥∥ ‖fk−s+1‖H

]

≤ eM1P1 ‖f1‖H + ‖fk‖H + eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+τM1

(
1 +M3/2

)
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H

elde edilir.

m = 2 için, (4.13) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

‖Q2k‖H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

τAkE
−
s−1(k − 1)

[
A
−1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1τ

−2(uk−s − uk−s−1)
]∥∥∥∥∥

H

≤
k−1∑
s=1

∥∥AkE
−
s−1(k − 1)A−1

k−s

∥∥
×
∥∥∥A1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

≤ τM1e
M1P1

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

bulunur.

m = 3 için, gene (4.13) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

‖Q3k‖H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

τAkE
−
s−1(k − 1)2−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
uk−s

∥∥∥∥∥
H
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≤ 2−1

k−1∑
s=1

∥∥∥AkE
−
s−1(k − 1)A

−1/2
k−s τ

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H

≤ 1

2
τM1e

M1P1

k−1∑
s=1

‖Ak−suk−s‖H

elde edilir.

(4.33), üçgen eşitsizliği ve ||Qmk||H ’nın m = 1, 3 için bulunan kestirimleri kul-

lanılarak

‖Y4k‖H ≤ eM1P1 ‖f1‖H + ‖fk‖H + τM1

(
1 +M3/2

)
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H

+eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+
1

2
τM1e

M1P1

k−1∑
s=1

‖Ak−suk−s‖H + τM1e
M1P1

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

bulunur.

Şimdi de (4.32), üçgen eşitsizliği ve ||Ymk||H ’nın m = 1, 4 için bulunan kestirimleri

kullanılarak

||Akuk||H ≤ 2−1

(
5eM1P1 +

1

4
eM1/2P1/2

)
‖A0u0‖H + 2eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+4−1
(
3eM1P1 + eM1/2P1/2

)
‖f0‖H + eM1P1 ‖f1‖H + ‖fk‖H

+M1

(
1 +M3/2

)
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H τ + eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+τM1e
M1P1

k−1∑
s=1

[
2−1 ‖Ak−suk−s‖H +

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

]]
sonucuna varılır. Yukarıdaki sonuçtan

||Akuk||H ≤ C6

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H

+
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + τ

k−1∑
s=1

[
‖Asus‖H +

∥∥∥A1/2
s−1τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H

]]
(4.34)
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yazılabilir; burada

C6 = max

{
5

2
eM1P1 +

1

8
eM1/2P1/2 ,

3

4
eM1P1 +

1

4
eM1/2P1/2 ,M1

(
1 +M3/2

)
eM1P1

}
.

İkinci olarak
∥∥∥A1/2

k τ−1(uk+1 − uk)
∥∥∥

H
için kestirim elde edilecektir. (4.8) formülü

kullanılarak

A
1/2
k τ−1(uk+1 − uk) = V1k + V2k + V3k + V4k + V5k (4.35)

yazılabilir; burada

V1k = (2τ)−1A
1/2
k

{[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
B+ +

[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
B−}u0

V2k = (2τ)−1A
1/2
k

{[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
C+ +

[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
C−}u′0,

V3k = (2τ)−1A
1/2
k

{[
P−k (k)− P−k−1(k − 1)

]
D+ +

[
P+

k (k)− P+
k−1(k − 1)

]
D−} f0

V4k = 2−1A
1/2
k

[
E−

0 (k)− E+
0 (k)

]
ϕk,

V5k = 2−1A
1/2
k

k−1∑
s=1

{
[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]− [E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)]

}
ϕk−s.

Şimdi, ‖Vmk‖H , m = 1, 5, terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1,

için (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak

||V1k||H ≤
∥∥∥A1/2

k τ−1[P±k (k)− P±k−1(k − 1)]B∓u0

∥∥∥
H

≤
{∥∥∥A1/2

k τ−1[P−k (k)− P−k−1(k − 1)]A−1
0

∥∥∥
×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥∥τ 2A

1/2
k [P−k (k)− P−k−1(k − 1)]

∥∥∥∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖A0u0‖H

≤ 33

8
eM1P1 ‖A0u0‖H

elde edilir.

m = 2 için, gene (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak

||V2k||H ≤
∥∥∥A1/2

k τ−1[P±k (k)− P±k−1(k − 1)]C∓u′0

∥∥∥
H

≤
∥∥∥A1/2

k τ−1[P−k (k)− P−k−1(k − 1)]A−1
0

∥∥∥
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×
[∥∥∥(I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+ 2−1

∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥] ∥∥∥A1/2

0 u′0

∥∥∥
H

≤ 3eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

bulunur.

m = 3 için, yine (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak

||V3k||H ≤
∥∥∥A1/2

k τ−1[P±k (k)− P±k−1(k − 1)]D∓f0

∥∥∥
H

≤
{

2−1
∥∥∥A1/2

k τ−1[P−k (k)− P−k−1(k − 1)]A−1
0

∥∥∥
×
[∥∥∥τ 2A0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥+

∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥]

+4−1
∥∥∥τ 2A

1/2
k τ−1[P−k (k)− P−k−1(k − 1)]

∥∥∥∥∥∥τA1/2
0

(
I + τ 2A0

)−1
∥∥∥} ‖f0‖H

≤ 3

2
eM1P1 ‖f0‖H

elde edilir.

m = 4 için,
[
E−

0 (k)− E+
0 (k)

]
= 2iτA

1/2
k X−

k X
+
k olduğundan, bu eşitlik ||V4k||H ’de

kullanılarak ve (4.11) ve (4.13) kestirimleri uygulanarak

||V4k||H ≤
∥∥∥2−1A

1/2
k

[
E−

0 (k)− E+
0 (k)

]
ϕk

∥∥∥
H
≤
∥∥∥τA1/2

k X−
k X

+
k ϕk

∥∥∥
H

≤
[
‖fk‖H +

∥∥∥A1/2
k

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A−1

k−1

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−1τ

−2(uk − uk−1)
∥∥∥

H

+2−1
∥∥∥A1/2

k

(
A

1/2
k − A

1/2
k−1

)
A−1

k

∥∥∥ ‖Akuk‖H

]
≤
[
‖fk‖H + τM1

∥∥∥A1/2
k−1τ

−1(uk − uk−1)
∥∥∥

H
+ 2−1τM1 ‖Akuk‖H

]
bulunur.

m = 5 için, V5k’nın formülünden

V5k = W1k +W2k +W3k (4.36)

yazılabilir; burada

W1k = 2−1A
1/2
k

k−1∑
s=1

{
[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]− [E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)]

}(
−iA−1/2

k−s fk−s

)
,

W2k = 2−1A
1/2
k

k−1∑
s=1

{
[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]− [E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)]

}
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×
[
−iA−1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1τ

−2(uk−s − uk−s−1)
]
,

W3k = 2−1A
1/2
k

k−1∑
s=1

{
[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]− [E+

s (k)− E+
s−1(k − 1)]

}
×
[
−i2−1

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
uk−s

]
.

Şimdi, ||Wmk||H , m = 1, 3, terimleri için ayrı ayrı kestirimler belirlenecektir. m = 1

için, ||Q1k||H kestiriminin ispatında izlendiği gibi

k−1∑
s=2

A
1/2
k τ−1[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)

= A
1/2
k τ−1[E−

k−1(k)− E−
k−2(k − 1)]

(
I − iτ

2
A

1/2
1

)−1

A−1
1 f1

+A
1/2
k τ−1[E−

0 (k)− E−
−1(k − 1)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1

A−1
k fk

−
k−1∑
s=1

A
1/2
k τ−1[E−

s−1(k)− E−
s−2(k − 1)]

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1

A−1
k−s

×
[
(fk−s+1 − fk−s)− (Ak−s+1 − Ak−s)A

−1
k−s+1fk−s+1

+Ak−s

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−3/2
k−s+1

(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1

i
τ

2
A

1/2
k−s+1fk−s+1

]
yazılabilir. Sonra, (4.9), (4.12), (4.13), (4.14) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

||W1k||H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

A
1/2
k τ−1[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]

(
−iτA−1/2

k−s fk−s

)∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥A1/2

k τ−1[E−
k−1(k)− E−

k−2(k − 1)]A−1
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
1

)−1
∥∥∥∥∥ ‖f1‖H

+
∥∥∥A1/2

k τ−1[E−
0 (k)− E−

−1(k − 1)]A−1
k

∥∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k

)−1
∥∥∥∥∥ ‖fk‖H

+
k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k τ−1[E−

s−1(k)− E−
s−2(k − 1)]A−1

k−s

∥∥∥∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s

)−1
∥∥∥∥∥

×
[
‖fk−s+1 − fk−s‖H +

∥∥(Ak−s+1 − Ak−s)A
−1
k−s+1

∥∥ ‖fk−s+1‖H

+
∥∥Ak−sA

−1
k−s+1

∥∥∥∥∥Ak−s+1

(
A

1/2
k−s+1 − A

1/2
k−s

)
A
−3/2
k−s+1

∥∥∥
×

∥∥∥∥∥
(
I − iτ

2
A

1/2
k−s+1

)−1
τ

2
A

1/2
k−s+1

∥∥∥∥∥ ‖fk−s+1‖H

]
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≤ 3

2
eM1P1 ‖f1‖H +

3

2
‖fk‖H +

3

2
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+
3

2
τM1

(
M1 +M3/2

)
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H

bulunur.

m = 2 için, (4.13) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

‖W2k‖H ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
s=1

A
1/2
k [E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)]

×
[
A
−1/2
k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A
−1/2
k−s−1τ

−2(uk−s − uk−s−1)
]∥∥∥

H

≤
k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k τ−1[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]A−1

k−s

∥∥∥
×
∥∥∥A1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s−1

∥∥∥∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

≤ 3

2
τM1/2e

M1P1

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

H

elde edilir.

m = 3 için, gene (4.13) ve (4.20) kestirimleri uygulanarak

‖W3k‖H ≤

∥∥∥∥∥2−1

k−1∑
s=1

A
1/2
k [E±

s (k)− E±
s−1(k − 1)]

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
uk−s

∥∥∥∥∥
H

≤ 2−1

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k τ−1[E−

s (k)− E−
s−1(k − 1)]A

−1/2
k−s τ

∥∥∥
H

×
∥∥∥A1/2

k−s

(
A

1/2
k−s − A

1/2
k−s−1

)
A−1

k−s

∥∥∥ ‖Ak−suk−s‖H

≤ 3

4
τM1e

M1P1

k−1∑
s=1

‖Ak−suk−s‖H

bulunur.

(4.36) formülü, üçgen eşitsizliği ve ||Wmk||H ’nın, m = 1, 3 için bulunan kestirimleri

kullanılarak

‖V5k‖H ≤ 3

2
eM1P1 ‖f1‖H +

3

2
‖fk‖H +

3

2
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H
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+
3

2
τM1

(
M1 +M3/2

)
eM1P1

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H +
3

4
τM1e

M1P1

k−1∑
s=1

‖Ak−suk−s‖H

+
3

2
τM1e

M1P1

k−1∑
s=1

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥

≤ C7

[
‖f1‖H + ‖fk‖H + τ

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H +
k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+τ
k−1∑
s=1

[
‖Ak−suk−s‖H +

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥]]

elde edilir; burada

C7 = max

{
3

2
,
3

2
eM1P1 ,

3

2
M1

(
M1 +M3/2

)
eM1P1 ,

3

2
M1e

M1P1

}
.

(4.35) formülü, üçgen eşitsizliği ve ||Vmk||H ’nın m = 1, 5 için bulunan kestirimleri

kullanılarak∥∥∥A1/2
k τ−1(uk+1 − uk)

∥∥∥
H
≤ 33

8
eM1P1 ‖A0u0‖H + 3eM1P1

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
3

2
eM1P1 ‖f0‖H

+ ‖fk‖H + τM1

∥∥∥A1/2
k−1τ

−1(uk − uk−1)
∥∥∥

H
+ 2−1τM1 ‖Akuk‖H

+C7

[
‖f1‖H + ‖fk‖H + τ

k−1∑
s=1

‖fk−s+1‖H +
k−1∑
s=1

‖fk−s+1 − fk−s‖H

+τ
k−1∑
s=1

[
‖Ak−suk−s‖H +

∥∥∥A1/2
k−s−1τ

−1(uk−s − uk−s−1)
∥∥∥]]

bulunur. Yukarıdaki sonuçtan∥∥∥A1/2
k τ−1(uk+1 − uk)

∥∥∥
H
≤ C8

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H

+
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + τ
k∑

s=1

[
‖Asus‖H +

∥∥∥A1/2
s−1τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H

]]
(4.37)

yazılabilir; burada

C8 = max

{
2

(
33

8
eM1P1 ,M1, C7

)}
.

(4.34) ve (4.37)’deki kestirimler birleştirilerek herhangi bir k, 1 ≤ k ≤ N, için

||Akuk||H +
∥∥∥A1/2

k τ−1(uk+1 − uk)
∥∥∥

H
≤ C9

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H
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+
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + τ
k∑

s=1

[
‖Asus‖H +

∥∥∥A1/2
s−1τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H

]]
bulunur; burada

C9 = C8 + C6.

Yukarıdaki eşitsizlikden

||Akuk||H +
∥∥∥A1/2

k τ−1(uk+1 − uk)
∥∥∥

H
≤ C10

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H

+
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H + τ

k−1∑
s=1

[
‖Asus‖H +

∥∥∥A1/2
s−1τ

−1(us − us−1)
∥∥∥

H

]]
eşitsiliği de yazılabilir; burada

C10 = (I − τC9)
−1C9.

Entegral eşitsizliğinin fark benzetimi uygulanarak

||Akuk||H +
∥∥∥A1/2

k τ−1(uk+1 − uk)
∥∥∥

H

≤ C11

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H +
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H

]
(4.38)

elde edilir; burada

C11 = C10e
C10τk.

(4.38)’deki kestirimin ispatında olduğu (4.9-4.14) kestirimleri ve bunlara ek olarak

(4.27-4.31) kestirimleri kullanılarak

||τ 2A2
kuk+1||H +

∥∥∥τ 2A
3/2
k τ−1(uk+1 − uk)

∥∥∥
H

≤ C14

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
∥∥∥τA1/2

k fk

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H +
k−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H

]
(4.39)

yazılabilir; burada

C14 = 2 (C12 + C13) e
(C12+C13)τk
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öyle ki

C12 = max

[(
5 +

M1/2

2

)
eM1P1 +

(
5M1 +M1/2

2

)
eM3/2P3/2 , 6,

3

2
M2,

3

2
M2e

M2P2 ,M1 (M1 +M2)
(
2eM1P1 +M1e

M3/2P3/2
)]

C13 = max

[(
3 +

M1/2

2

)
eM1P1 + eM2P2 , 4eM1P1 ,M1 (I +M2) e

M1P1 , 2M2,

M2e
M2P2 , 2M1e

M1P1
]
.

Şimdi, ‖τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1)‖H için kestirim elde edilecektir. (4.4) kullanılarak her

k, 1 ≤ k ≤ N − 1, için∥∥∥∥uk+1 − 2uk + uk−1

τ 2

∥∥∥∥
H

≤ ‖Akuk‖H + 4−1
∥∥τ 2A2

kuk+1

∥∥
H

+ ‖fk‖H

yazılabilir. (4.38) ve (4.39) kestirimleri ve üçgen eşitsizliği kullanılarak∥∥∥∥uk+1 − 2uk + uk−1

τ 2

∥∥∥∥
H

≤ C15

[
‖A0u0‖H +

∥∥∥A1/2
0 u′0

∥∥∥
H

+
∥∥∥τA1/2

k fk

∥∥∥
H

+ max
0≤s≤k

‖fs‖H +
N−1∑
s=1

‖fs+1 − fs‖H

]
elde edilir; burada

C15 = max
{
C14 + 2−1C11

}
.

Bu sonuç Teorem 4.2’nin ispatını tamamlar.

4.3 Uygulamalar

İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik denklem için
utt − (a (t, x)ux)x + δu = f (t, x) , 0 < t < T, 0 ≤ x ≤ L,

u (0, x) = ϕ (x) , u′ (0, x) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ L,

u (t, 0) = u (t, L) , ux (t, 0) = ux (t, L) , 0 ≤ t ≤ T

(4.40)

başlangıç-değer problemi ele alınacaktır. Eğer a(t, x) ≥ a > 0 (t ∈ [0, T ] , x ∈ [0, L]) ,

ϕ (x) ve ψ (x) (x ∈ [0, L]) , f (t, x) (t ∈ [0, T ] , x ∈ [0, L]) fonksiyonları tanım kümelerinde
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yeterince pürüzsüz ve δ > 0 ise, bu durumda (4.40) probleminin çözümü vardır ve tek-

tir. Bunun için, (4.40) problemi, H = L2 [0, 1] Hilbert uzayında öz-adjoint pozitif

tanımlı A (t) operatörlü (1.1) başlangıç değer problemine dönüştürülebilir.

Burada (4.40) probleminin ayrıklaştırılması iki adımda incelenir. Birinci adımda

önce,

[0, L]h = {x : xr = rh, 0 ≤ r ≤M,Mh = L}

ağ uzayı tanımlanır. Sonra [0, L]h aralığında tanımlanan ϕh(x) = {ϕn}M−1
1 ağ fonksiy-

onları, L2h = L2 ([0, L]h) Hilbert uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

‖ ϕh ‖L2h
=

(
M−1∑
n=1

|ϕn|2 h

) 1
2

formülü ile ifade edilir. Daha sonra da, (4.40) problemi tarafından oluşturulan A(t)

diferansiyel operatörü yerine

Ax
h(t)ϕ

h(t, x) =

{
−
(
a (t, x)u−

x

)
x,n

+ δun

}M−1

1

(4.41)

formülüyle tanımlanan Ax
h(t) fark operatörü alınır. Burada, Ax

h(t) fark operatörü

ϕ0(t) = ϕM(t), ϕ1(t) − ϕ0(t) = ϕM(t) − ϕM−1(t) koşullarını sağlayan ϕh(t, x) =

{ϕr(t)}M
0 ağ fonksiyonları uzayında tanımlanmıştır. Ax

h(t) fark operatörünün yardımıyla

(4.40) başlangıç değer problemi
d2uh(t,x)

dt2
+ Ax

h(t)u
h(t, x) = fh(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ [0, L]h ,

uh(0, x) = ϕh(x), x ∈ [0, L]h ,

duh(0,x)
dt

= ψh(x), x ∈ [0, L]h

(4.42)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür.

İkinci adımda ise, (4.40) problemi için (4.4) fark şeması kullanılarak,

1
τ2

(
uh

k+1 (x)− 2uh
k (x) + uh

k−1 (x)
)

+ Ax
h(tk)u

h
k + τ2

4
(Ax

h(tk))
2 uh

k+1 = fh
k (x) ,

fh
k (x) = fh(tk, x), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T, x ∈ [0, L]h ,

1
τ
(uh

1 (x)− uh
0 (x)) + τAx

h(0)(uh
1 (x)− uh

0 (x))

= τ
2
(fh

0 (x)− Ax
h(0)uh

0 (x)) + ψh (x) , x ∈ [0, L]h

uh
0 = ϕh(x), x ∈ [0, L]h

(4.43)
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fark şeması elde edilir.

Teorem 4.3. τ ve h yeterince küçük sayılar olsun. Bu durumda (4.43) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥ψh
∥∥

L2h
+
∥∥ϕh

x

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥fh
k

∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥∥ψh
−
x

∥∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ (fh

k

)
x

∥∥
L2h

+
∥∥fh

0

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
fh

k − fh
k−1

)∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri geçerlidir; burada M katsayısı, τ , h, fh

k (0 ≤ k ≤ N − 1) , ψh ve

ϕh’den bağımsızdır.

Teorem 4.3’ün ispatı, soyut Teorem 4.1 ve (4.41) formülü ile tanımlanan Ax
h(t) fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak çok boyutlu hiperbolik denklem için

∂2u(t,x)
∂t2

−
n∑

r=1

(ar(t, x)uxr)xr = f(t, x),

x = (x1, ..., xn) ∈ Ω, 0 < t < T,

u(0, x) = ϕ(x), ∂u(0,x)
∂t

= ψ(x), x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, x ∈ S

(4.44)

başlagıç değer problemi ele alınacaktır; burada Ω, Rn n− boyutlu Euclid uzayında S

sınır kümesine sahip açık bir küptür yani Ω = {x = (x1, · · ·, xn) : (0 < xj < 1, 1 ≤ j ≤ n)};

Ω = Ω ∪ S; ayrıca ar(t, x) (x ∈ Ω), ϕ(x), ψ(x) (x ∈ Ω) ve f(t, x) (t ∈ (0, T ), x ∈ Ω)

verilen düzgün fonksiyonlardır ve ar(t, x) ≥ a > 0.

Burada da (4.44) probleminin ayrıklaştırılması iki adımda incelenir. Birinci adımdan

önce,
−
Ωh = {x = xj = (h1j1, · · ·, hnjn), j = (j1, · · ·, jn), 0 ≤ jr ≤Mr,

hrMr = 1, r = 1, · · ·, n}, Ωh =
−
Ωh ∩ Ω, Sh =

−
Ωh ∩ S
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ağ uzayı tanımlanır. Sonra Ωh kümesinde tanımlanan ϕh(x) = {ϕ(h1m1, · · ·, hnmn)}

ağ fonksiyonları, L2h = L2

(
Ωh

)
Banach uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

‖ ϕh ‖
L2h(

−
Ωh)

=

∑
x∈Ωh

|ϕh(x)|2h1 · · · hn

 1
2

formülüyle ifade edilir. Daha sonra da, (4.44) problemi tarafından oluşturulan A(t)

diferansiyel operatörü yerine

Ax
h(t)u

h(t, x) = −
n∑

r=1

(
ar(t, x)u

h
−
xr

)
xr,jr

(4.45)

formülüyle tanımlanan Ax
h(t) fark operatörü alınır. Burada, Ax

h(t) fark operatörü ∀x ∈

Sh değerleri için uh(t, x) = 0 koşullarını sağlayan uh(t, x) ağ fonksiyonları uzayında

tanımlanmıştır. Ax
h(t) fark operatörünün yardımıyla (4.44) başlangıç değer problemi

d2uh(t,x)
dt2

+ Ax
h(t)u

h(t, x) = fh(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ωh,

uh(0, x) = ϕh(x), x ∈
−
Ωh

duh(0,x)
dt

= ψh(x), x ∈
−
Ω

(4.46)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür.

İkinci adımda ise, (4.46) problemi için (4.4) fark şeması kullanılarak,

1
τ2

(
uh

k+1 (x)− 2uh
k (x) + uh

k−1 (x)
)

+ Ax
h(tk)u

h
k + τ

4
(Ax

h(tk))
2 uh

k+1

= fh
k (x) , fh

k (x) = fh(tk, x),

tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T, x ∈ Ωh,

uh
0 = ϕh, ϕh = ϕh(x), x ∈

−
Ωh,

1
τ
(uh

1 (x)− uh
0 (x)) + τAx

h(0)(uh
1 (x)− uh

0 (x))

= τ
2
(fh

0 (x)− Ax
h(0)uh

0 (x)) + ψh (x) , x ∈
−
Ωh.

(4.47)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.4. τ ve h yeterince küçük sayılar olsun. Bu durumda (4.47) fark

şemasının çözümü için

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M

[∥∥ψh
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥ϕh
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥fh
k

∥∥
L2h

]
,
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max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

≤M

[
n∑

r=1

∥∥∥ψh
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥ϕh
−

xrxr,jr

∥∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥τ (fh
k

)
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥fh

0

∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N−1

∥∥τ−1
(
fh

k − fh
k−1

)∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri geçerlidir; burada M katsayısı, τ , h, fh

k (0 ≤ k ≤ N − 1) , ψh ve

ϕh’den bağımsızdır.

Teorem 4.4’ün ispatı, soyut Teorem 4.2 ve (4.45) formülü ile tanımlanan Ax
h(t) fark

operatörünün simetri özelliklerine ve Teorem 3.5’e dayanmaktadır.
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5 SAYISAL SONUÇLAR

Elde edilen kararlılık eşitsizliklerindeki sabit katsayılar için net bir kestirim elde edile-

memektedir. Bu nedenle hiperbolik denklem için aşağıdaki başlangıç değer problemi

ele alınmıştır:

∂2u(t,x)

∂t2
− g(t, x)∂2u(t,x)

∂x2 = f(t, x), 0 < t < 1, 0 < x < π,

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ π,

u(t, 0) = u(t, π) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

g(t, x) = t+ x, f(t, x) = (1 + t+ x) exp(−t) sinx,

ϕ(x) = sin x, ψ(x) = − sin x.

(5.1)

Bu problemin tam çözümü

u (t, x) = exp(−t) sinx

şeklindedir.

Buradaki (5.1) sınır değer problemininin yaklaşık çözümlerini bulmak için, bir-

inci ve ikinci basamaktan doğruluklu fark şemaları kullanılmıştır. İkinci mertebeden,

katsayıları matris olan, k’ ya göre fark denklemleri elde edilmiştir. Bu fark denklem-

lerini çözmek için tekrarlı yöntem kullanılmıştır. Sayısal denemelerin sonucu olarak

ikinci basamaktan doğruluklu fark şemalarının birinci basamaktan doğruluklu fark

şemalarına oranla daha doğru olduğu gösterilmiştir.

5.1 Birinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması

Burada birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (1.2) uygulanarak (5.1) prob-

leminin yaklaşık çözümleri için

uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − g(tk+1, xn)
uk+1

n+1−2uk+1
n +uk+1

n−1

h2 = f(tk, xn),

tk = kτ , xn = nh, 1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

u0
n = ϕ(xn), xn = nh, 0 ≤ n ≤M,

u1
n−u0

n

τ
= ψ(xn), xn = nh, 0 ≤ n ≤M,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N

(5.2)
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birinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulur. Böylece, (M+1)×(M+1) boyutlu

doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi düzenlenerek

matris formunda yazılırsa, Ak Uk+1 +BUk + C Uk−1 = Dϑk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

U0 = ϕ,U1 = (1− τ)U0, 0 ≤ n ≤M,
(5.3)

elde edilir. Burada,

Ak =



0 0 0 · · · 0 0 1

ak+1
1 bk+1

1 ak+1
1 · · · 0 0 0

0 ak+1
2 bk+1

2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · bk+1
M−2 ak+1

M−2 0

0 0 0 · · · ak+1
M−1 bk+1

M−1 ak+1
M−1

1 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

B =



0 0 0 · · · 0 0 0

0 c 0 · · · 0 0 0

0 0 c · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · c 0 0

0 0 0 · · · 0 c 0

0 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

C =



0 0 0 · · · 0 0 0

0 d 0 · · · 0 0 0

0 0 d · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · d 0 0

0 0 0 · · · 0 d 0

0 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

, D =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1


(M+1)×(M+1)

,
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U s =


U s

0

U s
1

...

U s
M


(M+1)×(1)

, s = k ± 1, k için.

Ayrıca,

ak+1
n = −tk+1 + xn

h2
, bk+1

n =
1

τ 2
+
tk+1 + xn

h2
, 0 ≤ k ≤ N − 1, 0 ≤ n ≤M,

c = − 2

τ 2
, d =

1

τ 2
, e =

1

τ
,

fk =


0, n = 0,

f(tk, xn), 1 ≤ n ≤M − 1,

0, n = M,

, ϕ =


sin x0

sin x1

...

sin xM


(M+1)×1

.

Dolayısıyla, katsayıları matris olan, k’ ya göre ikinci mertebeden fark denklemleri elde

edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için
Uk+1 =

(
Ak
)−1

Dϑk −
(
Ak
)−1

BUk −
(
Ak
)−1

CUk−1,

k = 1, 2, · · ·, N − 1,

U0 = ϕ, U1 = (1− τ)ϕ, 0 ≤ n ≤M

iteratif yöntemi kullanılır. Farklı N ve M değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin

sayısal çözümlerini yukarıdaki yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 1 kısmında

verilmiştir. Sonuçlar Bölüm 5.3’de sunulmuştur.

5.2 İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemaları

İlk olarak, ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.3) uygulanarak, (5.1) prob-

leminin yaklaşık çözümleri için

uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − g(tk, xn)
(

uk
n+1−2uk

n+uk
n−1

2h2 +
uk+1

n+1−2uk+1
n +uk+1

n−1

4h2

+
uk−1

n+1−2uk−1
n +uk−1

n−1

4h2

)
= f(tk, xn), xn = nh, tk = kτ ,

1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

u0
n = ϕ(xn), xn = nh, 0 ≤ n ≤M,

u1
n−u0

n

τ
= τ

2

(
u1

n+1−2u1
n+u1

n−1

h2 + f(0, xn)
)

+ ψ(xn),

xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1, uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N

(5.4)
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ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulur. Böylece, yine (M + 1) × (M +

1) boyutlu doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi

düzenlenerek matris formunda yazılırsa, Ak Uk+1 +BkUk + Ck Uk−1 = Dϑk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

U0 = ϕ,EU1 = vU0 + γ, 0 ≤ n ≤M
(5.5)

elde edilir. Burada

Ak =



0 0 0 · · · 0 0 1

ak
1 bk1 ak

1 · · · 0 0 0

0 ak
2 bk2 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · bkM−2 ak
M−2 0

0 0 0 · · · ak
M−1 bkM−1 ak

M−1

1 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

Bk =



0 0 0 · · · 0 0 0

ck1 dk
1 ck1 · · · 0 0 0

0 ck2 dk
2 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · dk
M−2 ckM−2 0

0 0 0 · · · ckM−1 dk
M−1 ckM−1

0 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

Ck =



0 0 0 · · · 0 0 0

ak
1 bk1 ak

1 · · · 0 0 0

0 ak
2 bk2 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · bkM−2 ak
M−2 0

0 0 0 · · · ak
M−1 bkM−1 ak

M−1

0 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,
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D =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1


(M+1)×(M+1)

,

E =



0 0 0 · · · 0 0 1

j1 p1 j1 · · · 0 0 0

0 j2 p2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · jM−2 pM−2 0

0 0 0 · · · jM−1 pM−1 jM−1

1 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

.

Ayrıca,

ak
n = −tk + xn

4h2
, bkn =

1

τ 2
+
tk + xn

2h2
, ckn = −tk + xn

2h2
, dk

n = − 2

τ 2
+
tk + xn

h2
,

jn = −τxn

2h2
, pn =

1

τ 2
+
τxn

h2
, v =

1

τ
, 0 ≤ k ≤ N, 0 ≤ n ≤M,

fk =


0, n = 0,

f(tk, xn), 1 ≤ n ≤M − 1,

0, n = M,

, ϕ =


sin x0

sin x1

...

sin xM


(M+1)×1

, γ =


γ0

γ1

...

γM


(M+1)×1

γn = (−1 +
τ

2
(1 + xn)) sin(xn), 0 ≤ n ≤M.

Dolayısıyla gene katsayıları matris olan, k’ ya göre ikinci mertebeden fark denklemleri

elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için
Uk+1 =

(
Ak
)−1

Dϑk −
(
Ak
)−1

BkUk −
(
Ak
)−1

CkUk−1,

k = 1, 2, · · ·, N − 1,

U0 = ϕ, U1 = E−1vU0 + E−1γ, 0 ≤ n ≤M

tekrarlı yöntem kullanılır. Farklı N ve M değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin

sayısal çözümlerini yukarıdaki yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 2 kısmında

verilmiştir. Sonuçlar Bölüm 5.3’de sunulmuştur.
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İkinci olarak, ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.4) ve

2u(0)− 5u(h) + 4u(2h)− u(3h)

h2
− u′′(0) = O(h2),

2u(π)− 5u(π − h) + 4u(π − 2h)− u(π − 3h)

h2
− u′′(π) = O(h2),

formülleri uygulanarak, (5.1) probleminin yaklaşık çözümleri için

uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − g(tk, xn)
(

uk
n+1−2uk

n+uk
n−1

2h2

)
−g(tk+1, xn)τ 2

(
uk+1

n−2−4uk+1
n−1+6uk+1

n −4uk+1
n+1+uk+1

n+2

4h4

)
= f(tk, xn),

xn = nh, tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

u0
n = ϕ(xn), xn = nh, 0 ≤ n ≤M,

u1
n−u0

n

τ
= τ

2

(
u1

n+1−2u1
n+u1

n−1

h2 + f(0, xn)
)

+ ψ(xn),

xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N

(5.6)

ikinci basamaktan fark şeması kurulur. Böylece, yine (M + 1) × (M + 1) boyutlu

doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi düzenlenerek

matris formunda yazılırsa, Ak Uk+1 +BkUk + CUk−1 = Dϑk, 1 ≤ k ≤ N − 1,

U0 = ϕ,EU1 = vU0 + γ, 0 ≤ n ≤M
(5.7)

elde edilir. Burada

Ak =



0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 · · · 0 −1 4 −5 0

ak
2 bk2 ck2 bk2 ak

2 · · · 0 0 0 0 0

0 ak
3 bk3 ck3 bk3 · · · 0 0 0 0 0

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 · · · bkM−3 ckM−3 bkM−3 ak
M−3 0

0 0 0 0 0 · · · ak
M−2 bkM−2 ckM−2 bkM−2 ak

M−2

0 −5 4 −1 0 · · · 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,
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Bk =



0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 0 dk
2 fk

2 dk
2 · · · 0 0 0 0 0

0 0 0 dk
3 fk

3 · · · 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 · · · dk
M−3 fk

M−3 dk
M−3 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 dk
M−2 fk

M−2 dk
M−2 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

C =



0 0 0 0 · · · 0 0 0 0

0 0 0 0 · · · 0 0 0 0

0 0 e 0 · · · 0 0 0 0

0 0 0 e · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · e 0 0 0

0 0 0 0 · · · 0 e 0 0

0 0 0 0 · · · 0 0 0 0

0 0 0 0 · · · 0 0 0 0


(M+1)×(M+1)

,

D =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1


(M+1)×(M+1)

,

E =



0 0 0 · · · 0 0 1

j1 p1 j1 · · · 0 0 0

0 j2 p2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · jM−2 pM−2 0

0 0 0 · · · jM−1 pM−1 jM−1

1 0 0 · · · 0 0 0


(M+1)×(M+1)

.
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Ayrıca,

ak
n = −τ

2 (tk + xn)

4h4
, bkn =

τ 2 (tk + xn)

h4
, ckn =

1

τ 2
− 6τ 2 (tk + xn)

4h4
, dk

n = −tk + xn

h2
,

fk
n = − 2

τ 2
+

2 (tk + xn)

h2
, jn = −τxn

2h2
, pn =

1

τ 2
+
τxn

h2
,

e =
1

τ 2
, v =

1

τ
, 0 ≤ k ≤ N, 0 ≤ n ≤M,

fk =


0, n = 0,

f(tk, xn), 1 ≤ n ≤M − 1,

0, n = M,

, ϕ =


sin x0

sin x1

...

sin xM


(M+1)×1

, γ =


γ0

γ1

...

γM


(M+1)×1

γn = (−1 +
τ

2
(1 + xn)) sin(xn), 0 ≤ n ≤M.

Dolayısıyla yine katsayıları matris olan, k’ ya göre ikinci mertebeden fark denklemleri

elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için
Uk+1 =

(
Ak
)−1

Dϑk −
(
Ak
)−1

BkUk −
(
Ak
)−1

CkUk−1,

k = 1, 2, · · ·, N − 1,

U0 = ϕ, U1 = E−1vU0 + E−1γ, 0 ≤ n ≤M

tekrarlı yöntem kullanılır. Farklı N ve M değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin

sayısal çözümlerini yukarıdaki yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 3 kısmında

verilmiştir. Sonuçlar bir sonraki bölümde sunulmuştur.

5.3 Hata Analizi

(5.1) probleminin tam ve yaklaşık çözümleri için birinci ve ikinci basamaktan

doğruluklu fark şemaları kullanılmıştır. (5.1) probleminin tam ve yaklaşık çözümleri

verilmiştir. Şekillerde, Şekil 5.1-5.4’de farklı yaklaşık çözümlerin kendi aralarındaki ve

bunların tam çözümle arasındaki farklar gözle görülür düzeyde değildir. Bunun için

hata analizi de yapılmıştır.
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Figure 1: Şekil 5.1. Tam çözüm

Figure 2: Şekil 5.2. Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (1.2) ile sayısal çözüm
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Figure 3: Şekil 5.3. İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.3) ile sayısal çözüm

Figure 4: Şekil 5.4. İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.4) ile sayısal çözüm
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Sonuçların karşılaştırılması için hatalar

EN
M = max

1≤k≤N−1

(
M−1∑
n=1

∣∣u(tk, xn)− uk
n

∣∣2 h)1/2

formulüyle hesaplanmıştır. Burada u(tk, xn), (5.1) probleminin gerçek çözümünü ve uk
n

da (tk, xn) noktasında sayısal çözümü temsil etmektedir. Sonuçlar aşağıdaki tablo da

gösterilmiştir.

Tablo 5.1. N = M = 30 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının

karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (1.2) 0.0074

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.3) 0.0012

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.4) 0.0017

Tablo 5.2. N = 30 ve M = 100 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının

karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (1.2) 0.0076

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.3) 0.0006

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.4) 0.0008

Tablo 5.3. N = M = 100 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının

karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (1.2) 0.0023

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.3) 0.0001

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.4) 0.0001

Tablolardan da açık bir şekilde görüldüğü gibi, ikinci basamaktan doğruluklu fark

şemaları yöntemi birinci basamaktan doğruluklu fark şemasına kıyasla gerçek çözümlere

daha yakın sonuçlar vermektedir. Ayrıca N ve M arttıkça hatalar azalmaktadır.
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6 SONUÇLAR

Bu çalışmanın esas amacı hiperbolik denklemler için kurulan iki adımlı ikinci

basamaktan doğruluklu fark şemalarının kararlılık kestirimlerini elde etmektir. Yapılan

bu çalışmanın sonucunda aşağıdaki orijinal sonuçlar elde edilmiştir:

• Soyut (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak için, A1/2(t)

operatörü tarafından oluşturulan, ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) =

[
A

1/2
k+1 + τ

2

(
A

1/2
k+1

)′]{
−A1/2

k+1uk+1

+

[
τ
2
Ak+1 − 1

2
A
−1/2
k+1

(
A

1/2
k+1

)′]
A
−1/2
k+3/2 [τ−1 (uk+1 − uk)

− τ
2
Ak+1uk+1 + τ

2
fk+1

]
+ A

−1/2
k+1 fk+1

}
−
{[

A
1/2
k+1 + τ

2

(
A

1/2
k+1

)′]
A
−1/2
k+1

(
A

1/2
k+1

)′
A
−1/2
k+1/2

−τ−1

[(
A

1/2
k+1 − A

1/2
k

)
+ τ

2

((
A

1/2
k+1

)′
−
(
A

1/2
k

)′)]}
A
−1/2
k+1/2

×
[
τ−1 (uk − uk−1)− τ

2
Akuk + τ

2
fk

]
+2−1 (Ak+1uk+1 − Akuk)− 2−1 (fk+1 − fk) ,

1 ≤ k ≤ N − 1, u0 = u(0),

τ−1(u1 − u0) + τ
2
A1/22

−1(u1 + u0) + τ
2

(
A

1/2
1/2

)′
A
−1/2
1/2 τ−1(u1 − u0)

= τ
2
f1 + A

1/2
1/2A

−1/2
1/2 u′0.

(6.1)

kurulmuştur.

• Soyut (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak için, tam-

sayı kuvvetli olan bir A(t) operatörü tarafından oluşturulan, ikinci basamaktan

doğruluklu fark şeması
uk+1−2uk+uk−1

τ2 + 1
2
Akuk + 1

4
Ak (uk+1 + uk−1) = fk,

Ak = A (tk) , fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A0)τ
−1(u1 − u0) = τ

2
(f0 − A0u0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ

(6.2)

kurulmuştur.

• Soyut (1.1) başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak için, tam-

sayı kuvvetli olan bir A2(t) operatörü tarafından oluşturulan, ikinci basamaktan
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doğruluklu fark şeması
uk+1−2uk+uk−1

τ2 + Akuk + τ2

4
A2

kuk+1 = fk,

Ak = A (tk) , fk = f(tk), tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = T,

(I + τ 2A0)τ
−1(u1 − u0) = τ

2
(f0 − A0u0) + ψ, f0 = f(0), u0 = ϕ

(6.3)

kurulmuştur.

• (6.1) fark şemasının çözümü için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.

• (6.2) ve (6.3) fark şemalarının çözümlerinin kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.

• (6.2) ve (6.3) fark şemalarının çözümlerinin kararlı oldukları sayısal örneklerle

desteklenmiştir.
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EKLER

Ek 1. Birinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması için Matlab Programı

function ftx

N=30; M=30;

x=linspace(0,pi,M+1);

t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

d=-2/(tauˆ2);

e=1/(tauˆ2);

U(:,1)=sin(x);

U(:,2)=(1-tau)*(sin(x));

for k=2:N;

for n=2:M+1;

A(n,n-1)=-g(t(k+1),x(n))/(hˆ2)+y(t(k+1))/(2*h);

A(n,n)=1/(tauˆ2)+2*g(t(k+1), x(n))/(hˆ2);

A(n,n+1)=-g(t(k+1),x(n))/(hˆ2)-y(t(k+1))/(2*h);

B(n,n)=d; C(n,n)=e;

fii(n,k-1)=ff(t(k), x(n));

end;

A(1,M+1)=1; A(M+1,1)=1;

B(M+1,M+1)=0; C(M+1,M+1)=0;

fii(1,k-1)=0;fii(M+1,k-1)=0;

U(:,k+1)=inv(A)*(-B*U(:,k)-C*U(:,k-1)+fii(:,k-1));

end;
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U

%%%%%%%%’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %%%%%%%%

for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(n-1)*h;

es(n, k:k)=(exp(-t))*sin(x);

end;

end;

es

%%%%%%%%%%% END EXACT SOLUTION %%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%% ERROR ANALYSIS %%%%%%%%%%%%%

for n=1:M-1;

for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmat1=abs(f);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmat4=fmat3.ˆ(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%

U;

es;
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[xler,tler]=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;

q=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

title(’EXACT SOLUTION’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler,xler,U);

title(’EULER-ROTHER’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

%%%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%

function u=g(t,x);

u=(t+x);

function u=y(t);

u=0*(1+t);

function u=ff(t,x);

u=(1+t+x)*(exp(-t))*(sin(x));

Ek 2. İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması (3.3) için Matlab

Programı

function stx

N=30; M=30;
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x=linspace(0,pi,M+1);

t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

U(:,1)=sin(x);

for k=2:N;

for n=2:M;

A(n,n-1)=-g(t(k),x(n))/(4*(hˆ2));

A(n,n)=1/(tauˆ2)+g(t(k), x(n))/(2*(hˆ2));

A(n,n+1)=-g(t(k),x(n))/(4*(hˆ2));

B(n,n-1)=-g(t(k),x(n))/(2*(hˆ2));

B(n,n)=-2/(tauˆ2)+g(t(k), x(n))/(hˆ2);

B(n,n+1)=-g(t(k),x(n))/(2*(hˆ2));

D(n,n-1)=-tau/(2*(hˆ2))*x(n);

D(n,n)=1/tau+tau*x(n)/(hˆ2);

D(n,n+1)=-tau/(2*(hˆ2))*x(n);

fii(n,k-1)=ff(t(k), x(n));

ro(n,1)=(-1+(tau/2)*(1+x(n)))*sin(x(n));

end;

A(1,M+1)=1; A(M+1,1)=1;

B(M+1,M+1)=0; C=A; C(1,M+1)=0; C(M+1,1)=0;

D(1,M+1)=1; D(M+1,1)=1;

D;

fii(1,k-1)=0; fii(M+1,k-1)=0;

ro(1,1)=0; ro(M+1,1)=0;

ro;
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U(:,1);

U(:,2)=inv(D)*(1/tau)*U(:,1)+inv(D)*ro(:,1);

U(:,k+1)=inv(A)*(-B*U(:,k)-C*U(:,k-1)+fii(:,k-1));

end;

%%%%%%%%%’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %%%%%%%

for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(n-1)*h;

es(n, k:k)=(exp(-t))*sin(x);

end;

end;

%%%%%%%%%%%%%% END EXACT SOLUTION %%%%%%%

%%%%%%%%%%%%% ERROR ANALYSIS %%%%%%%%%%%

for n=1:M-1;

for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmat1=abs(f);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmat4=fmat3.ˆ(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%%%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%
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U;

es;

[xler,tler]=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;

q=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

title(’EXACT SOLUTION’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler,xler,U);

title(’EULER-ROTHER’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

%%%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%

function u=g(t,x);

u=(t+x);

function u=ff(t,x);

u=(1+t+x)*(exp(-t))*(sin(x));

Ek 3. İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması (4.2) için Matlab

Programı

function den

N=40; M=40;
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x=linspace(0,pi,M+1);

t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

U(:,1)=sin(x);

for k=2:N;

for n=3:M-1;

A(n,n-2)=(-g(t(k),x(n))*(tauˆ2))/(4*(hˆ4));

A(n,n-1)=(g(t(k),x(n))*(tauˆ2))/((hˆ4));

A(n,n)=1/(tauˆ2)-(g(t(k), x(n))*(tauˆ2)*6)/(4*(hˆ4));

A(n,n+1)=(g(t(k),x(n))*(tauˆ2))/((hˆ4));

A(n,n+2)=(-g(t(k),x(n))*(tauˆ2))/(4*(hˆ4));

B(n,n-1)=-g(t(k),x(n))/((hˆ2));

B(n,n)=-2/(tauˆ2)+2*g(t(k), x(n))/(hˆ2);

B(n,n+1)=-g(t(k),x(n))/((hˆ2));

C(n,n)=1/(tauˆ2);

end;

for i=2:M;

D(i,i-1)=-tau/(2*(hˆ2))*x(i);

D(i,i)=1/tau+tau*x(i)/(hˆ2);

D(i,i+1)=-tau/(2*(hˆ2))*x(i);

end;

for q=3:M-1;

fii(q,k-1)=ff(t(k), x(q));

end;

for w=2:M;
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ro(w,1)=(-1+(tau/2)*(1+x(w)))*sin(x(w));

end;

A(1,M+1)=1; A(2,2)=-5; A(2,3)=4; A(2,4)=-1;

A(M+1,1)=1; A(M,M)=-5; A(M,M-1)=4; A(M,M-2)=-1;

B(M+1,M+1)=0;

C(M+1,M+1)=0;

D(1,M+1)=1; D(M+1,1)=1;

fii(1,k-1)=0; fii(M+1,k-1)=0;

ro(1,1)=0; ro(M+1,1)=0;

ro;

U(:,1);

U(:,2)=inv(D)*(1/tau)*U(:,1)+inv(D)*ro(:,1);

U(:,k+1)=inv(A)*(-B*U(:,k)-C*U(:,k-1)+fii(:,k-1));

end;

%%%%%%%%’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %%%%%%%%

for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(n-1)*h;

es(n, k:k)=(exp(-t))*sin(x);

end;

end;

%%%%%%%%%%% END EXACT SOLUTION %%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%% ERROR ANALYSIS %%%%%%%%%%%

for n=1:M-1;
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for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmat1=abs(f);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmat4=fmat3.ˆ(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%

U;

es;

[xler,tler]=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;

q=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

title(’EXACT SOLUTION’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler,xler,U);

title(’EULER-ROTHER’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);
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%%%%%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%

function u=g(t,x);

u=(t*0+1+x);

function u=ff(t,x);

u=(1+t*0+1+x)*(exp(-t))*(sin(x));
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