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OZET

TEZ KONUSU: Hiperbolik Diferansiyel Denklemleri igin Iki Adimh

Fark Semalari

YAZAR ADLI: Mehmet Emir KOKSAL

Bu tezde Hilbert uzayinda 6z-adjoint pozitif tammli A(¢) operatorlii diferansiyel

denklemlerinin baglangi¢c deger problemi
2u
T+ Atu(t) = f(t) (0<t<T),
u(0) = ¢, u'(0) =4
ele alimmigtir. Operator yaklagimi uygulanarak bu baglangic deger probleminin yaklagik
¢ozlimleri icin ikinci basamakdan cgesitli fark semalar: kurulmustur. Bu fark semalarinin

¢oziimleri icin kararlilik kestirimleri elde edilmigtir. Bu fark semalarinin ¢éziimleri igin

elde edilen teorik sonuclarin dogrulugu sayisal orneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, Fark Semalar1, Kararlilik
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SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: Two-Step Difference Schemes for Hy-

perbolic Differential Equations

AUTHOR: Mehmet Emir KOKSAL

In this thesis the initial value problem

Tul L A(tyu(t) = f(t) (0<t<T),

dt?

u(0) = ¢,u'(0) =4

for differential equations in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operators A(t) is considered. Applying the operator approach, various second order of
accuracy difference schemes for the approximate solutions of this initial value problem
are presented. The stability estimates for the solution of these difference schemes are
established. The theoretical statements for the solution of these difference schemes are

supported by the results of numerical experiments.

Keywords: Hyperbolic Equation, Difference Schemes, Stability
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TESEKKUR

Akademik hayata atildigim giinden bugiine kadar derin ve degerli bilgilerini ben-
imle paylasmaktan c¢ekinmeyen, bu sayede karsilasmig oldugum bir ¢ok problemde
aydinlatic bilgileriyle yol gosteren ve ¢alismis oldugum alanlarda 6niime derin ufuklar
acan ¢ok degerli hocam sayin Prof. Dr. Allaberen ASHYRALYEV e tegekkiirii birinci

borg bilerek saygilarimi sunarim.

Pek ¢ok konuda karsilagtigim problemleri degerli goriig ve bilgileri ile pratik ve
saglam c¢oztimler iiretme konusundaki yardimlarimi hi¢chbirzaman benden esirgemeyen

saym Prof. Dr. Tahir ALIYEV AZEROGLU’na cok tesekkiir ederim.

(Caligma alanindaki bilgilerini benimle paylagma konusunda samimi, candan ve icten

destegini hi¢birzaman esirgemeyen kiymetli hocam ve danigmanim sayin Yrd. Dog¢. Dr.

Coskun YAKAR’a tesekkiir ederim.

Engin ve derin bilgileriyle, eksiklerimin farkina varmam ve bu konuda kendimi
gelistirme ve yenilememde herzaman bana 1gik tutan c¢ok degerli hocam saym Prof.

Dr. Sennur SOMALI ye tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

Ogrenciligimin en zor anlarinda dahi degerli bilgi ve tecriibeleriyle yardimlarin
esirgemeyip ayakda durmama destek olan ve karsilagtigim problemlerin ¢éziimiinde
bana agabeylik yapan sayin Prof. Dr. Hamit SERBEST’ e tesekkiir eder siikranlarimi

sunarim.

Son olarak akademik olarak karsilagmig oldugum her tiirlii problemde kirk yili agan
akademik tecriibesiyle yardimlarini benden eksik etmeyen ¢ok degerli babam sayin Prof.
Dr. Muhammet KOKSAL’a ¢ok tesekkiir eder her bagarimda pay1 oldugunu belirtmek

isterim.

Ayrica doktora 6grenciligim boyunca yapmig oldugum arastirmalari gerceklestirmemiz

konusunda gerekli ortami ve imkani sunan, kargilagsmis oldugum her tiirlii problemde



engin bilgi ve onerileriyle herzaman ¢oziim tiretme konusunda idari destegini anlik dahi
olsa esirgemeyen, ilime ve bilim adamina verdigi onem ile herzaman ¢ok daha bagaril
olmamiz konusunda bize inang, azim ve sevk asgilayan ¢ok degerli sayin rektoriim Prof.
Dr. Ibrahim Alinur BUYUKAKSOY hocama ¢ok tesekkiir edip siikranlarimi belitir ve

her daim bagarili olmay1 kendisine bir borg bilerek saygilarimi sunarim.
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1 GIRIS

Akigkanlar mekanigindeki bir ¢ok problemde, 1s1 akigi, flizyon siireci, matematiksel
biyoloji ve diger pek ¢ok fiziksel alanlarda karsimiza hiperbolik tipteki diferansiyel
denklemler ¢ikmaktadir. Bu tip denklemlerle fiziksel olaylarin modelleri ifade edilebilir.
Bu tipteki denklemler icin baslangic-sinir deger probleminin ¢oziim metotlar: iizerine
kapsamli olarak bir ¢ok aragtirma yapilmigtir. (bkz. [Sobolevskii, P. E. ve Pogorelenko,
V. A., 1967], [Sobolevskii, P. E. ve Chebotaryeva, L. M., 1977|, [Ashyralyev, A. ve
Muradov, 1., 1995], [Mohanty, R. K., Jain, M. K. ve George, K., 1996], [Ashyralyev,
A. ve Muradov, 1., 1998], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001], [Samarskii, A.
A., Gavrilyuk, I. P., ve Makarov, V. L., 2001], [Kiguradze, T. ve Lakshmikantham, V.,
2002], [Mohanthy, R. K., 2004], [Ashyralyev, A. ve Aggez, N., 2004], [Ashyralyev, A.
ve Yursever, A., 2004], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2005], [Mohanty, R. K.,
2005], [Ashyralyev, A. ve Koksal, M. E., 2005], [Li, W., Sun, Z., ve Zhao, L., 2005],
[Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005]).

Bu tezde, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tammh A(t) operatorlii

G AW = (1) (0<t<T), (1)

u(0) = ¢, u'(0) =4
baglangic deger problemi ele alinmigtir. Bilindigi gibi, hiperbolik denklemler i¢in cesitli
baglangig-sinir deger problemleri (1.1) simir deger problemine déniigtiiriilebilir. (bkz.

[Krein, S. G., 1966] ve [Fattorini, H. O., 1985]).
Agagidaki gartlar saglayan wu(t) fonksiyonu (1.1) probleminin ¢oziimiidiir:

i. wu(t) fonksiyonu, [0,7] araliginda ikinci tiirevi siirekli olan bir fonksiyondur.

Araligin sinir noktalarindaki tiirevler, uygun tek tarafli tiirevler olarak anlagilir.

ii. w(t) fonksiyonu, A(t) operatoriiniin tanim kiimesinin elemamidir ve A(t)u(t)

fonksiyonu [0, 7] arahiginda siireklidir.
iii. u(t) fonksiyonu, (1.1) denklemini ve bu denklemin baslangig kogullarin saglar.

Kararliligin zaman ve konum degiskenlerine gore 7 ve h olan grid adimlarinin bir-

birine bagh oldugu varsayimiyla kuruldugu hiperbolik kismi diferansiyel denklemler



i¢in fark semalar tizerine yapilmig pek ¢ok galigma vardir. (bkz. [Piskarev, S., 1984],
[Piskarev, S., 1986], [Piskarev, S., 1989] ve [Ashyralyev, A., 1989]). Ozellikle soyut

olarak ifade edilirse bunun anlami 7 — 0 iken 7 ||A; || — 0 kosulu saglanir.

Onemle ilgilenilen bir husus hiperbolik kismi diferansiyel denklemler icin yiiksek
basamaktan dogruluklu mutlak kararli fark semalarinin incelenmesidir; bu durumda
kararhilik 7 ve h grid adimlari iizerinde hicbir varsayim yapilmadan kurulmustur. (1.1)
probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in kullanilan birinci basamaktan dogruluklu hassas mut-
lak kararli fark semasinin
T (Upyr — 2up, + up—1) + Apugr = f,
Ap=Atr), fu=ft), ta=kr, 1<k<N-1, Nt =T, (1.2)
7wy — ug) + 1A Puy = iAg Pug + 9, g = ¢

¢Ozimi i¢in bu tip kararhihik kestirimleri ilk olarak [Sobolevskii, P. E. ve Chebotaryeva,

L. M., 1977] cahgmasinda yapilmigtir.

(1.1) probleminin yaklagik ¢6ztimii i¢in yiiksek basamaktan dogruluklu hassas mut-
lak kararli fark semalar1 A(t) = A durumunda [Ashyralyev, A., 1989], [Ashyralyev, A.
ve Muradov, 1., 1995], [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001], [Ashyralyev, A. ve
Sobolevskii, P. E., 2004] ve [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2005] makalelerinde

incelenmistir.

Ornegin; Ikinci basamaktan dogruluklu hassas mutlak kararh fark semalari

)
T2 (U1 — 2up + wmr) + Aug + 5 APup = fi,

fo=ft), ti=kr, 1<k<N -1, N7 =T,
T = wp) + AV + FAV)uy = z,
| 5= (i AV + 5o + (A2 = T A, fo = £(0), up =,

)
T2 (U1 — 2up + 1) + A(upr1 + 2w + w—1) = fr,

fo=fte), tk=Fkr, 1<E<N-—1, Nt =T,
T ur — o) + A (ur + ug) = 21,
( AT (I+ %A1/2>¢+ sfo+ (iA% - %)Uo, Jo = f(0), uo = ¢

[Ashyralyev, A. ve Muradov, 1., 1995] makalesinde sunulmugtur. Bu fark semalarimin

¢Ozlimii ve birinci ve ikinci basamaktan fark tiirevleri igin kararlilik kestirimleri ku-

rulmugtur. Uygulamalarda, hiperbolik denklemler i¢in baglangic deger problemlerinin



fark semalarinin ¢oztimlerinin kararlihigr gosterilmistir. Ancak, bu fark denklemlerinin
pratikte kullanilmas: icin, ilk once AY? operatériiniin olusturulmas: gerekmektedir.
Fakat, bu islem bilgisayar icin oldukca gii¢tiir. Bu yiizden, iyi teorik sonuclar elde
edilmesine ragmen, bu problemin sayisal ¢oziimlerini bulmak zordur ve degeri bekle-
nildigi gibi degildir.

Daha sonralari, [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2001] makalesinde ise (1.1)
baslangi¢c deger probleminin ¢oziimii i¢in birinci basamaktan dogruluklu hassas mutlak

kararli fark semasi

T_Q(Ukﬂ — 2uy, + uk,l) + Augyq = fr,
fe=f(t), ts =k, 1<k<N-1,N7=T,

Tﬁl(ul - Uo) = 1/)’ Ug = @,

ve ikinci basamaktan dogruluklu hassas mutlak kararh fark semalari

T2 (U1 — 2ug + up—1) + Aug + §A2uk+1 = [k,
fo="Fft), th="hkr, 1<k<N-1, Nt =T, (1.3)
(I +72A)7 (g —uo) = 3(fo —Auo) + 1, fo = [(0), up = ¢,

T2 (U1 — 2up + up—1) + 3Au + T A(Uprr + up—1) = i,

fo=ft), th=kr,1<k<N-—1, Nt =T, (1.4)

(I +72A)r Hur —ug) = 5(fo — Aug) + 9, fo = f(0), up = ¢
sunulmusgtur. Bu fark semalar1 A operatoriiniin tamsay1 kuvvetleriyle olugturulmustur.
Bu fark semalarinim ¢oziinii icin kararhlik kestirimleri elde edilmistir. Ilgili fark semalari-
nin dogrulugu [Ashyralyev, A. ve Koksal, M. E.; 2008] makalesinde sayisal denemelerle

de desteklenmigtir.

[Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E., 2004] ve [Ashyralyev, A. ve Sobolevskii, P. E.,
2005] makalelerinde (1.1) baglangig deger probleminin yaklagik ¢oziimleri i¢in bir tam
fark semasindan veya 1¢ noktaya dayali Taylor ayristirmasindan tiretilmis yiiksek
basamaktan dogruluklu hassas mutlak kararli iki adimh fark gemalar1 sunulmustur.
Bu fark semalarinin ¢6ziinii igin kararlilik kestirimleri elde edilmistir. Uygulamalarda
hiperbolik denklemler i¢in baglangi¢ deger problemlerinin yiiksek basamaktan dogruluklu

fark semalarinin ¢oziimii i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmigtir.



[Ashyralyev, A. ve Koksal, M. E., 2005] makalesinde ikinci basamaktan dogruluklu

hassas mutlak kararli fark semasi

(
T2 (Upg1 — 2up + Up—1) + Apgry2d™" (Upgr + ur)

+A,1§f1/2A,1/_21/24*1 (ur, + ug-1)

+77 (Allfl/Q - Allffl/2> Al;lﬁfil (ur, — up—1)

+27 171 (A,ifl — A,iﬂ) A,:iﬁf_l (Upg1 — u)

AT A2 (A}/? - A}/_i) A (g — ) (1.5)
=27 (fk—1/2 + fk+1/2) +271 (Alfl/z - Allc/—21/2> A;—I{%fk—l/?v
1<EkE<N-1, uy=u(0),

7 uy — uo) + A2 ur +uo) + 3 (A%;)lAl_/;/QT_l(ul — )

| =312+ Ai?iAI}z/Qu’o

sunulmusgtur.  A(t)A~1(0) {izerinde baz diizgiinliik varsayimlar yapilarak bu fark
semasinin ¢oziimi ve birinci ve ikinci basamaktan fark tiirevleri igin kararhilik kestir-

imleri iizerine agagidaki teoremler vaz edilmistir.
Teorem 1.1. u(0) € D(AY2(0)) olsun. (1.5) fark semasinin ¢oziimii icin

Uk — Up— _
=1 le, + Il lle,

I

N-1

1
< Cu | 1142 O)uollm + gl + Y [ fosrallum

s=0

kararliik kestirimi gegerlidir. Burada, C) katsayisi g, ug, fs11/2 (0 <s <N —1) ve

T’ya bagh degildir.

Teorem 1.2. u(0) € D(A(0)), v/ (0) € D(AY?(0)) olsun. (1.5) fark semasmin
¢ozumiu i¢in
{A"2(0)=—"= 3o+
As1/24™ (upgr + ug) + Allgfl/2Allc/—21/24il(uk + ug-1)
+77 (Allc/fz1/2 - Allcfl/2> Aliﬁf_l(“k — Up-1)
+27 1771 (A,lcfl - A,lg/2> ;iﬁf_l(uml — uy,)

12 4=1/2 -1 _— 1/2 12\ 4-1/2 _—
+Ak{&-1/2Ak—{/22 ! <Ak/ - Ak/—1> Ak—{/27— Hug — w1,



HIH{T (ur = 2w + u-) 1 e,
N-2
1
< Cy [||AO)uol | + [|A2 (0)ug | + Orgfgi ||fs+1/2HH + Z [ fos1/2 — fs—1/2||H
- s=0
kararlilik kestirimi gegerlidir. Burada, Cy katsayist wg, ug, fs11/2 (0 <s <N —1) ve

T’ya bagh degildir.

Bu tezdeki amag, H Hilbert uzayinda 6z-adjoint pozitif tamimh A(t) operatorli
diferansiyel denklemlerinin (1.1) baglangi¢ deger probleminin yaklagik ¢oztimlerini elde
etmek amaciyla, yiiksek basamaktan dogruluklu iki adimli fark semalarini olusturmak,
bu fark semalarinin ¢oziimi icin kararlilik kestirimlerini elde etmek ve bu fark semalarinin

kararliligini sayisal orneklerle desteklemektir.

Tezin cgegitli boliimlerinin igeriklerini kisaca tanitalim. Tezde beg boliim vardir.

Birinci boliim Girig boltimtdiir.

Ikinci boliimde, H Hilbert uzaymda self-adjoint pozitif taniml A(t) operatorlii difer-
ansiyel denklemlerinin (1.1) baglangi¢ deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini elde et-
mek amaciyla, AY/2(t) operatérii tarafindan olusturulan ikinci basamaktan dogruluklu

fark semasi tanitilmigtir. Bu fark semasimin ¢éztimi igin kararlilik kestirimleri elde

edilmigtir.

Uciincii boliimde, H Hilbert uzaymda self-adjoint pozitif taniml A(t) operatorlii
diferansiyel denklemlerinin (1.1) baglangi¢ deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini elde
etmek amaciyla, A(t) operatorii tarafindan olugturulan ikinci basamaktan dogruluklu
fark semasi tanitilmigtir. Bu fark semasinin ¢oztimi igin kararlilik kestirimleri elde

edilmis ve uygulamalar1 verilmigtir.

Doérdiincti boliimde, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tammlh A(¢) operatorli
diferansiyel denklemlerinin (1.1) baglangi¢ deger probleminin yaklagik ¢oztimlerini elde
etmek amaciyla, A?(t) operatorii tarafindan olusturulan ikinci basamaktan dogruluklu
fark semasi tanitilmigtir. Bu fark semasinin ¢oztimi igin kararlilik kestirimleri elde

edilmis ve uygulamalar1 verilmigtir.

Besginci bolim sayisal sonuclar kismidir. Birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu

fark semlar1 Matlab kullanilarak incelenmistir. Elde edilen sayisal sonuclar esas alinarak



ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin, birinci basamaktan dogruluklu fark
semasina oranla daha dogru oldugu goriilmiigtiir. Ayrica bu boliim, tam ve yaklagik

¢oziimleri iceren sekiller; ve hata karsilagtirmalarinin yapildigi tablolar: icermektedir.
Son olarak tezin altinci boltimiinde genel sonuglar 6zetlenmigtir.

Ayrica tezin sonunda kaynaklar ve ekler kisimlar1 da verilmistir.



2 A'2(t) ILE OLUSTURULAN IKINCI BA-
SAMAKDAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

2.1 Ikinci Basamakdan Dogruluklu Fark Semasinin Kurulmasi

[Daletskii, Yu. L., 1958] ve [Sobolevskii, P. E. ve Pogorelenko, V. A.; 1967] refer-
anslarindan, birinci basamakdan dogrusal diferansiyel denklemler sistemi i¢in agagidaki

esdeger baglangi¢ deger problemi elde edilir:

dt

W = AV (tyu(t) — ATVR(0) [AY2(0)] 0(t) — iATV2() f(2).

dt

{ W) G AV2(1)u(t), 0 <t <T, u(0)=up u(0)=u, o

Iki adiml fark semasimm kurulmas: icin 6nce [0, 7] araligi N esit parcaya boliinsiin;
0,7, ={tr=kr, 0< k<N, Nt =T}.
(2.1)’deki tiirev i¢in merkezi fark formuliinii kullanarak

T u(ty) — ulty)) = id) o(te_rj2) + 0(72), 1<k <N,
T (0(te) = v(te)) = P4 Pulti 1) — AP LAY (b o)
—iA futo(r?), 1<k <N, vy=—iAy"%u

yazilabilir; burada
A;{;m = A1/2<tk—1/2)7 [Allc/Q]/ = (A/)l/z(tk—m), Je = f(ti=1y2),

tee1jo = (te — %), Ap = A(0).

Taylor agilimini kullanarak

T u(ty) — uter)) = ' (t) — %u”(tk) to(r?), 1<k <N, (2.2)

ve

w(tr-1/2) = %(w(tk) +w(ty-1)) +o(r?), w(te-1/2) = (w(ty) — %w’(tk)) +o(?) (2.3)



denklemleri yazilabilir. (2.2), (2.3) ve

u'(t) = 1A (o (t), ' (te) = f(tk) — Alti)u(ts)

esitlikleri kullanilarak

.

T (ult) = ulte-r)) = FAxu(te) + (A}/? +3 (A}/Q)') v(ty) = 5 fi +o(72),
1<k<N\,

T (w(ty) — v(tk1)) = iAY *u(ty) + S A (ty)

112 (A}/?)' (0(te) + v(te_r)) — iAo+ o(72),

1<k <N, vg=—iAy""*u,

v(te) = —iAL 7, (T (ulty) — ulteor)) — FAxu(ts) + i) + o(72),

\ 1<k<N

elde edilir.

o(7?) mertebesindeki terimler ihmal edilerek (1.1)’deki baglangig deger probleminin

yaklagik ¢Oziimii igin

(

T (e — up) = s ARy + 1 <A,1€/2 +3 (Allc/2)/) Uk — 5fks

up = u(0), 1<k<N,

(o = o) = AP+ Ao — 27 A (Alt:ﬂ)/ (vk + V1)
~iA, P fi, 1<k <N,

Vp = —ZA,;_il_{iz (T_l(uk — uk,1> — %Akuk + %fk) ,1 < k < N,

(2.4)

- —1/2
vy = —i4, /u{)

\

fark semasi elde edilir.

(2.4)’de vy, yerine konulur ve terimler yeniden diizenlenirse, (1.1)’deki baglangig

deger probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in agagidaki ikinci basamakdan dogruluklu fark



semas! elde edilir;

( !
T2 (U1 — 2up, + up—) = {A}ﬁ +3 (Azlﬁ) } {_Allcfluk+1

/
+ [%Akﬂ — 34 (Azlc/+21> } ALt 77 (g — )
—Z A1t + 5 frr] + Al;i{ka+1}
12 2 {412\ | =12 ( 412 4 —1/2
- { |:Ak/+1 +3 <Akérl> } Ak+{ <Akérl> Ak+{/2
_ 1/2 1/2 - 172\ 172\’ ~1/2
1 {(Akgl - 4) +1 ((A,/H) - (4) >] } A2, (2.5)
X [77 (up — wn—1) — ZAguk + 5 fi]
+271 (Apprtesr — Apug) — 27 (frgr — i) 5
1<kE<N-—-1, uy=u(0),
-1 T -1 T 1/2 ' -1/2__1
T (U — ug) + FA 227 (ug +ug) + 5 <A1/2> O O S (TR )

- 1/2 4—1/2
[ =3h+ A1§2A1/2/ ug.

(1.1) probleminin yaklagik ¢6ztimti i¢in bulunan (2.5) fark semasinda A(t) = A oldugunda
(1.3) elde edilir.

Simdi, (2.5)’deki fark semasimin ¢éziimii i¢in bir formiil olugturalim.

(2.4) denkleminde 1, = wuy + v ve p;, = ur — v doniigiimleri yapilarak agagidaki
fark denklemleri sistemi elde edilir;

(

Ty = M) = (iA}/Q + gAk) M+ ol 2< k<N,

n, = K (BTug+ Ctuy + DT fy),

P = ) = (—iAL + 34 e+ o, 2SR SN,

=K (B uy+ C uy+ D™ f1),

of =15 (A1) v = 3T ACPALPYZT (0 ve) F 04, i

Vi = —ZA;i{iz (7’71 (uk — uk_l) — %Akuk + %fk:) s 2 S k S N.

\

Bu denklemlerde

4 , 3 -
o [ T () e ()]
2

/
Bt —1- %Al n %A;W (A}”) +irAY?,

3 / / /
oF — TA}/2A61/2 _ TZ (A}/Q) A1—1/2 (Ai/Q) Aa1/2 - iA81/2 4 i%Al_l/Q (Aiﬂ) A61/2



T Cija T e a2 12
i AA Y A (A )AO ,

1

4 3 _1/2 19\ 3 3 172\ . _1/2 .a—1/2
Di:ZAl_ZAl/ <A1/) +572+5<A1/>A1 / FiTA 2

Bu denklem sisteminden

2 -1 2 . -1
0 = (1 Y- z'TA}/Q) Mooy + (1 _ A WA;/Q)
— T2 ; 1/2 ! 72 ; 1/2 -
pr, = (I — 5 A +iTA}, prq + (1 — S A +iTA, ©

fark formiilleri elde edilir. Boylece

k
me =Py (k) + Y Ry (k) e = Pk + Y R (k)

bulunur; burada

PE(k) = XiXiy o Xy, R(k) = XX, - X5,

m?
-1

7'2 .

Sonra uy = 3 (n+ py,) formiilit kullamlarak

w, =27 {[Pf(k)KB~ + P, (k)KB"| uo + [P (k)KC~ + P (k)KC™|u

k
+HPH(R)KD™ + Py (k)ED*]fi + Y[R
m=2
bulunur. Ayrica k —m = s dontigiimii yapilarak

k)om + Ry (k)] }

w, =2 {[Pf(k)KB~ + P, (k)KB" | uo + [P (k)KC~ + P (k)KC*]u,

+[P (k)KD™ + B (k) KDY fi + Y [EF (K)o, + E; (k)g) ] } (2.6)
elde edilir; burada

2
iy =1 [ SAPALY —iT (A) } A

k—s+1/2
_ T T
X |:T Y(ups — Up—s1) — = Ap_sUp_s + _fkfs]
2 2
ii%AI:éQ(Auz)A—l/Q

_ T T
k—s—1/2 [T P(Upos1 = Up—s ) — §Ak—s—1uk—s—1 + §fk—s—l
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T
+ 5 T T AL ) T

Ey(k) = XXy o X, By (k) = X
Son olarak (2.6) denkleminden

T up — up—y) = A2 (27)!

1/2
A k—1/2

k—1/2
< {[[P (k) = PLy(k = D] KB™ + [P (k) = Py (k = 1)] KB ] ug
+[[P (k) = Py (k= D] KC™ + [P (k) = By (k — )] KO ug
+[[Pf (k)= Pt (k—=1)] KD+ [P, (k) — P,_,(k—1)] KD*] f,

+ [E (B)ey + Eq (k)o) ]

N

+3 [ES (k) — B (k= 1)] ¢, + i [E; (k) = By (k= 1)] 902_5} (2.7)

1 s=1

@
Il

elde edilir.

Bir sonraki alt boliimde, yukaridaki elde edilen formiiller (2.5) fark semasimnin kararlilik

kestirimlerini bulmak icin kullanilacaktir.

2.2 (2.5) Fark Semasinin Kararhlig:

Once A(t) operatorii icin ileride gerekecek bazi ikinci derecede 6nemli kosullar:
verelim. A(t)’ler, H Hilbert uzayinda t’ye bagimsiz bir D(A(t)) : A(t) > 61 > 0 :
alaninda pozitif tanimli 6z-adjoint operatorler olsun. Bu durumda asagidaki kestirimler
gecerlidir;

4 -1
T A (I + %Ai) <1, a=0,1,2, (2.8)

§(4—\/§)a+4(\/§—3>,a:3,4, (2.9)

2 7 -
Ay (I - ZA%)

a? -«
<

2 -1
7’011424/2 (I — %Ak + iTAllg/2> +1, a=0,1,2. (2'10)
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AP(t)A"P(z), p € [0, 2] operator fonksiyonunun
[[AP(t) — A?(s)] A" (2)]| < M|t — s (2.11)
[[(A(1))" = (A(s))] A" (2)]| < M|t — 5| (2.12)

kosullarimi sagladigi kabul edilsin; burada M)’ler, t,s,z € [0,7] i¢in bu degerlerden
bagimsiz pozitif sabitlerdir. Bu sonugtan hareketle AP(t)A~7(z) operator fonksiyonu

0, T'] tizerinde sinirh bir degisime sahiptir; yani 6yle bir P, sayis1 mevcuttur ki

=z

D [[(A?(sk) — AP(sp—1) (2)]| <

k=1
esitsizligi herhangi bir 0 = 59 < 57 < --- < sy = T’ siralamasi icin saglanir. Burada P,
S0, S1,° -+, Sy ve z’den bagimsiz pozitif bir sabittir.

Ayrica (A°(t)) A=P(z) ve AP(p) (A" (t))" A=P="(z) operatér fonksiyonlarinin
(A7) A7 (2)|| < Ms (2.13)

ve
| 4% (p) (A"(1))" A7 (2) || < Ma (2.14)
esitsizliklerini sagladigi kabul edilsin; burada Mj, ¢,z € [0,T] i¢in ¢ ve z’den bagimsiz,
My, t,z,p € [0,T] igin t, z ve p’den bagimsiz pozitif sabitlerdir.
Son olarak, P,;t(k) = X,;'EX,;EI ce X2jE ve E;t(k) = X,fX,il cee X,is olsun; bu-
rada X;t = (I — %QAk + Z'TA}C/ 2) _1. Yukaridaki varsayim ve tanimlardan hareketle

agagidaki esitsizlikler yazilabilir:

- (al-at, )47
)

| APy (k) AT < e (2.15)

1

|acEEm)AZ 7o

L a=0,1,2, (2.16)

3M M 3 AP—AP VAP
S 1/2e pg:lH( i i71) 0 ||

;' . (217)

|42, )7 1) — P — 1)) 477
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HAig_l/z @) [EE(R) — BX (k—=1)] (A2 )% e

k
3Mip M, A=A ) A"
< 41/26 Z;H( 1) 40 ||7 a=0,1,2 (2.18)

Teorem 2.1. u(0) € D(Az(0)) ve f1 € D((A*Y) olsun. Bu durumda (2.5) fark

semasinin ¢ozimiu ic¢in

U — Up—
2 g+ max || Apug||a

max HAk 1/2 0ShEN

1<k<N

< M (I1A©@)uol 1 -+ A O)uil 1 + max, 1

N
2|+ D= Sl
s=1
kararlilik kestirimi gegerlidir; burada M, ug, ugy, fs (1 < s < N) ve 7’dan bagimsizdir.

ispat. ik olarak HA}L g o= icin kestirim elde edilecektir. (2.7) formiilii

kullanilarak

A’1€/21/27_ l(uk — uk_l) = Jip + Jop + S + Jup, + JT5i (2.19)
elde edilir; burada
Jue= A%, @r) [P (k) — P (k= 1)] KB~ + [Py (k) — Py (k — 1)] KB }ug,
T = A% 20 [P (k) — P (k= 1)] KO + [Py (k) — Py (k — 1)] KC* ) ug,
T = A% 20 [P (k) — P (k= 1)] KD~ + [Py (k) — Py (k — )] KD*}

Jue = A (20) 7 B (R)ey + Eq (k)]

N

-2

Joi = AV (27) { [EF (k) — B (k= 1)) o,

1

@
Il

k— 2

s=1

Simdi, |||z, m = 1,5 terimleri icin ayr1 ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1

icin, (2.8), (2.9), (2.11), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

| Tul | < 2 HA”? @2r) " [P (k) — Bty (k — 1)] KB_UOHH

k—1/2

T ALAGH| T Aouoll

k—1/2

<245, @) B — By (k- AT
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<2|| 42, @n)7 (B R) - P (- D)4

-1
A {1 + TZA% + %A;m (A}”) + AW (AW)]

2 !
x [1 - %Al + %A;W (A}/Q) - mﬁ”]

14:45° Bl

3 1 oT 3
< 5 O )00 =g (104 500) 5 e ol = €1 Aol

m = 2 i¢in, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

aalli < 2| 437,027 [P (R) = P (= D] Ko

k—1/2

<245, @07 B K) — By (k- 1A

’AlKC*Agl/ 2

1/2
HAO Ug

H

< 2|42 0 @07 B () - Bk - D]AT

k—1/2

/ 3 -1
A [1 + %Ai + %A;I/Q (A}/"’) + %A}/Q (A}ﬂ) ]

3 / / /
% {TA}QAOUQ T (A}ﬂ) A;l/Q (Ai/z) A61/2 _ iA61/2 +iZAfl/2 (Ai/Q) Aa1/2

4 2
T S T g ) —12] ,—1)2 1/2
A Tl (Al )AO A HAO "

2 4 H
3 M, TM2
<M M, + 23 it}
=2 K r ) N 4/

1 3M1 T 37— M:)? M; P 1/2
M,y (1+3M —M, | —= + M. A
+1_TM4<2 +7 4 (14 1)+8 4(\/3+ 4 e o uol|,

-l
H
elde edilir.

m = 3 i¢in, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.17) kestirimleri uygulanarak

sellir < 2{| A% p(20) 7 [P (k) = B, (k= D] KD A

k—1/2

<24} @0 B () = Bk - D]

Ay ll + TZA% + %AIW (A}”) i Al/z (AI/Q) }‘1




2 3

X [;Al — TZSAll/Q <A1/2>’ n 3% X % (A}/2>/A;1/2 B iTA11/2:| ’ 1l
X <||f1||H+ 1/2 =y [Hfl“H ( 1/2) f ]
bulunur
m = 4 icin,

T = A% ,(20) 7 (B (R)er, + By (k)]

k—1/2 k—1/2

! /
= (A (55 =X A2 (A7) + T, (37 (a17)

—1/2 Ug — Ug—1 1 1/2 - —-1/2 1/2 —1/2 Ug—1 — Ug—2
Ak+1/2f+21Ak—1/2 (Xk _le) Ak (A ) Ak 1/2f

[z A2

k—1/2

2
-\ A2 T 412 - 172\ ,-1/2
(X —x;) A Y +§Ak{m (X;+Xk)] (A /) AH{/QAkuk

T 1/2 N a=1/2 ( 12\ ,-1/2
HgAk/q/z (le - Xy ) Ay / <Ak/ > Akfg/QAk—luk—l

T .1/2 1/2 CZ1/2 1o 1
+8Ak/ 1/2 [ < iy : +T> Xy <2Ak / +T>} (A : > Ak+{/2fk:
72 2
1/2 - ~1/2 (T 1/
+Ak/1/2( 7) llX;j <_?+ZTA />+Xk <_§_ZTA1<; /)} i
_|_A11€/21/218 (X X+) A—1/2 (AI/Q) A—11/2fk_1
yazilir; sonra (2.10), (2.11), (2.13) ve (2.14) kestirimleri uygulanarak

el < 5 [| A2 02| (162 + 1) 15| | 4

1/2 <A1/2> A1

k=1/2 k+1/2
1/2 1/2 172 Uk — Ug—1 T 1/2 —1/2
o e IR e IE [
H
1/2 1/2 1/2 1/2 12 Uk — Ug—1
X Ak (A ) k 1/2 HAk 1/2 k—3/2 HAk3/2—7
H
g 1/2 -1/2 1/2 1/2 _1/9
+Z (HAk/fl/ZAk / H 1G]+ HA’“/ TX;:H) (A / ) Ak+{/2 | Axurl| g

Tl 41/2 ~1/2 AL/ _1/9
o1 e [ | [ e [
72 1/2 1/2 1/2 1/2 412
#7542 e ) (a2) a1t

15
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12 4-1/2
+7 HAk—1/2Ak

el + 4z []) el

72 1/2 1/2 1/2 1/2
A2 A | (A7) ALl 1
172 Up — Uk 12 Ug—1 — Ug—2
< 7'04 |: Ak_l/g— + HAk—B/Qf
H H
3
HlAkully + [ Avrwe—llyg + I fellg + 1 firllyr + 51y kaHH:|
bulunur; burada
1
C4:IH&X{(M1/2+1)2M §(M1/2+1)M}
Son olarak, m =5 igin
Jsi = Sk + Sor + S3 + Sar + Ssi + Ser + St (2.20)
olup, burada
k—2 - 2
T —1/2
Sie = k 1/2 - Z { — Bl (k— 1)] <_Z§Ak—é + ?)

s=1

_ _ T o1 TP 12\ (-1/2 ~1
+[E; (k) — By (k- 1)] ZaAkfs + ) (Akfs> k—s+1/27 (tp—s — Uk—s—1) ,

Soe = A% ,(27)” ZZ{ —Ef(k—1D] + [ES (k) — E_ (k- 1)]}

_A];,léz(Ajlg/,QS)/Alz_léil/gT_l (uk—s—l - uk:—s—2) )

-2 T 7'2
g = A% p(2m) ! { — B (k=1 (-iEA,;lf + 7)
=1

S

_ B T T2 _
+ [E; (k) — E__ (k—1)] (ziAk_l/SQ + ?> } (A,f/_i) A, 1211/2 Ap_ s,

-2

Sar = Ak/ 1/2(27—) L {_ [E:_(k) - E:—l(k - 1)} + [E;(/{:) - Es_—l(k - 1)}}

e

XTAIZIQZ(AI/2)A_1/2 Ak s—1Uk—s—1,

9 k—s—1/29
5 A/ 2 » k—2 . B (k1 _TA_1/2 72
5k = Hp_1/2 (27) Z [ s (k) — B (k- )] —25 s +7
s=1

_ _ T —1/2 2 1/2 1/2
+ [Es (k> - Esfl(k - 1)] Z§Ak—s + 7 (Ak—s) k— s+1/2 fk S



17

S = AL ton) S { B0 — B, - 1) (—5 At

Sow = A% 5(2r) 7Y {= [BE (k) — BL (k= D) + [E; (k) — BZ (k= 1))}

=1
T —1/2, 41/2 -1/2
X (Z_Ak:—é (Ak/—s)) k— é 1/29 fk s—1-

Simdi, |[Syl|zr, m = 1,7 terimleri igin ayr1 ayr kestirimler elde edilecektir. m = 1

igin, (2.11), (2.14) ve (2.18) kestirimleri kullanilarak

[Skll 7 < 2

ZA}/i/Z T)UES(R) - EX (k- 1)] A

7_

X (_Z§ + A1/2 ) (Allc/fi) ;1211/27 ! (uk’—s - uk—s—l)

H

<2

||F1w

[HAi”m D) (B 0) — Bk - 1)] A7

—S

H

1/2 -1
HAk s— 1/27— (uk—s_uk—s—l) I

Cup @) ES () = BE (= D] A

k— 1/2 s

1/2 1/2 _
HA )Ak s+1/2

1/2 -1/2
HAk—s—l—l/QAk s—1/2

1/2
< TC5ZHA]€/S 1/27' ’U,k s kasfl) i

elde edilir; burada

C (Ml/Q + 1) M4€M1P1.

l\'JIOJ

m = 2 igin, (2.11), (2.14) ve (2.18) kestirimleri uygulanarak

|Saxlly < 2 kiA}Jiﬂ 27) 71 [BF (k) = B (k= 1] A2 (A2
s=1
XA;;_lég_l/gT_l (Up—s—1 — Up—s—2)
<272HA}/21/2 Ef (k) — EX (k= 1)] A7,
HA1/2 1/2)Ak s—1/2 HAk s— 1/2Ak71£273/2 HAllc/Qs 32T (uk,s,l — Up—s-2) i




IA
MI\\
||M”

1/2
HAk s— 3/27— (ukfsfl _uk7572) "
bulunur.

m = 3 i¢in, (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullamlarak

1Skl < 2 ZA}Ji/Q “ES (k) — EX (k- 1)] A2

S

2 /
T —1/2, 41/2 T 1/2 -1/2 T
X |:Z§Aké (Ak/fs)/ Y <Ak/fs> } Akf£+1/2§Ak—suk—s

H

< 22 |42 por) 7 (B ) - B, (k- 1)) 420

|

[ Ak—str—s|| <TCGZHAk stp—s||

s=1

< [y

k—s+1/2

bulunur; burada

C (Ml/Q + 1) M4€M1P1.

%Iw

m = 4 igin, gene (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullamlarak

1Skl < 2 ZA}/i/z )7 B (k) - BE (k- 1)) A

2
T —1/2, 41/2 T 1/2 —1/2
X |:Z§Aké (Ak/fs)/ - E <A / ) :| Ak: é+1/22Ak sUk—s

H

k—2
1/2 T
(A A e 1Ak sl < 5062 [T

<27 Z |42 a2 (B ) - B (k- 1)) 420

elde edilir.

m =5 i¢in, yine (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullanilarak

||s5k||H<TZ[HA;/i/2 B () - By (k- 1] A7

]H AZYAL 1/2” | fo—sll s

+ (A2 per) 7 B ) = B - 1] 7]

< 7Cs Z [ fr=sll
s=1

18
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bulunur.

m = 6 igin, — Ak s + ZTA1/2 = -1+ (X,j_s)_l oldugunu gostermek kolaydir;

S¢’daki parantez igindeki ilk terim i¢in s — 1 = m doniigiimii yapilarak

x>

r) Y = (B — B (k- 1) 4.

s
1

A2

k—1/2

@
Il

+ (B () = BE (k= D] (X))} fis
= Allq/21/2( ) ES (k) — EY (k= 1)] fi

+ A2 @) By (k) - Biy(k— 1) fi

+A2 @0 [EF (k) = EX (k= 1)] (it — frs)

s=1

yazilir. Sonra (2.10) ve (2.11) kestirimleri uygulanarak

1 1/2 —1/2
ISsell s < 5 || 415 042

(e | + 2l
X (il + 1 Xa ] - |1 XS A )
3 ] (o [ + )
s=1

G I s = fiaeal

w

Z (M1/2 + 1)

k—2
| fr— 1||H+||f1||H+Zka s — fros— 1||H]
elde edilir.

m =7 i¢in, (2.13) ve (2.18) kestirimleri kullamlarak

_1
ISmelly < TZ |42 a0r) 7 (B ) — A= D] A7

|

< N AL ol sl < CGank ol
| ;

bulunur. (2.20) denklemi, tiggen esitsizligi ve || S| g, m = 1, 7 i¢in bulunan kestirimler

kullanilarak

-
1 skll 77 < TC7 [HAi/Zl/f s — ug—y)

s=2

" + HAi/23/2T (U3,1 — ’U/S,Q)

H
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+ ”ASUSHH + HAs—lus—lHH + ||f8||H + “fs—l”H]

+3 (Mo +1)

k—1
[T TR T f81“H]

elde edilir; burada
3
07 = Imax {05, _Oﬁ} .

(2.19) formiilii, tiggen esitsizligi ve ||Jmkllz, m = 1,5, i¢in bulunan kestirimler kul-
lanilarak
HA?_%/Q—“’“ — < G lAvuolly + Ca | A5
= H
#Ca I+ | (41) ] |

sl A
H+|| kuk||H+ k—3/2T (Ug—1 — U—2) .

3
+ 1 Ar—rue—1ll g + I fell g + | freall ] + §M1/2 | fell i

+7C4 [

‘Ak 1727 “Hug — up-1)

k—1
+TC7 [HAi/ZI/Q g — us_1)

s=2

= + ||Asus||H + HAi/QS/QT 1<us_1 — U/s—2)

H

k-1
FlAsusally + 1 fsllg + [ fsall ] + 3May lllfk—lllg 1 fall + D Ifs — fs—lHH]

s=2

elde edilir. Yukaridaki sonuctan

1/2 Uk — Ug—1
Ak—1/2

- + mae 14l

< G 1ol + |43

7’ <A}/2)/ h
H

H

i k
+TZ (HAii%/gTil(us - u371> I + “ASUSHH) + Z HfS — f51HH] (221)

s=1 s=2

yazilir; burada

Cg = maX{Ol,Cg,Cg + 3 (M1/2 + 1) ,04 + 07} .

Tkinci olarak ||Apug|| g icin kestirim elde edilecektir. (2.6) formiilii uygulanarak
Agur, = Yig + Yo + Yap + Y (2.22)

yazilir. Burada

Jie = A2 [P (k)KB™ + P, (k)KB™] ug,
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J2k = Ak2_ P KC_ + Pk_(k')KCH_} Ul

[
Jap = Ap27 [P,j VKD~ + P, (k)KD™*] fi,
k—2

Ju = 4270y [EF(R)er + ES (k)@

s=0

Simdi, ||Yyux||m, m = 1,4 terimleri i¢in ayr1 ayr1 kestirimler belirlenecektir. m = 1 icin,

(2.8), (2.9), (2.11), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygulanarak

Viell < | A% 2P (0 KB

H

< AePE AT 1A K B AT [ A1As™ | Aol
1 5 3
< M, [1_—% (1 + 47M4) 2} M [ Aguoll iy = Co || Aouol
elde edilir.

m = 2 igin, (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygula-

narak
[1Yar| |1 < “Azlc/Zl/zP+(k)K0_“6 .
< AP WA A K C g |,
< E (M1 + %M3> +7 (185M4 + ;Mg) + ZTZ (M + M4M3)}
x M1 A1/2u6 —010HA1/2 ! u
bulunur.

m = 3 i¢in, (2.8), (2.9), (2.11), (2.13), (2.14) ve (2.15) kestirimleri uygulanarak

|| Yar|lar < HAkP+ )KD7f1||H

< [[ABf (R)AT [ [ A KD (| 1Al

1
< F +T< B+ M3) 77 (M +M4M3)} et

7’ (A}m)/ S

3
4

) _ o, {nfluH ¥

4 8
(Ul + 7 (417) 1

m = 4 icin,

.

bulunur.

Yy = Qe + Qo + Qzi + Qui + Qs + Qor + Qi (2.23)
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olup, burada

_ 7—2
Qi = A2 12 [ (—Z Ak_lf + 5)

2
+E, (k) (i%A,:_lf + T—)} (ALY AL (ks — wiaa) |

2
k—2 -
Qo = A2 i [—Ef (k) + E ()] §A,;_1§2(A1/_ 2 A T (et — o).
s=1
k—2 - 7_2
_ . —1/2
Qar = —A27" 2 [Ej(k) (—ZEAk_Q + 5)

/ —1/2

+EC (k) iz A ] a2 v LA
s 25 k—s +E ( k—s) k—s+1/2§ k—sUk—s;

k—2 2
Qu = —A27" Z {EJF (—z A;lf 5 )

s=1

_ 7—2
+Es (k) (Z§Ak 122 + 9 >:| (Alls/—Qs) Ak 122 1/22Ak s—1Uk—s5—1,

k—2
Q=423 [ (<A e D) o (a4 T )| a2 D

s=1

— A" S o) (—ila 2 2 T e pg (iTa 2 T
Qﬁk— k ; s() _Z§ k—s+? + s() 15 k—s+?
(ALY AL g i,
k—2 2 .
Q=421 {Ej(k) (zTAk_lf - 5) + B (k) (—ZTAk 2 —)} Foes.
s=1
Simdi, ||Qumk||zr, m = 1,7 terimleri i¢in ayr1 ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1
icin, (2.11), (2.14) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak
k2
IQuelln < 305 [IAES RAL] + || Ak A7
s=1
1/2 —1/2 1/2
HAk73+1/2Ak7571/2 HAk s—1/2T (g — Up—s-1) -

1/2 1/2 _
HA )Ak s+1/2

1/2
< _06 Z “Ak/ s— 1/27— 1 uk—s - uk—s—l)HH

yazilir.



m = 2 i¢in, (2.11), (2.14) ve (2.16) kestirimleri kullanilarak
k2
12 1/2
IQaily < 5 4B AL [ 454 4,

% HAl/z ATL2

k—s+1/2 "k—s—1/2

2T 1/2 1
S ?CG Z HAk s— 3/27_ Uk—s—l - uk—s—?)

bulunur.

m = 3 i¢in, (2.13) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak

k—

1@l < zg (| 4eE w422

\ + || AL (

X H (A1/2 ) Ay 1s+1/2

elde edilir; burada
3
012 = 5 MgeMIPI .

m = 4 i¢in, (2.13) ve (2.16) kestirimleri uygulanarak

k—s+1/2

HAllc/Qs 1/27— (uk*S - ukfsfl)

’

o]

k—2
HAk—suk—sHH S 7_012 Z HAk—suk—sH
s=1

—1/2 1 2
|Qukll < Z | A A || A2 AT | Ak vt
k—2
_
< 501 | Ap—s—1Up—s—1]|
s=1

yazilir.

m =5 i¢in, gene (2.13) ve (2.16) kestirimleri kullanilarak

||@5k||H<Z 4B (4,22

o+ s ] et

k—2

<7C Y | feslu

s=1

elde edilir.

m = 6 i¢in, yine (2.13) ve (2.16) kestirimleri kullanilarak

1/2 A2
ksl/2

k—2
]
1Qsell < 3 % || A (R) AP
s=1

k s+1/2

[7—

[ fr—sll iz
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- k—2
S gCI ka s— 1||H
s=1
bulunur.
m = 7 icin,
, k—2 2 1/2 7_2 _ _1/2
Q. = AR2™ Z |:Es+(k) (-5 + ZTA ) + E;(k) (-7 - ZTAk_S >:| fkfs
s=1

olup, Qg,’dakine benzer olarak

||Q7k||H<Z |AcE (A2

‘H 1/2 A;1é21/2

[

[\DI»—t

[IIkaIH + e filly + M Z 1fs = fom 1||H]

elde edilir. (2.23) formiili, tiggen esitsizligi ve bulunan son yedi kestirim kullanilarak

»

an”H < TZ |: CG <HAi/21/27—_ (us — Us— 1

—l— HAi/23/2T Mg — ug_2)

1
+3C0 GllAsuslly + [ Asausaally + 31 flly + HfslHH)}

k
1 fill g+ €PN fill g + P s - fs—1||H]
s=2

yazilir. (2.22), liggen esitsizligi ve ||Vl » m = 1,4 kestirimleri kullamlarak

(4 5
)

[[Arur||z < Cy || Aouol|  + Cho

‘A1/2 6

ey [uflnH n

]

—l— HAi/Q?)/zT g1 — ug_o)

+TZ |: 06 (HAi/Ql/QT — Ug— 1

2
e (HAsuSHH # Aty + Ul + 5 1l )

k
1fillr + 0P full gy + 2P ST - fs—lllfz]
s=2

yazilir. Yukaridaki sonuctan

i+ + a1 foly

vl < Ci | dwally + 43

7 (A}m)/ f1
H
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k
3 (A s = )

elde edilir; burada

k
L Aal) + D0 - fslnH] (224)

4
(i3 = max {09, Cho, Cpy + €M1 50& 2C’12} :

(2.21) ve (2.24)’deki kestirimler birlegtirilerek herhangi bir £, 1 < k < N i¢in

Uk — Uk— !
412, < Cun ool + 450, + | (477)' 5
H H
) -
1/2 1
+ max [l + Z (148 e = ], 4 Dl ) + 3205 = fieil
bulunur; burada
1
Cy = :
14 1 — T (013 + Cg)
Entegral egitsizliginin fark benzetimi uygulanarak
U — Up—
a2, = vl < Cus [l + 45,
H
12\’ al
2
ol () ] s+ D05 - fsluH] 229

sonucuna varilir, burada

Ci5 = C'14€kTCI4-
Bu sonug Teorem 2.1’in ispatini tamamlar.

Teorem 2.2. u(0) € D(A(0)), v'(0) € D(AY?(0)) ve fry1 € D olsun. Bu durumda

(2.5) fark gemasimin ¢éziimii igin

| hax | 1772 (whr = 2up +wp—1) ||

< M |ILAO)uollr + 114 O)upllr + max 1l

N
+ max || Aper foa||p + DI = fooally
s=1

1<k<N

kararhilik kestirimi gegerlidir; burada M, ug, ug, fs (1 < s < N) ve 7’dan bagimsizdir.
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Ispat. (2.5) i kullanarak her k,1 < k < N icin

Upy1 — 2Up + Up—1 I 1/2 ~1/2 3/2 4 —3/2
72 < {Z + g (Ak+1> Ak+1 HAkJrlAkJrS/QH
H
_ L T 1/2 ~1/2 12\ 4-1/2

2 1/2 —1/2 1/2 —1/2
s | () A | (A2) A | 1wl
I 7 A1/2 A—1/2 72 A1/2 A—1/2 1/2 A—1/2
+ 2 + 9 k+1 k+3/2 Z k+1 k+1 k+1 k+1/2
1 e 1/2\ 4—1/2 12) 1/2 ~1/2
+5 H( v A )Ak+{ 5 |:(Ak{i-1> - (A / ) } Ak-&—{/Q } | Aguell g
Ly (32 ,-3/2 A A1 Tl (4172 'A—1/2
+ 5 HAk—l—lAk—f—3/2 H k+3/2 k—i—lH + n < k+1> k+1
3/2 —3/2 - Uk+1 — 1/2 1/2
Hf4k+1 k+3/2 ”f4k+3/2f4ki1H] TAp——— { " k+1 k+3/2
T 1/2 —1/2 1/2 -1/2 —1/2 1/2 U1 — Uk
+Z ( k+1 k:+1 H k+1 Ak+3/2 ] HA k+1/2 +1/2 = .
1/2 ~1/2 12\ ,-1/2 1/2 ~1/2
[H k41 Ak+1/2 5 (Ak+1) Ak+1 ‘(Ak—i-l) Ak+1/2

A2 1/2 -1/2 1/2 1/2 -1/2
+;H( k+1_A A+1/2 H{ k+1 o A >}A+1/2}

<Al | [zHAiﬁA;iéz [

+§ (141’1’121)/141’;1{2 HAiflAl:ig2 ||Ak+3/2Aki1||} HTQAkakHHH

e [ g (o) | ) (o) ] ()
v (o) i nseans

5 <A,z/fl)’A,:¢432 # T |y e | ()

[(Aflfﬁ)/ B (AW) } Aita } I felly  (2.26)

yazilabilir. (2.21) ve (2.24) kestirimlerinin ispatlarinda oldugu gibi sirasiyla

2 (4) 1

1 1/2 1/2 1/2
+§ H (AkJrl - Ak ) k+1/2” + -

U — Uk—1
TAkH—
H

< 20y {HAOUOHH + || 4d

+
H H




+ max || £l +TZ (|2 o s = )

1<s<k

s=2

/
17243l < 2Cg [nAouonH + |||+ |7 (4) A
H

+
H

1<s<k

k
AR ES ST fslnH]
s=2

k
 1Aall) + DI = feealls
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|

+ max HfSHH

yazilabilir. Bunlar (2.26)’da yerine konularak ve (2.11), (2.12) ve (2.13) kestirimleri

uygulanarak

Upy1 — 2Up + U1
2

Uk+1 — Ug

TAk+1

: < Ol A el +

H H

AL/? Uk+1 — Uk
k+1/2

/2 Uk — Ug—1

k—1/2 -

Tl Acuel, + ' A

Akl + ]

H H

2 Api fora || g+ W weall + 1l ]
elde edilir; burada

1 7 1 37 72 1 7 72
Cig = -+ =M 4+ — M5 + M2 — 4+ —M;+ —M? M
16 max{4+2 3,2 1 3+ 3 3,24‘2 3+4 3 +7Mya,

T 1
(M2 + 1) Ml—l—ZMg (M3 + 1) Ml,%< 5

N —

2

Vo \2 4 4 4

(2.25) kestirimi kullamlarak

Upy1 — 2Up + Up—1

max
T2

1<k<N-1

< Crr [l Aol + | 43|

H

N
+ max ”7’ Ak+1fl~c+1HH+ max HszH—I—ZIIfS—fs_luH]
s=1

1<k<

bulunur; burada

Ci7 = 5C15Ch6.

Boylece Teorem 2.2 ispatlanmig olur.

3
Ms + ZM;? + 3 (M) + 1)) ;

1 1 T 37 T2 T T
_(_M3+-M§) 1+ 30+ M§,§(M3+M1/2)+Z(M§+M1/2)}.
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3 A(t) ILE OLUSTURULAN IKINCI BASAMAK-
TAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

3.1 Ikinci Basamakdan Dogruluklu Fark Semasinin Kurulmasi

Taylor agiliminmi kullanarak

U (tpr1) = 2u () +u(te-1) d (1) = o(r?) (3.1)

T

u () — u (tpe) + 2uitk) +u (ty_1) _ o(r?) (3.2)

denklemleri yazilabilir. (3.1), (3.2) ve
u" (tr) = —A(te) u (te) + f ()
esitlikleri kullanilarak

u (thg) — QUT(ztk) +u (tp—1) i %LA (tr) (u (tegr) + 2u (t) + u (tp_1))

= [ (te) + o(7?)

elde edilir. Ayrica,

(I+72A (O»M = S(=A ) u(0) + £ (0) + % +o().

o(7?) mertebesindeki terimler ihmal edilerek (1.1)’deki baglangic deger probleminin
yaklagik ¢oziimii igin
U 22t L Ay + LA (U + wg1) = S,

A=Ak, fo=fte), tk =kT,1<kE<N-1 N7 =T, (3.3)

I+ 7'2140)7'_1(7«61 —up) = %(fo — Aoug) +9, fo = f(0), up = ¢
fark semasi elde edilir. Denklem (3.3)’den

)
T (U1 — ug) = iAzlc/22_1 (Vg1 + V)

Uy = ([—1—7-2140)_1 [( — %AO) u0+7u6+§f0} , 1 <E<N-1,
T (v — o) = 14227 (upr + wi) + Uy, (3.4)
v = =245 (1 +72A0) 7 [~ T Aqug + uly + T fo] + Ay P,

[ 1< E<N-1




29

yazilabilir. ~ Burada 1, bilinmeyen bir grid fonksiyondur ve ilerleyen boliimde

tanmimlanacaktir.

(3.4) kullamlarak ve terimler diizenlenerek (1.1)’deki baglangig deger probleminin
yaklasik ¢oziimii i¢in agagidaki iki adimh fark semasi elde edilir;

(
772 (U1 — 2up, + wp—1) + Apd ™ (upgr + wg) + Apd™ (up + wp—)

— (A,lc/ 2 A}jj) AP (g — )

A (A7 = ) () + 27 T AL (0 4 )
1<k<N-1, ug=u(0),

| (I + 72 Ao)T (1 — ug) = Z(fo — Aouo) + 9,

oyleki
Yp+ Y1 = —2i141;1/2fk

s _ Up — Up— 1.
21 (A - A7) B 07 (A0 - ) ().

Burada
Uy = =i A = 20 (A - AY) AR

/4 7—2

+i (A,lf - A;,/?) % icinp=k— 1,k (3.5)

Yy, ve .4 igin farkh formiiller olmasina ragmen bunlarin normlari ig¢in ayni kestirim

gegerlidir. Gergekten,

1/2
HA;/ ¢k“H < My || fill

Uk — Ug— U + Up—
§M1/2 ka”H‘i‘2M12/2 M +M1/2 TAkfl% 5 (36)
H H
Uk — Uk— U + Ug—
|42 < Mol filly+2mz, |0 by A, S a)
H H

Simdi, (3.3)’deki fark semasimin ¢6ziimi i¢in bir formiil olugturalim.
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(3.4) denkleminde 1, = wuy + v ve py, = ur — v doniigiimleri yapilarak agagidaki

fark denklemleri sistemi elde edilir;

(T s — i) = A2 (s ) + 1y, LS RSN -1,
n = B ug+ Cuj+ D~ fo,
T (M — ) = —Z'Azlc/zfl (M1 + i) — U

| 1Sk<SN-1, py =B u+Cruyg+ D" fo.

Burada

2
B* = (I+7%4y) " (1 - %AO + z'TA(l)/2> :
CF = (1+7°40) " (T Fi4,"7),
2
D* = (I+7%4) " (% ¥ z'TAgl/?) .
Yukaridaki denklem sisteminden

. -1 . . -1
N1 = <[ - %Ailfm) ([ + %Azlgﬂ) N +T <[ - %Ailfﬂ) Uy,

. -1 , ' _
e = (14 540%) (1= 547 = (14 5417)
fark formiilleri elde edilir. Boylece
i T -1
M1 = P (K)(BTug + Cug + D™ fo) + Z R, (k) <I N 5’4}?{2) Vs

m=1

k . 1
/ — _ 1T
ppsr = Py (k)(B ug+ Cuy+ D™ fo) = > Ry (k)T (1 + 5Agn/2> by

m=1

bulunur; burada
PO = XEXE, - X RE(N) = XEXE, X,
XE, = (I ¥ %A}f) h (I + %A,lf) .
Sonra uy = 1 (n,+ p,) formulii kullamlarak
w1 =4 H{[PF(k)BY + P (k)B Jug + [P (k)CT + P, (k)C ™ Ju,
B (R)DT + B (k) D7 fo

. —1 . —1
R (k)r (1 — gA}f) — R(k)T (I + %A}f) ] 0,

Y

m=1
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bulunur. Ayrica k —m = s doniigiimi yapilarak
upy1 = 47 {[PF (k)BT + P (k)B Jup + [P (k)CT + Py (k)C 7wy,

+[PS(k)DT + P (k)D7]fo

+ki B{ (k)7 (I 514;1/25)1—35 (k)T (I+ Al/z) 1] ¢ks} (3.8)

elde edilir; burada

Bgt(k) = XlitXlil Xzit s+10

BE(k) = 1.
Son olarak (3.8) denkleminden
7 (g1 — )
— 4! {[ AV [P (k) + PE (k= 1)] BT — AV [P (k) + Py (k — 1)] B—} wo
+ A [P + Py (k= D] CF = AP [Py (k) + Py (k= 1] €|

A (B + PGk = 0] D = A% (B (k) + Py (k= D] D7) o

1
+A? | B (k)T (I——AW) + By (k)T (1+ Al/g) ]¢k

k—1
+3 47

s=1

(B (k) + B (k= 1)]7 (1 - —A1/2 ) B

+[B; (k) + B,y (k= 1)]r (I - A“Q) 1] wks} (3.9)

A2 (wpr + wy)

— 4 1{[A1/2 [PF(k) + Py (k— 1)] BY + AV [Py (k) + Py (k — 1)]B }uo
[V [PE) + Bk = 1)] €+ A2 [P () + By (k= 1)] €|
A2 (B ) + P (k= 0] D 4+ A (B (k) + Py (k= D] D7) o

+A)?

Bf (k)7 (1 - —A1/2> o By (k)7 <I + A1/2> _1] o,
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k—1 3
+ ZAIIc/z [Bf (k) + B (k—1)|r (I _ %Aig)

elde edilir.

Bir sonraki alt boliimde yukaridaki elde edilen formiiller (3.3) fark semasinin kararlilhik

kestirimlerini bulmak ic¢in kullanilacaktir.

3.2 (3.3) Fark Semasinin Kararhlig:

Once A(t) operatorii igin ileride gerekecek baz ikinci derecede 6nemli kosullar:
verelim. A(t)’ler, H icinde t’ye bagimsiz bir D(A(t)) : A(t) > dI > 0 : alaninda pozitif

tanimli 6z-adjoint operatorler olsun. Bu durumda asagidaki kestirimler gecerlidir;

|

TOAY? (I +724;)

<1, a=0,2, (3.11)

”TA}f (I+ TQA,C)”H <1/2, (3.12)

H([; irA2) 7 <1, (3.13)
T ! T
| (1 T 5A§/2> (1 + 5A§/2> <1, (3.14)
T -
TAY? (1 + EA;/Q) <2. (3.15)
AP(t)AP(z), p € [0,1] operator fonksiyonunun
H[Ap(t) — AP(s)] A’p(z)H < M,|t — s (3.16)

kosulunu sagladigi kabul edilsin; burada M,ler, t,s,z € [0,7] i¢in bu degerlerden

bagimsiz pozitif sabitlerdir. Bu sonugtan hareketle AP(t)A~7(z) operator fonksiyonu
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0, T'] tizerinde sinirh bir degisime sahiptir; yani 6yle bir P, sayis1 mevcuttur ki

=2

D [[(A2(sr) — AP(sp—1) (2)|| <

k=1
esitsizligi herhangi bir 0 = sy < s; < --- < sy = T siralamasl i¢in saglanir. Burada P,

S0, S1,° -+, Sy ve z’den bagimsiz pozitif bir sabittir.

Ayrica AY2(p)AY2(t)A~1(2) operatér fonksiyonunun
| AY2(p) [AV2(t) — AV2(5)] A7 (2)|| < Myt — 5| (3.17)

esitsizligini sagladigi kabul edilsin; burada M s, t,s,2,p € [0,7T] icin ¢, s,z ve p'den
bagimsiz pozitif sabittir. Bu sonuctan hareketle A/2(p) AY/2(t) A=1/2(s) operatér fonksiy-

onu [0, 7] iizerinde siirh bir degisime sahiptir; yani 6yle bir P/, sayis1 mevcuttur ki

Z | A2 (p) [AY2(si) — AV (s5-1) A7 (2)|| < Prje

esitsizligi herhangi bir 0 = sg < s; < - -+ < sy = T siralamasi i¢in saglanir. Burada
Pijs 50, 81,7+, 5N, p ve z'den bagimsiz pozitif bir sabittir.
Eger
|4 A= (s)]| < M, (3.18)

ise, bu esitsizlikten her ¢, € [0, T, igin

1/2 1/2 1/2 1
Z HAk+1/2 ( k+1 A ) Ak+1/2

< (Myjo + 1) My Py

yazilabilir.

Son olarak, B (k) = X; X;m, - Xi ..

X;t:(f —A1/2> ([j: A1/2>

Yukaridaki varsayim ve tanmimlardan hareketle asagidaki esitsizlikler yazilabilir:

, olsun; burada

k
M, 3 ||(A0-40_)Ag?
A2 P + P (- )age]| < P EICTERT g4

k
M, 3 ||(A8-A7 ) A"
[T A2 [PE(K) + PE L (k — 1)]A”|| < 2e zle ) ”, (3.20)
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M 3 [[(a0-a0, )47
)

A2~ [BF (k) + By (k—1)] A% || <e (3.21)
|7 A227Y [BE(k) + BE (k- 1)] A7 || < 2¢ Zlltae=a) a0l (3.22)

Teorem 3.1. u(0) € D(Az2(0)) olsun. Bu durumda (3.3) fark semasimn ¢oziimii

icin
max || TR L pax TAkw + max ||ugl 4
0<k<N-—1 T gy  O0Sk<N-1 2 0<k<N
N-1
1
<M ||A2(0)U0||H+||U6||H+Z||fs||HT] (3.23)
s=0

kararhlik kestirimi gegerlidir; burada M, ug, ug, fs (0 < s < N — 1) ve 7’dan bagimsizdir.
ispat. Ispat igin once |77 (upr1 — u)|ly + |7 AR2™ (ugr1 + u)||;; kestirimi bulu-

nacaktir. (3.9) ve (3.10) formiilleri kullanilarak

T (Upgr — ug) + TAR2 T (Upyr + up)

= Jip + Jop + J3p + Jup + JIsi + Jor + J7r + Jsi + Jor + Jiok (3.24)

yazilabilir; burada
Jue = 47 A2 {[PE(R) + B (k= 1] B = [P (k) + By (k = 1)] B} o,
Jow = 47 T AP (R) + Py (k= 1)) BY + [P (k) + By (k= 1] B},
Jop = id AP L[BF (k) + PEL (k= D)) CY — [P (k) + Py (k—1)] €™},
Juw =47 T AP (R) + Py (k= D] CF + [Py (k) + Py (k= D] C g,
Jop = i AP LB (k) + P (k= 1)] D — [Py (k) + B (k—1)] D} fo,
Jow = 47 T A [P (R) + Py (k= 1) DT + [P (k) + Py (k= 1)] D™} fo,

. —1 . -1
T =47 A | B (k) (1 - %A}f) + By (k) (I + %A}f) ] .

Jgk == 4717'214]g

. -1 . -1
B (1-541°) 4mm@+§ﬁﬁ]m,
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k—1 . -1
Jor =477y AP B (k) + BE (k- 1)) (1 - %A}fs)
s=1

+[By (k) + By (k — 1)] (1 + AL

k-1

JlOk = 4_17'2 Z Ak

s=1

)
B0 + B ] (1= Ta2)

1B+ B 0] (14 542 ) ] Uy

Simdi, ||Jymk||z, m = 1,10 terimlerini i¢in ayr1 ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1

i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

el e < || 4227 [PE(R) + PE (k = 1)] Buo

H

HAW PE(R) + PE (k- 1)] A‘”QH

ol (GO B e Gl R LT DI I
H
R
H H
bulunur.
m = 2 ic¢in, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak
sl < A2~ BE ) + Pk~ DB
< HTAk UPE(R) + PE (k- 1)) Ay
x[[[ (1 r2a0) 7| (Al (14 r2a0) 7|+ 27 || 2o (1 r2a0) 7| ][ 45|
H
< Mz | AV Pug || =20y || Ay P ug
H H

elde edilir.

m = 3 i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

el < || 43227 [PE(R) + PE, (k = 1]C*u

< |2 pE ) + P2 (6 - 147

[+ 7240) 7| + | rad® (1 72 a0) ™

[t



w

3

< ZeMePie |y, = e lluo &

2
elde edilir.

m =4 i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak

1 awl | < [|mAR27HPE () + Py (k = DICHug||

< [[ra2pEw) + BEL (k- 1)]4g"

[+ 7240) 7| + | rad® (1 72 0)

3
< 3eMhafuz ||y ||, = 501 l[ull

[ et

elde edilir.

m =5 i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak
sellir < || A2 [PE(k) + P2, (k = 1) D% fo|

< ||AYP27 Y PE(R) + BE (k —1)]4,

<[+ 720 42

r 4?1+ 7240) ™[] W foll 7

5 5
< ZeMWPl/Q [ foll 7= gcl foll

elde edilir.

m = 6 i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.20) kestirimleri uygulanarak

1wl < [|m A2~ [Pg (k) + Py (k = DID= o,

< |[TAR2PE(R) + PE (k- 1)]A;"?

X [H (I+7240) 7 || + 27 |7 AY? (I +72A4,)

| 1ol 7

5) 5
< §€M1/2P1/2 [ foll g 7= ch | follg ™

elde edilir.

m =7 i¢in, (3.7) kestirimi kullanilarak ve (3.13) kestirimi uygulanarak

. —1
1T
V< 27530 (15 T4 o,

H

36
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i A1/2
( T3 )

Uk+1 — Uk

Uk+1 + UL

< 7M (ka+1HH+2M1/2 .

+ HTAk

)

m = 8 i¢in, (3.7) kestirimi kullanilarak ve (3.15) kestirimi uygulanarak

H
elde edilir.

-1
[ Jsillar < ||27'72 A By (k) (I _A1/2) b
| (= 5a) e,
Upy1 — U Up+1 + U
S 2TM1/2 ("fk+1|‘H+2M1/2 M + HTAI{% )

elde edilir.

m = 9 igin, (3.7) kestirimi kullanilarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.21) kestirimleri

uygulanarak
-1
ol < ZAI/QT (B (k) + By (k= 1)) 7 <I A1/2> Vr—s
s=1 .
k-1
< TZ HA,li/22—1 [Bf (k) + B, (k—1)] A2 ( A1/2 H HA1/2 "
s=1

S TM1/2€M1/2P1/2

k—1
Uk—st1 — Uk—s Ug—s41 + Uk—s
XZ (||fk—s+1||H+2M1/2 + + TAk—s% )
s=1 H .
MiaP S Ust1 = Us Ugt1 + Us
STMI/QQ 1/2 1/22 Hfs+1”H+2Ml/2 il —— + TAST
s=1 H "

elde edilir.

m = 10 i¢in, (3.7) kestirimi kullanilarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.22) kestirim-

leri uygulanarak

k—1 » .
1T
sl < || D07 A4x2 7 [B (k) + BEA (B = D] 7 (l = gA,lfs) Yims
s=1 Y
S 1T
<3|l [BER) + BE (- 1) A2 H ( 15 A}/_i) ‘ 4,
s=1
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< 27 M jpeir2Prre

k—1
Uk—s4+1 — Uk—s Uk—s4+1 T Uk—s
> <||fk_s+1llH oMy | M) g, Shent T Mk )
s=1 H H
! Ugy] — U Ugy1 + U
< 2TM1/26M1/2P1/QZ (HfS“HHJFQMW AR Y | HTAS% )
s=1 H H

elde edilir. (3.15) denklemi, tiggen esitsizligi ve ||Jx||m, m = 1,10 i¢in bulunan kestir-

imler kullamlarak

I (s = i)+ (7 Ak27 (s + )|

9 15
< & (3]}, + 5 Wb+ 2 Nl )

Ukl — U Uy1 + U
137 My (|| frsally + 2Myjo || 22— 4 |7 AL
H 2 "
3 Usy1 — U Usp1 + U
+37’M1/2€M1/2P1/2Z <Hfs+1HH—|—2M1/2 sl T s + HTASM )
s=1 % 9 u
k+1
1/2
<4 (3HAO/ Uo H —HUOHH) +CZTZ”fS“H
+037' ( M + HTAkM )
T H 2 "
N ([ Ust1 + U
+O47'Z( —srl o Tsl HTASM >
s=1 T H 2 "

bulunur; burada
M- 15 2
CQ max 3M1/2€ 1/2P1/2 3M1/2,—01 ,03 :max{6M1/2,3M1/2},

C, = max {6M1/2€M1/2P1/2, 3M1/2€M1/2P1/2} )

Yukaridaki sonugtan

||7—71(Uk+1 — Uk)HH + ”TAle(UkH + Uk)”H =Cs [HA(I)/QUOHH * sl
)

05 = max {(1 - 037')_1 301, (1 - 03’7')_1 02, (]_ — 037')_1 04} .

us-‘,—l Us+1 + Us

TA,
2

k+1
+TZHfs||H+TZ(

yazilir; burada

H
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Entegral esitsizliginin fark benzetimi uygulanarak

Up+1 — Uk " HTAk Uk+12+ U,

T H H

< Cs

k+1
|46 |+l + Y ||fs||HT] (3.25)
s=0

elde edilir; burada
Cs = Cse®F,
k
Simdi, ||ug||s, & = 1,2, -+, N i¢in kestirim elde edileccektir. uy = ug+>_ 77 (us — us_1) T
oldugunu gostermek kolaydir. (3.25) kararhlik kestirimi iiggen egitsizligisizlé birlikte bu

denklemde kullanilarak herhangi bir £,1 <1 < N, i¢in

k—1

lunll gy < Nuolly + ) (|7 (wass — ud) ||y 7
s=0

< HA(;UQ

HA(I)/QUOHH +Cs(k—1)7

k+1
1/2
|48+l + Y ufsuHr]

s=0

bulunur. HA;U < \/371 oldugundan dolay1

lurlly < C7

k+1
1/2
| 462w | + tualls + > ||fs||HT] ,
s=0

yazilabilir; burada

-1
Oy = [VS —|—(T—7’)C’6] .
Bu sonug¢ Teorem 3.1’in ispatini tamamlar.

Teorem 3.2. u(0) € D(A(0)) ve u/(0) € D(A'Y2(0)) olsun. Bu durumda (3.3) fark

semasinin ¢ozumiu igin

max |77 (upp1 — 2up + up—r) [|g + max |47 Ag (werr + 2uk + wp—r) |

1<k<N-1 1<k<N-1
N
1
< M | [|A0)uolls + 1A= (0)uplle + max [l fill + ; | fsa = filla (3.26)

kararlhlik kestirimi gecerlidir; burada M, ug, ug, fs (0 < s < N — 1) ve 7’dan bagimsizdir.
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Ispat. Ilk olarak HA,lc/flT_l(uk — Up_1)

+ | Ap-127 (ug 4+ ug—1) || icin kestirim
H
elde edilecektir. (3.9) ve (3.10) formiilleri kullanilarak

Allc/QlT (up — up—1) + Ap 127 (up +up_1) = Jig + Jok + Ja + Jag

+ s + Jor + Sk + Jsk + Jok + Jiok (3.27)

elde edilir; burada
Ju =47 Ay

x{[PH (k=1)+ Pl ,(k—2)|BY — [P_(k— 1)+ P__,(k —2)]|B™ } uo,
Jop, =47 Ay

<[P (k= 1) + Bk = 2)]BY + [BLy(k — 1) + Py(k — 2)]B™ }ug,
Jar = 147 Ay

< [P (k= 1) + BLy(k = 2)]CT — [Py (k = 1) + Py (k — 2)IC fug,
Ju =471 A5

< {[Py(k = 1) + BLy(k = 2)JCF + [Py (k= 1) + Py (k = 2)]C7 }ug,

Jsr = 147 Ay
x {[P (k= 1)+ PLy(k = 2)]D* — [P (k= 1) + P_y(k = 2)]D" } fo,
Jor =47 A

><{[P;_l(k—1)+P]j_2(k;—2)]D+ [P (k 1)+Pk Z(k_Q D }fo,

-0 (1= 5a8) o (14 5a8) |

Jo, = 2'4717'Ak,1

—1
Jgw = 477 Ay | BE (k- 1) (1 - —A1/2 > (1 + A}ji) ] Vi1,
k—2 -1
Jok =47 T Ay Y |[BS (k= 1) + BE (1 - —A}J - 1>
s=1

FB (k1) + By y(k—2) (f+ e ) ]w
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. —1
57 (k= 1)+ 80— 2) (1 S )

. -1
1B (= 1)+ B2 (14 54 ) ] .

Acgikca goriilmektedir ki her ¢ift numarali J,,;'lar i¢in kestirim bir 6énceki tek numaral
Jmi nin kestirimine egittir. Onun igin agagida sadece tek numarali J,,;'larin kestirimi

ele alinacaktir.

Simdi, ||Jpk||m, m = 1,10 terimleri i¢in ayri ayr: kestirimler belirlenecektir. m = 1

i¢in, (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak
il < A2 (B 1)+ P06 — 2B

< A 27 P (k= 1) + Pk A

|:H [ + 7'2A0

o7 (I +7240)7"

T2A0 ([ -+ TZAo)_lH] HAou[)HH
< 2e™P || Aguol| ;= Cs | Aguoll
elde edilir.

m = 3 i¢in, yine (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

sel | < [|Ae—127 [P (k= 1) + Py (k — 2)]CHug)| ,

< || Ae—127 [Py (k = 1) + Py (k= 2)JAG Y|

x [[| (72 a0) 7| + | (1 + 72 a0) 7 ]| 48/

H
3 3
< s | A | = S0 HAg/%g ;
bulunur.

m =5 igin, gene (3.11), (3.12) ve (3.19) kestirimleri uygulanarak

skl < ||Ak127 ' P (k= 1) + By (k — 2)]D* fol|,

< }|Ak—1271[Pk:i—1(k 1) + Py (k —2)] 1”
X [HTA(l)/Q (I+72A0)71H +27! H72A0 (1 +7‘2A0)71H] [ foll 7

1
<M folly = 508 Ifoll
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elde edilir.

m = T igin, (3.7) kestirimi kullanilarak ve (3.13), (3.15), (3.17) ve (3.18) kestirimleri

uygulanarak

1 4 iT 1/2 -

[zl < |27 TAa By (k= 1) ( I F EAk—l Vp—1
H
T !
_ 1/2
<27 (]:F 5Ak/1) TAk-1py
H
Uk — Uk— U + Up—
< 2Myo || fill g + 7MiMy Allc/_le + 1Mo Akﬂ%
H H
elde edilir.
m = 9 icin, Jgp nmin formiiliinden
Jok = S1k + Sak (3.28)

yazilabilir; burada

k—2

S = i4_lTAk_1 Z

s=1

. —1
B2 (k= 1)+ 80— 2) (1 T2 )

. —1
HB; (6= 1)+ B (- 2] (14 T4 )

=172 ( A1/2 1/2 —1/2 Ug—s — Ug—s—1 . [ (1/2 1/2 Ug—s + Uk—s—1
X {22Ak—£ (Ak/—s - Ak/—s—1> Ak—é—lT k. <Ak/—s - Ak/—s—l) f] )
k—2
Sop = =47 T Ap Z

s=1

. —1
B0+ B2 (1- Tt )

. -1
HB (b= 1+ B (b= 2)] (14 542 ) | i e

Simdi, ||Spk||m, m = 1,2 terimleri igin ayr aym kestirimler belirlenecektir. m = 1

i¢in, (3.13), (3.15), (3.17), (3.18) ve (3.21) kestirimleri uygulanarak ve tiggen esitsizligi

kullanilarak
k-2 i 1
ISually < 2| Y- Aeca2 (B0 - 1) + B -2 (15 Tt )
s=1

—1/2 1/2 1/2 —1/2 Ug—s — Ug—s—1
XAk:—é (Ak/—s - Ak/—s—1> Ak—é—lT

H
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+ 2—: Ap_127 Y BE(k = 1) + BE [(k - 2)]

. —1
1T Up—s + Up—s—
T (I + EAli/Qsl> <Allc/725 - Alle/fsfl) . £ :

2
H
k2 T !
_ 1/2
< QZ [ Ak127 (B (k — 1) + B (k= 2142, | ( + EAk/sl>
s=1
1/2 1 2 1/2 — 172 Uk—s — Uk—s—-1
X || Ar—ac1 AL HA / ( vz _ A,/_S_1> A, HA,J gt
H
kot T !
£2 Y A 2 (B 1)+ BE (- 24| ‘ el (175l
s=1
- _ Up—s T Uk—s—
x HA}C/}S lAk 122 HA1/2 < ]16‘/28 - A11€/72371> Akflsfl ) ‘ Ak_s_l%
H
2 u u Uk—s + U
1/2 k—s — Wk—s—1 k—s k—s—1
< 27'M1/26M1PIZ <M1 A7 - H—|—2M1/2 Ak—s—lf H)
s=1
STCQ (H 1/2 U,S— s— ‘A81us+us—l )
H 2 H

elde edilir; burada
Og = Inax {2M1/2€M1P1 (Ml, Ml/g)} .

m = 2 i¢in, Sy ifadesi 6nden toplam isaretinin ontindeki terimle, sondan ise son
biiyiik parantezden sonraki terimle carpilirsa, toplam altindaki iki terim ayni norma
sahip olur. Boylece ||Sa;| ;;'yi bulmak icin sadece birinci terimler ele alinacak ve sonug

2 ile carpilacaktir. ﬂggen esitsizligi kullanilarak

_ . —1
. 1T
182kl < |[= ) Arma27'[BS (k — 1) + B (k — 2)]ir (I - 5Ai/_25_1) AP f

H

yazilabilir. < — ”A,lf/ QS 11> (—iTA,lﬂ/i 2571) =/-X ,:Sfl oldugundan, bu esitlik yukaridaki

esitsizlikteki normun icinde kullanilarak

— . —1
-3 A2 B - )+ B - 2ir (1= T4 ) A

k2 | §
= — ZAk71271[B:(k5—1)+B:71(k_2>]14]1€/28 T <I _ %Allg/—zs_1> Aiz_léz 1 l/sz )

s=1
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k

-2
Apr 27 B (k= 1) + B (k- 2)] (I - Xj,_) A2 AL fi
1

=3 {2 B - 1)+ B - 204 A
s=1

~ A2 [BY (k= 1) + BE (k= 21X A2 A

= A2 B (k= 1) + B (k= 24,12, A P

=Y A2 B (= 1)+ B = 20X A A

elde edilir. Tkinci toplamin icindeki ifadede s + 1 = m déniistimii kullanarak, terimler

diizenlenerek ve Abel formili kullanarak
S A2 B (k= 1) + BE (k= 2] A2 AL

=D A2 B (k= 1)+ B (k= 20X, A AT

= A AP = A 27V B (k= 1) + Bk — 2)] A PAT VR R
— A 1+ + —1/2 1/2 1/2 —1/2
+ Z k—12 [Bs (k - 1) + Bsfl(k - 2)] <Ak:—s 1 fk s A Ak s+1fk—s+1>

s=1

bulunur.
Diger taraftan asagidaki esitligin gecerli oldugu agikca goriilmektedir;
A;:QQ 1A 1/2fk s — Ay 1/2A]:_1£3_1fk75+1 = —A (frost1 — fros)
_ 1/2 172\ 4—1/2 1/2 1/2 1/2 _
+ALL (Ak/—s—i-l - Ak/—s) k— £+1fk s+ A é 1 (A - Ak/ s— 1) Al frese

Bu sonuctan

— -1
=D A2 ' [BI (k= 1) + By (k= 2)lir (I‘QA%!Z ) A fies

= A A = A2 (BE (k= 1) + BEy(k = D)4, A0
k—2

+> A2 [BE (k= 1) + B (k — 2)]

s=1
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X [_A];—ls (fkferl - fkfs) + A;Zis <Allc/—2s+1 - Alt;/zs) Ailsﬂfk s+1
+AI;—1£2—1 (Allc/—2s - A%/—i—l) Al;—lsfk—s]
yazilabilir. Sonra, (3.13), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.21) kestirimleri uygulanarak

ve licgen egitsizligi kullanilarak

2l < AR A 1 il
[ Aea2 B (k= 1) + By (k= 2)JA7 || 447 HAé/?A;W 1£ills
k—1
+ > |[A27 B (k1) + B, |
s=1

1/2 1/2 —1/2
X [||fk—s+1 - fk—sHH + H <Ak:/fs+1 - Ak£s> Ak é+1H ka—s+1||H

+ ||Ak*5AI;—1$—1|| HAllc/—25—1 <Allf/—25 - Alt:/—2s—1) Al;—ls ka*SHH:|

k—1
< My | felly + MyMy e | Aol + €0 7 frmsr = frslly

s=1
k—1 k—1
AT My | frmssally + TMyp My | fill

s=1 s=1

< Cho

k—1 k
1l + 1l + D 1 forr = fill g +27 ) HszH]
s=1 s=1

elde edilir; burada

CIO = Imax {Ml/g, M1/2€M1P1, €M1P1, M1/2M1€M1P1} .

(3.28) denklemi, iiggen esitsizligi ve ||Syi]|, m = 1,2 i¢in bulunan kestirimler kul-
lanilarak
A Us — Us + u
ol < 70 Y ([ ars =t a2t )
5=2 H 2 H

+Cho | filly + 12l + Z [ fosr = foll g + 272 A

elde edilir. Simdi (3.27) denklemi, ti¢gen esitsizligi ve ||Jnx||, m = 1,10, i¢in bulunan

kestirimler kullanilarak

HA}J%T (’Lbk — uk,l) " + HAI@71271(uk + uk,1)||H
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L+l

A1/2 U, — Ug—1 Up + Ug—1

Ap-1——

)

k—1 k
el g+ 1l + ) W fass = fillg +27) ||szH]
s=1 s=1

+4AMy o || fill g + 27 My M,y

k—1
a0 5 (fa e

s=2

+ 2TM1/2
H

H

Us + Us—1
2

+ HAS—I

H

+2Cho

< Cu ||| Aouol 7 + HA1/2U6

k—1
+ D ferr = felly + max || £l
s=2

0<s<k

)

Cll = max{([ — 27 maX{MlMl/g,Ml/g})il (4010, 208, 209,4M1/2)} .

1/2 Us — Us—1 Us + Us—1

As—l 9

+72(‘

elde edilir; burada

H ‘

Entegral egitsizliginin fark benzetimi uygulanarak

HAk 17’ (uk — Uk_l)HH -+ HAk—12_1(Uk + uk_l)HH

sou@%%m+ww%s

k
+ 3 lIfs = foorlly + max ||f8||H>
s=1

0<s<k
elde edilir; burada

Cr = ClleTcnk-

(3.20) kestirimi uygulanarak ve iiggen esitsizligi kullanilarak yukaridaki sonugtan

||471Ak (Ugs1 + 2ug + up—1) |1

scm@mwm+ww%a

0<s<k

yazilir; burada

C(13 = M1012-

46

k
H+Zl|fs — fou1lly + max HszH> (3.29)
s=1
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Simdi, ||772 (ukt1 — 2ug, + ug—1)|| ; igin kestirim elde edilecektir. (3.3) kullanilarak her

k,1<k<N—1icin
772 (g = 2up + ) || + 147" Ak (upsr + 20 +up—r) |1 < || frll g
yazilabilir. (3.29) kararlihk kestirimi ve liggen esitsizligi kullamlarak

H7'_2 (Ups1 — 2ug + Uk—l)HH

0<s<k

k
SQAOmmm+H%%%H+2Nﬂ—ﬂnm+mwumm>
s=1

elde edilir; burada

014 = 013 max {Ml, 1} .

Bu sonu¢ Teorem 3.2’in ispatini tamamlar.

3.3 Uygulamalar

Ilk olarak, bir boyutlu hiperbolik denklem i¢in

ug — (a(t,x)uy), +oéu=f(t,z), 0<t<T, 0<z<L,
w(0,2) =9 (&), ' (0,0) = (), 0<z<L, (3.30)
u(t,0) =wu(t,L), u, (t,0) =u, (t,L), 0<t<T

baslangic-deger problemi ele alinacaktir. Eger a(t,z) > a > 0 (t € [0,T],z € [0, L]),
o (z)ve) (z) (x €0,L)), f(t,x)(t€[0,T], x € [0, L]) fonksiyonlar: tanim kiimelerinde
yeterince piiriizsiiz ve 6 > 0 ise, bu durumda (3.30) probleminin ¢dziimii vardir ve tek-
tir.  Bunun igin, (3.30) problemi, H = Ly [0, 1] Hilbert uzayinda 6z-adjoint pozitif
tanuml A (t) operatorlii, (1.1) basglangi¢ deger problemine doniigtiiriilebilir.

Burada (3.30) probleminin ayriklagtirilmas: iki adimda incelenir. Birinci adimda
once,

0,L]p={z:2,=7rh,0<r <M, Mh=1L}
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ag uzay1 tanimlamir. Sonra [0, L], araliginda tanimlanan ¢"(x) = {ap"}iwfl ag fonksiy-

onlar1, Lo, = Lo ([0, L],) Hilbert uzay: olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

M-1 3
1" ll22= <Z !90"\2/1)
n=1
formiilii ile ifade edilir. Daha sonra da, (3.30) problemi tarafindan olusturulan A(t)

diferansiyel operatorii yerine

M-1

ARt (L, 7) = {— <a (t,z) u)n + (5un} (3.31)

1
formiiliiyle tanimlanan Aj(t) fark operatorii almir. Burada, A7(t) fark operatorii
POt) = PM(t), ©'(t) — () = ©M(t) — $M7(t) kosullarm saglayan " (t, ) =
{gpr(t)}é\/[ ag fonksiyonlar1 uzayinda tanimlanmistir. Aj(¢) fark operatoriiniin yardimiyla

(3.30) baslangi¢ deger problemi

d2ul (t,2) + Aﬁ(t)uh(t,x) — fh(t,ac), 0<t<T, z € [O, L]h,

dt?
uh(0,2) = ¢(x), = €[0,L],, (3.32)
uh ,T
W05 — yh(z), x € [0, L],

adi diferansiyel denklem sistemine dontigtiiriiliir.

Ikinci adimda ise, (3.32) problemi icin (3.3) fark semas: kullamlarak,

(

f]? (CL’) = fh<tk,$>, tk - ]f7'7 1 S k S N — 17 Nt = Tv LS [07L]h? (333)
(ut () —ug (2)) + A3 (0) (uf (2) — ug (2))
= 50/} (2) — Ap(O) (2) + 4" (x) .z € [0, L],

\

fark semas: elde edilir.

Teorem 3.3. 7 ve h yeterince kiiglik sayilar olsun. Bu durumda (3.33) fark

semasinin ¢ozimiu igin

-1 h h h h h
max (|77 (g —wga) [, < M6, + @] max ||
1<k<N-1 ( k kil) Loy, — v Lop TPz Lop T 1<k<N-1 fk Lop |’
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—2 ( h h . h
max HT Upyq — 2up + uy_
1<k<N-1 (41 £+ i)

w1,

kararlilik kestirimleri gegerlidir; burada M katsayisi, 7, h, f (0 <k < N —1), 4" ve

Iz,

AN, + amax 7 (= i),

z 1<k<N-1

e

Lap,

" den bagimsizdir.

Teorem 3.3’lin ispati, soyut Teorem 3.1 ve (3.33) formiilii ile tanimlanan A7 (¢) fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Tkinci olarak ¢ok boyutlu hiperbolik denklem i¢in

(a""(t7 x)ul"r)mr = f(t7 ‘T)J
r=(21,.,20,) €Q, 0<t <T,
u(0,2) = p(z), 208 = y(x), 2 €9,

u(t,z) =0, x €8S

\

p
0%u(t,x)
o2

=

r=1

(3.34)

baslagi¢ deger problemi ele alinacaktir; burada 2, R™ n— boyutlu Euclid uzayinda S
sinir kiimesine sahip agik bir kiiptiir yani Q = {x = (21, - -, 2,,) : (0<z; < 1,1 < j <n)};
Q= QUS; aynica a,(t,7) (x € Q), p(z), Y(z) (z € Q) ve f(t,z) (t € (0,T), v € Q)

verilen diizgiin fonksiyonlardir ve a,(t,z) > a > 0.

Burada da (3.34) probleminin ayriklagtirilmasi iki adimda incelenir. Birinci adimdan

once,
Q= {o=a; = (M, hafn)sJ = (G- +a)s 0 < G < M,,
M, =1, r=1,--n}, Q=N Sp=0%NS
ag uzay1 tammlanir. Sonra (;, kiimesinde tanimlanan ¢"(z) = {¢@(him1,- - -, hum,)}

ag fonksiyonlari, Loy = Lo (ﬁh) Banach uzay1 olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

2

™l = | X " @)Phi--- by

Lon(S2) —
z€Q

formiiliiyle ifade edilir. Daha sonra da, (3.34) problemi tarafindan olugturulan A(t)

diferansiyel operatorii yerine

n

AT (O (¢, 7) = — Z_: (a,@, x)uh)] (3.35)
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formiiliiyle tanimlanan Aj (t) fark operatorii, alimir. Burada, A7 (t) fark operatorii Vo €
Sy, degerleri icin u”(t,x) = 0 kogullarim saglayan u"(t,z) ag fonksiyonlar1 uzaymda

tanimlanmisgtir. Af (¢) fark operadtiiriiniin yardimiyla (3.34) baglangi¢ deger problemi

e ARt x) = (), 0<E<T, 2 €,
uh(0,7) = ¢(z), €D, (3.36)
e e G CONERSE

dt

adi diferansiyel denklem sistemine dontigtiiriiliir.

Tkinci adimda ise, (3.36) problemi icin (3.3) fark semasi kullamlarak,

(
3wl (2) — 20 (2) + ul_, (2) + SAD()ul + LAT (L)l

LTAR (), = R (z), fI(2) = [Py, @),
te=kr, 1<k<N-—1, Nr=T, z €y,

+

- (3.37)
up =", " =), x e Qy,
(

Ll () = uf (2)) + T AL (0) (u} () — uf ()
| = 50 (0) = 47(0)uf (2)) + 0" (2) 2 € .

fark semasi elde edilir.

Teorem 3.4. 7 ve h yeterince kiiglik sayilar olsun. Bu durumda (3.37) fark

semasinin ¢ozumiu igin

g~ Hfm%] ,

n

nax ”7—_1 (UZ - UZfI)HL <M HwhHL + § :‘ i
1<k<N-1 2n 2 <17 llLy,  1<ksN-1

r=

(o |77 (w20 )],
<a| St || e | Al ¢ - 2]
W wrgrllLy, 1 @z llLy, Lon ~ 1<k<N-1 Lop

kararlilik kestirimleri gecerlidir; burada M katsayisi, 7, h, fI (0 <k < N —1), 4" ve

©"den bagimsizdir.

Teorem 3.4’iin ispati, soyut Teorem 3.3 ve (3.35) formiilii ile tanmimlanan A7 (¢) fark
operatoriiniin simetri Ozelliklerine ve asagidaki Lo, uzaymdaki eliptik fark problem-

lerinin ¢oziimii i¢in koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir.



Teorem 3.5. Eliptik fark probleminin
Afu"(2) = Wh(z), 2 € Qy,

u'(z) = 0,7 € S,
¢OzUmi i¢in
r=1 ’

koersiv kestirimi saglanir [Sobolevskii, P. E., 1975].

UZ—I ) < MHwh”Lzh
rZrsJr H Loy,

51
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4 A%(t) ILE OLUSTURULAN IKINCIi BASAMAK-
TAN DOGRULUKLU FARK SEMASI

4.1 Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasinin Kurulmasi

Taylor agilimini kullanarak

u (thr) = 2u (tr) +u(te—1) u (1) = o(72) (4.1)

T

denklemi yazilabilir. (4.1) ve

u’ (ty) = —A(te) u (te) + f ()

esitlikleri kullanilarak

w22 OO ) (wl) + A 00) 02
= f(tx) +o(r?)
elde edilir. Ayrica,
2 u(r) —u(©) 7, 2
(I+7°A(0)) - —2( A0)u(0)+ f(0) +v +o(7). (4.3)

(4.2) ve (4.3) A2 (t) ile olugturulan tam iki adimh fark semalaridir. o(7?) mertebesindeki

terimler ihmal edilerek (1.1)’deki baglangi¢ deger probleminin yaklagik ¢éziimii i¢in

Up 41 —2Up+UK_1 72 42 _
= 4 Ay + T AU = S,

A=A, fo=ftr),th =kT,1<k<N-—-1, Nt =T, (4.4)
(I +72A0)T H(ur —uo) = Z(fo — Aowo) + 0, fo = f(0), up=¢

fark semasi elde edilir. Simdi, (4.4)’deki fark semasimin ¢oziimi i¢in gereken fark

formiillerini olugturalim. Denklem (4.4)’den
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)
T g — ur) = FARUR41 + Z'Allc/2vk+1, 1<k<N-1,

w, = (I +724,)"" [(I — %2140) up + Tug + éfo} ,

T (Vg1 — vg) = 5 ARUk41 + Z'A]i,/ZUk—H + Yk,

o A A (AL ) A )
+i (A,{P - A,ﬁ) w, 1< k<N -1,

v = %Aalﬂ [( - %2140) Uy — uo]

yazilabilir. (4.5) denkleminde 7, = wg1 + Vey1 Ve fiyy = Ukg1 — Uk dOniisiimleri

(4.5)

\

yapilarak agagidaki fark denklemleri sistemi elde edilir;

(- a1/2
T 1<77k+1—77k): (ZAk/ +§Ak) M+ ¢, 1<k N-—-1,

n, = Btug+ CTuy + DT fo,

T g — ) = (_iAilg/z + %Ak> pp — @, 1 <ESN -1,

py = B ug + C~uy + D™ fo,

= AT (AL~ AYR) A )+ (A2~ A2

N\

\

Burada

+ 2 4\71 72 L -2 2 ™
B I(I+T Ao) I—?Ao—l-FAO F27 AOiZAO ,

2
CF =1 (I +7%A0) " [Ii,—Agl/z I- AO)],

2 _ 1 _ 2
D* = = (I+74) " [J + A (I = %Aoﬂ .
Yukaridaki denklem sisteminden

1 ]

I (I — A z'rA}j2> e+ T (1 . iTA}f) o 1<k<N—1,
-2 . 41/2 -1 2 . 41/2 -1

HkJrl:(I—?Ak—l-ZTAk ) /Lk—T<I—7Ak—|—Z7‘Ak > @k,lngN_l

fark formiilleri elde edilir. Boylece
k k
M= Py (k) + Y Ry (k) s, = P ()i + > R (K¢,
m=1 m=1
bulunur; burada

ijt(k’):XlitXlif"Xli» Ri(k):X;&X}il---Xi

m?



54

2 -1
X = (1 . %Ak + z'TA;”) .
Sonra upii = %(nk 1+ Hyy) formiili kullanilarak

w1 =271 [P,j(k)B_ + Pk_(lf)Bﬂ up + [P (k)C™ + Py (k)CT g

k
HBHR)D™ + P (DY fr 4+ 7Y [Ry (k) = Ry (k)] som}

bulunur. Ayrica, k —m = s dontisiimii yapilarak

up1 = 2" {[PF(k)B™ + P, (k)B"] uo + [P} (k)C™ + Py (k)C*ug

k—1
+[PF(k)D™ + Py (k)DM ) fr+ 7Y [ES (k) — Ef (k)] SOIH} (4.6)
s=0
elde edilir; burada
Pr—s = _ZAI:ffk—s + ZAI;EQZ (Allc/fs - A11€/72371> l;fléle_z (uk‘—s - uk—s—l)
L 1)2 1/2
+§ <Ak’/—s o Ak/—s—1> Uk—s;
Ef(k) = X Xy - X,
Son olarak (4.6) denkleminden
u, =2""{[P(k—=1)B™ + P_,(k—1)B | uo + [P, (k — 1)C~ + P,_,(k — 1)C"]u

+[PI:;1(]€ - 1)D_ + Pl;l(k - 1)D+]f0

S Bk —1) = B (k= 1) 90} W

T we —wp—1) = 27) T [[Pi(k — 1) = Py(k - 2)] BY
+ [PE(k—1)— P y(k—2)] B ] ug
[P (k= 1) = BLy(k=2)] O + [BL (k= 1) = BLy(k = 2)] 7] ug
+ [Pk —1) = Py(k—2)| DY + [P (k—1)— P ,(k—2)] D7] fo

+7 [Ey (k—1) — Ey (k—1)] ¢,
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T i [Boa(k=1) = ELy(k = 2)] = [EL (k= 1) = By (k - 2)]] sok_s} (4.8)

elde edilir. Bir sonraki alt boliimde yukarida elde edilen formiiller (4.4) fark semasinin

kararlilik kestirimlerini bulmak i¢in kullanilacaktir.

4.2 (4.4) Fark Semasimin Kararlihig:

Once A(t) operatorii icin ileride gerekecek bazi ikinci derecede 6nemli kosullar:
verelim. A(t)’ler, H Hilbret uzaymnda t’ye bagimsiz bir D(A(t)) : A(t) > 01 > 0 :

alaninda pozitif tanimli 6z-adjoint operatorler olsun. Bu durumda asagidaki kestirimler

gegerlidir;
) A (T+724) | <1, a=0.2, (4.9)
et (14720 <27, (4.10)
9 72 2\ a’—a

AP(t)A~P(z), p € [0, 2] operator fonksiyonunun
|[AP(t) — AP(s)] A77(2)|| < M|t — s (4.12)

esitsizligini sagladigr kabul edilsin; burada M,, t,s,z € [0,7] icin bu degerlerden
bagimsiz pozitif sabitlerdir. Bu sonugtan hareketle A”(t)A™*(z) operator fonksiyonu

0, T'] tizerinde sinirh bir degisime sahiptir; yani 6yle bir P, sayis1 mevcuttur ki

=z

S I(A%(s1) — A°(s1-1)) AP(2)|| < P,

k=1
esitsizligi herhangi bir 0 = so < 51 < - -+ < sy = T siralamasi i¢in saglanir. Burada

P,, 50, 81, -+, sy ve z'den bagimsiz pozitif bir sabittir.
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Ayrica APFV2(p)AV2()A=P=1(2), p € [0, 1] operator fonksiyonunun
| APF2 () [AV2(t) — AV2(8)] A7 (2)|| € Mppalt — s (4.13)

esitsizligini sagladigi kabul edilsin; burada M,, t,s,z,p € [0,7] igin bu degerlerden
bagimsiz pozitif sabittir. Bu sonuctan hareketle AP+1/2(p)AY2(t)A=P~1(z) operatér

fonksiyonu [0, T'] iizerinde sinirh bir degisime sahiptir; yani 6yle bir P, sayis1 mevcuttur

ki

ZHA[)+1/2 A1/2< k) — Al/Q(sk,l)} Afp71<z)” <P,
esitsizligi herhangl bir 0 = sg < 51 < - -+ < sy = T siralamasi i¢in saglanir. Burada
Pp+%, S0, 81, -+, SN, p ve z’den bagimsiz pozitif bir sabittir.

Eger
|AP(t)A™(s)|| < M, (4.14)

ise, bu egitsizlikten her t; € [0, T], igin

2

HAW (a5 - AP) Al | < an+ ) Mpy

k+1 k+1/2
0

e
Il

yazilabilir.

Son olarak P (k) = XFXE, - Xif ve EX(k) = X;fX;-, -+ X;°, olsun; bu-
) ~1
rada X,;t = ( - FAL £ iTA,lﬁ/ 2) . Yukaridaki varsayim ve tanmimlardan hareketle

agsagidaki esitsizlikler yazilabilir:

o 1/2 1/2 —1/2
‘T”uvfiﬁﬂw&?1§eM”ZW 1MOH,a=Lz (4.15)
k
A% [PE EF] (K)ATe || < eMaz';”(A )40 ” a=1,2, 4.16
k k s ( 0,k—s )

a—1

1/2 1/2 ATL/2
T%1UWM—a:w—mA@_§MwEM )45

L a=0,1, (4.17)

k —
< 3 M pll(ar-a)agell - 1
~ 2 T2

—S

|27t B ) — B2 (k- 1)] A2
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k
a_ 3 M Ai—Ai_1)A?
oot (R - P-4 < 3BT g
(4.19)
k
ag1/2_—1 [p + ao1fl _ 3 MY [|(AimanAgt| 1
‘r AL BER) - BE (k- D) AT < 5e 3 La=3.1, (420)
k
& M Ai_Aifl A71
Y e
k
/ —
|razEE a2 < ™ Z(ar-ai) | (4.22)
|2 a2 [P = PEL( - 1)) 47
k 1 k _
< 2" Zllai-aay’ | + M1€M$/2 21”(’4?/2_‘4%21)*‘0 3/2H7 (4.23)

H#’Ai/%*l [PE(k) — PE(k — 1)] A

k k E _
swmpGMEW&m“%w+ﬂW£NW“Wﬂmw>7 (4.24)
|72 (B - B, (6 - 1)] A2,
k k - _
< 9 BNl e (AR (4.25)
k 3/2_ 43/2Y) 4—3/2
a2t [ — B2 00— )] a2 < 2= BN g

Teorem 4.1. u(0) € D(A2(0)) olsun. Bu durumda (4.4) fark semasmimn ¢oziimii
icin

Up — Up_
max ||7Agug||g + max || k K 1HH—l— max ||ug||g
0<k<N 1<k<N T 0<k<N

<M

N-1
142 (0)uolli + [[upl [ +7 HszH]
s=0
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kararlilik kestirimi gegerlidir; burada M, ug, ug, fs (0 < s < N — 1) ve 7’dan bagimsizdir.

Ispat. Tlk olarak |7 Azuy||; icin kestirim elde edilecektir. (4.6) formiilii kullanilarak

TAu, = Jig + Jor + Jsk + Jug (4.27)

yazilabilir; burada
Jie =7A27 [P (k—1)BY + P (k— 1)B™] uo,

Jop = TAR27 [P (k= 1)CT + PL (k- 1)CF ] w),

Jyo = 427 [Py (k= 1)D* + By (k= 1)D7] fo,
k—1

J4k = T2Ak2_1 Z[Es_—l(k - 1) + E;__l(k - 1>]§0ka

s=1
Simdi, ||l » m = 1,4 terimleri i¢in ayr1 ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1 igin,

(4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak
el < ||7 AP (k= 1) B¥uq ||,

< {HTAkP,;l(k: _ 1)A51/QH

x [[|( 72 a0) 7|+ 2 |ral (14 72 a0) 7|+ 2

T2A0 ([ + TQAO)il‘

} 43

)

47 2B (k= D] |[7240 (1 + 7240)

H

< 1_1€M1/2P1/2
4

1/2
A,
bulunur.

m = 2 igin, (4.9), (4.10) ve (4.15) kestirimleri uygulanarak
ol < || AR Py (k — 1)CTug)|,

< HTAkP,;l(k; - 1)A51/2H

(|| 7240) 7|+ Ay (14 7 a0) 7 2

-1
Ao (1+7240) || Il
< 2eM202 gl

elde edilir.
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m = 3 i¢in, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16), kestirimleri uygulanarak

| Tl < ||TARPE (K — 1)D fol|,

<277 ||| APy (k- 14, B

H (I +72A)

-1

[l AeP (k= 1) AG | |4y (1 + 7240)

(3€M1/2P1/2 + 6M1P1> ||f ||HT

—-1/2
+27 | —1)A;Y

-1
r AP (k Ao (1+7240) || 1oll
1
4
bulunur.
m =4 i¢in, (4.12), (4.13) ve (4.15) kestirimleri uygulanarak

k—1
1Tl <) 1P AEE (k= Doy

s=1

<TZHTAk ik —1)A, "L 1/2

1 2 1/2 —1/2
[ka SHH+H< & _Ak/s 1) Ak—é—l

X ||7— uk s — Uk—s—1 HH+2_ HA1/2 <A1/2 _Allc/2s 1> Alzfls

||Ak—suk’—8||H}
k—1

< €M1/2P1/27'Z [ka—S”H + M) HT_I(Uk—s — uk—s—l)”H + 2_1M1/2 ||7—Alc—suk—8||H}
s=1

elde edilir. (4.27) formiild, {icgen esitsizligi ve ||Jpx| p nun, m = 1,4 i¢in bulunan

kestirimler kullanilarak

11
HTAkukHH S ZeMl/QPI/Q

1/2
A/U()H
0
H

1
2 | 4+ (BN + M [ o

k—1
—l—eMl/QPl/QTZ [l frmsll g + My ||7’71(uk,s — uk,s,l)HH + 27 My |7 A sug—s || ]
s=1
k—1
1/2
|46+ il + 7 0 follsr 7D Wil
s=1

k—1
+7 3 [ s = ko) ||y + 1T Ak sun—sl ]
=1
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bulunur; burada
C, = 11 My 2P1/2 1 3eMi/2f1)2 My Py My2Py /0
1 = max 46 ,4(6 +e ),Mle .

Yukaridaki sonugtan

|7 Apurlly < Ch

k—1
1/2
A Puo|| A+ g+ Ml
H
s=0

Us — Us—1

+ HTAsusHH) (4.28)
H
yazilabilir.

Ikinci olarak ||77! (ug — up_1) || icin kestirim elde edilecektir. (4.8) formiilii kul-

lanilarak
1 (uk — uk,l) = Sir + Sor + S3i + Sar + Ssi (4.29)

yazilabilir; burada
S =) H{[Pr(k—1) = P_y(k—2)] B" + [P (k — 1) — P ,(k —2)] B~} uq,
Sop = (27)  {[Pa(k = 1) = By(k=2)] € + [Py (k= 1) = BLy(k = 2)] O }ug,
Ss = (21)  {[P(k— 1) — Pr_y(k—=2)] DT + [P (k= 1) — P ,(k—2)]| D"} fo,
Sy =2""[Ey(k—1) — Ef (k —1)] ¢y,
Sgp = 27 ki {[BLi(k=1) = EZy(k = 2)] + [BL (k= 1) = EL (k= 2)]} ¢y

Simdi, ||Smkll;, m = 1,5 terimleri i¢in ayri ayr kestirimleer belirlenecektir. m = 1

icin, (4.9), (4.10) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak
Sl < =B 6 1) — Pk — 2157,

<{[F e -1 - P - 2457

1

x [H (I + T2A0)_1H +2 HTAé” (I+7240) || +27"

’7'2/40 (I + TQA(])_

} 44|

]

TQAO ([ + Ton)_l

‘ H

47 [P (k= 1) = PG - 2]

H

A(l)/QUO

< §6M1/2P1/2
8
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elde edilir.

m = 2 i¢in, (4.9) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak

182l < |7 PRy (b = 1) = Py (k = 2)]CFug|,

< {1 -0 - Pk - 24

T2A0 (I + 7'2140)_1

x [0+ 7240) 7! 427 |

[Pk = 1) = Pyl =20 | (4 7240) 7| } gl

15
e

bulunur.

m = 3 igin, (4.9), (4.10) ve (4.17) kestirimleri uygulanarak

1S3l < |7 [Py (k= 1) = Py (k = 2)]D7 fol|,

|

TAY? (I +7240) 7"

+ 27!

<2 {||Pe (k= 1) = Ptk = 2| [[| (7 4+ 72 40) ™!
+ 1B = 1) - B - 2145 ||+ 7240) 7} ol

= 2_(736M1/2P1/2 | foll gz 7

elde edilir.
m = 4 icin, 6nce 271 [Ea(k’ —1) - Ef (k- 1)} = TAllq/—21Xl;—1Xk+—1 oldugu kolayca

gosterilir; sonra (4.11), (4.12) ve (4.13) kestirimleri uygulanarak

1wl lr < [1271 [Bg (k= 1) = B Gk = D] el < ||rAi2 %, Xiwun |

<7 el + [| (A2 = A2) AL 7201 = wi2)

1/2 1/2 1/2 _
Ak/—l <Ak/—1 - Ak/—2> Akz—ll HAkflukleH]

+271

<7 [I1fectlly + Mijo |7 (wn—r — uk—Q)HH + 27 My o |7 Ap 1w || )

bulunur.
m =5 ic¢in, (4.12), (4.13) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

k—1
1S5eller <D ||[EE (k= 1) — EE (k- 2)]o, ||
s=2
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<T§:H — 1) — B, (k — 2)]A; 2

I (s = i) |

x [ il + | (42 - Ai/_i_l) A2

+2_1 llc/—25 (Allc/—2s - Ali’/—i—l) Al;—ls |Ak—8uk—8||Hi|
3 k—1
< 5 M2l Z [ka—sHH + Mo HTﬁl(Uk—s — Uk—s—1)HH +27'M, HTAk—suk—sHH]
s=2

elde edilir.

(4.29) formiild, ticgen esitsizligi ve ||Spkll; mn m = 1,5 i¢in bulunan kestirimler

kullanilarak
_ 39 15 27
77 e = )| < Mt (g |48 2wo| + =2 sl + T ||fo||Hr)

T [ka—lHH + M1/2 HT_I(uk_l - Uk_g)HH + 2_1M1 ||TAk_1uk_1||H}

k-1

3
+§T€M1/2P1/2 Z [”fk—SHH + Ml/g HT_I(uk_s — Uk_s_l)HH + 2_1M1 ‘|TAk_Suk_s||H]
s=2
k—1
|46+ il + 7 Wfollsr + 7 Wil + 7D W famslla
s=2
7 ([ 77 (aier = )|+ T Ayt ]
k—1
73 (7 s = wnes )|y + I Ak sl ]
s=2

bulunur; burada

CQ = max {%EMUQPIQ, 1, M1/27 M17 ng/QeMl/Qpl/Q, leeMl/zpl/z} .

Yukaridaki sonuctan

I G = ) [y < Co

k—1
1/2
A Puo|| A+l + 7> Ml
H
s=0

Us — Us—1

; + HTASUSHH)] (4.30)

yazilir. (4.28) ve (4.30)’deki kestirimler birlegtirilerek herhangi bir k,1 < k < N i¢in

I vl + |7 o = ) < €+ o) [ 457, + el
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k—1 k—1
S S (
s=0 s=1

k—1 k—1
1/2
48], + il + 7 A+ 73
s=0 s=1

bulunur; burada

Us — Us—1
T

; HTAsusuH)

; ||TAsus||H)]
H

H

Us — Us—1

T

< Cj

03 = Imax {Cl, CQ} .

Entegral egitsizliginin fark benzetimi uygulanarak

|7 Apurl|  + HT_l(uk - uk—l)HH

k-1
1/2
< O (|| 45w, + gl + 31l (431)
s=0

sonucuna varilir; burada

C4 = Cg €C3Tk .

k

Simdi, ||ug||g, k = 1, -+, N, igin kestirim elde edilecektir. u, = ug+>_ 7! (us — us_1) 7
s=1

oldugunu gostermek kolaydir. Bu denklemden, (4.31) kararlilik kestirimi ve ti¢gen

esitsizligi kullanilarak herhangi bir k,1 < k < N i¢in

k
lunll gy < Nuolly + ) |7 (us —usa) ||y 7
s=1

< HA61/2

HA(1)/2UOHH + C4]{ZT

k—1
1/2
Aol A gl + 3 N follg T
H
s=0

bulunur. HA;UQH < \/g_l oldugundan dolay1

lurlly < Cs

k-1
|48+l + 3 ||fsuHT] ,
s=0
yazilabilir; burada
(5 = max {\/371 + TCYy, 04} )
Bu sonu¢ Theorem 4.1’in ispatini tamamlar.
Teorem 4.2. u(0) € D(A(0)), u'(0) € D(AY?(0)) olsun. Bu durumda (4.4) fark

semasinin ¢ozimiu icin

onax [[Axurllm +  max |47 A [ +  Jmax 1772 (kg1 — 2up + up—1) ||
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0<s<k

N-1
1
< M | LA uolli + 143 Oyl + | AV £ |+ mas 1 £ull + D0 1 Fes = Foll
s=0
kararlilik kesitirimi gegerlidir; burada M, g, ug, fs (0 < s < N) ve 7’dan bagimsizdir.

Ispat. Ilk olarak || Azug|| g icin kestirim elde edilecektir. (4.7) formiilii kullanilarak

Apup = Y1 + Yo + Y + Y (4.32)

yazilabilir; burada
Yip =2"7"A [Pr_ (k= 1)BY + P, (k — 1)B™] uo,

Yo =27 Ay [P (k= 1)CT + PL (k- 1)C7 ] w,

Ya, =27 Ay [P (k= 1) DT + PF (k—1)D7] fo,
k—1
}/41@ = TA]C2_1 Z[ES l(k - ]‘) + E (k - 1)]90k—s

s=1
Simdi, ||Youklly, m = 1,4, terimleri i¢in ayr1 ayr1 kestirimler belirlenecektir. m = 1

i¢in, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak
Yirller < ||AePE L (k — 1) BT ||,

< {HAk w1 ( 1“
X [H(I + TQAQ)ilH +2 HTAé/Z (I+ TQAO)AH + 271 H7'2A0 (I+ TQAO)AH]
} [ Aoto|| ;7

1
<27 (5eM1P1 + ZeMlﬂpl/Z) [ Aol

47 |2 AP (k= D |74y (1 + 7240)

elde edilir.

m = 2 i¢in, (4.9), (4.10) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

Yaulltr < || Ae Pz (k — 1)CTugl|

< (AP (k= DAYY|
s e[ e
S 26M1P1 A(l)/2U0
H
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bulunur.

m = 3 i¢in, (4.9), (4.10), (4.15) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

||YE’>1<:||H HAkPI;t 1(k_1)D¢fOHH

< 27 { AP (k= DA |74V (7 4+ 7240) || + | 7240 (1 + 7240) 7

47 e APy (e = 1)Ag || 7240 (7 4+ 7240) 7|} 1ol
<471 (3eM P 4 MR | foll
elde edilir.
m = 4 igin, Yy 'nin formiiliinden
Yir = Qui + Qor + Qs (4.33)
yazilabilir; burada
k—1
Que =277 Ae Y (B (k= 1) = B (k= 1] (=iA P fes)
s=1
k—1
Qo =27'TALY [ES (k—1) = Ef (k= 1)]
s=1

[ (A A ) A s )]
k—1

Qo = 27174, S (B (= 1) — R (b= 1)] [—27 (42 = 412w

s=1

Simdi ise ||Qx||m, m = 1,3 terimleri icin ayr1 ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1

icin,
—1
AEZ (k=1) (—z'TA,;_lf f,H) = AE7,(k—1) (I - X;,) <I - —Al/ ? ) Al fus

oldugundan, bu esitlik ||Q1x||x 'nin iginde kullamlarak
ZAk ~ ( ir AT f )

—1
=Y AE;,(k—1) (1 — —AW) AL f
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k—1 -1
=D AE (k- 1)X,, (I - —A” ¥ ) AL fres
s=1

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ikinci toplamin i¢indeki ifadede s+1 = m dontigtimii

kullanmilarak, terimler diizenlenerek ve Abel formiilii kullanilarak

k—1
> B (k= 1) (—ir Al )
s=1

-1

— A=) (1 S A7) AT
-1

+ALEZ (k—1) <I — 3141/2) AL fi

k—1 . -1 , -1
_ 1T _ 1T _
* ZAkEs—2(k -1 [(I - EAllc/—Qs) Ak—lsfk—s - (I - EAllc/—Qs—H) Ak—ls+1fk—s+1]

bulunur. Diger taraftan agagidaki egitligin gegerli oldugu acgikca gortilmektedir;

~1 ~1

1/2 _ _

(I - _A / ) Ak—lsfkfs - ([ - 9 Allf/zs-i-l) Ak—ls+1fkfs+1
—1
2 _
(I - _Al/ ) Ak,ls (fk—s-‘rl - fk—s)
-1
1 _ _
+ (I — —A /2) Ak,ls (Ap—sy1 — Ap—s) Ak,lsﬂfk—sﬂ

1 . —1
1/2 1/2 1/2 —3/2 T 12 T 1/2
(] - _A / ) (Ak/ferl — 4 / > AZ £+1 ( - §Ak/s+1) ZQAk/ s+1fk s+1-
Bu sonuctan

k—1
> AEL (k= 1) (=it A f )
s=1
= AE; (k1) (1 — —A1/2) ATV R+ AcE= (k= 1) <1 - —AW) AL
k—1 —1
N AE (k- 1) (1 - —A1/2 ) AL
s=1
X [(fkfs+1 — fr—s) = (Ap—sp1 — Ap—s) A];_15+1fkfs+1

. -1
1/2 1/2 —3/2 1T 172 LT 1/2
+A—s (Ak/—s—H - Ak/—s> Ak—é—i—l ([ - §Ak/—s+1> Z§Ak/—s+1f’f$+1]



yazilabilir. Sonra, (4.9), (4.12), (4.13), (4.14) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

k—1
1Quill < | Y2 rAWE (k= 1) + BE (k= 1)) (=iA. 2 £
s=1
1T 1/2 -1
] [t [T

. -1
+ || A B (k- 1)A,§H| (1— gA}/Q) | 1 el

k-1 3
+ 3 AR (k — 1) A (p__Am)
s=1
X || femst1 = frmsllgg + H(AHH — Ap—s) A,;_lsﬂH [F—

+ || Ar—s At ol HAk—s+1 <A11;/—23+1 - Allﬁ/—Qs) Alzgéil

. -1
1T 1/2 T 1/2
(I - EAk/erl) §Ak/—s+1

ka—S-H”H]

k-1

< MRl Wil + D7 s = fimslly
s=1

k-1
+1 M, (1 + M3/2> e Z [ —

s=1
elde edilir.
m = 2 igin, (4.13) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

k—1

Qx| <

s=1

I

k—1
<D AEL (k=D)AL
s=1

HA11€/25 17- (uk*S - uk*8*1> H

—S

12 (q1/2 1/2 _
HA / ( 2 - Ak/—s—1> Ak—ls—l
k-1
SIS ) [T
< TtMie ; W T o Up—s—1) o

bulunur.

= 3 i¢in, gene (4.13) ve (4.16) kestirimleri uygulanarak

k-1
S rAE (k=027 (A2 - A ) e

s=1

1Qskllyy <

H

67

SO TAED (k= 1) [A (A2 - AL ) AE ey — )|
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<2 ZHAk (k= 1A

Atz (a2 a2 4,

[ Ak—swr—s|l g

k—1
1 M, P
S 5 M16 T Szl HAkfsukszH
elde edilir.
(4.33), tiggen esitsizligi ve ||Qmi||z'nn m = 1,3 igin bulunan kestirimleri kul-
lanilarak
k—1
Yarllyr < €PN Al + D fell gy + My (L4 Mago) € P0Y 7|l froganlly
s=1
k—1
+ethh Z | fr—st1 — fa—sllz
1 k—1
+27'M et Z | Ap—sun—sl g + 7M™ Z HA,IC/QS T (ks — U 1) ’H
s=1 s=1
bulunur.

Simdi de (4.32), tiggen esitsizligi ve ||Y,x||z'nn m = 1,4 igin bulunan kestirimleri

kullanilarak

1/2
APl
H

1
1Al < 27 <5€M1P1 * zeM”P”) | Agttoll 5 + 261

+47H (35 M) [ foll e filly + 1 il

k—1 k—1
+M; (1+ Mspp) M5 Z [ Z | fr—st1 — fo—sll g
s=1 s=1
k=1
+7 MM z; [2_1 | Ap—sti—s|| 5 + HA}{/QS T Yup_s — uk_s_l)HH]]

sonucuna varilir. Yukaridaki sonuctan

1/2 /
el < Co ol + [[ 4375 |, + g 151

1/2
+Z||fs+1 szH+rZ[\AuSHH+HAJn )|
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yazilabilir; burada

5 1 3 1
Cs = max {EeMlpl + §€M1/2P1/2, ZeMlpl + 16M1/2P1/2, M (1+ Ms)») eMlPl} .

Ikinci olarak HA%/ 27'_1(uk+1 — uk)H i¢in kestirim elde edilecektir. (4.8) formiilii
H

kullanilarak

AIIC/QT_I(uk+1 —uy) = Vig + Vo + Vi + Vi + Vs, (4.35)

yazilabilir; burada
Vik = (2r) A2 { [P (k) = Py (k= 1] BY + [P (k) = By (k= 1)] B }ug
Var = (20) A2 { [P (k) = Py (k= 1] CF + [BF (k) — Py (k= 1)] O g,
Vae = (21) A { [P (k) = Py (k= )] D + [BE (k) = B, (k= )] D™} fo

Vi = 2_11411!2 [Ey (k) — Ef (k)] @y,

k-1
Ve = 27402 S B (k) — By (k= )] = [ (F) = ELy (k= D]} oy
s=1
Simdi, ||Viukll;;, m = 1,5, terimleri igin ayr1 ayri kestirimler belirlenecektir. m = 1,
icin (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak

WVasllar < || 427 (RE(R) = P (k= 1]

< {||ai* 1P ) - By e - 1143

]|+ 7240) 7| 2| Al (1 7240) | 2 7R (1 2 A0)

]

4471

AP () = Py = | | rAF” (1 + 740) 7 } - Avuoll
< DM g

elde edilir.

m = 2 i¢in, gene (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak

Vaill < | AT IPE(R) = PEL (k= 1)]CTu

H

<[4 pr ) - Pt — D)4
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+ 271|724 (1 +7240)

|4,

[+ 7240) 7| + | rad® (1 72a0)

< 36M1P1

1/2
Ao/ U6
H
bulunur.

m = 3 i¢in, yine (4.9), (4.11) ve (4.19) kestirimleri uygulanarak
Vel i < || A>T [PE(R) = PEL (k= DIDTR |

AP TP (k) — Py (k — 1)] At

< {2*1

“| |

P AV B () — B (= D) 48 (4 7240) 7} ol

Ay (I+7240) " +||ral (1 4 7240) ™"

+471

< 5" ol

DN W

elde edilir.
m = 4 i¢in, [E; (k) — Ef (k)] = 2@'7:z41,1€/2Xk_X,;|r oldugundan, bu esitlik ||Vy||gx'de

kullanmlarak ve (4.11) ve (4.13) kestirimleri uygulanarak

WVarllr < |27 4% [B5 () = B 0] || < e X0 x|
< Wfell - [0 (4% = A2%) A | | AV — )|
1/2 1/2 1/2 —
Ak/ (Ak/ - Ak/—1> Akl

Allf/fﬁ_l(uk - Uk—l)HH +27'7 M, ||Akuk||H}

H

A ]

421

< [l + 703

bulunur.

m = b i¢in, Vs nin formiiliinden
Vs = Wi + Wor + Wi (4.36)

yazilabilir; burada

Wa =27 AV S (B (k) — By (k= 1) = B (0) — B (k= D]} (=4, 25

Wop = 20 AY2 S {[B () — By (k — 1] — (B (F) — By (k- 1]}
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LA (A = ) A - )],
k—1
Wa = 27 A2 S (B (k) — By (k= 1] = [Ef (k) — B (k- 1)]}

x [—12—1 (A}j_ 2 A}/_QS_J uk_s] .
Simdi, ||[Woukl|lzr, m = 1,3, terimleri igin ayr ayr kestirimler belirlenecektir. m = 1

icin, ||Q1x||x kestiriminin ispatinda izlendigi gibi

k—1
ZAi/QT_l[Es_(k) —E(k—1)] <—iTA,;1£2fk—s>
s=2

-1
= AT () - Bk - 0] (1 FA) AT
AV )~ B - 0) (1 TA)
k-1 -1
A - Bl 0] (1= TA) Al
X [(fk—s-‘rl - fk—s) - (Ak—s+1 - Akz—s) A]; S+1fk:—s+1
, -1
1/2 1/2 —3/2 T2 T 11/2
+Ak—s (Ak£s+1 - Ak£s> Ak £+1 (I - EAk/erl) Z§Ak/s+1f7€—5+1]
yazilabilir. Sonra, (4.9), (4.12), (4.13), (4.14) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

Wl < || 30 AT B () = By (k= D) (=it Al A )

sHA;/%*[E;,M—E,;2<k—1>1A;1H H f——A”Q) H £l

+[| a2t E ) - B - DAy

(f— —A”Q H Vel

, -1
T 1/2
X [ frmst1 = frmslly + H(Akferl — Ap—s) A;;_lsHH | fr—stall g

+ [ Ap—s At | HAk—s+1 <A11€/_28+1 - A ) Aigéil ‘

. -1
1T 1/2 T ,1/2
(I - EAk/—s-l—l) §Ak/—s+l

k—1
#3040 — B - D)4
s=1

kaSHHH]
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k-1
3 3 3
< S A+ 5 Ikl + 5 D M fisin = fioslly
s=1
3 k—1
‘|‘§7'M1 (Ml + M3/2) €M1P1 Zl kaferlHH

bulunur.

m = 2 i¢in, (4.13) ve (4.18) kestirimleri uygulanarak

Wkl < VEE(k) — BE (k- 1)]

X |:AI;—1é2 (Allc/—Zs - Allc/—23—1> Ak 1é 17— (uk’—s - uk—s_l):| HH

k-1
<3 A BT () — B (k- 1))4
s=1

1/2 12 1/2
HA/ ( k/s_Ak/—s—l> Akls 1

HAk s—1T 1<uk—5_uk—s—1> I

< 5rMict™ z [ErCam o)
elde edilir.
m = 3 i¢in, gene (4.13) ve (4.20) kestirimleri uygulanarak
k-1
Wil < |27 30 AV B () — B (= 1] (42 - A2 )
s=1 H

k—1
<2 3 [A P E ) - - 114

A2 (A2 - A2 AL | 1Akl

k—1
3 M, P:
< é_l M16 1 ; HAk,Suk,SHH

bulunur.

(4.36) formiilii, iicgen esitsizligi ve ||W,x||g'nn, m = 1,3 i¢in bulunan kestirimleri

kullanilarak

3
Varlly < 5e™ 5 il + kaHH MlPl ka 1~ foslly
2°
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k—1 k-1
3 M P 3 M, P
+5 My (M + M) e ; | frmsrallr + 7M™ ; [ Ak—stk—sll g
3 k—1
+§7'M16M1P1 Z HAllqﬂs 17 l(uk—s - uk—s—l)
s=1
k-1 k-1
< Cr il + el + 7D W fisiall + D M fomsir = Frmslly
s=1 s=1

k—1
+TZ |:HAkfsuk78”H + HAllg/Qs 1T 1(“’]6*5 - ukfsfl)
s=1

elde edilir; burada
3 3
My (M + Msjp) e, —MleMlpl} :

33
C7 = max ZeMibr
29 2 2

(4.35) formiilii, tiggen esitsizligi ve ||V,i||g'mn m = 1,5 igin bulunan kestirimleri

kullanilarak

33 3
4227 s = )| < e Ay + 36 |4 |+ SeM 1ol

2

1 ell + M| A = )|+ 27 M A

+Cr

k—1 k—1
LAl + el + 7D W fomsally + D M frmser = frslly
s=1 s=1

L+ a1l

k—1
+TZ |:||Ak—suk—s||H + HAII{&S 1T l(uk_s — uk‘—s—l)
s=1

bulunur. Yukaridaki sonuctan

HAzlf/QTfl(UkH - Uk)” < Cy [HAOUOHH + HA1/2 0

+Z||fs+1 fs||H+rZ[|Aus||H+HA”2 s = 1)

Cs = max {2 (%eMlPl,Ml, C7) } )

(4.34) ve (4.37)’deki kestirimler birlegtirilerek herhangi bir £, 1 < k < N, i¢in

H}] (4.37)

yazilabilir; burada

+ max £y

1/2_-1 B < H /2,1
vl + [ 47 o = )], < Co [ IAauolly + 143245, + oo
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+Z o = Foll +TZ (Al + || A3 s = )

J]

bulunur; burada

Cy = Cg + Cs.

Yukaridaki esitsizlikden

L+ a1l

J]

gl + | A7 s = )| < Cio [HAouoHH + || 45/

+Z||fs+1 fs||H+TZ[||Aus||H+HA” s~ s-1)

esitsiligi de yazilabilir; burada
Cro = (I —7Cy) " Cy.

Entegral egitsizliginin fark benzetimi uygulanarak

|| Apul|| sz + HAllf/QT_l(uk-l—l - uk)HH

< OH

I Aouoll; + || 45

k—1
+ max | fill g+ ) 1o _fSHH] (4.38)

H 0<s<k
elde edilir; burada

Cn = Cmeclmk-

(4.38)"deki kestirimin ispatinda oldugu (4.9-4.14) kestirimleri ve bunlara ek olarak
(4.27-4.31) kestirimleri kullanilarak

|72 Afugir || + HTQAzmT_I(UkH - uk)HH

< Cu |:HA0U0HH + HA1/2 0

+ 5],

0<s<k

k—1
- max [ fully + 3 o — szH] (4.39)
s=1

yazilabilir; burada

Cly =2(Cra+Cha)e (CratCas)r



75

oyle ki

M S5M; + M 3
(2 = max [(5 + Tl/2> eMbr (%) 6M3/2P3/27 6, §M2,

3
§M26M2P2, My (M, + M) (2€M1P1 + M1€M3/2P3/2):|

M
013 = max |:<3 + 71/2> 6M1P1 + 6M2P2,4€M1P1,M1 (I + M2) 6M1P1,2M2,

Moe™=P2 20 e |

Simdi, ||772 (ugr1 — 2ug 4+ ug—1)||; i¢in kestirim elde edilecektir. (4.4) kullamlarak her

k,1<k<N-—1,icin

Ugy1 — 2up + Up—1
2

< N Aguell g + 47 || 72 AR ||, + 1 el
H

-
yazilabilir. (4.38) ve (4.39) kestirimleri ve tiggen esitsizligi kullanilarak

Ups1 — 2Up + U1
2

T H

1/2

< C1s ||| Aouol| 5 + HAO U

0<s<k

N-1
L A, + g 1l + 3 W = Al
s=1

elde edilir; burada
015 = Imax {014 + 2_1011} .

Bu sonug Teorem 4.2'nin ispatini tamamlar.

4.3 Uygulamalar

[lk olarak, bir boyutlu hiperbolik denklem icin
uy — (a(t,x)uy), +ou=f(t,z), 0<t<T, 0<z<L,
w(0,7) = ¢ (x), W (0,2) =¥ (), 0<z < L, (4.40)
w(t,0) =wu(t,L), uy (t,0) =u, (t, L), 0<t<T

baglangi¢-deger problemi ele alinacaktir. Eger a(t,z) > a >0 (t € [0,T], = € [0,L]),
o (z)ve (z) (x €0,L)), f(t,z) (t €]0,T], z € [0, L]) fonksiyonlar1 tanim kiimelerinde
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yeterince piiriizsiiz ve 0 > 0 ise, bu durumda (4.40) probleminin ¢éziimii vardir ve tek-
tir. Bunun igin, (4.40) problemi, H = Ly [0, 1] Hilbert uzayinda 6z-adjoint pozitif

tanimli A (¢) operatorlii (1.1) baglangig deger problemine doniigtiiriilebilir.

Burada (4.40) probleminin ayriklagtirilmas: iki adimda incelenir. Birinci adimda
once,

0,L]p={z:2,=rh,0<r <M, Mh=1L}

ag uzay1 tammlanir. Sonra [0, L], arahigmda tammlanan " (z) = {¢"}1" " ag fonksiy-

onlar1, Lo, = Lo ([0, L],) Hilbert uzay: olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

M-1 3
(R (Z |90”|2h)
n=1
formiilii ile ifade edilir. Daha sonra da, (4.40) problemi tarafindan olugturulan A(t)

diferansiyel operatorii yerine

M-1

AS() Gt (t, 7)) = {— (a (t, ) u)n + (5un} (4.41)

1

formiiliiyle tammlanan Aj(t) fark operatorii alimr. Burada, Aj(¢) fark operatori
Ot) = M), ¢'(t) — () = eM(t) — ¢ 71(t) kosullarm saglayan ¢"(t,2) =
{go’“(t)}éw ag fonksiyonlari uzayinda tamimlanmigtir. A7 (¢) fark operatoriiniin yardimiyla

(4.40) baslangig deger problemi

d2u ht:v)+Aa:() (,x):fh(t,x), 0<t<T, xG[O,L]h,

dt?
W(0,2) = ¢(x), z € [0,L],, (4.42)
ul (0,2
W00 = yi(r), ¢ € [0, ],

adi diferansiyel denklem sistemine donitigtiiriiliir.

Ikinci adimda ise, (4.40) problemi icin (4.4) fark semas: kullamlarak,

.

& (s (@) = 2uf (2) +uf_y (2) + Af ()l + 7 (AR(0)) ulyy = Sl (@),
fi(z) = f*(tg,x), ts =kt, 1<k<N-1, Nr=T, z €[0,L],,
(uf () — ug () + TAF(0) (uf (2) — uf (z))
(fe () = A;(O)ug () + 9" (x) = € [0, L],
¢"(x), v €0, L],

3=

(4.43)
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fark semasi elde edilir.

Teorem 4.3. 7 ve h yeterince kiiglik sayilar olsun. Bu durumda (4.43) fark

semasinin ¢ozumiu icin

e [ G = o)l < [, et + e 2]

~2 (. h h o ,h
max HT (ukH—Quk—i-ukfl)

L2h x

gl I (e = fi-)l
+1 £ L2h+1§rkn§azx}fa1 T (fi = fis1) Lon

Iz,

<s[Jo

xT

7 ().,

Laop

kararlilik kestirimleri gegerlidir; burada M katsayist, 7, h, f (0 <k <N —1), " ve

" den bagimsizdir.

Teorem 4.3’iin ispati, soyut Teorem 4.1 ve (4.41) formiilii ile tanimlanan A7 (¢) fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak ¢ok boyutlu hiperbolik denklem icin

9%u(t,x)
o2

- (aT(tv x)ux'r)zr = f(t,&?),

( n
=1

T

= (T1,...,0,) €Q, 0<t <T,

’LL(O,:B) = 90($)7 % = w<l‘), S ﬁv

u(t,z) =0, x €S

\

(4.44)

baslagic deger problemi ele alinacaktir; burada 2, R™ n— boyutlu Euclid uzayinda S
sinir kiimesine sahip agik bir kiiptiir yani Q = {x = (21, - -, 2,,) : (0 <z; < 1,1 < j <n)};
Q= QUS; aynica a,(t,7) (x € Q), p(z), Y(z) (x € Q) ve f(t,z) (t € (0,T), v € Q)

verilen diizgiin fonksiyonlardir ve a,(t,z) > a > 0.

Burada da (4.44) probleminin ayriklagtirilmasi iki adimda incelenir. Birinci adimdan
once,

Qh = {:U =T = (hljb T 7hnjn)7.7 = (jla T '7jn)70 S jr S Mr>

h.M, =1, 7’:1,"',71}, Qh:dhﬂﬂ, Sh:dhﬂs
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ag uzayl tammlanir. Sonra ;, kiimesinde tanimlanan ¢"(z) = {@(him1,- - -, humy)}

ag fonksiyonlari, Loy = Lo (ﬁh) Banach uzay1 olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

2

le Il — = D 1" @) P b

Lon(S2n) —
T€Q

formiiliiyle ifade edilir. Daha sonra da, (4.44) problemi tarafindan olugturulan A(t)

diferansiyel operatorii yerine

n

A (Bt (L, x) = — Z (ar(t, x)uh>] (4.45)

formiiliiyle tamimlanan A7 (¢) fark operatorii alimir. Burada, A () fark operatérii Vo €
Sy, degerleri icin u"(t,r) = 0 kosullarim saglayan u"(t,z) ag fonksiyonlar uzayimnda

tanimlanmistir. A7 (t) fark operatérintin yardimiyla (4.44) baslangig deger problemi

Peln) L Az (tyuh(t,x) = fP(t,x), 0<t<T, x €,

u(0,2) = ' (x), = € O (4.46)

W0 _ h(a), €

adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir.

Ikinci adimda ise, (4.46) problemi icin (4.4) fark semas: kullamlarak,

4

L (uf (@) — 20} (2) + uf_y (2) + AR ()l + 5 (AR (1))l

= fi(x), fl(x) = f"(t, @),
ty,=kt, 1<kE<N-—-1, Nt =T, x €y,
_ (4.47)
ug = ", ot =Mx), v €W,
2l (2) — ug (2)) + TAF(0)(uf () — ug (x))

= 5(f} (@) = A O)uf (2)) +v" (2) . € .

\

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.4. 7 ve h yeterince kiiglik sayilar olsun. Bu durumda (4.47) fark

semasinin ¢ozimiu igin

h h
("2 + max ka HL )
1<k<N-1 ZTryJr 1l Loy, 1<k<N-1 2h

w0 (=), < M [nwhuhh £y
r=1
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—2 h h h
max HT U — 2up + up_ H
1<k<N—1 ( k+1 k k 1) Loy,
n n n
h h h
< (St |+t |+l
— TryJr L2h —1 TrZr,Jr L2h —1 > Lgh

1+ I (5 = ) ]

kararlilik kestirimleri gecerlidir; burada M katsayisi, 7, h, fI (0 <k < N —1), 4" ve

©"den bagimsizdir.

Teorem 4.4’iin ispati, soyut Teorem 4.2 ve (4.45) formiilii ile tamimlanan A7 (¢) fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.5’e dayanmaktadir.
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5 SAYISAL SONUCLAR

Elde edilen kararlilik esitsizliklerindeki sabit katsayilar i¢in net bir kestirim elde edile-
memektedir. Bu nedenle hiperbolik denklem i¢in agagidaki baslangi¢c deger problemi

ele alinmigtir:

(
ng’x) - g(tfﬂ)agaaﬁz =f(t,x), 0<t<l 0<z<m,
0,2) = p(x), u(0,2) =1(x), 0<z <,

= =

t,0) =u(t,m) =0, 0 <t <1, (5.1)
gt,x) =t+uz, f(t,z) = (1+t+x)exp(—t)sinz,

o(x) =sinz, Y(zr) = —sinx.

\
Bu problemin tam ¢oziimi

u(t,r) = exp(—t)sinx
seklindedir.

Buradaki (5.1) smur deger problemininin yaklagik ¢oziimlerini bulmak igin, bir-
inci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar1 kullamlmistir. Ikinei mertebeden,
katsayilar1 matris olan, k’ ya gore fark denklemleri elde edilmistir. Bu fark denklem-
lerini ¢ozmek igin tekrarli yontem kullanilmigtir. Sayisal denemelerin sonucu olarak
ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin birinci basamaktan dogruluklu fark

semalarina oranla daha dogru oldugu gosterilmistir.

5.1 Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

Burada birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (1.2) uygulanarak (5.1) prob-

leminin yaklagik ¢oziimleri icin

(AR (g0, SRS (),
ty, =k, v, =nh, 1 <E<N-1,1<n<M-—1,
ud = @(x,), T, =nh, 0 <n < M, (5.2)
u}i“% =Y(z,), T, =nh, 0<n <M,

\ ulgzuﬁsz,nggN
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birinci basamaktan dogruluklu fark semas: kurulur. Boylece, (M +1) x (M +1) boyutlu
dogrusal denklem sistemi elde edilmis olur. Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek

matris formunda yazilirsa,

AR UM L BUF 4 CUR ' = Do, 1<k <N -1,

(5.3)
U=, Ul=(1-7)U°% 0<n<M,
elde edilir. Burada,
0 0 o --- 0 0 1
e | 0 0
0 ab™ it ... 0 0 0
Ak — : : : : : :
0o 0 0 .- W &, 0
0 0 7 AT SR e
1 0 o - 0 0 0
L J (M1 % (M+1)
000 0 00
0 c O 0 00
0 0 c 0 00
B = ,
000 - c 00
0 00 0 c O
000 - 0 00
L d(M+1)x(M+1)
000 0 00
0 d 0 0 00 B .
10 - 0
0 0 d - 000
0 1 0
C — 7D - I
0 00 d 0 0
00 --- 1
000 -~ 04dO0 - 4 (M+1)x(M+1)
000 -+ 0020
L 4 (M+1)x(M+1)




82

Us
U; ..
Ur=| , s= k=1 k icin.
US
L "M ] (v x(1)
Ayrica,
e ST B R e P P R e Vs
n ]’L2 n 7_2 h2
2 1 1
c=——,d=—,e=—
7_27 7_27 7_7
sin xg
0, n=0,
i sin 1
=3 fltera), L<n< M -1, 9=
0, n= M, .
L SILM 4 (M+1)x1

Dolayisiyla, katsayilart matris olan, £’ ya gore ikinci mertebeden fark denklemleri elde
edilmis olur. Bu fark denklemlerini ¢bzmek igin
U = (A%) " Dyt — (AR) T BUR — (AR) T oUtY,
k=1,2--- N —1,
U=, Ul=(1-7)p, 0<n<M
iteratif yontemi kullamlir. Farklh N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin
sayisal ¢oztimlerini yukaridaki yontem ile bulan bir matlab programi Ek 1 kisminda

verilmistir. Sonuclar Boliim 5.3’de sunulmustur.

5.2 Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalari

Ilk olarak, ikinci basamaktan dogruluklu fark semast (3.3) uygulanarak, (5.1) prob-

leminin yaklagik ¢oziimleri i¢in

_ k+1 k+1, k41
( u’ffl—Quﬁ-i-ufL ! _ (t x ) “2+1_2“ﬁ+“ﬁ—1 + “nj—lfQunJr +unt1
2 9\lks Tn 22 n?
k—1 k—1 k—1
u, +1—2un +u, 7 . o o
+— Ah2 = - f(tka l’n), Tn = nha by = kT)

1<k<N-1,1<n<M-—1,
(5.4)

Zgo(xn),xn:nh, OS”SMa
1

_uo r U,}L 72’“,},{4"“4”_
n — 5 (% + f(o, xn)) + ¢($n),

T

T, = nh, 1§n§M—l,ulg:u’fw:0, 0<k<N

0
n
1
7

Un
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ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulur. Boylece, yine (M + 1) x (M +
1) boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmig olur. Bu dogrusal denklem sistemi

diizenlenerek matris formunda yazilirsa,

Ak UL 4 BRUR 4 R URL = D9* 1<k < N -1,
Ul=p, BU' =00+, 0<n<M

elde edilir. Burada

o 0 0 -- 0 0 1
af b af 0 0 0
0 af % 0 0 0
L : : :
0 0 O vi, , ak, ., 0
0 0 0 - afy Wiy afy
1 0 0 --- 0 0 0
L 4 (M41)x(M+1)
0 0 O 0 0 0
chodb ck 0 0 0
0 c& d& 0 0 0
Bf = :
0 0 0 i dhy S
o 0 0 --- 0 0 0
L 1 (1)< (v+1)
o 0 0 -- 0 0 0
af b ak 0 0 0
0 af b8 0 0 0
oF = oo : : :
0 0 0 --- bt , ai,, O
0 0 0 - ahy iy ahyy
o 0 0 -- 0 0 0
= 4 (M4+1)x(M+1)
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1 0 0
01 - 0
D = :
00 1
- 4 (M+1)x(M+1)
0 0 O 0 0 1
g ;oo 0 0 0
0 Jjo p2 -+ 0 0 0
FE =
0 0 0 JM—2 PM-—2 0
0 0 0 JM—1 PM—1 JM—1
1 0 O 0 0 0
B J4 (M+1)x(M+1)
Ayrica,
ak:_tk+xn k:i tr +x, k__tk_’_xn & _3 te +
n 4h2 ’ Un 2 2h2 ’ n 2h2 ) n 7_2 h2 ;
' el L | T L 0<k<N o<n<m
n— T ~15 n — o -, U = —, < < , <n< ,
J 2h? p T2 h?
sin g Yo
0, n=0, .
SN Ty ol
=1 fltpan), 1<n<M—1, , p= =
0, n=M, .
| sy | (411 | T (M41)x1

v = (—1+ 5(1 + o)) sin(z,), 0<n < M.

Dolayisiyla gene katsayilart matris olan, &k’ ya gore ikinci mertebeden fark denklemleri

elde edilmig olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek icin

[kl — (Ak)_l DY* — (Ak)_l BFUF — (Ak:)_l CkyR-1,
k=1,2,--- N —1,

Ul=p, U'=E"WU'+E"ly, 0<n<M

tekrarli yontem kullanihir. Farkhh N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin
sayisal ¢oztimlerini yukaridaki yontem ile bulan bir matlab programi Ek 2 kisminda

verilmistir. Sonuglar Boliim 5.3’de sunulmustur.



Ikinci olarak, ikinci basamaktan dogruluklu fark semas (4.4) ve

2u(m) — bu(m — h) + 4u(r — 2h) — u(m — 3h)

2u(0) — bu(h) + 4u(2h) — u(3h)

~ —u'(0) = O(1?),

- — '(r) = O(?),

formiilleri uygulanarak, (5.1) probleminin yaklagik ¢oztimleri igin

\

( ufﬁl—Quﬁ—I—uﬁ*l - (t T ) ufl+1f2ulfl+ufl_1
T2 G\l Ty 2h2
k41 k41 k41 k41, k41
2 [u To—du, T +6u, T —4u +1+u 1o .
_9<tk+1; $n)7- < = = 4hA = e — f(tka$n)7

Tp=nh, tp =k, 1 <E<N-1,1<n<M-—1,

ud = p(x,),r, =nh, 0<n< M,

U

1

Uy g~ 2 gy
(BB 1 £(0,20)) + ()
Tp=nh, 1 <n<M-—1,

1

0
n—Un

IR

T

uf =uk, =0, 0<k<N
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(5.6)

ikinci basamaktan fark semasi kurulur. Bdylece, yine (M + 1) x (M + 1) boyutlu

dogrusal denklem sistemi elde edilmis olur. Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek

matris formunda yazilirsa,

Ak Ukt 4 BRUR 4 CURL = DYF. 1<k < N —1,
Ul=p,EU' =00+, 0<n<M

elde edilir. Burada

AF =

- o O O

0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 O 0 -1 4 -5 0
vy ok bk Ak 0 0 0 0 0

K 4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Vi, o ks bk ak, s 0

0o 0 0 0 alzcwfz blfw-z C%—z bﬁ/I—Q aIJ\C/I—2
-5 4 -1 0 0 0 0 0 0

0O 0 0 O 0 0 0 0 0

(5.7)

4 (M+1)x(M+1)
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o o o O

o o o O

o o o O

0
0

d;

0

0

k
2

0 d

o o o O

o o o o

o o o O

0
0

d;

k
3

o o o o

o o o O

o o o O

o o o O

o o o O

o o o o

o o o O

@

o o O

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
v-s diy—s 0 0
Ay fir—s diy_s O
0 0 0 0
0 0 0 0] (M+1)x (M+1)
00 0|
0 00
0 00
0 00
0 00
e 00
0 00
00 0] (M41)x (M+1)
.
0
L] (M41)x (M+1)
o 1 |
0 0
0 0
Pv—2 0
PM-1 JM-1
0 0 d (r1)x (b4

86



87

Ayrica,
ak:_TQ(tk+xn> bk:7'2<tk—|—$€n) k:i_672(tk+£€n) dk:_tk—i_xn
" 4h4 o h* T 2 4h4 o h? 7’
w20 2(te 4 ) I, 1 T,
fi="0 p2 T op2r T 2 o2
1 1
e:—Q,v:;, 0<kE<SN, 0<n<M,
T
0 0 sin T Yo
, =1V, .
S111 T'q Y
=3 ftwn), 1<n<M—1, , p= ="
0, n= M, .
| ST ] LM ] gy

Yo = (=14 g(l + x,))sin(x,), 0 <n < M.

Dolayisiyla yine katsayilart matris olan, k&’ ya gore ikinci mertebeden fark denklemleri

elde edilmig olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek icin

UM = (AF) 7 Dok — (AR) T BRUR — (AF) T CRUR,
k=12 N-1,
U=, Ul=EWWU+EYy, 0<n<M

tekrarli yontem kullanihir. Farkhh N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin
sayisal ¢oztimlerini yukaridaki yontem ile bulan bir matlab programi Ek 3 kisminda

verilmistir. Sonuglar bir sonraki béliimde sunulmustur.

5.3 Hata Analizi

(5.1) probleminin tam ve yaklagik ¢oziimleri igin birinci ve ikinci basamaktan
dogruluklu fark semalar1 kullanilmigtir. (5.1) probleminin tam ve yaklagik ¢oziimleri
verilmistir. Sekillerde, Sekil 5.1-5.4’de farkli yaklagik ¢oztimlerin kendi aralarindaki ve
bunlarin tam ¢oztimle arasindaki farklar gozle goriiliir diizeyde degildir. Bunun igin

hata analizi de yapilmigtir.
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Tam gozim
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Figure 1: Sekil 5.1. Tam ¢6ziim

Birinci basamaktan dodruluklu fark semas

=
\\\\\\\\“‘ :
AN
s \\\\\\\\\\\\\\\
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VLTI fflﬂl!

e ﬂffffﬂffﬂ : \“\\‘{ >
R i
fllfl ff

Figure 2: Sekil 5.2. Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (1.2) ile sayisal ¢6ziim
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ikinci basamaktan dogruluklu fark gemasi (3.3)

Figure 3: Sekil 5.3. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi (3.3) ile sayisal ¢oziim

ikinci basamaktan dodruluklu fark gemasi (4.2)

- SR

e ARV

”5zszﬂfffffﬂfffffﬂf}f SR
\\\\\\\\{\\ )

i eI
i

2l
T
gy

Figure 4: Sekil 5.4. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.4) ile saysal ¢oziim
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Sonuclarin karsilagtirilmasi i¢in hatalar

1/2
N _ o
En _1<rlgll<a137{ 1 (Z‘ u(ti, ¥n) = ‘ h)
formuliiyle hesaplanmigtir. Burada u(tg, z,,), (5.1) probleminin gercek ¢oziimiinii ve u*

da (tg,x,) noktasinda sayisal ¢oziimii temsil etmektedir. Sonuglar asagidaki tablo da

gosterilmigtir.

Tablo 5.1. N = M = 30 degerleri i¢in farkh fark semalarinin hatalarinin

kargilagtirilmasi.

Fark Semalar: EY

Birinci basamaktan dogruluklu fark semas1 (1.2) | 0.0074

Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (3.3) | 0.0012

Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.4) | 0.0017

Tablo 5.2. N =30 ve M = 100 degerleri igin farkli fark gemalarinin hatalarinin

kargilagtirilmasi.

Fark Semalar: EY

Birinci basamaktan dogruluklu fark semas: (1.2) | 0.0076

Tkinci basamaktan dogruluklu fark semas: (3.3) | 0.0006

Tkinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.4) | 0.0008

Tablo 5.3. N = M = 100 degerleri igin farkh fark semalarinin hatalarinin

kargilagtirilmasi.

Fark Semalar1 EY,

Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (1.2) | 0.0023

Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (3.3) | 0.0001

Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.4) | 0.0001

Tablolardan da acgik bir sekilde goriildiigi gibi, ikinci basamaktan dogruluklu fark
semalar1 yontemi birinci basamaktan dogruluklu fark semasina kiyasla gercek ¢oziimlere

daha yakin sonuclar vermektedir. Ayrica N ve M arttikca hatalar azalmaktadir.
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6 SONUCLAR

Bu galismanin esas amaci hiperbolik denklemler i¢in kurulan iki adimh ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalarinin kararlilik kestirimlerini elde etmektir. Yapilan

bu ¢aligmanin sonucunda asagidaki orijinal sonuclar elde edilmigtir:

e Soyut (1.1) baglangic deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini bulmak icin, A2 (t)

operatorii tarafindan olusturulan, ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi

!/

T2 (U1 — 2up + 1) = [Allcfl +3 <Allcfl> } {_Allcflukﬂ

!/
[ = 120 (A2) | AL w0
~3Aksrtss + 3fen] + Al fon |

172 (412N | =12 ( 412\ ,-1/2
- { |:Ak{&-1 +3 (Ak{H) ] Akz—i-{ (Ak{H) Ak—l—{/Q
_ 1/2 1/2 - 172\’ 1/2)/ ~1/2
e (- ) s () - ()] facts (6.1
X [m7H (e — upr) — FAgur + 5 fi
+27 (At — Avur) — 27 (frr — i)
1<k<N-1, uy=u(0),
—1 T —1 T 1/2\" g-1/2__1

T (u1 — UQ) + §A1/22 (Ul + Uo) + b <A1/2> A1/2 T (u1 — Uo)

o 1/2 4—1/2
[ =3h +/41/2A1/2 U

kurulmusgtur.

e Soyut (1.1) baglangic deger probleminin yaklagik ¢éziimlerini bulmak igin, tam-
say1 kuvvetli olan bir A(t) operatorii tarafindan olusturulan, ikinci basamaktan

dogruluklu fark semasi

Ugt1—2Up+Up—1 1 1 _
S - S A A 3 Ak (Ukgr + Ug—1) = S,

Ak:A<tk),kaf(tk),tk:kT,lSkSN—l, NT:T, (62)
(I +72A40)7 Hur —uo) = 3(fo — Aowo) + 0, fo = f(0), uo = ¢

kurulmustur.

e Soyut (1.1) baglangig deger probleminin yaklagik ¢6ziimlerini bulmak igin, tam-

say1 kuvvetli olan bir A%(¢) operatorii tarafindan olusturulan, ikinci basamaktan
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dogruluklu fark semasi
% + Aguy + %Aiuk—l—l = J
A=Ay, fu=ftr),th =kr,1<k<N-1, Nr =T, (6.3)

(I 472 Ag)7 Hur —uo) = 5(fo — Aouo) + 1, fo = f(0), up = ¢

kurulmustur.
e (6.1) fark semasimin ¢6ziimii igin kararlilik kestirimleri elde edilmistir.
e (6.2) ve (6.3) fark semalarinin ¢oziimlerinin kararlihk kestirimleri elde edilmigtir.

e (6.2) ve (6.3) fark gsemalarinin ¢oziimlerinin kararh olduklari sayisal drneklerle

desteklenmigtir.
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EKLER

Ek 1. Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi icin Matlab Programi

function ftx

N=30; M=30;

x=linspace(0,pi,M+1);

t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

d=-2/(tau"2);

e=1/(tau"2);

U(:,1)=sin(x);

U(:,2)=(1-tau)*(sin(x));

for k=2:N;

for n=2:M+1;

A(n,n-1)=-g(t(k+1) x(n))/(h"2)+y(t(k+1))/(2*h);
A(n,n)=1/(tau"2)+2%g(t(k+1), x(n))/(h"2);
A(mn+1)=-g(t(k+1),x(n))/(h"2)-y(t(k+1))/(2*h);
B(n.n)=d; C(n,n)=e;

fii(n,k-1)=fF(t(k), x(n));

end;

A(LM+1)=1; A(M+1,1)=1;

B(M+1,M+1)=0; C(M+1,M+1)=0;
fii(1,k-1)=0:fii(M+1,k-1)=0;

U(: k+1)=inv(A)*(-B*¥U(:,k)-C*U(: k-1)+6i(: k-1));

end;



U

%% %% %% %% EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %% % % %% %%
for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(n-1)*h;

es(n, kik)=(exp(-t))*sin (x);

end;

end;

es

%% %% %% %% % %% END EXACT SOLUTION %% %% %% % % %%
%% %% % %% % % %% ERROR ANALYSIS %% % %% % % %% % % %%
for n=1:M-1;

for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmat1=abs(f);

fmat2=fmat1.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmatd=fmat3."(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%% %% % %% % % %% GRAPH OF THE SOLUTION %%%% % %% %
U;

es;
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[xler,tler|=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;
q=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

titleCEXACT SOLUTION); set(gca, ZLim’ [q w]);
rotate3d;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler,xler,U);

titleCEULER-ROTHER’); set(gca, ZLim’,[q w]);
rotatedd ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

%% %% % %% % % %% % %% END GRAPH %% %% % %% % % %% %%
function u=g(t,x);

u=(t+x);

function u=y(t);

u=0*(1+t);

function u=ff(t,x);

u=(1+t-+x)*(exp(-t))*(sin(x));

Ek 2. Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semas: (3.3) igcin Matlab

Programi

function stx

N=30; M=30;



x=linspace(0,pi,M-+1);
t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

U(:,1)=sin(x);

for k=2:N:

for n=2:M;
A1) =-g(t(k) x(n))/(4*(h°2)):
A(nn)=1/(tau"2)+g(4(k), x(n))/(25(h"2));
A+ 1) =-g(t(k) x(n))/(4%(1°2);
B(n,n-1)=-g(t (k) x(n)) /(2%(h"2));
B(n,n)=-2/(tan"2)+(t(k), x(n))/(h"2);
B(n,n+1)=-g(t(k).x(n))/(25(h"2));
D(n,n-1)=-tau/(2*(h"2))*x(n);
D(n,n)=1/tau+tau*x(n)/(h"2);
D(nn+1)=-tau/(2*(h"2))*x(n);
fii(n,k-1)=ff(t(k), x(n));
ro(n,1)=(-1+(tau/2)* (1+x(n)))*sin(x(n));
end:

A(1L,M+1)=1; AM+1,1)=1;

B(M+1,M+1)=0; C=A; C(1,M+1)=0; C(M+1,1)=0;

D(1,M+1)=1; D(M+1,1)=1;
D;

fi(1,k-1)=0; fii(M+1,k-1)=0;
ro(1,1)=0; ro(M+1,1)=0;

r0;
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U(:,1);

U(:,2)=inv(D)*(1/tau) *U(:,1)+inv(D)*ro(:,1);

U(: k+1)=inv(A)*(-B*¥U(: k)-C*U (: k-1)+hi(: k-1));

end;

%% %% % %% %% EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %% %% %%%
for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(n-1)*h;

es(n, kik)=(exp(-t))*sin(x);

end;

end;

%% %% % %% % %% %% %% END EXACT SOLUTION %%% % %% %
%% % % %% % % %% % %% ERROR ANALYSIS %%%% %%%% % %%
for n=1:M-1;

for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmat1=abs(f);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmatd=fmat3." (1/2);

sumerror=max(fmat4)

%% %% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %%% % %% %%
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U;

es;

[xler,tler|]=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;
gq=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

title("EXACT SOLUTION’); set(gea, ZLim’,[q w]);
rotatedd;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler xler,U);

title(EULER-ROTHER’); set(gca,’ZLim’,[q w]);
rotatedd ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

%% %% % %% % % %% % %% END GRAPH %% %% % %% % % %% % %%
function u=g(t,x);

u=(t+x);

function u=ff(t,x);

u=(1+t-+x)*(exp(-t))*(sin(x));

Ek 3. Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semas: (4.2) igin Matlab

Programi

function den

N=40; M=40;
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x=linspace(0,pi,M+1);
t=linspace(0,1,N+1);

h=pi/M; tau=1/N;

U(:,1)=sin(x);

for k=2:N;

for n=3:M-1;

An,n-2)=(-g(t(k) x(n))*(tau"2)) /(4*(h"4));

An,n-1)=(g(t(k),x(n))*(tau"2))/((h"4));

n,n+1)=(g(t(k),x(n))*(tau"2))/((h"4));
n,n+2)=(-g(t(k),x(n))*(tau"2))/(4*(h"4));
B(n,n-1)=-g(t(k).x(n))/((h"2));
B(n,n)=-2/(tau"2)+2*g(t(k), x(n))/(h"2);
B(n,n+1)=-g(t(k) x(n))/((h"2));
C(n,n)=1/(tau"2);

end;

for i=2:M;

D(i,i-1)=-tau/(2*(h"2))*x(i);
D(ii)=1/tau-+tau*x(i)/(h"2);
D(1,i+1)=tau/(2%(h"2))*x(i);

end;

for q=3:M-1;

fii(q.k-1)=1f(t(k), x(q));

end;

for w=2:M;

nn)=1/(tau"2)-(g(t(k), x(n))*(tau"2)*6)/(4*(h"4));
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ro(w,1)=(-14(tau/2)*(14+x(w)))*sin(x(w));

end;

A(LMA1)=1; A(2,2)=-5; A(2,3)=4; A(2,4)=1;
A(M+1,1)=1; AM,M)=-5; A(M,M-1)=4; A(M,M-2)=-1;
B(M-+1,M+1)=0;

C(M+1,M+1)=0;

D(1,M+1)=1; D(M+1,1)=1;

fi(1,k-1)=0; fii(M+1,k-1)=0;

ro(1,1)=0; ro(M+1,1)=0;

U(:,1);

U(:,2)=inv(D)*(1/tau)*U(:,1)+inv(D)*ro(:,1);

Ukt 1)=inv(A)* (-B*U (- k)-CFU (- k-1) +ii (- k-1));

end;

%% %% %% %% EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ %%%% %% %%
for n=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tan;

x=(n-1)*h;

es(n, kik)=(exp(-t))*sin(x);

end;

end;

%% %% % %% % % %% END EXACT SOLUTION %% %% %% % %%%
%% % %% %% % % % % %% ERROR ANALYSIS %% %% % %%%%%%

for n=1:M-1;
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for k=1:N-1;

f(n, k)=U(n+1, k+1)-es(n+1, k+1);

end;

end;

fmatl=abs(f);

fmat2=fmatl.*fmat1*h;

fmat3=sum(fmat2);

fmatd=fmat3.”(1/2);

sumerror=max(fmat4)

%% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% %%% % %% %%
U;

es;

[xler,tler|=meshgrid(0:tau:1, 0:h:pi);

table=[es;U]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=U;
gq=min(min(table));

w=max(max(table));

figure;

surf(tler,xler,es);

titleCEXACT SOLUTION); set(gca, ZLim’,[q w]);
rotatedd;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);

figure; surf(tler,xler,U);

titleCEULER-ROTHER’); set(gca, ZLim’,[q w]);
rotatedd ;

XLabel(’x axis’); YLabel(’t axis’);
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%% %% % %% % % %% % % %% % END GRAPH %% % %% % % %% % %%
function u=g(t,x);

u=(t*0+1+x);

function u=ff(t,x);

u=(1+t*0+14x)*(exp(-t))*(sin(x));
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