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1 ÖZET

Bu çal¬̧smada paralel plaka dalga k¬lavuzunda band-durduran i̧slevi gören
asimetrik, dielektrik yüklü oyuklardan Hz�polarize (TEM) dalgalar¬n yans¬-
mas¬ve iletimi, Wiener-Hopf tekni¼gi ile incelenmektedir. Problem Fourier
dönüşümü ile "Matris Modi�ye Wiener-Hopf" problemine indirgenmekte,
matris komütatif olmad¬¼g¬ndan çekirdek matrisin faktorizasyonu yap¬lama-
maktad¬r. Katsay¬lar¬henüz belli olmayan bir tak¬m sonsuz toplamlar i̧sin
içine kat¬larak üçüncü tip Modi�yeWiener-Hopf denklemleri dekuple edilmi̧stir.
Elde edilen denklem sistemleri nümerik olarak çözülmüş, oluklar¬n derinlik-
lerinin ve dielektrik malzemenin özelliklerinin yans¬yan ve iletilen alana etk-
isi incelenmi̧stir. Band -durduran �ltre olarak kullan¬labilecek bu düzenekde
asimetrik oyuklar sayesinde iki adet band-durduran merkez frekans de¼geri
elde edilmi̧stir. Daha sonra k¬lavuzun plakalar¬nda bulunan oluklar birinci
mertebeden empedans koşulu ile modellenip, problem tekrar çözülmüş ve
sonuçlar kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Oyuklu dalga k¬lavuzunda oyuk derinlikleri çok
küçük seçildi¼ginde sonuçlar empedans ile modellenen dalga k¬lavuzundaki
sonuçlar ile uyumlu olarak elde edilmi̧stir. Uygulamalarda genellikle nümerik
metodlarla çözülmüş bu tip problemler için bu çal¬̧sma, yöntem olarak bir test
imkan¬da verecektir.
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0.1 SUMMARY

In this study, a parallel plate waveguide with two opposing rectangular
grooves with di¤erent depths and �lled with di¤erent dielectric materials.
The solution is developed for the problem of re�ection of TEM polarized
waves by asiymetric grooves. The representation of the solution to the three
-part mixed boundry- value problem in terms of Fourier integrals leads to a
couple of simultaneous modi�ed Wiener_Hopf equations. By using the ana-
lytical properties of functions that occur, the simultaneous modi�ed Wiener-
Hopf equations are reduced to the solution of four in�nite systems of linear
algebraic equations. These systems are solved numerically and the band-
stop �lter characteristics of the re�ection coe¢ cient are studied in terms of
frequency, groove sizes and the parameters of the �lling dielectric material.
The results are compared with the second problem where the electric �lled
grooves are modelled with �rst-order impedance boundry conditions. The
band-stop �lter characteristics of a parallel plate waveguide with �nite length
impedance loading is investigated rigorously through the Wiener_Hopf tec-
nique. In order to obtain the explicit expresssions of the re�ection coe¢ cient
the problem is �rst reduced into two coupled modi�ed Wiener-Hopf equa-
tions and solved rigorously by using the pole removal method. It is observed
that when the one of the impedances is capacitive and takes large values, full
re�ection occurs. This con�guration may be used as a band stop �lter if one
of the impedances is inductive.

1



1 G·IR·IŞ

1.1 Konu ve Önemi

Mikrodalga frekanslar¬nda (300MHz-300 GHz) dalga k¬lavuzlar¬, sinyalleri iletmede

bir �ltre gibi davran¬r. Bu özellik dolay¬s¬yla mikrodalga teknolojilerinde band-

durduran ve band-geçiren �ltreler olarak sinyallerin ayr¬̧st¬r¬lmas¬nda kullan¬l¬r-

lar. Bu �ltre sistemleri bir çok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan de¼gi̧sik yöntemlerle in-

celenmi̧stir. Daha önceki klasik çözümlerde genellikle izole edilmi̧s süreksizlik-

lerin mevcut olmas¬ nedeni ile çözüm kolayl¬kla yap¬labiliyordu. Birden fazla

süreksizlik oluşmas¬halinde ve özellikle birbirlerine yak¬n olduklar¬pozisyonlarda

etkileşmeleri kolaylaşmakta, bu durum problemin analizini oldukça güçleştirmek-

tedir. Örne¼gin Verbitski [1] ve Veselov [2] taraf¬ndan dikdörtgen kesitli dalga

k¬lavuzuna N say¬da dikdörtgen kesitli, birbirine eş oyuk yerleştirilmi̧s ve problem

Floquet-mode teoremi arac¬l¬¼g¬ile çözülmüştür. Lee ve Eom [5] benzer problemi

bu kez paralel levha dalga k¬lavuzu için Fourier dönüşümü ve mode-uydurma yön-

temi ile incelemi̧sler, çözümü nümerik olarak elde etmi̧slerdir. Buna göre oyuk

say¬s¬ beşe kadar artt¬r¬ld¬¼g¬nda iletim alan¬n katsay¬s¬, merkez frekans¬ de¼ger-

ine göre band-durduran �ltre özelli¼gi göstermi̧stir. N=20 lerde ise alan¬n iletim

katsay¬s¬keskin düşüşler göstermi̧s, iki adet band durduran merkez frekans oluş-

muştur. Leo ve Eom [6] alt ve üst plakada birer oyuk bulunan paralel plakal¬

dalga k¬lavuzundan yans¬yan ve iletilen alan¬Fourier dönüşümü ve mod uydurma

yöntemlerini kullanarak analitik olarak hesaplam¬̧slard¬r. Oyuklar¬n derinliklerine

göre band-durduran frekansa bak¬lm¬̧s, derinlik artt¬kça band-durduran frekans
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küçülmüştür. Yans¬yan alan¬n genli¼ginin 0.1 oldu¼gu civarlarda band geni̧sli¼gi

daralm¬̧s yani Q (kalite faktörü) de¼geri artm¬̧st¬r. Hwang ve Eom [7] paralel

plakal¬dalga k¬lavuzunun alt levhas¬nda N adet ferrite-dolgulu oyuk bulunduran

yap¬y¬hem analitik hem de deneysel olarak incelemi̧slerdir. Analitik incelemeyi

Fourier dönüşümü ve mode-uydurma yöntemini kullanarak gerçekleştirmi̧sler ve

böyle bir yap¬n¬n band-durduran �ltre olarak kullan¬labilece¼gini göstermi̧slerdir.

Bu sonuca göre oyuktaki malzeme, merkez frekans de¼gerlerini etkilerken oyu¼gun

boyutlar¬�ltrenin özelliklerini belirlemi̧stir.

Mikrodalga ileti̧sim sistemlerinin h¬zla geli̧smesi askeri uygulamalarda da ken-

disini göstermi̧s ve geli̧stirilen sistemlerde birden çok istenmeyen sinyalin bast¬r¬l-

mas¬gereksinimini do¼gurmuştur. Ço¼gu band-durduran �ltre düzene¼gi yaln¬zca tek

band aral¬¼g¬için tasarlanm¬̧st¬r [8], [9]. Bu nedenle birden çok band aral¬¼g¬nda

band-durduran �ltre tasar¬m¬konusu giderek önem kazanmaktad¬r. ·Ikili band-

durduran �ltre tasar¬m¬yla ilgili ilk çal¬̧smalardan birisi Uchida [10] ve arkadaşlar¬

taraf¬ndan RF vericilerinde gürültü azaltmaya yönelik yap¬lm¬̧st¬r. Geni̧s bandl¬

sistemlerde iki ve daha fazla band-durduran �ltre tasar¬m¬na ili̧skin di¼ger bir

çal¬̧smada [11] mikroşerit yap¬l¬düzenekte denenmi̧s ve sinyallerdeki giri̧simlerin

bast¬r¬lmas¬amaçlanm¬̧st¬r.

Paralel plaka dalga k¬lavuzunda asimetrik oyuk tipi süreksizliklerin incelendi¼gi

bu çal¬̧smada, dominant TEM modunun, farkl¬ dielektrik malzeme ile doldu-

rulmuş dikdörtgen kesitli oyuk süreksizli¼ginden ard¬̧s¬k olarak yans¬ma ve ile-

timi incelenecektir. Dielektrik malzemenin parametrik özelliklerinin, oyuk de-

rinli¼ginin, oyuk say¬s¬n¬n ve geni̧sli¼ginin band-durduran �ltre tasar¬m¬na etkisi
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gözlemlenecektir.

·Ikinci problemde, oyuklar dielektrik malzeme yerine sonlu empedans s¬n¬r

koşulu ile modellenmi̧stir. Her iki problemde dalga k¬lavuzunda, süreksizlik yüzey-

leri d¬̧s¬ndaki k¬s¬mlar mükemmel iletken malzemeden oluşmuştur. Paralel plakal¬

dalga k¬lavuzlar¬nda yüzey empedans¬n¬n yans¬yan alan katsay¬s¬na etkisi bir çok

araşt¬rmac¬ taraf¬ndan incelenmi̧stir. Örne¼gin Johansen [23] x > 0 bölgesinde

mükemmel iletken, x < 0 bölgesinde ise yüzey empedans¬na sahip paralel plaka

dalga k¬lavuzundan saç¬l¬m, Heins and Feshbach [26] empedans süreksizli¼ginden

saç¬lma, Karajala ve Mitra [15], yar¬ sonsuz paralel plaka dalga k¬lavuzundan

k¬r¬n¬m¬n "mod uydurma" yöntemi ile çözümü ve B�uy�ukaksoy [21], yar¬sonsuz

dalga k¬lavuzunda birbirinden farkl¬ iki empedans s¬n¬r koşulu ile modellenmi̧s

dalga k¬lavuzundan ¬̧s¬n¬m¬incelemi̧slerdir.

1.2 Tezin Amac¬ve ·Içeri¼gi

Bu çal¬̧smada amaç, paralel plakal¬dalga k¬lavuzunda alt ve üst plakalarda farkl¬

derinli¼ge ve dielektrik malzemeye sahip iki dikdörtgen kesitli oyuk yap¬s¬n¬n TEM

modu yay¬l¬m¬na etkisinin incelenmesidir. Oyuklar¬dolduran malzemelerin dielek-

trik sabiti, oyuk derinlik ve uzunlu¼gunun de¼gi̧sen de¼gerlerinin dalga yay¬l¬m¬na

etkisi incelenecek, ikinci olarak dalga k¬lavuzundaki dielektrik malzeme ile dolu

oyuklar birinci mertebeden empedans s¬n¬r koşulu ile modellenerek elde edilen

sonuçlar birbiri ile kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r. Buradaki beklenti oyu¼gun derinli¼gi küçük

al¬nd¬¼g¬nda iki sonucun birbirine çok yak¬n ç¬kmas¬d¬r. Üst ve alt plakadaki

oyuklar¬dolduran malzemeler s¬ras¬yla "1;2; �1;2; k1;2; olarak al¬nm¬̧st¬r. Burada
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"; �; k s¬ras¬yla malzemenin elektriksel geçirgenli¼gi, magnetik geçirgenli¼gi ve dalga

say¬s¬n¬göstermektedir. Üç parçal¬kar¬̧s¬k s¬n¬r de¼ger problemi, Fourier dönüşümü

arac¬l¬¼g¬yla bir Matris Modi�ye Wiener-Hopf (WH) problemine indirgenmi̧stir.

Matris çarp¬m¬ komutatif olmad¬¼g¬ndan çekirdek matrisin faktorizasyonu için

geli̧stirilmi̧s genel bir yöntem yoktur. Burada, fonksiyonlar¬n analitik özellikleri

kullan¬larak, katsay¬lar¬başta bilinmeyen baz¬sonsuz seriler i̧sin içine kat¬lm¬̧s ve

üçüncü tip Modi�ye Wiener-Hopf denklemleri eşleştirilmi̧stir. ·Ilk problemin for-

mülasyonu Jones yöntemi ile, ikinci problem ise dual integral denklemler yöntemi

arac¬l¬¼g¬ile formüle edilmi̧stir [12].

Dört tak¬m sonsuz bilinmeyenli lineer denklem sistemine indirgenen prob-

lem, nümerik olarak C++ programlama dili ile çözülmüş, yans¬ma ve iletim kat-

say¬lar¬n¬n frekans ile de¼gi̧sim gra�kleri, farkl¬ oluk derinli¼gi,oluk uzunlu¼gu ve

dielektrik malzemeye ba¼gl¬olarak elde edilmi̧stir.

1.3 Kullan¬lan Notasyon

Bu çal¬̧smada genel olarak yayg¬n kullan¬ma sahip notasyonlar kullan¬lmaktad¬r.

Örne¼gin, kartezyen koordinatlar reel R3 uzay¬n¬n noktalar¬(x; y; z) ile, kompleks

C düzleminin noktalar¬da � ile gösterilmi̧stir. ��n¬n reel ve sanal k¬s¬mlar¬¬s-

ras¬yla Re ve =m ile belirlenmi̧stir.

� = Re(�) + i=m(�) (1.2)

c1; c2 2 R verilmi̧s birer say¬ olmak üzere, � n¬n regüler fonksiyonu olan tüm

fonksiyonlar C nin =m(�) > c1 ile tan¬ml¬B+ üst yar¬düzleminde (+) indisi ile,
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=m(�) < c2 ile tan¬ml¬B� alt yar¬düzleminde ise (-) indisi ile gösterilmi̧stir.

Burada c1 ve c2 say¬lar¬için kaŗs¬laş¬lan de¼gerler

B = B+ \B� (1.3)

ile tan¬ml¬B bölgesinin boş kümeden farkl¬bir küme olmas¬na olanak vermi̧stir.

Ele al¬nan Wiener- Hopf denklemleri bu sözü edilen B bölgesinde geçerlidir. Her

iki problemin formülasyonunda da Fourier dönüşümü kullan¬lm¬̧st¬r. Herhangi bir

f(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (�) =

1Z
�1

f(x)ei�xdx (1.4)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, jf(x)j < ec1x olmak üzere

F+(�) =

1Z
0

f(x)ei�xdx (1.5)

ile gösterilen F+(�); =m(�) > c1 ile belirli B+ üst yar¬-düzleminde, benzer şekilde

jf(x)j < ec2x iken

F�(�) =

0Z
�1

f(x)ei�xdx (1.6)

ile tan¬ml¬F�(�) ise =m(�) < c2 ile belirli B� alt yar¬-düzleminde ��n¬n birer

regüler fonksiyonu olurlar. Genel anlamda herhangi bir f(x) fonksiyonunun

Fourier dönüsümü olan F (�) fonksiyonu

F (�) = F�(�) + F+(�) (1.7)
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olarak ifade edilmi̧stir. L; =m(�) 2 (c1; c2) ile belirli yatay band içinde bulunan

herhangi bir yatay do¼gruyu göstermek üzere F (�)�n¬n ters Fourier dönüşümü

f(x) =
1

2�

Z
L

F (�)e�i�xd� (1.8)

ile belirlenmi̧stir.

Bu çal¬̧smada zamanla de¼gi̧sim sinüzoidaldir. Zaman çarpan¬ da, ! aç¬sal

frekans¬göstermek üzere e�i!t olarak al¬nm¬̧st¬r. k ile gösterilen dalga say¬s¬n¬n,

iletkenli¼gin s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gu bir ortamda, analitik uygunluk için ortam¬n

biraz kay¬pl¬, yani çok küçük pozitif bir sanal k¬sma sahip oldu¼gu varsay¬lacak,

bu da bize (1:3) ile tan¬ml¬B bölgesinin geni̧sli¼gi s¬f¬rdan farkl¬bir band olarak

al¬nmas¬na olanak verecektir. k
0
> 0; k

00
> 0 olmak üzere

k = k
0
+ ik

00
=
p
!2"�+ i!�� (1.9a)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Kay¬ps¬z bir ortam için geçerli çözüm analizin sonunda

k
00 ! 0 yap¬larak bulunur.

Dalga ¬̧s¬n¬m¬ probleminin matematiksel analizinde kullan¬lan Wiener-Hopf

yöntemi, Helmholtz denklemini içinde bar¬nd¬ran bir grup s¬n¬r de¼ger problemi-

nin çözümü olan tekil integral denkleminin Fourier dönüşümü al¬narak kompleks

tan¬ml¬bir fonksiyon denklemine dönüştürülmesidir. Bu dönüşüme Wiener-Hopf

denklemi denir. ·Ikinci önemli ad¬m ise bu dönüşümü al¬nan çekirdek fonksiy-

onunun faktorizasyon i̧slemidir [12]. 1952 de Jones prosedürü basitleştirmi̧s ve

Helmholtz denkleminin direkt olarak Fourier dönüşümünü alm¬̧s ve s¬n¬r koşullar¬n¬

kompleks tan¬ml¬kümede uygulam¬̧st¬r. Bu yaklaş¬ma Jones metodu denir. Prob-
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lem bu şekilde ele al¬nd¬¼g¬nda Wiener-Hopf yöntemi ile tam çözüm elde edebilmek

için iki şart gerçekleşmelidir:

WH1: Geometrideki k¬r¬n¬ma sebep olan engel sonsuz ince ve yar¬ sonsuz

uzunlukta olmal¬d¬r.

WH2: Fourier dönüşüm ekseni saç¬c¬cismin içinden geçmemelidir. Jones

daha sonra ayn¬tekni¼gin aşa¼g¬daki tan¬mlara uygun gruptaki geometriler için de

formal olarak uygun oldu¼gunu göstermi̧stir:

WH10: Engel sonlu uzunlukta ve kal¬nl¬kl¬olursa,

WH20: Fourer dönüşümü al¬nan eksen engel saç¬c¬cismin içinden geçerse.

WH10ve WH20, WH1 ve WH2 nin modi�ye olmuş halidir. E¼ger geometri s¬n¬f¬

WH10 ve WH2 durumunda ise problem birinci tip modi�ye WH denklemine,

WH1 ve WH20 durumu mevcut ise problem ikinci tip modi�ye WH denklem-

ine indirgenir. Birinci tip geometride çözüm dallanma noktas¬na sahip integral

e¼grisi ve bilinmeyen integrand, ikinci tip geometride ise çözüm sonsuz bilinmeyen

içerir. E¼ger geometri WH10 ve WH20 koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa problem üçüncü tip

modi�ye WH problemine indirgenir. Çözüm aşamas¬nda ise bu kez kaŗs¬m¬za

hem dallanma noktas¬hem de sonsuz bilinmeyen ç¬kar. Bu koşullarda problemin

istenilen sonucu için iyi bir yaklaş¬m metodu Jones taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r[10],

[11].

2 OYUKLUDALGAKILAVUZUNDAN SAÇILMA

2.1 Problemin Formülasyonu
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Her iki problemde ele al¬nan ¬̧s¬n¬m olay¬na kaynak teşkil eden TEMmodu k¬lavu-

zlanm¬̧s dalgalar

H i
z = u

i = exp(ikx) (2.1)

ile ifade edilmi̧s ve pozitif Ox yönünde yay¬ld¬¼g¬kabul edilmi̧stir. Şekil 2.1�de

gösterilen dalga k¬lavuzu S1 = fx; y; z : x 2 (0; `); y 2 (a; b); z 2 (�1;1); S2 =

fx; y; z : x 2 (0; `); y 2 (�a;�c); z 2 (�1;1)g; S3 = fx; y; z : x 2 (�1;1); y 2

(�a; a); z 2 (�1;1)g bölgeleri ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

Şekil 2.1. Problemin Geometrisi

z 2 (�1;1) olmak üzere toplam alan

uT =

8><>:
u1(x; y) ; a < y < b; x 2 (0; `)
ui + u3(x; y) ; �a < y < a; x 2 (�1;1)
u2(x; y) ; �c < y < �a; x 2 (0; `)

(2.2)

olarak ifade edilebilir. uj(x; y); j = 1; 2; 3 için Helmholtz denklemini sa¼glayan

bilinmeyen fonksiyonlard¬r. Bu fonksiyonlar aşa¼g¬daki s¬n¬r ve süreklilik koşullar¬

ile belirlenecektir.
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S¬n¬r koşullar¬:

@

@y
u1(x; b) = 0; 0 < x < ` (2.3a)

@

@x
u1(0; y) = 0; a < y < b (2.3b)

@

@x
u1(`; y) = 0; a < y < b (2.3c)

@

@y
u3(x; a) = 0; x 2 [(�1; 0) [ (`;1)] (2.3d)

@

@y
u3(x;�a) = 0; x 2 [(�1; 0) [ (`;1)] (2.3e)

@

@y
u2(x;�c) = 0; 0 < x < ` (2.3f)

@

@x
u2(0; y) = 0; � a < y < �c (2.3g)

@

@x
u2(`; y) = 0; � a < y < �c (2.3h)

Süreklilik koşullar¬:

eikx + u3(x; a) = u1(x; a); 0 < x < ` (2.3i)

Z

k

@

@y
u3(x; a) =

Z1
k1

@

@y
u1(x; a); 0 < x < ` (2.3j)

eikx + u3(x;�a) = u2(x;�a); 0 < x < ` (2.3k)

Z

k

@

@y
u3(x;�a) =

Z2
k2

@

@y
u2(x;�a) 0 < x < ` (2.3l)

ile ifade edilmi̧stir. Burada Z0 =
p
�0="0; Z1 =

p
�1="1; ve Z2 =

p
�2="2

s¬ras¬yla boş uzay¬n, üst oyuktaki dielektrik malzemenin, ve alt oyuktaki dielektrik

malzemenin karakteristik empedans¬d¬r.

u1 alan¬y 2 (a; b) bölgesinde x 2 (0; `) için Helmholtz denklemini sa¼glar
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�
@2

@x2
+
@2

@y2
+ k21

�
u1(x; y) = 0: (2.4)

(2:4) denkleminin sonlu aral¬k için Fourier dönüsümü al¬n¬rsa

�
@2

@y2
+ k21

�
G1(�; y) +

Z `

0

@2

@x2
u1(�; y)e

i�xdx = 0 (2.5)

elde edilir. Yukar¬daki integrale iki kere k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda�
@2

@y2
+K2

1(�)

�
G1(�; y) = �i�u1(0; y) + i�ei�`u1(`; y) (2.6)

diferansiyel denklemi bulunur. Burada K1(�) şekil (2.2) de gösterildi¼gi gibi

K1(0) = k1 olacak şekilde kesilmi̧s kompleks �� düzleminde

K1(�) =
q
k21 � �2 (2.7)

ile tan¬ml¬karekök fonksiyonudur.

G1(�; y) =

Z `

0

u1(x; y)e
i�xdx (2.8)

ile gösterilen G1(�; y) fonksiyonu ise � n¬n bir tam fonksiyonudur. (2:6) deki sa¼g

yanl¬diferansiyel denklem için sabitlerin de¼gi̧simi metodu kullan¬ld¬¼g¬nda çözüm

G1(�; y) = A(�) cos [K1(�)(y � b)] +B(�) sin [K1(�)(y � b)]�
i�

K1(�)
�Z b�y

0

�
f(b� t)� ei�`g(b� t)

�
sin [K1(�)(b� t� y)] dt (2.9)

olarak bulunur. Burada A(�) ve B(�) henüz bilinmeyen spektral katsay¬lard¬r.

(2:9) denklemine (2:2a) s¬n¬r koşulu uyguland¬¼g¬nda B(�) = 0 elde edilir. Böylece

denklem

10



G1(�; y) = A(�) cos [K1(�)(y � b)]�

i�

K1(�)

Z b�y

0

�
f(b� t)� ei�`g(b� t)

�
sin [K1(�)(b� t� y)] dt (2.10)

haline gelir. Burada f(y) ve g(y) fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r:

f(y) = u1(0; y) ; g(y) = u1(`; y): (2.11)

(2:10) denklemine (2:2j) süreklilik koşulu uyguland¬¼g¬nda

A(�) =
�"1
"
_F1(�; a) + i�

R b�a
0
[f(b� t)� ei�`g(b� t)] cos [K1(�)(b� t� a)] dt

(a� b)K1(�) sin[K1(�)(a� b)]
(2.12)

ifadesine eşit olur. Böylece (2:10) ifadesi

G1(�; a) =
�"1
"
_F1(�; a) + i�

R b�a
0
[f(b� t)� ei�`g(b� t)] cos [K1(�)(b� t� a)] dt

(a� b)K1(�) sin[K1(�)(a� b)]
�

cos [K1(�)(a� b)]�
i�

K1(�)

Z b�a

0

�
f(b� t)� ei�`g(b� t)

�
sin [K1(�)(b� t� a)] dt

(2.13)

olarak elde edilir. Burada F1 fonksiyonu �a < y < a ve x 2 (�1;1) bölgesinde

tan¬ml¬u3(x; y) fonksiyonunun Fourier dönüşümünden elde edilen fonksiyondur.

_F1(�; a) ise F1(�; y) fonksiyonunun y ye göre al¬nm¬̧s türevi olup,

_F1(�; a) =
@

@y
F1(�; y)jy=a (2.14)

ile gösterilmi̧stir. (2:13) denkleminin sol yan¬sonsuz hariç tüm ��düzleminde

regülerdir. Sa¼g tarafta ise regülerli¼gi

K1(�) sin[K1(�)(a� b)] (2.15)

11



fonksiyonunun s¬f¬rlar¬bozmaktad¬r.Bu s¬f¬rlar¬� = ��m ler ile gösterirsek

�m =

r
k21 � [

m�

b� a ]
2 =m(�m) > =m(k1) m = 0; 1; 2; ::: (2.16)

basit kutuplar¬bulunur. (2:13) deki kesir ifadesi tamamen birinci mertebeden

kutuplardan oluştu¼gundan rezidüsü

Rez(G1(�m; a)) =

lim
�!��m

�"1
"
_F1(�; a)� i�m

R b�a
0
[f(b� t)� e�i�m`g(b� t)](�1)mdt�

@
@�
f(a� b)K1(�) sin[K1(�)(a� b)]g

� (2.17)

i̧slemiyle hesaplan¬r ve

"1
"
_F1(��m; a) = �i�m(�1)m(

b� a
2
)[fm � e�i�m`gm] (2.18)

eşiti¼gi elde edilir. Burada fm; gm; K1m

fm =
2

b� a

Z b�a

0

f(b� t) cos(K1mt)dt (2.19)

gm =
2

b� a

Z b�a

0

g(b� t) cos(K1mt)dt (2.20)

K1m = K1(�m) = K1(�) =
q
k21 � �2m (2.21)

eşitlikleri ile ifade edilmi̧stir. Böylece dalga k¬lavuzunun üst bölgesine ait u1 alan

fonksiyonunun kompleks � düzlemine göre dönüşümü en basit hale indirgenmi̧s

olur.

u3(x; y) alan fonksiyonu, �a < y < a ve x 2 (�1;1) bölgesinde Helmholtz

denklemini sa¼glar: �
@2

@x2
+
@2

@y2
+ k2

�
u3(x; y) = 0 (2.22)

12



(2:22) denkleminin sonsuz aral¬k için Fourier dönüşümü al¬n¬rsa

�
@2

@y2
+K2(�)

�
F (�; y) = 0 (2.23)

bulunur. Burada K(�)

K(�) =
p
k2 � �2 ; K(0) = k (2.24)

olarak tan¬mlanan karekök fonksiyonudur. (2:23) denklemindeki F (�; y) fonksiy-

onu

F�(�; y) =

Z 0

�1
u3(x; y)e

i�xdx (2.25a)

F+(�; y) =

Z 1

`

u3(x; y)e
i�(x�`)dx (2.25b)

F1(�; y) =

Z `

0

u(x; y)ei�xdx (2.25c)

fonksiyonlar¬n¬n toplam¬olarak yaz¬l¬rsa

F (�; y) = F�(�; y) + F1(�; y) + e
i�`F+(�; y) (2.25d)

ifadesi elde edilir. Fourier integralinin analitik özelliklerine ba¼gl¬olarak (2:25a�b)

ile tan¬mlanan ve henüz bilinmeyen F�(�; y) ve F+(�; y) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

=m(�) < =m(k) ve =m(�) > =m(�k) bölgelerinde regüler, (2:25c) deki bilin-

meyen F1(�; y) fonksiyonu ise ayn¬bölgede bir tam fonksiyondur. (2:23) homojen

diferansiyel denkleminin çözümü olan

F�(�; y) + F1(�; y) + e
i�`F+(�; y)

= B1(�) cos(K(�)y) +B2(�) sin(K(�)y) (2.26)
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ifadesine (2:2d) ve (2:2e) s¬n¬r koşullar¬uygulan¬rsa B1(�) ve B2(�) spektral kat-

say¬lar¬

B1(�) = �
_F1(�; a)� _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

; B2(�) =
_F1(�; a) + _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

(2.27)

bulunmuş olur. Bu katsay¬lar (2:26) denkleminde yaz¬ld¬¼g¬nda alan fonksiyonunun

� ya ba¼gl¬ifadesi

F�(�; y) + F1(�; y) + e
i�`F+(�; y) = �

_F1(�; a)� _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

cos(K(�)y)+

_F1(�; a) + _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

sin(K(�)y) (2.28)

olarak elde edilir.

Ve son olarak �c < y < �a bölgesinde x 2 (0; `) için Helmholtz denklemini

sa¼glayan u2(x; y) fonksiyonunun sonlu Fourier dönüşümü al¬nd¬¼g¬nda�
@2

@y2
+K2

2(�)

�
H1(�; y) = �i�u2(0; y) + i�ei�`u2(`; y) (2.29)

denklemi elde edilir. Burada H1(�; y) fonksiyonu

H1(�; y) =

Z `

0

u2(x; y)e
i�xdx (2.30)

olarak, K2(�) fonksiyonu ise

K2(�) =
q
k22 � �2; K2(0) = k2; =m(k2) > =m(k) (2.31)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. (2:29) denkleminin çözümü ise

H1(�; y) = C(�) cos [K2(�)(y + c)]�

i�

K2(�)

Z �y�c

0

h
~f (t� c)� ei�`~g(t� c)

i
sin [K2(�)(t� y � c)] dt (2.32)
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şeklindedir. Burada ~f (y) ve ~g(y) fonksiyonlar¬

~f(y) = u2(0; y); ~g(y) = u2(`; y)

fonksiyonlar¬n¬temsil etmektedir. (2:32) denkleminde (2:2`) koşulunun Fourier

dönüşümü uyguland¬¼g¬nda

H1(�;�a) =
"2
"
_F1(�;�a) + i�

R a�c
0
[ ~f(t� c)� ei�`~g(t� c)] cos [K2(�)(t+ a� c)] dt
K2(�) sin[K2(�)(a� c)]

�

cos [K2(�)(a� c)]�
i�

K2(�)
�Z a�c

0

h
~f(t� c)� ei�`~g(t� c)

i
sin [K2(�)(t+ a� c)] dt (2.33)

denklemi elde edilir. (2:33) denkleminin sol yan¬sonsuz hariç tüm ��düzleminde

regülerdir. Sa¼g tarafta ise

K2(�) sin[K2(�)(c� a)] (2.34)

fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ndan meydana gelen basit kutuplar regülerli¼gi bozmak-

tad¬r. Üst ve alt yar¬��düzleminde bulunan kutuplar

~�m = �
r
k22 � [

m�

c� a ]
2 m = 0; 1; 2::::=m(~�m) > =m(k2) m = 0; 1; 2; :::

(2.35)

olarak bulunmuştur. (2:17) de yap¬lan i̧slemin tekrar¬ile rezidü teoreminden

"2
"
_F1(�~�m;�a) = �i~�m(�1)m(

c� a
2
)[ ~fm � e�i~�m`~gm] (2.36)

koşulu elde edilir. Burada

~fm =
2

c� a

Z c�a

0

~f(c� t) cos(K2mt)dt (2.37)

~gm =
2

c� a

Z c�a

0

~g(c� t) cos(K2mt)dt (2.38)
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K2m = K2m(�) (2.39)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. (2:2i) ve (2:2k) süreklilik koşullar¬n¬n Fourier dönüşümleri

al¬n¬r, (2:13) ifadesi (2:28) ve (2:33) denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa

L1(�) _F1(�; a)�
_F1(�;�a)

K2(�)M(�)
+ F�(�; a) + e

i�`F+(�; a) =

ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�

K1(�) sin[K1(�)(a� b)]

Z b�a

0

[ ~f(b� t)�ei�`~g(b� t)] cos [K1(�)t] dt

(2.40)

ve

�
_F1(�; a)

K2(�)M(�)
� L2(�) _F1(�;�a) + F�(�;+a) + ei�`F+(�;�a)

=
ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�

K2(�) sin[K2(�)(c� a)]
�Z a�c

0

h
~f (t� c)� ei�`~g(t� c)

i
cos [K2(�)t] dt (2.41)

denklemleri elde edilir. (2:40) ve (2:41) denklemleri Im(�k) < Im(�) < Im(�k)

bölgesinde geçerli olan üçüncü tip modi�ye Wiener-Hopf denklemleridir. L1;2(�)

çekirdek fonksiyonlar¬ve içerdi¼gi fonksiyonlar

L1;2(�) =
N1;2(�)

K2(�)M(�)K1;2(�)P1;2(�)
(2.42)

N1(�) = K1(�) sin[K1(�)(b� a)] cos[2K(�)a]+

"1
"
K(�) sin[2K(�)a] cos[K1(�)(b� a)] (2.43)

N2(�) = K2(�) sin[K2(�)(c� a)] cos[2K(�)a]+

"2
"
K(�) sin[2K(�)a] cos[K2(�)(c� a)] (2.44)
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M(�) =
sin[2K(�)a]

K(�)
; P1(�) =

sin[K1(�)(b� a)]
K1(�)

; P2(�) =
sin[K2(�)(c� a)]

K2(�)

(2.45)

eşitlikleri ile belirlenmi̧stir.

(2:37�2:38) ve (2:40�2:41) denklemlerinde bulunan f(b�t); g(b�t); ~f(c�t)

ve ~g(c� t) fonksiyonlar¬Fourier kosinüs serisine aç¬ld¬¼g¬nda fonksiyonlar

"
f(b� t)
g(b� t)

#
=

1X
m=1

"
fm

gm

#
cosK1mt (2.46)

"
~f(c� t)
~g(c� t)

#
=

1X
m=1

"
~fm

~gm

#
cosK2mt (2.47)

ifadelerine dönüşür. (2:46) ve (2:47) ifadeleri (2:40) ve (2:41) denklemlerinde

yerine yaz¬l¬r ve seriye açma ile integral alma i̧slemleri yer de¼gi̧stirilirse

L1(�) _F1(�; a)�
_F1(�;�a)

K2(�)M(�)
+ F�(�; a) + e

i�`F+(�; a)

=
ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�

K1(�) sin[K1(�)(a� b)]
�

1X
m=1

�
fm � ei�`gm

� Z a�b

0

cosK1mt cos [K1(�)t] dt (2.48)

ve

�
_F1(�; a)

K2(�)M(�)
� L2(�) _F1(�;�a) + F�(�;+a) + ei�`F+(�;�a)

=
ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�

K2(�) sin[K2(�)(c� a)]
�

1X
m=1

h
~fm � ei�`~gm

i Z a�c

0

cosK2mt cos [K2(�)t] dt (2.49)
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eşitlikleri elde edilir. Trigonometrik fonksiyonlar¬n özellikleri kullan¬larak inte-

grallar hesapland¬¼g¬nda

L1(�) _F1(�; a)�
_F1(�;�a)

K2(�)M(�)
+ F�(�; a) + e

i�`F+(�; a)

=
ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�
1X
m=1

(�1)m [fm � e
i�`gm]

�2 � �2m
(2.50)

ve

_F1(�; a)

K2(�)M(�)
� L2(�) _F1(�;�a) + F�(�;+a) + ei�`F+(�;�a)

=
ei`(�+k) � 1
i(�+ k)

� i�
1X
m=1

(�1)m
"
~fm � ei�`~gm
�2 � ~�2m

#
dt (2.51)

olarak eşleştirilmi̧s Wiener-Hopf denklemi elde edilir. Bundan sonraki aşama bu

denklemlerin çözülmesidir.

2.2 Modi�ye Wiener -Hopf Denkleminin Çözümü

Bu bölümde (2:50) ve (2:51) de bulunan Modi�ye Wiener-Hopf denklemlerinin

çözümü klasik prosedür ile elde edilecektir. Öncelikle çok önemli bir basamak

olan faktorizasyon i̧slemi ile başlanacak, s¬ras¬yla (2:50) ve (2:51) denklemlerinde

karmaş¬k türden olan baz¬ fonksiyonlar¬n çarpanlar¬belirlenecektir. Faktoriza-

syonda amaç (2:48) ve (2:49) denklemlerinde ortaya ç¬kan Lj ( j = 1; 2) çekirdek

fonksiyonlar¬n¬

Lj(�) = L
+
j (�)L

�
j (�) (2.52)

biçiminde yazmakt¬r. Burada L+j (�) üst yar¬düzlemde regüler olan ve bu bölgede

s¬f¬r¬bulunmayan bir fonksiyonu, L�j (�) ise alt yar¬düzlemde regüler olan ve bu
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bölgede s¬f¬r¬bulunmayan bir fonksiyonu göstermektedir.

L+j (�) =
N+
j (�)

(k + �)(kj + �)M+(�)P+j (�)
j = 1; 2 (2.53)

bulunur. Yukar¬da belirtildi¼gi gibiM+(�); P+j (�); N
+
j (�) veM

�(�); P�j (�); N
�
j (�)

fonksiyonlar¬

=m(�) > =m(�k) ve =m(�) < =m(k)

bölgesinde s¬f¬rlar¬ olmayan ,regüler fonksiyonlard¬r. Faktorizasyon sonucunda

art¬fonksiyonlar¬n aç¬k ifadesi aşa¼g¬daki gibi belirlenmi̧stir [9].

N+
1 (�) = [k1 sin(k1(b� a)) cos(2ka) + "1rk sin(2ka) cos(k1(b� a))]

1
2�

expfi�(b+ a)
�

[1� C � ln( j�j(b+ a)
�

) + i
�

2
]g

1Y
m=0

(1 +
�

�m
) exp(

i�(b+ a)

(m+ 1)�
)

(2.54)

N+
2 (�) = [k1 sin(k1(b� a)) cos(2ka) + "1rk sin(2ka) cos(k1(b� a))]

1
2�

expfi�(c+ a)
�

[1� C � ln( j�j(c+ a)
�

) + i
�

2
]g

1Y
m=0

(1 +
�


m
) exp(

i�(c+ a)

(m+ 1)�
)

(2.55)

M+(�) = [
sin(2ka)

k
]
1
2�expfi�2a

�
[1�C�ln( �

ka
)+i

�

2
]g

1Y
m=0

(1+
�

�m
) exp(

2i�a

(m+ 1)�
)

(2.56)

P1(�) = [
sin(k1(b� a))

k1
]
1
2 � expfi�(b� a)

�
[1� C � ln( j�j(b� a)

�
) + i

�

2
]g �

1Y
m=0

(1 +
�

�m+1
) exp(

i�(b� a)
(m+ 1)�

) (2.57)
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P2(�) = [
sin(k2(c� a))

k2
]
1
2 � expfi�(c� a)

�
[1� C � ln( j�j(c� a)

�
) + i

�

2
]g�

1Y
m=0

(1 +
�

~�m+1
) exp(

i�(c� a)
(m+ 1)�

): (2.58)

N1(�); N2(�); P1(�) ve P2(�);M(�) çift fonksiyonlar¬n¬n kökleri s¬ras¬yla �m;


m; �m; ~�m ve �m lerdir. (Şekil 2.2)

N1(�m) = 0; N2(
m) = 0

M(�m) = 0

P1(�m) = 0; P2(~�m) = 0 m = 1; 2; 3::: (2.59)

Çift fonksiyon özelli¼ginden

N�
j (�) = N+

j (��)

M�(�) = M+(��)

P�j (�) = P+j � (�) j = 1; 2 (2.60)

ifadeleri kullan¬labilir. (2:54 � 2:58) denklemlerindeki "1r ve "2r de¼gerleri dalga

k¬lavuzunda üst ve alt oyu¼gun dolduruldu¼gu farkl¬dielektrik malzemelerin nor-

malize iletkenli¼gidir. Ayn¬denklemlerde kullan¬lan C ise Euler sabiti olup de¼geri

0:57721:::�e eşittir.

L�j (�) fonksiyonlar¬n¬n regüler olduklar¬bölgelerde j�j ! 1 için davran¬̧s¬n¬n

L�j (�) = j�j�
1
2 ; j = 1; 2 (2.61)

oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir [14].

(2:48) denklemi 1=L�1 (�) ile çarp¬ld¬¼g¬nda
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L+1 (�) _F1(�; a) +
1

iL+1 (k)(k + �)
+
(k1 � �)P�1 (�) _F1(�;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+
1 (�)

+

ei�`F+(�; a)

L�1 (�)
� ei�l+ikl

iL�1 (�)(�+ k)
+

1X
m=1

(�1)m+1
�
fm � ei�`gm

�
i�

L�1 (�)(�
2 � �2m)

= �F�(�; a)
L�1 (�)

+
1

iL+1 (k)(k + �)
� 1

i(k + �)L�1 (�)
� (k1 � �)P

�
1 (�) _F1(�;�a)

N�
1 (�)(k + �)M

+
1 (�)

+

ei�`F+(�; a)

L�1 (�)
� ei�`+ikl

iL�1 (�)(�+ k)
� (k1 � �)P

�
1 (�) _F1(�;�a)

N�
1 (�)(k + �)M

+
1 (�)

(2.62)

ifadesi elde edilir. Yukar¬daki eşitli¼gin sol yan¬ndaki ilk iki terim üst yar¬düzlemde

kesin regüler olan terimlerdir. Ayn¬ şekilde ikinci yan¬n birinci terimi alt yar¬

düzlemde regülerdir. Sa¼g yandaki üçüncü terim kar¬̧s¬k bir terimdir. Paydadaki

(k + �) çarpan¬n¬n � = �k da basit kutbu vard¬r. Bu kutbu ortadan kald¬rmak

için üst yar¬düzlemde regüler olan ikinci terim eşitli¼gin her iki yan¬na eklenmi̧stir.

Di¼ger kar¬̧s¬k terimlerden gelen basit kutup katk¬lar¬n¬n hesab¬için rezidü teoremi

kullan¬lacakt¬r. Buna göre aşa¼g¬daki düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

L+1 (�) _F1(�; a) +
1

iL+1 (k)(k + �)
+

4X
j=1

I+j (�)

= �F�(�; a)
L�1 (�)

� 1

i(k + �)L�1 (�)
+

1

i(k + �)L+1 (k)
+

4X
j=1

I�j (�)

(j = 1; 2; 3; 4) (2.63)

elde edilir. (2:63) eşitli¼ginde kutuplardan gelen katk¬lar toplam ifadesi ile gös-

terilmektedir. Sol taraftaki toplam i̧sareti ile L+ integral e¼grisi boyunca hesa-

planacak dört integral fonksiyonu, sa¼g taraftaki toplam i̧sareti ile de L� integral

e¼grisi boyunca integrali al¬nacak olan di¼ger dört integral fonksiyonu gösterilmek-

tedir. Bu fonksiyonlar I�j (�) fonksiyonlar¬olarak aşa¼g¬da tan¬mlanm¬̧st¬r:
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I+1 (�) = �
1

2�i

Z
L+

(k1 � �)P�1 (�) _F1(� ;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+
1 (�)(� � �)

d� (2.64)

I+2 (�) =
1

2�i

Z
L+

ei�`F+(� ; a)

L�1 (�)(� � �)
d� (2.65)

I+3 (�) = �
eik`

2�i

Z
L+

ei�`

iL�1 (�)(� + k)(� � �)
d� (2.66)

I+4 (�) =
1

2�i

1X
m=1

(�1)m+1
Z
L+

�
fm � ei�`gm

�
i�

L�1 (�)(�
2 � �2m)(� � �)

d� (2.67)

I�1 (�) = �
1

2�i

Z
L�

(k1 � �)P�1 (�) _F1(� ;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+
1 (�)(� � �)

d� (2.68)

I�2 (�) =
1

2�i

Z
L�

ei�`F+(� ; a)

L�1 (�)(� � �)
d� (2.69)

I�3 (�) = �
eik`

2�i

Z
L�

ei�`

iL�1 (�)(� + k)(� � �)
d� (2.70)

I�4 (�) =
1

2�i

1X
m=1

(�1)m+1
Z
L�

�
fm � ei�`gm

�
i�

L�1 (�)(�
2 � �2m)(� � �)

d� (2.71)
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duzlem

2:pdf

Şekil 2.2. Kompleks Düzlem

(2:65 � 2:68) integralleri için analitik bölge uygun seçimlerle alttan ya da üst-

ten kapat¬larak Cauchy rezidü teoremi uygulan¬r. ·Integral e¼grileri L� (1:5) de

tan¬mlanm¬̧st¬. Buradan gelen katk¬(2:62) denklemini

L+1 (�)
_F1(�; a)�

(k1 � �)P�1 (�) _F1(�;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+(�)
+

1X
m=1

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(�� �m)

+

ei�`
F+(�; a)

L�1 (�)
�

1X
m=1

ei�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

i�ei�`(�1)mgm
L�1 (�)(�

2 � �2m)
+

1X
m=1

1X
n=1

i(�1)mgm�nei�n`T2n
�N1(�n)(�� �n)(�2n � �2m)

+
1X
m=1

i(�1)mfm
2L+1 (�m)(�+ �m)

=
1

iL+1 (k)(k + �)
� ei(�+k)`

iL�1 (�)(k + �)
+ eik`

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(�m)(k + �m)(�� �m)
(2.72)

ifadesine dönüştürür. Dekompoze i̧slemi tamamlanarak (2:72) denkleminin sa¼g

yan¬alt yar¬düzlemde, sol yan¬ise üst yar¬düzlemde regüler olan fonksiyonlar¬n

toplam¬ şeklinde yaz¬lm¬̧st¬r. Denkleminin sol yan¬S+(�); sa¼g yan¬ da S�(�)

olarak adland¬r¬l¬rsa, analitik devam ilkesi özelli¼gine göre bir tam fonksiyon olan

S(�)
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S(�) =

(
S�(�); Im (�) < Im (k)

S+(�); Im (�) > Im (�k)

)
(2.73)

olarak tan¬mlanabilir. S�(�) veya S+(�) fonksiyonlar¬n¬n (�!1) için davran¬̧s¬

belirlenirse bu tam fonksiyonun eşit oldu¼gu ifade bulunabilir. Liouville teoremi

uyar¬nca, tüm düzlemde s¬n¬rl¬bir tam fonksiyon bir sabitten ibarettir. Bu sabitin

belirlenmesi için S+(�) seçilsin.

S+(�) = L
+
1 (�) _F1(�; a)�

(k1 � �)P�1 (�) _F1(�;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+(�)
+

1X
m=1

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(�� �m)

+ ei�`
F+(�; a)

L�1 (�)
�

1X
m=1

ei�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

i�ei�`(�1)mgm
L�1 (�)(�

2 � �2m)

1X
m=1

1X
n=1

i(�1)mgm�nei�n`T2n
�N1(�n)(�� �n)(�2n � �2m)

+

1X
m=1

i(�1)mfm
2L+1 (�m)(�+ �m)

+
1

iL+1 (k)(k + �)
�

ei(�+k)`

iL�1 (�)(k + �)
+ eik`

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(�m)(k + �m)(�� �m)
(2.74)

idi. Her terim tek tek inceledi¼ginde L+1 (�), L
�
1 (�), ve ikinci terimin 1=�

1=2,

dördüncü terimin 1=
�
e��1=2

�
; alt¬nc¬ve dokuzuncu terimlerin 1=

�
e��3=2

�
; di¼ger

terimlerin ise 1=� gibi davrand¬klar¬görülür. Bu durumda S+(�); (j�j ! 1) için

s¬f¬r bulunur. Tam fonksiyonlar¬n özellikleri ve analitik devam ilkesi gere¼gi

S+(�) = S�(�) = 0 (2.75)

bulunur. Her iki denklem s¬f¬ra eşitlenerek
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L+1 (�) _F1(�; a)�
(k1 � �)P�1 (�) _F1(�;�a)
N�
1 (�)(k + �)M

+(�)
+

1X
m=1

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(�� �m)

+

ei�`
F+(�; a)

L�1 (�)
�

1X
m=1

ei�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

i�ei�`(�1)mgm
L�1 (�)(�

2 � �2m)
+

1X
m=1

1X
n=1

i(�1)mgm�nei�n`T2n
�N1(�n)(�� �n)(�2n � �2m)

+
1X
m=1

i(�1)mfm
2L+1 (�m)(�+ �m)

= � 1

iL+1 (k)(k + �)
+

ei(�+k)`

iL�1 (�)(k + �)
� eik`

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(�m)(k + �m)(�� �m)

(2.76)

ve

F�(�; a)

L�1 (�)
�

1X
m=1

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(�� �m)

+
1X
m=1

ei�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

1X
n=1

i(�1)mgm�nei�n`T2n
�N1(�n)(�

2
n � �2m)(�� �n)

+
1X
m=1

i�(�1)mfm
L�1 (�)(�

2 � �2m)
�

1X
m=1

i(�1)mfm
2L+1 (�m)(�+ �m)

= � 1

iL�1 (�)(k + �)
+

1

iL+1 (k)(k + �)
+ eik`

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(�m)(k + �m)(�� �m)

(2.77)

denklemleri elde edilir. (2:50) denklemi bu kez de ei�`=L+1 (�) ile çarp¬l¬r ve yukar¬-

daki i̧slemlerin benzeri uygulan¬rsa

e�i�`L�1 (�) _F1(�; a)�
e�i�`(k1 + �)P

+
1 (�) _F1(�;�a)

N+
1 (�)(k � �)M�(�)

+

1X
m=1

ei�m`T1m _F1(��m;�a)
�N1(��m)(�+ �m)

+ e�i�`
F�(�; a)

L+1 (�)
�

1X
m=1

ei�m`T2mF�(��m; a)
�N1(��m)(�+ �m)

+

1X
m=1

i�e�i�`(�1)mfm
L+1 (�)(�

2 � �2m)
�

1X
m=1

i(�1)mgm
2L+1 (�m)(�� �m)

+

1X
m=1

1X
m=1

i(�1)mfm�mei�m`T2n
�N1(��m)(�+ �m)(�2m � �2m)

= � e�i�`

L+1 (�)(k + �)
+

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(��m)(k � �m)(�+ �m)
(2.78)
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ve

F+(�; a)

L+1 (�)
�

1X
m=1

ei�m`T1m _F1(��m;�a)
�N1(��m)(�+ �m)

+
1X
m=1

ei�m`T2mF�(��m; a)
�N1(��m)(�+ �m)

�

1X
m=1

i�(�1)mgm
L+1 (�)(�

2 � �2m)
�

1X
m=1

i(�1)mgm
2L+1 (�m)(�� �m)

1X
m=1

i(�1)mfm
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(�+ �n)(�2n � �2m)
+

=
eik`

iL+1 (�)(k + �)
�

1X
m=1

ei�m`T2m

i �N1(��m)(k � �m)(�+ �m)
(2.79)

eşitlikleri elde edilir. Burada T1m ve T2m

T1m =
(k1 � �m)P�1 (�m)N+

1 (�m)

(k + �m)M
+(�m)

(2.80a)

T2m = (k � �m)(k1 � �m)P�1 (�m)M�(�m)N
+
1 (�m) (2.80b)

ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

(2:51) denklemi s¬ras¬yla bir kez 1=L�2 (�) ve bir kez de e
�i�`=L+2 (�) ile çarp¬l¬r

ve yine Wiener-Hopf prosedürü tekrar edilerek dekompozisyon i̧slemi gerçekleştir-

ilirse analitik devam ilkesi gere¼gince fonksiyon alt ve üst yar¬düzlemde regüler

olan fonksiyonlar¬n toplam¬şeklinde yaz¬lm¬̧s olur. Liouville teoremine göre, bu

art¬ ve eksi fonksiyonlar¬n sonsuzdaki davran¬̧s¬na bak¬ld¬¼g¬nda herbirinin s¬f¬r

oldu¼gu görülür. Böylece
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� L+2 (�) _F1(�;�a) +
(k2 � �)P�2 (�) _F1(�; a)
N�
2 (�)(k + �)M

+(�)
�

1X
m=1

Y1m _F1(�m; a)

�N2(�m)(�� �m)
+

ei�`
F+(�;�a)
L�2 (�)

�
1X
m=1

ei�m`Y2mF+(�m;�a)
�N2(�m)(�� �m)

�
1X
m=1

i�ei�`(�1)m~gm
L�2 (�)(�

2 � ~�2m)
+

1X
m=1

(�1)m~gm
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N2(�n)(�� �n)(�2n � ~�2n)
+

1X
m=1

i(�1)m ~fm
2L+2 (~�m)(�+ ~�m)

= � 1

iL+2 (k)(k + �)
+

ei(�+k)`

iL�2 (�)(k + �)
� eik`

1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N2(�m)(k + �m)(�� �m)
;

(2.81)

F�(�;�a)
L�2 (�)

+
1X
m=1

Y1m _F1(�m;�a)
�N2(�m)(�� �m)

+
1X
m=1

ei�m`Y2mF+(�m;�a)
�N2(�m)(�� �m)

+

1X
m=1

i�(�1)m ~fm
L�2 (�)(�

2 � ~�2m)
�

1X
m=1

i(�1)m ~fm
2L+2 (~�m)(�+ ~�m)

�

1X
m=1

(�1)m~gm
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N2(�n)(�2n � ~�2n)(�� �n)

= � 1

iL�2 (�)(k + �)
+

1

iL+2 (k)(k + �)
+ eik`

1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N2(�m)(k + �m)(�� �m)

(2.82)

�e�i�`L�2 (�) _F1(�;�a) +
e�i�`(k2 + �)P

+
2 (�) _F1(�; a)

N+
2 (�)(k � �)M�(�)

�
1X
m=1

ei�m`Y1m _F1(��m; a)
�N2(��m)(�+ �m)

+

e�i�`
F�(�;�a)
L+2 (�)

�
1X
m=1

ei�m`Y2mF�(��m;�a)
�N2(��m)(�+ �m)

+
1X
m=1

i�e�i�`(�1)m ~fm
L+2 (�)(�

2 � ~�2m)
�

1X
m=1

i(�1)m~gm
2L+2 (~�m)(�� ~�m)

+

1X
m=1

i(�1)m ~fm
1X
n=1

�ne
i�n`Y2n

�N2(��n)(�+ �n)(�2n � ~�2n)

= � e�i�`

iL+2 (�)(k + �)
+

1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N2(��m)(k � �m)(�+ �m)
(2.83)

ve

27



F+(�; a)

L+2 (�)
+

1X
m=1

ei�m`Y1m _F1(��m; a)
�N2(��m)(�+ �m)

+

1X
m=1

ei�m`Y2mF�(��m;�a)
�N2(��m)(�+ �m)

+

1X
m=1

(�1)m ~fm
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N2(��n)(�+ �n)(�2n � ~�2n)
�

1X
m=1

i�(�1)m~gm
L+2 (�)(�

2 � ~�2m)
�

1X
m=1

i(�1)m~gm
2L+2 (~�m)(�� ~�m)

=
eik`

iL+2 (�)(k + �)
�

1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N2(��m)(k � �m)(�+ �m)
(2.84)

denklemleri elde edilir. Burada Y1m ve Y2m ifadeleri

Y1m =
(k2 � �m)P�2 (�m)N+

2 (�m)

(k + �m)M+(�m)
(2.85a)

Y2m = (k � �m)(k2 � �m)P�2 (�m)M�(�m)N
+
2 (�m) (2.85b)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

2.3 Katsay¬lar¬n Elde Edilmesi

(2:18; 2:36; 2:76�2:84) denklemlerindeki bilinmeyen fonksiyonlar _F1(�; a); F�(�; a);

F+(�;�a); F�(�;�a) ve bu fonksiyonlara ba¼gl¬olarak ortaya ç¬kan bilinmeyen

sabitler fm; gm; ~fm; ~gm ler (24N � 24N) lik lineer denklem sisteminin çözümü

sonucunda elde edilirler. (2:76� 2:84) denklemlerinde s¬ras¬yla � = � �m; � = �

�m kökleri yerlerine yaz¬larak aşa¼g¬daki denklem sistemi elde edilir. Bu i̧slemler
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yap¬ld¬¼g¬nda

L+1 (�m)
_F1(�m; a) +

1X
n=0
m6=n

T1n _F1(�n;�a)
�N1(�n)(�m � �n)

�
1X
n=0
m6=n

ei�n`T2nF+(�n; a)

�N1(�n)(�m � �n)
+

1X
p=0

i(�1)pgp
1X
n=0
m6=n

�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�m � �n)(�2n � �2p)
+

1X
n=1

i(�1)nfn
2L+1 (�n)(�m + �n)

= � 1

iL+1 (k)(k + �m)
� eik`

1X
n=0
m6=n

ei�n`T2n

i �N1(�n)(k + �n)(�m � �n)
(2.86)

ei�m`L+1 (�m) _F1(��m; a) +
1X
n=0
m6=n

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(�n)(�m � �n)

�
1X
n=0
m6=n

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(�n)(�m � �n)

+

1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(�m + �n)

+
1X
p=0

i(�1)pfp
1X
n=0
m6=n

�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�m � �n)(�2n � �2p)

=
1X
n=0
m6=n

ei�n`T2n

i �N1(�n)(�m � �n)(k � �n)
(2.87)

F+(�m; a)

L+1 (�m)
�

1X
n=1

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(��n)(�m + �n)

+
1X
n=1

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(��n)(�m + �n)

�

1X
n=1

i�m(�1)ngn
L+1 (�m)(�

2
m � �2n)

+
1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(�m � �n)

�

1X
p=0

i(�1)pfp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(�m + �n)(�2n � �2p)

=
eik`

iL+1 (�m)(k + �m)
�

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(��n)(k � �n)(�m + �n)
(2.88)
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F�(��m; a)
L+1 (�m)

+

1X
n=1

T1n _F1(�n;�a)
�N1(�n)(�m + �n)

�
1X
n=1

ei�n`T2nF+(�n; a)

�N1(�n)(�m + �n)
+

1X
p=0

i(�1)pgp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�
2
p � �2n)(�m + �n)

�

1X
n=1

i�m(�1)nfn
L+1 (�m)(�

2
m � �2n)

�
1X
n=1

i(�1)nfn
2L+1 (�n)(��m + �n)

= � 1

iL+1 (�m)(k � �m)
+

1

iL+1 (k)(k � �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(�n)(k + �n)(�m + �n)
;

(2.89)

�L+2 (�m) _F1(�m;�a)�
1X
n=0
m6=n

Y1n _F1(�n; a)

�N2(�n)(�m � �n)
�

1X
n=0
m6=n

ei�n`Y2nF+(�n;�a)
�N2(�n)(�m � �n)

+

1X
p=0

i(�1)p~gp
1X
n=0
m6=n

�ne
i�n`Y2n

�N1(�n)(�m � �n)(�2n � ~�2p)
+

1X
n=1

i(�1)n ~fn
2L+2 (~�n)(�m + ~�n)

= � 1

iL+2 (k)(k + �m)
� eik`

1X
n=0
m6=n

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(�m � �n)(k + �n)
; (2.90)

F+(�m; a)

L+2 (�m)
+

1X
n=1

ei�n`Y1n _F1(��n; a)
�N2(��n)(�m + �n)

+

1X
n=1

ei�n`Y2nF�(��n;�a)
�N2(��n)(�m + �n)

�

1X
n=1

i�m(�1)n~gn
L+2 (�m)(�

2
m � ~�2n)

+
1X
n=1

i(�1)n~gn
2L+2 (~�n)(�m � ~�n)

�

1X
p=0

(�1)p ~fp
1X
p=0

i�ne
i�n`Y2n

�N2(��n)(�m + �n)(�2n � ~�2p)

=
eik`

iL+2 (�m)(k + �m)
�

1X
n=1

ei�n`Y2m

i �N2(��n)(k � �n)(�m + �n)
(2.91)
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F�(��m;�a)
L+2 (�m)

�
1X
n=1

Y1n _F1(�n;�a)
�N2(�n)(�m + �n)

�
1X
n=1

ei�n`Y2nF+(�n;�a)
�N2(�n)(�m + �n)

+

1X
p=0

(�1)p~gp
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N2(�n)(�2n � ~�2p)(�m + �n)
�

1X
n=1

i�m(�1)n ~fn
L+2 (�m)(�

2
m + ~�

2
n)
�

1X
n=1

i(�1)n ~fn
2L+2 (~�n)(��m + ~�n)

= � 1

iL+2 (�m)(k � �m)
+

1

iL+2 (k)(k � �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(k + �n)(�m + �n)

(2.92)

L+1 (�m) _F1(�m; a) +
1X
n=1

T1n _F1(�n;�a)
�N1(�n)(�m � �n)

�
1X
n=1

ei�n`T2nF+(�n; a)

�N1(�n)(�m � �n)
�

1X
n=1

i�me
i�m`(�1)ngn

L�1 (�m)(�
2
m � �2n)

+
1X
n=1

i(�1)nfn
2L+1 (�n)(�m + �n)

+

1X
p=0

i(�1)pgp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�m � �n)(�2n � �2p)

= � 1

iL+1 (k)(k + �m)
+

ei(�m+k)`

iL�1 (�m)(k + �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(�n)(k + �n)(�m � �n)

(2.93)

ei�m`L+1 (�m) _F1(��m; a) +
1X
n=1

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(��n)(��m + �n)

�
1X
n=1

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(��n)(��m + �n)

+

1X
n=1

i�me
i�m`(�1)nfn

L�1 (�m)(�
2
m � �2n)

+
1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(�m + �n)

+

1X
p=0

i(�1)pfp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(�n � �m)(�2n � �2p)

=

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(��n)(k � �n)(��m + �n)
(2.94)

P1(��m) = 0 oldu¼gu bilindi¼ginden (2:93) ve (2:94) denklemlerinde L�1 (�m)

çarpan¬n¬bulunduran terimler s¬f¬r olarak al¬nm¬̧st¬r. Ancak heriki eşitli¼gin sol

31



taraf¬ndaki son terim m = n durumunda paydadaki (�m � �n) teriminden gelen

s¬f¬r de¼geri ile (0=0) belirsizli¼gine neden olmaktad¬r. Bu belirsizlik L�Hospital

kural¬na göre ortadan kald¬r¬l¬p, (� = ��m) için limit al¬nd¬¼g¬nda

L+1 (�m)
_F1(�m; a) +

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(�m � �m)

� e
i�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(�m � �m)
+

i(b� a)�m cos [K1(�m)(b� a)] (k � �m)ei�m`(�1)mgm
2N�

1 (�m)(k1 + �m)
�

1X
p=1

i(�1)pgp
�me

i�m`T2m
�N1(�m)(�m � �m)(�2m � �2p)

+
i(�1)mfm
4�mL

+
1 (�m)

= � 1

iL+1 (k)(k + �m)
� eik` ei�m`T2m

i �N1(�m)(k + �m)(�m � �m)
(2.95)

ile

ei�m`L+1 (�m) _F1(��m; a) +
1X
n=1

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(��n)(��m + �n)

�
1X
n=1

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(��n)(��m + �n)

�

i(b� a)�m cos [K1(�m)(b� a)] (k � �m)ei�m`(�1)mfm
2N�

1 (�m)(k1 + �m)
+

1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(�m + �n)

+

1X
p=0

i(�1)pfp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(�n � �m)(�2n � �2p)

=
1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(��n)(k � �n)(��m + �n)
(2.96)

ifadelerine eşit olur. (2:18) ifadesinden

"1
"
_F1(�m; a) = i�m(�1)m(

b� a
2
)[fm � ei�m`gm] (2.97)

ve

"1
"
_F1(��m; a) = �i�m(�1)m(

b� a
2
)[fm � e�i�m`gm]; (2.98)

(2:36) ifadesinden ise
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"2
"
_F1(~�m;�a) = i~�m(�1)m(

c� a
2
)[ ~fm � ei~�m`~gm] (2.99)

ve

"2
"
_F1(�~�m;�a) = �i~�m(�1)m(

c� a
2
)[ ~fm � e�i~�m`~gm] (2.100)

eşitlikleri elde edilir. Ayn¬ şekilde yukar¬daki denklemler için � yerine bu kez

s¬ras¬yla �n;��n; �n;��n; ~�m;�~�m kökleri yaz¬l¬r ve aşa¼g¬daki denklemler bu-

lunur:

L+1 (�m) _F1(�m; a)�
(k1 � �m)P�1 (�m) _F1(�m;�a)
N�
1 (�m)(k + �m)M

+(�m)
+

1X
n=1

T1n _F1(�n;�a)
�N1(�n)(�m � �n)

+

ei�`
F+(�m; a)

L�1 (�m)
�

1X
n=1

ei�n`T2nF+(�n; a)

�N1(�n)(�m � �n)
�

1X
n=1

i�me
i�m`(�1)ngn

L�1 (�m)(�
2
m � �2n)

+

1X
p=0

1X
n=1

i(�1)pgp�nei�n`T2n
�N1(�n)(�m � �n)(�2n � �2p)

+
1X
n=1

i(�1)nfn
2L+1 (�n)(�m + �n)

= � 1

iL+1 (k)(k + �m)
+

ei(�m+k)`

iL�1 (�m)(k + �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(�n)(k + �n)(�m � �n)
;

(2.101)

ei�m`L+1 (�m)
_F1(��m; a)�

ei�m`(k1 � �m)P�1 (�m) _F1(��m;�a)
N�
1 (�m)(k + �m)M

+(�m)
+

1X
n=1

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(�n)(��m + �n)

+
1X
n=1

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(�n)(�m + �n)

+ ei�m`
F�(��m; a)
L�1 (�m)

+

1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(��m + �n)

�
1X
p=0

(�1)pfp
1X
n=0
m6=n

i�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�m + �n)(�
2
n � �2p)

= � ei�m`

L�1 (�m)(k � �m)
�

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(�n)(�m + �n)(k � �n)
; (2.102)
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F+(�m; a)

L+1 (�m)
�

1X
n=1

ei�n`T1n _F1(��n;�a)
�N1(��n)(�m + �n)

+

1X
n=1

ei�n`T2nF�(��n; a)
�N1(��n)(�m + �n)

�
1X
n=1

i�m(�1)ngn
L+1 (�m)(�m � �2n)

�

1X
p=0

i(�1)pfp
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(�m + �n)(�2n � �2p)
+

1X
n=1

i(�1)ngn
2L+1 (�n)(�m � �n)

=
eik`

iL+1 (�m)(k + �m)
�

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(��n)(k � �n)(�m + �n)
; (2.103)

F�(��m; a)
L+1 (�m)

+
1X
n=1

T1n _F1(�n;�a)
�N1(�n)(�m + �n)

�
1X
n=1

ei�n`T2nF+(�n; a)

�N1(�n)(�m + �n)
�

1X
p=0

(�1)pgp
1X
n=1

i�ne
i�n`T2n

�N1(�n)(�
2
p � �2n)(�m + �n)

�

1X
n=1

i�m(�1)nfn
L+1 (�m)(�

2
m � �2n)

�
1X
n=1

i(�1)nfn
2L+1 (�n)(��m + �n)

= � 1

iL+1 (�m)(k � �m)
+

1

iL+1 (k)(k � �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`T2n

i �N1(�n)(k + �n)(�m + �n)
;

(2.104)

� ei�m`L+2 (�m) _F1(��m;�a) +
ei�m`(k2 � �m)P�2 (�m) _F1(��m; a)

N�
2 (�m)(k + �m)M

+(�m)
�

1X
n=1

ei�n`Y1n _F1(��n; a)
�N1(�n)(�n � �m)

�
1X
n=1

ei�n`Y2nF�(��n;�a)
�N1(�n)(�m � �n)

+ ei�m`
F�(��m;�a)
L�2 (�m)

+

1X
n=1

i(�1)n~gn
2L+2 (~�n)(�m + ~�n)

+

1X
p=0

i(�1)p ~fp
1X
n=1

�me
i�n`Y2n

�N1(�n)(�m � �n)(�2n � ~�2p)

= � 1

iL+2 (k)(k + �m)
� ei�m`

iL�2 (�m)(k � �m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(�m � �n)(k + �n)

(2.105)
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F+(�m;�a)
L+2 (�m)

+

1X
n=1

ei�n`Y1n _F1(��n; a)
�N2(��n)(�m + �n)

+

1X
n=1

ei�n`Y2nF�(��n;�a)
�N2(��n)(�m + �n)

�

1X
n=1

i�m(�1)n~gn
L+2 (�m)(�

2
m � ~�2n)

+

1X
n=1

i(�1)n~gn
2L+2 (~�n)(�m � ~�n)

+

1X
p=0

(�1)p ~fp
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N2(��n)(�m + �n)(�2n � ~�2p)

=
eik`

iL+2 (�m)(k + �m)
�

1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(��n)(k � �n)(�m + �n)
(2.106)

� ei~�m`L+2 (~�m) _F1(�~�m;�a) +
1X
n=1

ei�n`Y1n _F1(��n; a)
�N1(�n)(~�m � �n)

�

1X
n=1

ei�n`Y2nF�(��n;�a)
�N1(�n)(�~�m + �n)

+
1X
n=1

i(�1)n~gn
2L+2 (~�n)(~�m + ~�n)

�

1X
p=0

(�1)p ~fp
1X
n=1

i�ne
i�n`Y2n

�N1(�n)(�2n � ~�2p)(~�m � �n)
�

1X
n=1

i~�me
i~�m`(�1)n ~fn

L�2 (~�m)(~�
2
m � ~�2n)

= �
1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(k � �n)(~�m � �n)
; (2.107)

� L+2 (~�m) _F1(~�m;�a)�
1X
n=0
m6=n

Y1n _F1(�n; a)

�N2(�n)(~�m � �n)
�

1X
n=0
m6=n

ei�n`Y2nF+(�n;�a)
�N2(�n)(~�m � �n)

+

1X
n=1

i(�1)n ~fn
2L+2 (~�n)(~�m � ~�n)

+
1X
n=1

i~�me
i~�m`(�1)n~gn

L�2 (~�m)(~�
2
m � ~�2n)

1X
p=0

i(�1)p~gp
1X
n=0
m6=n

�ne
i�n`Y2n

�N1(�n)(~�m � �n)(�2n � ~�2p)
+

= � 1

iL+2 (k)(k + ~�m)
� eik`

1X
n=0
m6=n

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(~�m � �n)(k + �n)
: (2.108)

�~�m ler P2(�) fonksiyonunun kökleri oldu¼gundan (2:107) ve (2:108) denklem-

lerindeki, paydas¬nda (2:54) de tan¬ml¬bulunan L�2 (~�m) çarpan¬n¬bulunduran
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terimler s¬f¬r olarak al¬nm¬̧st¬r. Ancak heriki eşitli¼gin sol taraf¬ndaki son terim

m = n durumunda daha önce (2:91) denkleminde kaŗs¬m¬za ç¬kan 0=0 belirsi-

zli¼gine sahiptir. Yine ayn¬yöntemle � = �~�m için limit al¬nd¬¼g¬nda

�ei~�m`L+2 (~�m) _F1(�~�m;�a)+
1X
n=1

ei�n`Y1n _F1(��n; a)
�N1(�n)(~�m � �n)

�
1X
n=1

ei�n`Y2nF�(��n;�a)
�N1(�n)(�~�m + �n)

+

1X
n=1

i(�1)n~gn
2L+2 (~�n)(~�m + ~�n)

�
1X
p=0

i(�1)p ~fp
1X
n=1

�ne
i�n`Y2n

�N1(�n)(�2n � ~�2p)(~�m � �n)
�

i(c� a)~�m cos [K2(~�m)(c� a)] (k � ~�m)ei~�m`(�1)m ~fm
2N�

2 (~�m)(k2 + ~�m)

= �
1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(k � �n)(~�m � �n)
(2.109)

ve

� L+2 (~�m) _F1(~�m;�a)�
1X
n=1

Y1n _F1(�n; a)

�N2(�n)(~�m � �n)
�

1X
n=1

ei�n`Y2nF+(�n;�a)
�N2(�n)(~�m � �n)

+

1X
p=0

i(�1)p~gp
1X
n=1

�ne
i�n`Y2n

�N1(�n)(~�m � �n)(�2n � ~�2p)
+

1X
n=1

i(�1)n ~fn
2L+2 (~�n)(~�m � ~�n)

+

i(c� a)~�m cos [K2(~�m)(c� a)] (k � ~�m)ei~�m`(�1)m~gm
2N�

2 (~�m)(k2 + ~�m)

= � 1

iL+2 (k)(k + ~�m)
� eik`

1X
n=1

ei�n`Y2n

i �N2(�n)(~�m � �n)(k + �n)
(2.110)

denklemleri elde edilir. Böylece katsay¬lar¬n bulunmas¬na ili̧skin sonsuz bilin-

meyenli sonsuz lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

nümerik olarak PivotluGaussEliminasyon yöntemi ile çözülmüştür. C++ pro-

gramlama dili için Borland 5:0 derleyicisi kullan¬lm¬̧st¬r. Uygun kesim say¬s¬n¬

bulmak için N ye göre de¼gi̧sen yans¬yan alan de¼gerlerine bak¬lm¬̧s, Şekil 2.3 de
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görülen parametreler için N > 6 oldu¼gunda virgülden sonra üçüncü basama¼ga

kadar hassasiyet kazand¬¼g¬görülmüştür.

sayisi1

3:pdf

Şekil 2.3. Denklem sisteminin yak¬nsakl¬¼g¬

2.4 Alan¬n Analizi

2.4.1 Yans¬yan Alan

Bu problemde amaç u3(x; y) ile gösterilen ve x < 0 bölgesinde tan¬ml¬yans¬yan

alan ile x > ` da tan¬ml¬iletilen alan¬n incelenmesi idi. Bunun için önce u3(x; y)

fonksiyonunun Fourier dönüşümü olan F (�; y) fonksiyonunun elde edilmesi ve

daha sonra da ters Fourier dönüşümünün al¬narak u3(x; y) fonksiyonuna geçilmesi

gereklidir. Böylece sözkonusu alan bulunmuş olur. ��düzleminde tan¬ml¬F (�; y)

fonksiyonu (2:26) da gösterildi¼gi gibi B1(�) ve B2(�) spektral katsay¬lar¬na, bu

katsay¬lar¬n elde edilmesi ise (2:46) de belirtildi¼gi gibi _F1(�; a) ve _F1(�;�a)
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fonksiyonlar¬na ba¼gl¬d¬r. F (�; y) fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü (1:5) deki

tan¬mlamaya göre

u3(x; y) =
1

2�

Z
L
[B1(�) cos(K(�)y) +B2(�) sin(K(�)y)] e

�i�xd�; (2.111)

olarak al¬n¬r. (2:27) ifadesi (2:111) eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

u3(x; y) =
1

2�

Z
L

"
� _F1(�;a)� _F1(�;�a)

2K(�) sinKa
cos(K(�)y)+

_F1(�;a)+ _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

sin(K(�)y)

#
e�i�xd� (2.112)

denklemi bulunur. Yans¬yan alan x < 0 bölgesinde oluşaca¼g¬ndan integral hesab¬nda

bölge Jordan lemmas¬na göre üstten kapat¬l¬r. (2:111) ifadesindeki

� =
p
k2 � (m�=a)2

basit kutuplar¬ndan gelen katk¬, temel mod için m = 0 dan sadece � = k olur.

Buradan R yans¬ma katsay¬s¬:

R =
�i
4ka

[ _F1(k; a)� _F1(k;�a)] (2.113)

olarak bulunur. R�nin de¼geri için (29a) ve (31) denklemlerinde � = k de¼geri

yaz¬ld¬¼g¬nda
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_F1(k; a)� _F1(k;�a) = �
1

2L+1 (k)
f 1

2ikL+1 (k)
�

1X
m=1

T1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(k � �m)

�

1X
m=1

i(�1)nfm
2L+1 (�m)(k + �m)

+
1X
m=1

ei�m`T2mF+(�m; a)

�N1(�m)(k � �m)
�

1X
m=1

eik`ei�m`T2m

i �N1(�m)(k
2 + �2m)

�
1X
m=1

1X
n=1

i(�1)mgm�nei�n`T2n
�N1(�n)(k � �n)(�2n � �2m)

g+

1

2L+2 (k)
f �1
2ikL+2 (k)

+
1X
m=1

Y1m _F1(�m;�a)
�N1(�m)(k � �m)

+

1X
m=1

ei�m`Y2mF+(�m;�a)
�N2(�m)(k � �m)

�
1X
m=1

eik`ei�m`Y2m

i �N1(�m)(k2 + �m)
�

1X
m=1

i(�1)n ~fm
2L+2 (~�m)(k + ~�m)

�
1X
m=1

1X
n=1

i(�1)m~gm�nei�n`Y2n
�N1(�n)(k � �n)(�2n � ~�2m)

g (2.114)

ifadesi elde edilir.

2.4.2 ·Iletilen Alan

Benzer şekilde gelen dalga eikx ile ayn¬ yönde yay¬lan iletilen alan, (3:2) inte-

gralinin bu kez x > ` için hesaplanmas¬ile bulunacakt¬r:

u3(x; y) =
1

2�

Z
L

� _F1(�; a)� _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

cos(K(�)y)+

_F1(�; a) + _F1(�;�a)
2K(�) sinKa

sin(K(�)y)e�i�xd� (2.115)

Yine Jordan lemmas¬na göre x > ` oldu¼gundan bölge aşa¼g¬dan kapat¬l¬r. � = �k

noktas¬ndan integrale gelen katk¬n¬n hesab¬ile T iletilen alan katsay¬s¬

T = i

4ka

h
_F1(�k; a)� _F1(�k;�a)

i
eikx (2.116)
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olarak bulunur. (30a) ve (33) denklemleri � = �k için tekrar yaz¬l¬r ve taraf

tarafa toplan¬rsa

_F1(�k; a)� _F1(�k;�a) =
e�ik`

2L+1 (k)
f
1X
m=1

ei�m`T1m _F1(��m;�a)
�N1(��m)(k � �m)

�

1X
m=1

ei�m`T2mF�(��m; a)
�N1(��m)(k � �m)

�
1X
m=1

i(�1)mgm
2L+1 (�m)(k + �m)

�
1X
m=1

eik`ei�m`T2m

i �N1(��m)(k2 � �2m)

+
1X
m=1

i(�1)nfm
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(k � �n)(�2n � �2m)
g+

e�ik`

2L+2 (k)
f�

1X
m=1

ei�m`Y1m _F1(��m; a)
�N2(��m)(k � �m)

�
1X
m=1

ei�m`Y2mF�(��m; a)
�N2(��m)(k � �m)

�

1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N1(��m)(k2 � �2m)
�

1X
m=1

i(�1)n~gm
2L+2 (~�m)(k + ~�m)

+

1X
m=1

i(�1)n ~fm
1X
n=1

�ne
i�n`Y2n

�N1(��n)(k � �n)(�2n � ~�2m)
g � 4ka

i
(2.117)

ifadesi elde edilir. (3:7) denklemindeki son terim, gelen alan eikx terimini yok

eder. ·Iletilen alan katsay¬s¬

T = e�ik`

2L+1 (k)
f
1X
m=1

ei�m`T1m _F1(��m;�a)
�N1(��m)(k � �m)

�
1X
m=1

ei�m`T2mF�(��m; a)
�N1(��m)(k � �m)

�

1X
m=1

i(�1)mgm
2L+1 (�m)(k + �m)

+

1X
m=1

i(�1)nfm
1X
n=1

�ne
i�n`T2n

�N1(��n)(k � �n)(�2n � �2m)
�

1X
m=1

eik`ei�m`T2m

i �N1(��m)(k2 � �2m)
g+ e�ik`

2L+2 (k)
f�

1X
m=1

ei�m`Y1m _F1(��m; a)
�N2(��m)(k � �m)

�

1X
m=1

ei�m`Y2mF�(��m; a)
�N2(��m)(k � �m)

�
1X
m=1

ei�m`Y2m

i �N1(��m)(k2 � �2m)
�

1X
m=1

i(�1)n~gm
2L+2 (~�m)(k + ~�m)

+

1X
m=1

i(�1)n ~fm
1X
n=1

�ne
i�n`Y2n

�N1(��n)(k � �n)(�2n � ~�2m)
g (2.118)

olarak bulunur.
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2.5 Say¬sal Uygulamalar ve Sonuçlar:

Bu bölümde, analitik olarak elde edilmi̧s bulunan yans¬yan ve iletilen alanlar¬n

say¬sal analizi yap¬lm¬̧st¬r. Aşa¼g¬daki gra�kler oyuklar¬n derinliklerine, dalga

say¬lar¬na ve dielektrik malzemelerin de¼gi̧simine göre band-durduran �ltre düzene¼ginin

yans¬ma katsay¬s¬n¬nas¬l etkiledi¼gini göstermektedir.

Şekil 2.4 Farkl¬derinlik de¼gerleri için genli¼gin de¼gi̧simi
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Şekil 2.5. Dielektrik malzemenin farkl¬de¼gerleri için yans¬yan alan genli¼ginin

de¼gi̧simi

Şekil 2.4 ve Şekil 2.5 de üst oyu¼gun derinli¼gi sabit tutulurken alt oyu¼gun

de¼geri artt¬r¬lm¬̧s, iki tane merkez band-durduran frekans b için ayn¬ kal¬rken

(k=3.46 GHz), c büyüdükçe sola do¼gru kaym¬̧s yani küçülmüştür. c=0.51 de

band-durduran frekans 4.46 GHz iken, c=0.52 de 3.3 GHz olmuştur. Buna kaŗs¬l¬k

merkez frekans band geni̧sli¼ginin (Q çarpan¬) c ile do¼gru orant¬l¬olarak de¼gi̧sti¼gi

gözlenmi̧stir.

Şekil 2.6. Dielektrik malzemenin farkl¬de¼gerleri için yans¬yan alan genli¼ginin

de¼gi̧simi

Şekil 2.6 de "r2 nin farkl¬de¼gerleri için merkez frekans de¼gerlerine bak¬lm¬̧s,

dielektrik sabiti artt¬kça band-durduran frekanslardan c ye ait olan küçülmüştür.

Her durumda çiftli merkez frekans elde edilmektedir. Q çarpan¬de¼gerinin ise çok

fazla de¼gi̧smedi¼gi ancak "r2 4.5 de¼gerini aşt¬¼g¬nda geni̧sledi¼gi gözlenmi̧stir.
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Şekil 2.7. Oyu¼gun de¼gi̧sen uzunluk de¼gerlerinin yans¬yan alan genli¼gine etkisi

Şekil 2.7 da oyuklar simetrik yani b=c al¬nd¬¼g¬nda ` oyuk geni̧sli¼gi artt¬kça

merkez band-durduran frekans¬n¬n de¼gi̧smedi¼gi ve Q faktörünün de¼gerinin artt¬¼g¬

gözlenmi̧stir.
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Şekil 2.8. Farkl¬oyuk derinli¼gi de¼gerlerine göre iletilen alan genli¼ginin de¼gi̧simi

Şekil 2.8 de ise dalga k¬lavuzundaki oyuklardan biri sabit tutularak di¼ger oyuk

derinli¼gi için farkl¬de¼gerler al¬nm¬̧s, iletilen alan genli¼gi hesapland¬¼g¬nda merkez

frekans de¼gerlerinin, yans¬yan alan genli¼gine göre bulunan merkez frekans de¼ger-

leri ile birbirini tamamlayacak şekilde bulundu¼gu görülmüştür.

3 Sonlu Uzunlukta Empedans süreksizli¼ginden

Saç¬lma

Daha önce band-durduran �ltre görevi gören asimetrik, iki oyu¼gu dielektrik malzeme

yüklü paralel levhal¬dalga k¬lavuzunu incelemi̧s ve parametrelerin de¼gi̧sen de¼ger-

leri için band durduran frekanlar¬n nas¬l oluştu¼gunu gözlemlemi̧stik. Şimdi de

ayn¬tip dalga k¬lavuzunu dielektrik malzeme yerine sonlu uzunlukta empedans
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ile modelleyip sistemin yine ayn¬frekans aral¬¼g¬için band-durduran �ltre görevini

yerine getirip getirmeyece¼gini inceleyece¼giz. Problem, sonlu uzunlukta empedans

yüklü paralel levhal¬dalga k¬lavuzundan TEMmodunda yay¬lan dalgay¬inceleme

problemidir. Paralel levhalar x < 0 ve x > ` için y = 0 ve y = b de mükemmel

iletken, 0 < x < ` aral¬¼g¬nda ise sabit yüzey empedans¬na sahiptir. Üst y = b

yüzeyi Z1, alt y = 0 yüzeyi ise Z2 empedans¬ile modellenen düzenekte, normalize

empeans de¼geri

�j =
Zj
Z0
, Z0 = 120�; j = 1; 2 (3.1a)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Burada Z0 boş uzay¬n karakteristik empedans¬d¬r. Z1;2; Re(Z1;2) >

0 olacak şekilde gözönüne al¬nacakt¬r. �j de¼gerleri

�1 = �i
r
�1
"1
tan[k1(b� a)] (3.1b)

�2 = �i
r
�2
"2
tan[k2(c� a)] (3.1c)

formülleri ile hesaplanacakt¬r (EK-I).

3.1 Problemin Formülasyonu
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Şekil.3.1 Problemin geometrisi

Toplam alan¬n

uT (x; y) = ui(x; y) + u(x; y) y 2 (0; b) ve x 2 (�1;1) (3.2)

olarak ifade edildi¼gi problemde, bilinmeyen u(x; y) fonksiyonu Helmholtz den-

klemini sa¼glar :

�u(x; y) + k2u(x; y) = 0: (3.3)

Bu ifadenin Fourier dönüşümü al¬n¬rsa (3:3) ün çözümü

u(x; y) =

1Z
�1

fC(�) cos [K(�)y] +D(�) sin [K(�)y]g e�i�xd� (3.4)

olarak elde edilir. (3:4) dekiK(�) fonksiyonunu (2:24) da tan¬mlanm¬̧st¬. Fonksiy-

onu tek de¼gerli k¬lmak için düzlem, dallanma noktalar¬� = k dan � = k +i1 a

ve � = �k dan � = �k �i1 a kesilmi̧stir. (3:4) de bulunan bilinmeyen spektral

katsay¬lar C(�) ve D(�) aşa¼g¬daki s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬ile belirlenecektir.
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@

@y

�
u(x; 0) + eikx

�
= 0 �1 < x < 0 ve ` < x <1 (3.5a)

@

@y

�
u(x; b) + eikx

�
= 0 �1 < x < 0 ve ` < x <1 (3.5b)

�
1 +

1

ik�1

@

@y

��
u(x; 0) + eikx

�
= 0 0 < x < ` (3.5c)

�
1� 1

ik�2

@

@y

��
u(x; b) + eikx

�
= 0 0 < x < ` (3.5d)

(3:2) ile tan¬mlanan kar¬̧s¬k s¬n¬r de¼ger probleminin tek çözümünün olmas¬için

uT (x; 0) = fO(jxj) 12 ; jxj ! 0 (3.5e)

uT (x; b) = fO(jx� `j) 12 ; jxj ! `

u(x; y) = fO(eikx); jxj ! 1 (3.5f)

ile belirtilen ayr¬t ve radyasyon koşullar¬dikkate al¬nmal¬d¬r. 14

(2:5a) ve (2:5b) s¬n¬r koşullar¬(2:4a) integral denklemine uygulan¬rsa

D(�) = F1(�)=K(�) (3.6)

ile
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C(�) sin [K(�)y] +D(�) cos [K(�)y] = F2(�)=K(�)

C(�) =
F1(�) cos [K(�)b]� F2(�)

K(�) sin [K(�)b]
(3.7)

elde edilir. C(�) ile D(�) ifadeleri

C(�) +
K(�)

ik�1
D(�) = ��1 (�) + e

i�l�+1 (�)�
1

2�i

eil(�+k)�1

�+ k
(3.8)

C(�)

�2

�
�2 cos [K(�)b] +

K(�)

ik
sin [K(�)b]

�
+

D(�)

�2

�
�2 sin [K(�)b]�

K(�)

ik
cos [K(�)b]

�
= ��2 (�) + e

i�l�+2 (�)�
1

2�i

eil(�+k)�1

�+ k
(3.9)

ifadeleri bulunur. Yukar¬da kullan¬lan fonksiyonlar¬n aç¬l¬mlar¬

��1 (�) =
1

2�

0Z
�1

(1 +
1

ik�1

@

@y
)u(x; 0)ei�xdx; (3.10)

��2 (�) =
1

2�

0Z
�1

(1� 1

ik�2

@

@y
)u(x; b)ei�xdx; (3.11)

�+1 (�) =
1

2�

1Z
`

(1 +
1

ik�1

@

@y
)u(x; 0)ei�(x�`)dx; (3.12)

�+2 (�) =
1

2�

1Z
`

(1� 1

ik�2

@

@y
)u(x; b)ei�(x�`)dx; (3.13)
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F1(�) =
1

2�

`Z
0

@

@y
u(x; 0)ei�xdx; (3.14)

ve

F2(�) =
1

2�

`Z
0

@

@y
u(x; b)ei�xdx (3.15)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

Fourier integralinin analitik özelliklerine göre �+1;2(�) ve �
�
1;2(�) =m(�) >

=m(�k) ve =m(�) < =m(k) bölgesinde regüler olan ve henüz bilimeyen fonksiy-

onlard¬r. (3:14) ve (3:15) de tan¬mlanm¬̧s olan F1;2(�) fonksiyonlar¬ise bilinmeyen

tam fonksiyonlard¬r. (3:6) ve (3:7) eşitlikleri (3:8) ve (3:9) denklemlerinde yerine

yaz¬l¬rsa aşa¼g¬da gösterilen =m(�k) < =m(�) < =m(k) bölgesinde regüler, bir

çift üçüncü tip modi�ye Wiener-Hopf denklemi elde edilir:

M1(�)F1(�)

�1K
2(�)N(�)

� F2(�)

K2(�)N(�)
+ P�(�) = ei�lR+(�) (3.16)

� M2(�)F2(�)

�2K
2(�)N(�)

� F1(�)

K2(�)N(�)
+Q�(�) = ei�lS+(�) (3.17)

Burada kullan¬lan fonksiyonlar¬n aç¬l¬mlar¬aşa¼g¬daki gibidir.

M1;2(�) = �1;2 cos[K(�)b] +
K(�)

ik
sin[K(�)b] (3.18)

N(�) =
sin[K(�)b]

K(�)
(3.19)
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P�(�) = ���1 (�)�
1

2�i(k + �)
(3.20)

R+(�) = �+1 (�)�
eikl

2�i(k + �)
(3.21)

Q�(�) = ���2 (�)�
1

2�i(k + �)
(3.22)

S+(�) = �+2 (�)�
eikl

2�i(k + �)
(3.23)

Kolayca görülebilece¼gi gibi P�(�) ve Q�(�) fonksiyonlar¬� = �k noktas¬ndaki

basit kutup d¬̧s¬nda alt yar¬-düzlemde regüler fonksiyonlard¬r.

3.2 Wiener-Hopf Denklemlerinin Çözümü:

Bu bölümde önceki bölümün sonunda elde edilmi̧s olan bir çift Wiener-Hopf

denkleminin prosedüre uygun olarak çözümü incelenecektir. Öncelikle (3:18) ve

(3:19) denklemlerinde ortaya ç¬kan M1;2(�) ve N(�) çekirdek fonksiyonlar¬n¬n

faktörizasyonunu yap¬l¬r 8 :

M1;2(�) =M
+
1;2(�):M

�
1;2(�) (3.24)

N(�) = N+(�)N�(�) (3.25)

Burada faktörler s¬ras¬yla
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M+
1 (�) =

�
�1 cos(kb) +

1

i
sin(kb)

� 1
2

exp

�
i�b

�
[1� C � ln( j�j b

�
) + i

�

2
]

�
�

1Y
m=1

(1 +
�

�m
) exp(

i�b

�m
) (3.26)

M+
2 (�) =

�
�2 cos(kb) +

1

i
sin(kb)

� 1
2

exp

�
i�b

�
[1� C � ln( j�j b

�
) + i

�

2
]

�
�

1Y
m=1

(1 +
�

�m
) exp(

i�b

�m
) (3.27)

N+(�) =

�
sin(kb)

k

� 1
2

exp

�
i�b

�
[1� C � ln( j�j b

�
) + i

�

2
]

�
�

1Y
m=1

(1 +
�

�m
) exp(

i�b

�m
) (3.28)

dir. Burada C Euler sabiti olup 0,5771...�e eşittir.

M1(��m) = 0; M2(��m) = 0; N(�m) = 0; m = 1; 2; ::: (3.29)

Ayn¬zamanda bu fonksiyonlar çift fonksiyon özelli¼gi gösterirler buradan

M�
1;2(�) =M

+
1;2(��); N�(�) = N+(��) (3.30)

ifadesi yaz¬labilir. (3:29) ve (3:30)eşitlikleri (3:24) ve (3:25) tam fonksiyonlar¬n¬n

(3:27) ve (3:28) faktorizasyonuna olanak verir.

Yukar¬daki eşitliklerde kullan¬lan �m; �m; �m ifadeleri s¬ras¬yla M1;2(�) ve

N(�) fonksiyonlar¬n¬n kökleridir. Bu köklerin hesab¬ nümerik olarak Newton
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Figure 1: Şekil 3.2. Başlang¬ç kök de¼gerleri için yaklaş¬m fonksiyonu

Metodu kullan¬larak bulunacakt¬r. ·Iyi bir yaklaş¬kl¬kla hesap yap¬labilmesi için

kökler civar¬iyi belirlenmelidir. M1(�) fonksiyonunda matematiksel kolayl¬k için

Ka = x; �1 = i�; A =
1

a�1k
(3.31)

al¬n¬rsa (3:18) denklemi

cotx = Ax (3.32)

denklemine dönüşür (Şekil 3.2). Buradan �m ler Ka ifadesinden çekilerek

�m =

r
k2 �

�xm
a

�2
n = 0; 1; 2; ::: (3.33)

ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.
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xm�ler için ise (2:13e) eşitli¼ginin sa¼g yan¬ndaki fonksiyonlar¬n e¼gimleri dikkate

al¬narak sol taraftaki fonksiyon ile kesim noktas¬na bak¬ld¬¼g¬nda ilk kökler hakk¬nda

�kir sahibi olunur:

A > 0 ise cotx = Ax denkleminin ilk kökü 0 < x < �
2
aral¬¼g¬ndad¬r. ka < �

2

ise tek reel kök bu ilk kök yani �1olur (Şekil 4.3 de K noktas¬). Di¼gerleri reel

k¬sm¬çok küçük say¬lar olan sanal köklerdir.

A < 0 ise cotx = Ax denkleminin ilk kökü bu kez �
2
< x < � aral¬¼g¬ndad¬r

(Şekil-4.3). ka < �
2
ise bir reel kök,(m � 1) sanal kök, de¼gilse sadece sanal

kökler mevcuttur. Sadece bask¬n mod için hesap yapmak istersek �1ka < 1

olmal¬ ve ka < �
2
koşulu sa¼glanmal¬d¬r. Örne¼gin M1 fonksiyonunun b = 0:5,

�1 = 0:1i ve �2 = 0:2i parametreleri için önce k = 1 + i0:01daha sonra k = 2 +

i0:01 de¼gerlerine göre kökleri bulundu¼gunda ilk de¼gerler d¬̧s¬nda köklerin gittikçe

sanal eksene yaklaşarak s¬rf sanal oldu¼gu gözlenmi̧stir (Şekil-3.3). �nler ilk k

de¼gerine göre bulunan kökleri, �nler ikinci k de¼gerine göre bulunan kökleri temsil

etmektedir. Key�seçilen k de¼geri için kök de¼gerleri aşa¼g¬daki gibi hesaplanm¬̧st¬r:
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k = 1 + i0:01

�1 = 0:90634 + i0:01006 �1 = 0:80580 + i0:01031

�2 = 0:00144 + i5:65590 �2 = 0:00112 + i5:68768

�3 = 0:00071 + i11:3960 �3 = 0:00037 + i11:4119

�4 = 0:00047 + i17:1173 �4 = 0:00055 + i17:1279

�5 = 0:00035 + i22:8340 �5 = 0:00027 + i22:8419

�

�

�

k = 2 + i0:01

�1 = 1:91031 + i0:1002 �1 = 1:82292 + i0:01010

�2 = 0:00336 + i5:41755 �2 = 0:00300 + i5:48303

�3 = 0:000161 + i11:2797 �3 = 0:00144 + i11:3118

�3 = 0:000161 + i11:2797 �3 = 0:00144 + i11:3118

�4 = 0:00106 + i17:0401 �4 = 0:00095 + i17:0614

�5 = 0:00079 + i22:7762 �5 = 0:00071 + i22:7921

�

�

�
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Şekil 3.3. Köklerin davran¬̧s¬

(9a) denklemi bir kez (k��)N�(�)=M�
1 (�) ile bir kez de e

�i�l(k+�)N+(�)=M+
1 (�)

ile çarp¬ld¬¼g¬nda

M+
1 (�)F1(�)

�1(k + �)N
+(�)

� M+
1 (�)F2(�)

M1(�)(k + �)N+(�)
+

(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

P�(�) = ei�l
(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

R+(�) (3.34)

ve

e�i�l
M�
1 (�)F1(�)

�1(k��)N�(�)

� e�i�l M�
1 (�)F2(�)

M1(�)(k � �)N�(�)
+

e�i�l
(k + �)N+(�)

M+
1 (�)

P�(�) =
(k + �)N+(�)

M+
1 (�)

R+(�) (3.35)
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denklem tak¬m¬elde edilir. Benzer şekilde (3:17) denklemi de (k��)N�(�)=M�
2 (�)

ve e�i�l(k + �)N+(�)=M+
2 (�) ile çarp¬ld¬¼g¬nda

� M+
2 (�)F2(�)

�2(k + �)N
+(�)

+
M+
2 (�)F1(�)

M2(�)(k + �)N+(�)
+
(k � �)N�(�)

M�
2 (�)

Q�(�)

= ei�l
(k � �)N�(�)

M�
2 (�)

S+(�) (3.36)

ve

e�i�l
M�
2 (�)F2(�)

�2(k � �)N�(�)
� e�i�l M�

2 (�)F1(�)

M2(�)(k � �)N�(�)
+ e�i�l

(k + �)N+(�)

M+
2 (�)

Q�(�)

=
(k + �)N+(�)

M+
2 (�)

S+(�) (3.37)

denklem çifti bulunur. (3:34) denklemindeki ilk terim üst yar¬düzlemde regülerdir.

Üçüncü terim ve sa¼g yandaki terim ise her iki yar¬düzlemde de tekil noktalara

sahiptir. Bu fonksiyonlar üst ve alt yar¬ düzlemlerde regüler olan fonksiyon-

lar¬n toplamlar¬cinsinden yaz¬lmal¬d¬rlar. O halde bu terimler için Wiener-Hopf

dekompozisyonu uygulan¬rsa

M+
1 (�)F1(�)

�1(k+�)N+(�)

� M+
1 (�)F2(�)

(k + �)N+(�)M1(�)
� k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

�

ei�l
(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

R+(�) +

1X
m=1

e�i�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)

=
(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

P�(�)� k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

+

1X
m=1

e�i�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
(3.38)

ifadesi bulunur. Eşitli¼gin sol yan¬nda ikinci terimde bulunan M1(�) fonksiy-

onunun her iki düzlemde � = �m deki s¬f¬rlar¬ndan gelen basit kutup katk¬lar¬
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da gözönüne al¬nd¬¼g¬nda (m = 1; 2; 3::) ,

M+
1 (�)F1(�)

�1(k+�)N+(�)

� M+
1 (�)F2(�)

(k + �)N+(�)M1(�)
�

1X
m=1

am
(�� �m)

� k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

�

ei�l
(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

R+(�) +

1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)

= �(k � �)N
�(�)

M�
1 (�)

P�(�)� k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

+

1X
m=1

e�i�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

am
(�� �m)

(3.39)

ifadesine ulaş¬l¬r. Burada �M1(�) fonksiyonuM1(�) fonksiyonunun � ya göre türe-

vidir. Her iki taraftan ç¬kart¬lan
1X
m=1

am=(���m) terimi iseM1(�) fonksiyonunun

� = �m deki s¬f¬rlar¬ndan gelen kutuplar¬n yokedilmesi ile elde edilmi̧stir. am ile

ifade edilen terim taş¬nan kutuplar¬n katsay¬s¬olan

am = �
M+
1 (�m)F2(�m)

(k + �m)N+(�m) �M1(�m)
m = 1; 2; 3:::::: (3.40)

ifadesidir. (3:39) ifadesinin sol yan¬üst yar¬düzlemde yani (=m(�) > =m(�k))

bölgesinde regüler, sa¼g yan¬da alt yar¬düzlemde regülerdir. Denklemin sol yan¬

T+(�); sa¼g yan¬da T�(�) olarak adland¬r¬l¬rsa, analitik devam ilkesinin özellikleri

nedeniyle bir tam fonksiyon olan T (�)

T (�) =

(
T�(�);=m(�) < =m(k)
T+(�);=m(�) > =m(�k)

)
(3.41)

olarak tan¬mlanabilir. Bu tam fonksiyonun neye eşit oldu¼gunu bulabilmek için

T+(�) veya T�(�) fonksiyonlar¬n¬n j�j ! 1 için davran¬̧s¬n¬bilmek yeterli ola-

cakt¬r. Daha önce Liouville Teoremi tan¬m¬n¬yapm¬̧s ve fonksiyonun düzlemin

tamam¬nda bir sabite eşit oldu¼gunu söylemi̧stik. Bu sabitin bulunabilmesi için
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önce T+(�) fonksiyonu ele al¬nd¬¼g¬nda

T+(�) =
M+
1 (�)F1(�)

�1(k + �)N
+(�)

� M+
1 (�)F2(�)

(k + �)N+(�)M1(�)
�

1X
m=1

am
(�� �m)

�

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

� ei�l (k � �)N
�(�)

M�
1 (�)

R+(�)+

1X
m=1

e�i�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
(3.42)

ifadesi yaz¬l¬r. Kolayca gösterilebilir ki (3:42) denkleminde bulunan M�
1 (�) ve

N�(�) çekirdek fonksiyonlar¬n¬n j�j ! 1 için davran¬̧s¬

M�
1 (�) = j�j

1
2 ; N�(�) = j�j�

1
2 (3.43)

olarak, üçüncü,dördüncü ve son terimlerin davran¬̧s¬ ise ��1 olarak izlenebilir.

R+(�) fonksiyonunun içinde bulunan �1(�) fonksiyonu ise u1(x; y) fonksiyonunun

Fourier dönüşümüdür. Yani x ! 0 için � ! 1 demektir. Bütün bu hesapla-

malar sonucunda görülebilir ki T+(�) fonksiyonunu, j�j ! 1 için s¬f¬ra eşit olur.

Tam fonksiyonlar¬n özellikleri ve analitik devam ilkesi gere¼gi

T+(�) = T�(�) = 0 (3.44)

elde edilir. Buradan P�(�) fonksiyonu

(k � �)N�(�)

M�
1 (�)

P�(�) =

1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
�

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

�
1X
m=1

am
(�� �m)

(3.45)
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şeklinde ifade edilebilir. (3:35); (3:36); (3:37) denklemleri için de ayn¬prosedür

tekrarlan¬rsa

e�i�l
M�
1 (�)F1(�)

�1(k � �)N�(�)
� e�i�l M�

1 (�)F2(�)

(k � �)N�(�)M1(�)
�

1X
m=1

bm
(�+ �m)

�

e�i�l
M�
1 (�)F2(�)

(k � �)N�(�)M1(�)
� e�i�lN

+(�)(k + �)

M+
1 (�)

P�(�)

= �
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(��m)(�+ �m)
(3.46)

(k + �)N+(�)

M+
1 (�)

R+(�) =
1X
m=1

bm
(�+ �m)

+
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)(k � �m)

N+(�m) �M1(��m)(�+ �m)
P�(��m) (3.47)

(k � �)N�(�)

M�
2 (�)

Q�(�) =
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
2 (�m)(k � �m)S+(�m)

N+(�m) �M2(�m)(�� �m)
�

k

�i

N+(k)

M+
2 (k)(k + �)

�
1X
m=1

cm
(�� �m)

(3.48)

�M+
2 (�)F2(�)

�2(k + �)N
+(�)

+
M+
2 (�)F1(�)

(k + �)N+(�)M2(�)
�

1X
m=1

cm
(�� �m)

= eikl
(k � �)M+

2 (�)N(�)F1(�)S
+(�)

N+(�)M2(�)
�

1X
m=1

ei�m`
(k � �m)M+

2 (�m)N(�m)F1(�)S
+(�m)

N+(�m)M2(�m)(�� �m)
� k

�i

N+(k)

M+
2 (k)(k + �)

(3.49)
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(k + �)N+(�)

M+
2 (�)

S+(�)

=

1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
2 (�m)(k � �m)Q�(��m)

N+(�m) �M2(��m)(�+ �m)
+

1X
m=1

dm
(�+ �m)

(3.50)

� e�i�l M�
2 (�)F2(�)

�2(k � �)N�(�)
+ e�i�l

M�
2 (�)F1(�)

(k � �)N�(�)M2(�)
�

1X
m=1

dm
(�+ �m)

= e�i�l
(k + �)M+

2 (�)N(�)Q
�(�)

M+
2 (�)

+

1X
m=1

ei�m`
(k � �m)M+

2 (�m)N(��m)Q�(��m)
N+(�m) �M2(��m)(�+ �m)

� k

�i

N+(k)

M+
2 (k)(k + �)

(3.51)

ifadeleri elde edilir. Burada bilinmeyen katsay¬lar bm; cm; dm aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lanm¬̧st¬r:

bm = �
ei�m`M+

1 (�m)F2(��m)
(k + �m)N+(�m) �M1(��m)

(3.52)

cm =
M+
2 (�m)F1(�m)

(k + �m)N+(�m) �M1(�m)
(3.53)

dm =
ei�m`M+

2 (�m)F1(��m)
(k + �m)N+(�m) �M1(��m)

(3.54)

(2:21) ve (2:22b) eşitlikleri (2:14a) ve (2:14b) , (2:23a) ve (2:24a) eşitlikleri de

(2:14c) ve (2:14d) modi�ye Wiener-Hopf denklemlerinde yerine yaz¬l¬r:
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M+
1 (�)F1(�)

�1(k + �)N
+(�)

� M+
1 (�)F2(�)

(k + �)N+(�)M1(�)
�

1X
m=1

am
(�� �m)

+

1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
� ei�l (k � �)N

�(�)M+
1 (�)

N+(�)M�
1 (�)(k + �)

�" 1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)(k � �m)P�(��m)

N+(�m) �M1(��m)(�+ �m)
+

1X
m=1

bm
(�+ �m)

#

=
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

(3.55)

e�i�l
M�
1 (�)F1(�)

�1(k � �)N�(�)
�e�i�l M�

1 (�)F2(�)

M1(�)(k � �)N�(�)
+e�i�l

(k + �)N+(�)M�
1 (�)

(k � �)N�(�)M+
1 (�)

�" 1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)R+(�m)

N+(�m) �M1(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

am
(�� �m)

#

�
1X
m=1

bm
(�+ �m)

�
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)(k � �m)P�(��m)

N+(�m) �M1(��m)(�+ �m)

= e�i�l
N+(�)M�

1 (�)

(k � �)N�(�)M+
1 (�)

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)

(3.56)

�M+
2 (�)F2(�)

�2(k + �)N
+(�)

+
M+
2 (�)F1(�)

(k + �)N+(�)M2(�)
�

1X
m=1

cm
(�� �m)

+

1X
m=1

ei�m`
(k � �m)M+

2 (�m)N(�m)S
+(�m)

N+(�m) �M2(�m)(�� �m)
� ei�l (k � �)N

�(�)M+
2 (�)

(k + �)N+(�)M�
2 (�)

�" 1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
2 (�m)(k � �m)Q�(��m)

N+(�m) �M2(��m)(�+ �m)
+

1X
m=1

dm
(�+ �m)

#

=
k

�i

N+(k)

M+
2 (k)(k + �)

(3.57)
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� e
�i�lM�

2 (�)F2(�)

�2(k � �)N�(�)
+

e�i�lM�
2 (�)F1(�)

(k � �)N�(�)M2(�)
+ e�i�l

(k + �)N+(�)M�
2 (�)

(k � �)N�(�)M+
2 (�)

�" 1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
2 (�m)(k � �m)S+(�m)

N+(�m) �M2(�m)(�� �m)
�

1X
m=1

cm
(�� �m)

#
�

1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
2 (�m)(k � �m)Q�(��m)

N+(�m) �M2(��m)(�+ �m)
�

1X
m=1

dm
(�+ �m)

= 0 (3.58)

Bulunan 4N � 4N lik sonsuz bilinmeyenli sonsuz lineer cebirsel denklem sis-

teminde am; bm; cm; dm katsay¬lar¬n¬n içinde bulunan F1(�) , F2(�) ler ve R+(�);

P�(�); S+(�); Q�(��m) ler bilinmeyenlerdir.

3.3 Katsay¬lar¬n Elde Edilmesi

Yukar¬da bahsedilen lineer denklem sistemi, (3:45); (3:47); (3:48); (3:50) den-

klemlerinde s¬ras¬yla � = ��m; �m;��m; �m, (3:55) denkleminde � = �m; �m;

(3:56) denkleminde � = ��m;��m; (3:57) denkleminde � = �m; �m ve (3:58)

denkleminde � = ��m;��m kökleri yaz¬larak elde edilir:

(k + �m)N
+(�m)

M+
1 (�m)

P�(��m) = �
1X
n=1

ei�n`N(�n)M
+
1 (�n)(k � �n)R+(�n)

N+(�n) �M1(�n)(�m + �n)
�

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �)

+

1X
n=1

an
(�m + �n)

(3.59)

(k + �m)N
+(�m)

M+
1 (�m)

R+(�m) =

1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
1 (�n)(k � �n)P�(��n)

N+(�n) �M1(�n)(�m + �n)
+

1X
n=1

bn
(�m + �n)

(3.60)
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(k + �m)N
+(�m)

M+
2 (�m)

Q�(��n) =
1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)S+(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m + �n)
+

1X
n=1

cn
(�m + �n)

(3.61)

(k + �m)N
+(�m)

M+
2 (�m)

S+(�n) =
1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)Q�(��n)

N+(�n) �M2(��n)(�m + �n)
+

1X
n=1

dn
(�m + �n)

(3.62)

ifadeleri elde edilir. Ayn¬i̧slemler bu kez kalan denklemler için tekrarlan¬r. (3:57)

eşitli¼gi M�
1 (�m) ile çarp¬ld¬¼g¬nda

� F2(�m)

(k + �m)N
+(�m)

+M�
1 (�m)

1X
n=1
m6=n

ei�n`N(�n)M
+
1 (�n)(k � �n)R+(�n)

N+(�n) �M1(�n)(�m � �n)
�

M�
1 (�m)

1X
n=1
m6=n

an
(�m � �n)

� T (�m)
1X
n=1

bn
(�m + �n)

�

T (�m)

1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
1 (�n)(k � �n)P�(��n)

N+(�n) �M1(��n)(�m + �n)
= 0 (3.63)

elde edilir. T (�m) fonksiyonu

T (�m) = e
i�l (k � �m)N�(�m)M

+
1 (�m)

N+(�m)M
�
1 (�m)(k + �m)

(3.64)

olarak al¬nm¬̧st¬r. (3:63) de m = n oldu¼gunda
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1

(k + �m)N
+(�m)

(
1

�M1(�m)
� 1)F2(�m) +

ei�m`N(�
m
)(k � �

m
)

N+(�
m
) �M1(�m)

R+(�
m
)�

T (�m)
bm
2�m

� T (�m)
ei�m`N(��

m
)M+

1 (�m)(k � �m)
2�mN

+(�
m
) �M1(��m)

P�(��
m
) = 0 (3.65)

denklemi elde edilir. m 6= n oldu¼gunda ise

1X
n=1
m6=n

bn
(�m + �n)

�
1X
n=1
m6=n

ei�n`N(��n)M+
1 (�n)(k � �n)P�(��n)

N+(�n) �M1(��n)(�m + �n)
= 0 (3.66)

bulunur. (3:56) denklemi M�
1 (�m) ile çarp¬ld¬¼g¬nda

� ei�m`

(k + �m)N
+(�m)

F2(��m)�T (�m)
1X
n=1

ei�n`N(�n)M
+
1 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M1(�n)(�m + �n)
R+(�n)+

T (�m)
1X
n=1

an
(�m + �n)

�M�
1 (�m)

1X
n=1

bn
(�n � �m)

�

M�
1 (�m)

1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
1 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M1(��n)(�n � �m)
P�(��n)

= T (�m)
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.67)

ifadesi elde edilir. (3:67) de m = n oldu¼gunda denklem

�T (�m)
ei�m`N(�m)M

+
1 (�m)(k � �m)

2�mN
+(�m) �M1(�m)

R+(�m)� T (�m)
am

(�m + �m)
+

ei�m`

(k + �m)N
+(�m)

[
1

�M1(��m)
� 1]F2(��m)�

ei�m`N(��m)(k � �m)
N+(�m) �M1(��m)

P�(��m) =
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T (�m)
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

; (3.68)

m 6= n oldu¼gunda ise denklem

1X
n=1
m6=n

an
(�m + �n)

+

1X
n=1
m6=n

ei�n`N(�n)M
+
1 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M1(�n)(�m + �n)
R+(�n)

= � k
�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.69)

ifadesine dönüşür. (3:57) de � = �m yaz¬l¬r ve denklem M�
2 (�m) ile çarp¬l¬rsa:

F1(�m)

(k + �m)N+(�m)
�M�

2 (�m)
1X
n=1

cn
(�m � �n)

+M�
2 (�m)

1X
n=1

ei�n`
(k � �n)M+

2 (�n)N(�n)S
+(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m � �n)
�

M�
2 (�m)

1X
n=1

ei�n`
(k � �n)M+

2 (�n)N(�n)S
+(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m � �n)
�

Y1(�m)

" 1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)Q�(��n)

N+(�n) �M2(��n)(�m + �n)
+

1X
n=1

dn
(�m + �n)

#

=
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �m)

(3.70)

ifadesi bulunur. Burada Y (�m) fonksiyonu

Y (�m) = e
i�l (k � �m)N�(�m)M

+
2 (�m)

(k + �m)N+(�m)
(3.71)

olarak al¬nm¬̧st¬r. m = n seçildi¼ginde denklem:

ei�m`
(k � �m)N(�m)
N+(�m) �M2(�m)

S+(�m) +
F1(�m)

(k + �m)N+(�m)

"
1� 1

�M2(�n)

#
�
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Y (�m)
ei�m`N(��m)M+

2 (�m)(k � �m)
2�mN+(�m) �M2(��m)

Q�(��m) + Y (�m)
dm
2�m

= 0; (3.72)

m 6= n seçildi¼ginde ise denklem:

1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)Q�(��n)

N+(�n) �M2(��n)(�m + �n)
+

1X
n=1

dn
(�m + �n)

= 0 (3.73)

ifadesine dönüşür.

(3:58) de � = ��m yaz¬l¬r ve denklem M�
2 (�m) ile çarp¬l¬rsa:

ei�m`F1(��m)
(k + �m)N+(�m)

+ Y (�m)
1X
n=1

�ei�n` (k � �n)M
+
2 (�n)N(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m + �n)
S+(�n)�

M�
2 (�m)

1X
n=1
m6=n

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M2(��n)(��m + �n)
Q�(��n) + Y (�m)

1X
n=1

cn
(�m + �n)

�

M�
2 (�m)

1X
n=1
m6=n

dn
(��m + �n)

= Y (�m)
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.74)

ifadesi elde edilir. m = n seçildi¼ginde denklem

�ei�m` (k � �m)N(��m)
N+(�m) �M2(��m)

Q�(��m)+ei�m`
F1(��m)

(k + �m)N+(�m)

"
1� 1

�M2(��n)

#
�

(�m)
ei�m`N(�m)M

+
2 (�m)(k � �m)

2�mN+(�m) �M2(�m)
S+(�m) + Y (�m)

cm
2�m

= Y (�m)
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.75)

m 6= n seçildi¼ginde ise
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1X
n=1

ei�n`N(�n)M
+
2 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M2(��n)(�m + �n)
S+(�m)�

1X
n=1

cn
(�m + �n)

=
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.76)

olarak elde edilir.

Bu kez (3:55�3:58) denklemlerinde � yerine s¬ras¬yla �m;��m; �m;��m kök-

leri yaz¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki ifadeler elde edilir:

M+
1 (�m)F1(�m)

�1(k + �m)N
+(�m)

� M+
1 (�m)F2(�m)

(k + �m)N+(�m)M1(�m)
�

1X
n=1

an
(�m � �n)

+

1X
n=1

ei�n`N(�n)M
+
1 (�n)(k � �n)R+(�n)

N+(�n) �M1(�n)(�m � �n)
� ei�m` (k � �m)N

�(�m)M
+
1 (�m)

N+(�m)M
�
1 (�m)(k + �m)

�" 1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
1 (�n)(k � �n)P�(��n)

N+(�n) �M1(��n)(�m + �n)
+

1X
n=1

bn
(�m + �n)

#

=
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �m)

(3.77)

ei�m`
M+
1 (�m)F1(��m)

�1(k + �m)N
+(�m)

� ei�m` M+
1 (�m)F2(��m)

M1(��m)(k + �m)N+(�m)
+

ei�m`
(k � �m)N�(�m)M

+
1 (�m)

(k + �m)N+(�m)M
�
1 (�m)"

�
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)(k � �m)

N+(�m) �M1(�m)(�m + �m)
R+(�m) +

1X
m=1

am
(�m + �m)

#
�

1X
m=1

bm
(��m + �m)

�
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)(k � �m)

N+(�m) �M1(��m)(��m + �m)
P�(��m)

= ei�m`
(k � �m)N�(�m)M

+
1 (�m)

(k + �m)N+(�m)M
�
1 (�m)

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k � �m)

(3.78)

67



�M+
2 (�m)F2(�m)

�2(k + �m)N
+(�m)

+
M+
2 (�m)F1(�m)

(k + �m)N
+(�m)M2(�m)

�
1X
n=1

cn
(�m � �n)

+

1X
n=1

ei�n`
(k � �n)M+

2 (�n)N(�n)S
+(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m � �n)
� ei�m` (k � �m)N

�(�m)M
+
2 (�m)

(k + �m)N
+(�m)M

�
2 (�m)

�" 1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)Q�(��n)

N+(�n) �M2(��n)(�m + �n)
+

1X
n=1

dn
(�m + �n)

#

=
k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �m)

(3.79)

�e
i�m`M+

2 (�m)F2(��m)
�2(k + �m)N(��m)

+
ei�m`M+

2 (�m)F1(��m)
(k + �m)N

+(�m)M2(��m)
+

e�i�m`
(k � �m)N�(�m)M

+
2 (�m)

(k + �m)N
+(�m)M

�
2 (�m)

�"
�

1X
n=1

ei�n`N(�n)M
+
2 (�n)(k � �n)S+(�n)

N+(�n) �M2(�n)(�m + �n)
+

1X
n=1

cn
(�n + �n)

#
�

1X
n=1

ei�n`N(��n)M+
2 (�n)(k � �n)

N+(�n) �M2(��n)(��m + �n)
Q�(��n)�

1X
n=1

dn
(��m + �n)

= e�i�m`
(k � �m)N�(�m)M

+
2 (�m)

(k + �m)N
+(�m)M

�
2 (�m)

k

�i

N+(k)

M+
1 (k)(k + �m)

(3.80)

Bundan sonra 4N � 4N lik sonsuz denklem sisteminden nümerik metodla

R+(�m); P
�(��m); S+(�m); Q�(��m); F1(�m); F2(�m); F1(��m); F2(��m);

F1(�m); F2(�m); F1(��m); F2(��m) bilinmeyenleri bulunur. (m = 1; 2; ::N).

Denklem sisteminin şekil 3.4 de görülece¼gi üzere seçilen parametrelere göre N > 6

dan itibaren yak¬nsad¬¼g¬gözlenmi̧stir.
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Şekil 3.4. Denklem sisteminin yak¬nsakl¬¼g¬

3.4 Alan¬n Analizi

Problemdeki amaç u(x; y) ile gösterilen x < 0 �da tan¬ml¬Y ans{yan alan ile x > `

da tan¬ml¬ _Iletilen alan¬n incelenmesi idi. Bunun için

u3(x; y) =
1

2�

Z
L
[C(�) cos(K(�)y) +D(�) sin(K(�)y)] e�i�xd� (3.81)

integrali hesaplanmal¬d¬r.

3.4.1 Yans¬yan Alan

(3:81) de verilen C(�) ve D(�) spektral katsay¬lar¬na yani F1(�); F2(�) fonksiy-

onlar¬na ba¼gl¬integral x < 0 için hesapland¬¼g¬nda Y ans{yan alan elde edilir. (3:6)

ve (3:7) katsay¬lar¬yaz¬ld¬¼g¬nda
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u(x; y) =

Z
L

�
F1(�) cos [K(�)b]� F2(�)

K(�) sin [K(�)b]
cos [K(�)y] +

F1(�)

K(�)
sin [K(�)y]

�
e�i�xd�

buradan k¬saltmalar yap¬ld¬¼g¬nda

u(x; y) =

Z
L

�
F1(�) cos [K(�)(y � b)]� F2(�) cos [K(�)y]

K(�) sin [K(�)b]

�
e�i�xd� (3.82)

ifadesi elde edilir. (1:10) da tan¬mlanan L integral e¼grisi üzerinden integral hesab¬

için bölge Jordan Lemmas{ na göre üstten kapat¬l¬r. K(�) sin [K(�)b] n¬n üst

yar¬düzlemdeki s¬f¬rlar¬ndan gelen basit kutup katk¬s¬Rezid�u Teoremi ne göre

hesapland¬¼g¬nda (3:82) integralinin de¼geri bulunmuş olur. Hesaplanmak istenen

temel mod oldu¼gundan gelen katk¬sadece � = k daki ilk kutup içindir. Buradan

gelen katk¬hesapland¬¼g¬nda R; Yans¬ma katsay¬s¬:

R =
�i

kb
[F1(k)� F2(k)] (3.83)

olarak bulunur. Çözüm için (3:55) ve (3:57) denklemlerinde � = k yaz¬l¬rsa

M+
1 (k)F1(k)

2k�1N
+(k)

� M
+
1 (k)F2(k)

2k�1N
+(k)

�
1X
m=1

am
(k � �m)

+

1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)

N+(�m) �M1(�m)
R+(�m) =

1

2�i

N+(k)

M+
1 (k)

(3.84)

ve
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�M+
2 (k)F2(k)

2k�2N
+(k)

+
M+
2 (k)F1(k)

2k�2N
+(k)

�
1X
m=1

cm
(k � �m)

+

1X
m=1

ei�m`
N(�m)M

+
2 (�m)

N+(�m) �M2(�m)
S+(�m) =

1

2�i

N+(k)

M+
2 (k)

(3.85)

eşitlikleri bulunur. Buradan

F1(k)� F2(k) =
k�1N

+(k)

M+
1 (k)

�"
�

1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+
1 (�m)

N+(�m) �M1(�m)
R+(�m) +

1

2�i

N+(k)

M+
1 (k)

+
1X
m=1

am
(k � �m)

#
+

k�2N
+(k)

M+
2 (k)

�"
�

1X
m=1

ei�m`
N(�m)M

+
2 (�m)

N+(�m) �M2(�m)
S+(�m) +

1

2�i

N+(k)

M+
2 (k)

+
1X
m=1

cm
(k � �m)

#
(3.86)

hesaplanarak yans¬yan alan de¼geri bulunur.

3.4.2 ·Iletilen Alan

(3:82) integralinin de¼geri bu kez x > ` için hesapland¬¼g¬nda iletilen alan bu-

lunur. Gelen dalga exp(ikx) ile ayn¬yönde yay¬lan iletilen alan¬n katsay¬s¬T ile

gösterilirse, T de¼geri, istenilen yine temel mod oldu¼gundan alt yar¬düzlemin ilk

kutbu � = �k dan gelen katk¬bulunarak hesaplan¬r. Bu kez (3:56) ve (3:58)

denklemlerinde � = �k yaz¬l¬r ve taraf tarafa toplan¬rsa iletilen alan ifadesi

(�1 + T )eikx (3.87)
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olarak bulunur.

eikl
M+
1 (k)

2k�1N
+(k)

[F1(�k)� F2(�k)]�
1X
m=1

bm
(�k + �m)

+
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)

N+(�m) �M1(��m)
P�(��m) = 0 (3.88)

ve

� e
iklM+

2 (k)F2(�k)
2k�2N(�k)

+
eiklM+

2 (k)F1(�k)
2k�2N

+(k)
+

1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
2 (�m)

N+(�m) �M2(��m)
�

1X
m=1

dm
(�k + �m)

= 0 (3.89)

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

�T = ��i
kb

(
k�1N

+(k)e�ikl
M+
1 (k)

"
�

1X
m=1

bm
(�k + �m)

�
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
1 (�m)

N+(�m) �M1(��m)
P�(��m)

#)

+

(
k�1N

+(k)e�ikl
M+
1 (k)

"
�

1X
m=1

dm
(�k + �m)

�
1X
m=1

ei�m`N(��m)M+
2 (�m)

N+(�m) �M2(��m)

#)
(3.90)

iletim katsay¬s¬bulunur. (3:87) nin ilk terimindeki gelen TEM dalgas¬sadeleşmek-

tedir. Bu beklenen bir sonuçtur. Gelen dalgan¬n x 2 (0; `) için verilen (3:2c; d)

empedans s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glamad¬¼g¬kolayca görülebilir.

3.5 Say¬sal Uygulamalar ve Sonuçlar

Bu bölümde, analitik olarak elde edilmi̧s bulunan yans¬yan ve iletilen alanlar¬n

say¬sal analizi, farkl¬empedans de¼gerleri, empedans şerit uzunlu¼gu için de¼gi̧sen

dalga say¬s¬na göre incelenmi̧stir.
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Şekil 3.5 de alt plakadaki farkl¬ empedans de¼gerlerinin band-durduran merkez

frekansa çok etkisi olmad¬¼g¬, ancak empedans de¼geri artt¬kça Q faktörünün de¼gerinin

de artt¬¼g¬gözlenmi̧stir.

Şekil 3.5. Farkl¬�2 de¼gerleri için yans¬yan alan genli¼ginin de¼gi̧simi

Şekil-3.6. da üst plakadaki sabit yüzey empedans¬n¬n azalan de¼gerleri için

b, alt yüzey empedans¬ ve empedans uzunlu¼gu sabit tutulmuş, merkez band-

durduran frekans de¼gi̧smemi̧s, buna kaŗs¬l¬k Q çarpan¬de¼geri azalm¬̧st¬r.
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Şekil 3.6. Farkl¬�1 de¼gerleri için yans¬yan alan¬n genli¼gi

Şekil 3.7 de bu kez pozitif de¼gerli (kapasitif) üst yüzey empedans¬n¬n de¼gi̧sen

de¼gerlerine kaŗs¬l¬k negatif alt yüzey empedans¬, empedans uzunlu¼gu ve iki levha

aras¬mesafe sabit tutulmuş, band-durduran merkez frekans sa¼ga do¼gru kayarak

artm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda kalite faktörünün küçüldü¼gü gözlenmi̧stir.
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Şekil 3.7. Şerit uzunlu¼guna göre yans¬yan alan genli¼gi

Şekil 3.6 da ise yans¬yan alan genli¼gi, �1in (-18i,+14i) aral¬¼g¬ndaki de¼ger-

leri için çizilmi̧s, pozitif de¼gerler için yans¬ma katsay¬s¬bir de¼gerine yaklaşm¬̧s,

neredeyde hiç alan iletilmedi¼gi gözlenmi̧stir. Negatif de¼gerlerde ise tam iletim

gerçekleşti¼gi gözlenmi̧stir. Şekil 3.7 de `�nin farkl¬de¼gerleri için yans¬yan alan¬n

genli¼gine bak¬lm¬̧s ve ` artt¬kça alan¬n da artt¬¼g¬gözlenmi̧stir.
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Şekil 3.8. ` nin farkl¬de¼gerleri için yans¬yan alan¬n genli¼gi

Şekil 3.8 b nin farkl¬de¼gerleri için yans¬yan alan¬n genli¼gi

Normalize empedans de¼gerleri �1 = �2 = � olacak şekilde al¬n¬rsa M1(�) ve
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M2(�) çekirdek fonksiyonlar¬

M1;2(�) =M(�) = � cos[K(�)b] +
K(�)

ik
sin[K(�)b] (3.91)

ifadelerine indirgenir. Böylece

�m = �m; M(�m) = 0 (3.92)

elde edildi¼ginden yans¬ma katsay¬s¬

R =
�i

b

�N+(k)

M+(k)
�

f�2
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+(�m)

N+(�m) �M1(�m)
R+(�m) +

1

�i

N+(k)

M+(k)
+

1X
m=1

am
(k � �m)

+
1X
m=1

cm
(k � �m)

g (3.93)

ifadesine, iletim katsay¬s¬ise

T = �i

kb

k�N+(k)

M+(k)
�

f�
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+(�m)

N+(�m)M
+(�m)

R+(�m) +
1

2�i

N+(k)

M+(k)
+

1X
m=1

am
(k � �m)

+

1X
m=1

cm
(k � �m)

g (3.94)

ifadesine eşit olur.

Şekil 3.9 da bu problemde elde edilen sonuç, birinci problemdeki asimetrik

oluklu, oluklar¬ farkl¬ dielektrik malzeme ile doldurulmuş dalga k¬lavuzundaki

sonuç ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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3.6 Sonuçlar ve Öneriler

Bu çal¬̧smada, önce bask¬n TEM modunun, alt ve üst plakalarda farkl¬derinlikte

ve farkl¬dielektrik malzeme ile doldurulmuş dikdörtgen kesitli iki oyu¼gu bulunan

paralel plakal¬dalga k¬lavuzundan saç¬l¬m¬Wiener-Hopf tekni¼gi ile incelenmi̧stir.

Yans¬yan ve iletilen alan¬n aç¬k ifadelerini elde etmek için bilinmeyen saç¬lan

alan¬n ve s¬n¬r koşullar¬n¬n Fourier dönüşümü al¬nm¬̧s, problem "Matris Modi�ye

Wiener-Hopf " problemine indirgenmi̧stir. Matris çarp¬m¬komütatif olmad¬¼g¬n-

dan, çekirdek matrisin faktorizasyonu için geli̧stirilmi̧s genel bir yöntem yoktur.

Katsay¬lar¬bilinmeyen bir tak¬m sonsuz toplamlar i̧sin içine kat¬larak "Üçüncü

Tip Modi�ye Wiener-Hopf denklemleri" eşleştirilmi̧s, faktorizasyon ve dekom-

pozisyon prosedürleri izlenerek çözülmüştür. Çözüm sonsuz bilinmeyenli son-

suz lineer denklem sistemine indirgenmi̧s, bu sistem nümerik olarak çözülmüştür.

Çözüm, frekans, oyuk derinli¼gi ve oyuklar¬dolduran dielektrik malzemenin elek-

tromagnetik parametreleri için farkl¬de¼gerleri için iyi bir yaklaş¬kl¬kla bulunmuş-

tur.

Daha sonra ikinci problemde dielektrik malzeme ile doldurulmuş oyuklar yer-

ine oyuk uzunlu¼gunda farkl¬empedans s¬n¬r koşulu ile modellenmi̧s dalga k¬lavuzu

gözönüne al¬nm¬̧s, elde edilen saç¬lan alan de¼gerlerinin birinci problemdeki de¼ger-

lerle oyuk derinli¼gi çok küçük seçildi¼ginde örtüştü¼gü gözlenmi̧stir(Şekil3.9).
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Şekil 3.9. ·Iki problemin yans¬yan alan¬n genli¼gi için kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Normalize empedans de¼gerleri �1 = �2 = � birbirine eşit al¬n¬rsa M1(�) ve

M2(�) çekirdek fonksiyonlar¬

M1;2(�) =M(�) = � cos[K(�)b] +
K(�)

ik
sin[K(�)b] (3.95)

ifadelerine indirgenir. Böylece

�m = �m; M(�m) = 0 (3.96)

elde edildi¼ginden yans¬ma katsay¬s¬
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R =
�i

b

�N+(k)

M+(k)
�

f�2
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+(�m)

N+(�m) �M(�m)
R+(�m) +

1

�i

N+(k)

M+(k)
+

1X
m=1

am
(k � �m)

+
1X
m=1

cm
(k � �m)

g (3.97)

ifadesine, iletim katsay¬s¬da

T = �i

kb

k�N+(k)

M+(k)
�

f�
1X
m=1

ei�m`N(�m)M
+(�m)

N+(�m)M
+(�m)

R+(�m) +
1

2�i

N+(k)

M+(k)
+

1X
m=1

am
(k � �m)

+
1X
m=1

cm
(k � �m)

g (3.98)

ifadesine eşit olur.

Şekil 9 da bu problemde elde edilen sonucun, birinci problemdeki asimetrik

oluklu, oluklar¬ farkl¬ dielektrik malzeme ile doldurulmuş dalga k¬lavuzundaki

sonuç ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Oyuklar

Ex = �Z0Hz (3.99)

olacak şekilde standart empedans s¬n¬r koşulu ile modellenecek olursa, normalize

empedans de¼geri oyuk parametrelerine ba¼gl¬olarak

� = �i
r
�r
"r
tan(kt

p
�r"r) (3.100)

elde edilir. Burada �r ve "r oyuklardaki meteryalin iletim parametreleridir. t ise

oyuk derinli¼gini göstermektedir.18

80



Empedans s¬n¬r koşulu ile modellenen dalga k¬lavuzunda rezonans say¬s¬n¬n¬n

de¼gi̧simini incelemek için şerit uzunlu¼gu önce artt¬r¬lm¬̧s daha sonra sonsuz

büyütülmüştür. ` �!1 yap¬ld¬¼g¬nda yans¬ma katsay¬s¬

R =
�i

b
f�1N

+(k)

M+
1 (k)

"
1

2�i

N+(k)

M+
1 (k)

+
1X
m=1

am
(k � �m)

#
+

�2N
+(k)

M+
2 (k)

"
1

2�i

N+(k)

M+
2 (k)

+

1X
m=1

cm
(k � �m)

#
g (3.101)

olarak elde edilmi̧stir.

Frekans tutucu yada frekans geçirici �ltre tasar¬mlar¬nda kullan¬lan bu tip

problemler yayg¬n olarak tamam¬say¬sal yöntemlerle çözülmektedir. Bu çal¬̧s-

mada problem analitik olarak kesin çözülmüş, sonuçta elde edilen sonsuz bilin-

meyenli sonsuz denklem sisteminin çözümü de iyi bir yaklaş¬kl¬kla elde edilmi̧stir.

Bu nedenle çal¬̧sma iyi bir referans problemi olabilir.

Bundan sonraki çal¬̧smalarda oyuklu dalga k¬lavuzunda oyuk say¬s¬n¬n art-

t¬r¬larak, ard¬̧s¬k oyuklar¬n saç¬lmas¬spektral iterasyon yöntemi ile incelenebilir.
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4 Ek1. ·Ince Bir Dielektrik Tabaka ·Ile Kaplan-

m¬̧s Bir Metal Yüzeyin Birinci Mertebeden

Empedans Koşulu ·Ile Modellenmesi:

Şekil E.1. Çok ince dielektrik malzeme ile kaplanm¬̧s d kal¬nl¬¼g¬ndaki

mükemmel iletken

Şekil-E.2. Empedans s¬n¬r koşulu ile modellenmi̧s yüzey.

Bir yüzü mükemmel iletken bir levha ile kapl¬ d kal¬nl¬¼g¬nda sonsuz geni̧s

bir dielektrik levhan¬n di¼ger yüzüne boşluktan gelen düzlemsel dalga �0 aç¬s¬ile

çarpmaktad¬r. k0boşlu¼gun dalga say¬s¬olmak üzere
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H i
z = e

�ik0(x cos�0+y sin�0) (E.1)

olarak ifade edilen Hz-polarize gelen dalgan¬n şekil (E.1) ve şekil (E.2) deki

geometrilerden yans¬mas¬na ili̧skin katsay¬lar hesaplanacakt¬r. Elektrik alanMaxwell

denklemlerinden

�!
E = � 1

N
p
"
rot
�!
H = � 1

N
p
"

�
@Hz
@y

�!e x �
@Hz
@x

�!e y
�

(E.2)

ile ifade edilirse, I. ortamdaki yans¬yan magnetik ve elektrik alan bileşenleri

HR
z = Re

�ik0(x cos�0�y sin�0) (E.3)

ERx = � sin�0
N
p
"0
e
�ik0(x cos�0�y sin�0) (E.4)

ERy = � sin�0
N
p
"0
e
�ik0(x cos�0�y sin�0) (E.5)

dielektrik ortam (II) içindeki magnetik ve elektrik alan bileşenleri ise

Hz = Ae
�ik1(x cos�1+y sin�1) +Be

�ik1(x cos�1�y sin�1) (E.6)

Ex = �A sin�1
N
p
"1
e
�ik1(x cos�1+y sin�1) � B sin�1

N
p
"1
e
�ik1(x cos�1�y sin�1) (E.7)

Ey = �A sin�1
N
p
"1
e
�ik1(x cos�1+y sin�1) +

B sin�1
N
p
"1
e
�ik1(x cos�1�y sin�1) (E.8)

şeklinde yaz¬labilir. Burada "; dielektrik sabitini, N ;

N =

r
"1�

"0�0
(E.9)

eşiti¼gini göstermektedir. Geçi̧s ve s¬n¬r koşullar¬,

x = 0 da �
h�!n ��!Hi = 0; � h�!n ��!E i = 0; (E.10.a)

x = �d de �
h�!n ��!Hi = 0 (E.10.b)
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olarak uyguland¬¼g¬nda

e�ik0(x cos�0) +Re
�ik0(x cos�0) = Ae

�ik1(x cos�1) +Be
�ik1(x cos�1) (E.11)

yaz¬l¬r ve Snell yasas¬gere¼gince

k0
k1
=
cos�1
cos�0

(E.12)

eşitli¼gi ve

1 +R = A+B (E.13)

�1 +R = k1 sin�1
k0 sin�0

r
"0
"1
[A�B] (E.14)

denklemleri ile d nin çok küçük de¼geri için

eik0d sin�0 +Re�ik0d sin�0 = Ae
�ik1d sin�1 +Be

ik1d sin�1 (E.15)

ifadesi elde edilir. Bu üç denklemden A;B ve R bilinmeyenleri çözüldü¼günde

R =

k0 sin�0
k1 sin�1

q
"1
"0

�
e
ik1d sin�1 � e

�ik1d sin�1
�
+ e

ik1d sin�1 + e
�ik1d sin�1 � 2eik0d sin�0

k0 sin�0
k1 sin�1

q
"1
"0

�
e
ik1d sin�1 � e

�ik1d sin�1
�
� eik1d sin�1 + e

�ik1d sin�1 + 2e
ik0d sin�0

yans¬ma katsay¬s¬

R =
i 1
N
sin�0
sin�1

"1
"0
sin [k1d sin�1] + cos [k1d sin�1]� e

ik0d sin�0

i 1
N
sin�0
sin�1

"1
"0
sin [k1d sin�1]� cos [k1d sin�1] + e

ik0d sin�0

olarak bulunur. Denklem düzenlenir ve sin�1 =
p
1�N�2 cos�0 eşitli¼gi kul-

lan¬l¬rsa,d nin çok küçük de¼geri için

R =
i 1
N
"1
"0
sin�0 tan

h
k0Nd

p
1�N�2 cos�0

i
+
p
1�N�2 cos�0

i 1
N
"1
"0
sin�0 tan

h
k0Nd

p
1�N�2 cos�0

i
�
p
1�N�2 cos�0

(E.16)
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denklemi elde edilir. Burada jN j � 1 de¼geri için (E.16) ifadesi

R =
i 1
N
"1
"0
sin�0 tan [k0Nd] + 1

i 1
N
"1
"0
sin�0 tan [k0Nd]� 1

(E.17)

ifadesine indirgenir.

Şekil E.2 de gösterilen problem ele al¬n¬rsa gelen dalgan¬n alan bileşenleri

H i
z = e�ik0(x cos�0+y sin�0) (E.18)

�!
Ei = �Z0rot

�!
H = �Z0

�
@H i

z

@y
�!e x �

@H i
z

@x
�!e y
�

yans¬yan alan¬n bileşenleri

HR
z = R1 e

�ik0(x cos�0�y sin�0) (E.19)

ERx = �ik0Z0R1 sin�0HR
z (E.20)

ERy = ik0Z0R1 cos�0H
R
z (E.21)

olarak al¬n¬r.

@

@n
Hz � ik0

Z0
�
Hz = 0 (E.22)

empedans s¬n¬r koşulu uyguland¬¼g¬nda yans¬ma katsay¬s¬

R1 =
Z0 � ikZ sin�0
Z0 + ikZ sin�0

(E.23)

elde edilir. Burada Z; Şekil- E.2 deki düzlemin yüzey empedans¬n¬, Z0; Z0 =q
�0
"0
boşlu¼gun karakteristik empedans¬n¬göstermektedir. E.23 ifadesini Z0 ile

bölünürse elde edilen

R1 =
1� ik Z

Z0
sin�0

1 + ik Z
Z0
sin�0

(E.24)
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ifadesi ile (E.17) ifasi kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda Şekil-E.1 deki yap¬n¬n yüzey empedans¬

Z = iZ0 tan(Nk0d) (E.25)

ile verilmi̧s olan empedans düzlemi ile modellenebilece¼gi görülebilir [31]
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