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OZET

SONLU CiSIMLER UZERINDE FREY ELIiPTiK EGRILERI

Nazh YILDIZ IKIKARDES
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmani : Prof. Dr. ismail Naci CANGUL)
(Ikinci Damisman : Yrd. Do¢. Dr. Dilek NAMLI)

Balikesir, 2006

Bu calismada, p asal iken [ sonlu cisimlerinde basitlestirilmis Weierstrass

denkleminin 6zel bir hali olan y* = x’ —n’x Frey eliptik egrileri iizerindeki nokta
say1si, noktalarin mertebeleri ve bu egrilerin grup yapilari incelenmistir.

Bu calisma bes bolimden olusmaktadir. Giris boliimii olan birinci boliimde
calisma tanitilmistir.

Ikinci boliimde, calisma boyunca gerekli olan temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, y* = X’ —n’x Frey eliptik egrilerinin nokta sayilari ile ilgili
bazi sonuglar verilmistir.

Dérdiincii bolimde, y* =x’—n’x Frey eliptik egrisinin F, sonlu cismi
iizerindeki grup yapist incelenmistir. Grup yapisinin, p 'nin 4 modunda 1’e ve 3’e
denk olmasina gore iki tip oldugundan bahsedilmistir. p=1 (mod 4) bir asal olmak
tizere E, egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin grup yapisinin, a,b e N* olmak iizere
E.(F,)=Z,xZ,, oldugu gosterilmistir. Bu egrilerin grup yapisi incelenirken nokta
sayisina da bakilmistir. Ayrica n’nin Q_’de bulunup bulunmayigina gére grubun

dordiincii mertebeden elemana sahip olup olmayacagi gosterilmistir.
Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : sonlu cisimler iizerinde eliptik egriler /
rasyonel noktalar / kiibik denklemler / Frey eliptik egrileri.
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ABSTRACT

THE FREY ELLIPTIC CURVES ON FINITE FIELDS

Nazh YILDIZ IKIKARDES
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL)
(Second Supervisor: Asst. Prof. Dr. Dilek NAMLI)

Balikesir, 2006

In this thesis, the number of rational points, their orders, and the group
structure of them, on Frey elliptic curves y? = x> —n?x which are the special case of
simplified Weierstrass equation over finite fields , where p is prime, are studied.

This study consists of five chapters. In the first chapter, which is the
introductory chapter of this thesis, the thesis is introduced.

In the second chapter, the necessary definitions and results are recalled.

In the third chapter, some new results concerning the number of points on the
Frey elliptic curves y* = x> —n®x are given.

In the fourth chapter, the group structures of the Frey elliptic curves
y? =x*—n’x on finite fields F, are obtained. It is shown that the group structure of

these curves can be of two types according to that p is a prime congruent to 1 or 3
modulo 4. It has been shown that, in the former case, the group structure of rational

points on the curve E, is isomorphic toE (F)=Z, xZ,,, wherea,be N". While

considering the group structure of these curves, the number of rational points is also
studied. Further, it has also been shown that whether the group has elements of order
4 according to whether nis in Q, or not.

In the fifth chapter, the results obtained in the thesis are recalled.

KEY WORDS: elliptic curves over finite fields / rational points / cubic
equations / Frey elliptic curves.
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1. GiRiS

Bu caligmada, p asal iken F_ sonlu cisimlerinde basitlestirilmis Weierstrass

P
denkleminin 6zel bir hali olan Frey eliptik egrilerinin nokta sayilar1 ve grup yapisi

incelenmistir.

y> =x +ax’ +bx+c

tipindeki denklemlere eliptik egriler (veya kiibik denklemler) denir. Aslinda eliptik
egri isimlendirilmesi biraz aldaticidir. Ciinkii burada bir elips s6z konusu degildir.
Yalnizca belli tip denklemler s6z konusudur. Bu denklemlere eliptik egriler
denilmesinin sebebi, eski zamanlarda elipslerin ¢evrelerini ve gezegen

yoriingelerinin uzunlugunu hesaplamakta kullanilmig olmalaridir.

Eliptik egrileri ilging kilan ozellik; ¢oziimii ¢ok kolay olan denklemlerle,
¢Oziimii zor ve neredeyse imkansiz olan denklemler arasinda bir yerde
bulunmalaridir. Genel eliptik egrilerdeki a, b ve ¢ degerleri degistirilerek her biri
farkl1 Ozelliklere sahip, fakat hepsi de c¢oziilebilen, sonsuz sayida denklem

uretilebilir.

Eliptik egrilerle ilk ilgilenenler Yunanli matematikc¢iler olmustur. Diophantus,
Arithmetika adli eserinin biiyiik bir kismini bunlarin &zelliklerini incelemeye
ayirmigtir.  Muhtemelen Diophantus’dan ilham alan Fermat da bu zor konuya el

atmistir. Daha sonra da Fermat’nin son teoremi dogmustur.

Matematik tarihindeki en iinlii problemlerden biri olan Fermat’nin son teoremi,

sayilar teorisinin temel yapi1 taglarindan biridir. Bu teorem n >3 tam sayilari i¢in



denklemini saglayacak sifirdan farkli X,y,z tam say1 c¢oziimleri olmadigini ifade

eder.

Fermat’nin bu son teoremi yaklasik 3 yiizyil boyunca bir¢ok iinlii matematikg¢iyi
mesgul etmistir. 1984 sonbaharinda Almanya’daki bir sempozyumda Gerhard Frey,
Fermat’'nin Son Teoreminin ispatlanabilecegi konusunda bir sunum yapmustir.
Frey’e gore, Taniyama-Shimura varsayimi ispatlanabilirse Fermat’'nin Son Teoremi
de ispatlanabilecekti. Frey, Fermat'nin Son Teoremi yanligsa, yani en az bir
tamsayili ¢oziim varsa neler olacagindan bahsediyordu. Bunun nasil bir sey
olacagmi kendisi de bilmediginden aranan sayilarin yerine A, B ve C harflerini

koydu:

AN +B" =C"

Daha sonra kurgusal olarak ¢6ziilmiis denklemini su hale getirdi:

y* =x(x—A")(x+B")

Frey bunun bir eliptik egri oldugunu sdyledi. Dolayisiyla eger Taniyama-
Shimura varsayimimin dogru oldugu ispat edilecek olursa, her eliptik egri mutlaka
modiiler olacakti. Her eliptik egri mutlaka modiiler ise, Frey’in eliptik egrisi mevcut
degildir, yani boyle bir eliptik denklem yoksa Fermat’nin denkleminin ¢dziimii

yoktur. Oyleyse “Fermat’nin son teoremi dogrudur” denile bilinirdi.

Daha sonra Ken Ribet, Fermat ile Taniyama-Shimura arasindaki baglantiya son
seklini kazandirmistir. Nihayet 1993 yilinda, Fermat’nin son teoremini ispatlamay1

hayatinin tutkusu haline getiren Andrew Wiles, bu riiyay1 gerceklestirmistir.

1920’lerde Siegel tarafindan, kiibik bir denklemin sonlu sayida tam sayi
¢Oziimleri oldugu ispatlanmigtir. Baker-Coates, 1970’te tam say1 ¢oziimleri i¢in bir

st siir vermislerdir.



Kiibik denklemlerin sonsuz c¢oklukta da olabilecek rasyonel ¢oziimleri,
¢Oziimlerin sonlu bir kiimesi ile baglanarak geometrik bir islemin tekrarl
uygulamasiyla bulunabilir. Bdyle iiretilmis sonlu kiimelerin var oldugu 1901°de

Poincaré tarafindan ortaya atilmistir. 1922°de L. J. Mordell, Q say1 cisminde

tanimh eliptik egriler iizerindeki rasyonel noktalarin grubunun daima sonlu iiretegli
oldugunu ispatladi. 1928’de ise Weil say1 cisimlerine ve yiiksek cinse sahip egrilere
karsilik gelen durumlara genellestirmistir. Mordell teoremi, rasyonel ¢oziimlerin
kiimesi i¢in sonlu bir iirete¢ kiimesi bulmaya yardimci olan bir yontemdir. Fakat
Mordell’in metodunun, bir {irete¢ kiimesi verdigi heniiz ispatlanamamistir. Daha

sonra 1974’te, Q say1 cisminde tanimli eliptik egriler lizerindeki sonlu mertebeli

rasyonel noktalarn, devirli grup veya iki devirli grubun direkt ¢arpimina izomorf

oldugu, Barry Mazur tarafindan ispatlanmstir.

Son otuz yildir eliptik egriler, sayilar teorisi ve kriptografi gibi alanlarda giderek
artan bir onem kazanmistir. 1980°1i yillardan itibaren eliptik egriler kriptografide,
carpanlara ayirma ve asallik testlerinde kullanilmaya basglanmigtir. Benzer sekilde
1980’li ve 1990’11 yillarda Fermat’nin son teoreminin ispatinda, kullanilan en dnemli

kavram eliptik egriler olmustur.

Calismanin birinci boliimii, tezin amacmin verildigi ve tezin boliimlerinin

tanitildig giris bolimidiir.

Ikinci béliimde, yani on bilgiler béliimiinde, ilerleyen boliimlere temel
olugturacak bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu boliimde, ikinci ve tliglinci
dereceden kalan kavramlari, normal formlar, toplama kurali, sonlu cisimler
iizerindeki eliptik egriler, eliptik egrilerin nokta sayilarinin hesaplanmasinda énemli
bir yeri olan Frobenius endomorfizmi, siipersingiiler egriler, rasyonel noktalarin
sayisinin hesaplanmasiyla ilgili teoremler ve son olarak grup mertebesi verilen

eliptik egrilerin grup yapisindan bahsedilmistir.

Ugiincii  bolimde  basitlestirilmis ~ Weierstrass  normal  formundaki
y* =X’ + Ax+B eliptik egrilerinin n, A, B, birer tam say1 olmak iizere A=-n’ ve

B =0 0zel hali olan



E,:y’=x -n’x

Frey eliptik egrileri ele alinmistir. Bu egrilerin p=1 (mod 4) ve p=3 (mod 4) asal
olmak tizere [, sonlu cisimleri Uzerindeki nokta sayilari ve bu noktalarin
mertebeleri incelenmistir. E, eliptik egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin,

sonsuzdaki nokta ile beraber

#E,(F ) =N, =p+1+ > 7(x'-n’x)

xeF,
oldugu gosterilmistir.

Dérdiincii béliimde y* =X’ —n’x Frey eliptik egrisinin F, sonlu cismi
iizerindeki grup yapisi incelenmigtir. Burada p’nin 4 modunda 1 ve 3’e denk
olmasmna gore iki durum soz konusudur. p=1(mod 4) bir asal olmak iizere E,

egrisi lzerindeki rasyonel noktalarin grup yapisin E (F))=Z,%xZ,, oldugu

gosterilmistir.

t, frobenius endomorfizminin izini gostermek tlizere E, egrisi lizerindeki

rasyonel noktalarin sayisinin
N=a’b=p+l-t=p+1£2r

oldugu ifade edilmistir. Ayrica p asal sayisinin 8 modundaki siniflandirmasina gore
t’ler de smiflandirilmistir.  Son olarak p=1(mod 4) asal iken n’nin Q,’nin

elemant olup olmamasina gore nokta sayisinin bir smiflandirmas: yapilmistir. Son

derece 6nemli bir yere sahip olan dérdiincii mertebeden elemanlar incelenmistir.

Besinci boliimde de, tezde elde edilen sonuglar verilmis ve Onerilerde

bulunulmustur.



2. ON BILGILER

Bu boliimde ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlan ve teoremleri

verecegiz.

2.1 ikinci ve Uciincii Dereceden Kalanlar

2.1.1 Tamm ae Z, =7,-1{0}"1n carpmaya gore tersi, ab=ba=1 olacak
sekilde bir be Z,’ dir. Z, >da carpmaya gore tersi olan bir elemana “birim (unit)”

denir ve Z, daki birimlerin kiimesi U, ile gdsterilir [1].

2.1.2 Yardimer Teorem EeZn*’in birim olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(a,n) =1 olmasidir [1].

2.1.3 Tanim § € Z, olsun. §, U, ’ilretiyorsa g ’ye n modunda bir “ilkel kok”
denir. Bu durumda g ’nin 0 ile n—1 arasindaki tiim kuvvetleri farkhidir ve U, *deki

tlim elemanlari verir [2].

2.1.5 Tamm Bir a e U, verilsin. Eger a=s olacak sekilde bir s e U, varsa

a’ya n modunda bir “ikinci dereceden kalan” denir ve bu sekildeki ikinci derece

kalanlarin kiimesi Q, ile gosterilir [3].



2.1.6 Ornek Kiigiik 7 ler igin U,’deki tiim sayilarin kareleri alnarak Q,

belirlenebilir. Ornegin n=7 igin 1 Ei, 2 Eé_l, 3

Il
|

- =2 = =2 = =
2, 4 =2, 5=4, 6

(mod7) oldugundan Q, = {1,2,4} tiir.

2.1.7 Yardimer Teorem Q , U, ’in bir alt grubudur [1].

Verilen bir ;EUH biriminin bir ikinci dereceden kalan olup olmadigini
belirlemek icin asagidaki tanimi vermek gerekir. » modunda asal olmasi
durumunda islem kolaydir. n=2 ise Q, ={i} dir ve 1 ikinci dereceden bir

kalandir. O halde n = p nin tek asal olmas1 durumuyla baslayalim.

2.1.8 Tamim (Legendre Sembolii) p tek asal sayisi i¢in bir ¢ tam sayisinin

“Legendre sembolii”
0 , plaise
(i) =41 , aeQ, ise
P -1, agQ, ise

seklindedir. Literatiirde (ﬁ) yerine bazen y(a) da kullanilir [4].
p

2.1.9 Ornek p=7 ise

0 , a=0(mod 7)ise
(=)=41 , a=1,2veya 4 (mod 7) ise
-1 , a=3,5veya 6 (mod 7) ise

dir.

2.1.10 Teorem p bir asal olsun. Eger
a) p=1(mod 4) ise -1€0,,

b) p=3 (mod 4) ise —1¢ 0, [1].



2.1.11 Teorem p bir asal olsun. Eger
a) p=1(mod 4) ise meQ, ise p-meQ,,

b) p=3(mod 4) ise meQ, ise p—-meQ, [1].

2.1.12 Tamm p bir asal iken x’ =a (mod p) olacak sekilde bir x € Z varsa

a € Z’ye p modunda bir “iiciincii dereceden kalan” denir [5].

p modunda Uglncli dereceden kalanlarm kimesini K, ile, K, ’nin

Z p* =Z,- {6} daki elemanlarinin kiimesini de K p* ile gosterelim.

2.1.13 Teorem K, 6, Z, A ’deki carpma islemine gére bir gruptur ve ashinda

Z p* “1n bir alt grubudur [5].

2.1.14 Teorem p =1 (mod 3) bir asal olsun. » birimin 1’den farkli olan kiibik

—I1+~-3
2

kokii olmak {izere o = say1si Z p* "1 bir elemanidir [5].

2.1.15 Sonu¢ p =1(mod 3) bir asal iken ®* elemani da Z p* ‘1n bir elemanidir
[5].
2.1.16 Tanmm (Ugiincii Dereceden Kalan Karakteri) p tek asal sayisi igin bir

a tam sayismin p modundaki kiibik karakteri [il ile gosterilir ve
P J;



seklinde tanimlanir [5]. Bu karakter {igiincii dereceden kalanlar teorisinde, Legendre

e . . " a .
semboliiniin ikinci dereceden kalan gorevini yapar. Literatiirde bazen (—j yerine
P Js

5(a) dakullanilir. Euler kriterinde k = 3 konulursa asagidaki sonug elde edilir:

2.1.17 Teorem p asal ve p=1(mod 3) olsun. x’ =a (mod p) denkliginin

p-1

¢Oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢ > =1 (mod p) olmasidir [5].

7-1

2.1.18 Ornek (%) =23 =2"=4(mod 7), ®=4(mod7) oldugundan
3

(%) = @ dir ve bu nedenle 2, 7 modunda ii¢ilincii dereceden bir kalan degildir.
3

7-1

13 =1°=1(mod 7), dolayisiyla 1, 7 modunda {igiincii

2.1.19 Ornek Gj

3
dereceden bir kalandir. Yani x’ =1 (mod 7) denkligi ¢oziilebilirdir. Gergekten,
¥’=1 (mod7), x=1, x=w ve x=w bu denkligin kokleridir.

~1+4-3
sz

=4 (mod 7) ve @ =2(mod 7) oldugundan bu denkligin kokleri

x=1(mod 7), x=4 (mod 7)ve x =2 (mod 7) ’dir.

2.1.20 Sonu¢ p =2 (mod 3) asal ise p modunda birbirinden farkli tam p tane
ligtincl dereceden kalan vardir. Yani Z,’nin tiim elemanlari tiglincti dereceden bir

kalandir [5].

2.1.21 Ornek p=17 olsun. Mod 17°de, 0°=0, I’=1, 2°=8, 3’°=10,
4=13, =6, 6=12, 7°=3, =2, 9°=15, 10°=14, 1I’=5, 12° =11,
13’°=4, 14°=7, 15 =9, 16’ =16 "dir ve Z,, deki tiim sayilar iigiincii dereceden

kalanlardir.



2.1.22 Teorem p=1(mod 3) asal ise p modundaki farkl iigiincii dereceden

kalanlarin sayisi p+2

*tiir [5].

2.2. Normal Formlar
Eliptik egriler ¢esitli normal formlarda ifade edilebilir. Bu boliimde Weierstrass

normal formlarim1 ve bu formdaki denklemlerle ilgili bazi sabitlerle birasyonel

doniistimleri tanimlayacagiz.

2.2.1 Tamm 4’ afin diizlem iken sabit olmayan f'(x,y) € F[x, y] polinomunun

F cisminin F’daki koklerinin kiimesi

C=C(f)={(xy)ed : f(xy)=0}
F ilizerinde “diizlemsel afin cebirsel egri”dir. C egrisi lizerindeki rasyonel say1

bilesenli (x,y) noktalar1 “IF-rasyonel noktalar” olarak adlandirilir.  C’deki

[F -rasyonel noktalarin kiimesini

C(F)=C(N)EF) = {(x,y) e A (F): f(x,) =0}

seklinde tanimlariz. Diizlemsel afin cebirsel egrilere 6rnek olarak, Weierstrass denk-

lemleri verilebilir [6].

2.2.2 Tamm C=C(f), F cismi ilizerinde diizlemsel afin cebirsel egri olsun.

C\F fonksiyon cismi, ]F[x, y]/( /) bolim cismidir. F(C) ile gosterilir [6].

223 Tamm aq,,a,,a;,a,,a;, €F iken

y +axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a, (2.2.1)



seklindeki bir denkleme “uzun Weierstrass normal formu”  denir. Burada

sonsuzdaki nokta olarak adlandirilan “o” noktasinin afin temsili o = (o0, ) dur [6].

2.2.4 Ornek Weierstrass formundaki egrilere baz1 drnekler asagida verilmistir:

Ug egrinin de iki tane I rasyonel noktasi vardir: P=(0,0) ve o [6].

225 Tanm aq,,a,,a;,a,,a, €F Kkatsayilar1 ile uzun Weierstrass normal

formundaki bir denklemi ele alalim. Bu denklem i¢in “Tate degerleri”

2
b, =a,” +4a,,
b, =2a,+a,.a;,
by = a,” +4a
2 2 2
b, =aa,+4a,a, —aaa,+a,a,” —a,,
c, =b,’ —24b,,
¢, =—b,’ +36b,b, —216b.

dir. Ayrica, “diskriminant”

A=-b, by, —8b, —27b," + 9b,b,b,

ve “j degismezi”

dir [6]. Bu sabitler asagidaki bagintilar1 saglar:

10



4b, =b,b, —b ve 12°A=c, ¢’

2.2.6 Tammm C diizlemsel cebirsel egrisi f(x,y)=0 polinom denklemiyle
tanimlansin. Bu durumda P =(x,,),) € C noktasmimn, C’nin bir “singiiler noktasi”

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a _ove & _
ax(xo)yo)—ave ay(xo’yo) 0

olmasidir. Eger sadece birinci kismi tiirevler sifira esitleniyorsa singiiler nokta katli
bir noktadir. Kath noktanin iki farkli tegeti varsa “diigiim (node)”, iki tegeti
cakisirsa “cikinti (cusp)” olarak adlandirilir. Singiiler noktalar1 olmayan bir egri

“singiiler olmayan egri” olarak adlandirilir [6].

2.2.7 Onerme Uzun Weierstrass normal formunda bir denklem ile verilen

egrileri asagidaki gibi siniflandirabiliriz:

a) Egri singiiler degildir < A # 0. Diger durumda egri tek singiiler noktayla

singiilerdir.
b) Egrinin bir diigiimii vardir < A=0 ve ¢, # 0 dir.
¢) Egrinin bir ¢ikintisi vardir <& A=0 ve ¢, =0 dir [7].
2.2.4.0Ornekte inceledigimiz C,,C,,C, egrilerinin diskriminantlar::
AC, =0, AC, =0, AC, =—64
tiir. Ayrica

=0, C =48

Ic, 2¢, = 3¢,

11



dir. Ayrica Kar(IF)=_2 ise bu egrilerin ii¢li de singiilerdir ve bir ¢ikintis1 vardir.
Eger Kar(IF)# 2 ise C, egrisinin bir ¢ikintis1 , C, egrisinin bir diiglimii vardir ve
C, egrisi singiiler degildir. Tim singiiler durumlarda singiiler nokta P =(0,0) dur.

Bunu kismi tiirevlerine bakarak gorebiliriz. Ornek olarak C, egrisini ele alalim:

C,=f(xy)=y"-x'=0
egrisinin kismi tiirevleri

al:—3x2 o =2y

ox oy

dir. Karakteristik ne olursa olsun bu ii¢ denklemin

y2_x3 :0
—3x*=0
2y =0

bir tek ¢coziimii vardir. Buda x =y =0 dir [6].

pd 4 <
40 o /,/
,/ -
¥ P 7 ¥ P e
0 e 21 -
7 T
// . 7
_—— — e
L e W] [ [ 10 12 e DA 05 i 15 2 5
\ % .
\
T~
20 \\\\ 2 \\
40 \\\ 4 \\
\\ o
e
2 2 2 e
y*=x> (Cikintr) y* =x" +x* (Diigiim)
Sekil 2.2.1
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2.2.8 Tammm Katsayilar1 F cisminden alinan, diskriminanti sifirdan farkl
uzun Weierstrass normal formundaki bir egri sonsuzdaki nokta denilen 6zel bir nokta

ile birlikte [ tizerinde bir “eliptik egri” olarak adlandirilir [6].

2.2.9 Tammm F cismi iizerinde tanimli, £ ve E" eliptik egrileri

E:y +axy+a,y=x"+a,x’ +a,x+a,
ve

E':(y)+axy+ay =(x') +ady(x') +a,x'+a,
seklinde verilsin. Bu egriler arasindaki degisken doniisiimlerine dikkat edersek, bir
Weierstrass normal formunu digerine resmeden doniisiimler bulmak gerekir. Tek
degisken doniisiimii vardir. O da su formda olur:
x=u'x'+r, y=u’y' +u'sx' +t (u,r,s,t e F,u+0)

Ters donilisimii de

1
w(y—sx+sr—t)

! 1 ’
X ==5(x=r), ¥ =
u

seklindedir. Boyle doniisiimlere “birasyonel” denilmektedir. Bu durumda

ua =a,+2s,

2 2

ua,=a,—sa, +3r—s",

3 '_

wa,=a,+ra +2t,

4 2

u'a, =a,—sa,+2ra,—(t+rs)a, +3r" —2st,
‘a, = +rla, +r —ta,—t* —rt

u'ag =agra, +r-a, +r —ta, rta,,

u’b, =b, +12r,

13



u'b, =b, +rb, +6r°,
u’b, = b, 2rb, +r’b, +41°,

u'b, = b, +3rb, +3r’b, +1’b, +3r",

4 '
uc,=c,,
6. _
ucg=cg,
uA =A,
J=1J

Weierstrass normal formundaki bu iki denklemin arasinda birasyonel

doniistimler varsa bu iki denkleme “izomorfturlar” denilir [6].

2.2.10 Onerme E\F uzun Weierstrass normal formunda bir egri olsun. O
halde asagidaki varsayimlar altinda E\F 'nin belirtilen formda bir Weierstrass

denklemine sahip olacak sekilde bir

x=u'x'+r, y=u'y +u’sx' +t weF vers,tel)

doniisiimii vardir: [6]

a) Eger Kar(F) #2,3 ise

Y =x +a,x+ag (2.2.2)
A=—-16(4a>+27a>) , j I
! o) 4a,’ +27a;
olur.
b) Eger Kar(F)=3 ve j(E)#0 ise
y=x+a,x* +a,,
3
. —a
A=-a’a,, j=—2
s
olur.

14



Eger Kar(F)=3 ve j(E)=0 ise

2 3
Yy =x +ax+ag,

A=-a], j=0

olur.
¢) Eger Kar(F)=2 ve j(E)#0 ise
V+xy=x+ax’ +a, ,
1
A=ag,, j=—
as
olur.
Eger Kar(IF)=2 ve j(E)=0 ise
Y +a,y=x+ax+a,,
A=a, j=0
olur.

2.2.11 Teorem E\F bir eliptik egri (Kar(IF)#2,3) olsun. Bu durumda

E':y'=x"+Ax+B (4,B€F) (2.2.3)

formunda E'\F egrisi i¢in ¢ : E — E’ birasyonel doniisiimii vardir. O halde bu E’

egrisi, “basitlestirilmis Weierstrass normal formunda egri” olarak adlandirilir [6].

Yukarida ifade edilen basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki bir egri

icin diskriminant ve j-degismezi

15



193 3
AE) = 1644 +278%), j= j(E")=—2 G4 X‘A)

halini alacaktir.

E:y’ =x+Ax+ B egrisinin tim (x,y)e[F rasyonel ¢dziimlerinin kiimesi
(sonsuzdaki o noktasi ile birlikte) E(IF) ile gosterilir ve E tizerindeki “[F -rasyonel

noktalarmmin kiimesi” olarak adlandirilir.
Sadece birasyonel doniisiimler basitlestirilmis Weierstrass normal formunu
x=u'x, y=u'y'
doniigiimleri altinda degismez birakir. Bu durumda
A=u'4d", B=uB', u”A =A

doniistimlerini elde ederiz.

2.2.12 Onerme Weierstrass normal formundaki iki eliptik egrinin F iizerinde
(Kar(F) #2,3) izomorf olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart j-degismezlerinin ayni

olmasidir [6].

2.2.13 Onerme j-degismezi j, olan her bir j,eF igin F iizerinde

tanimlanabilecek bir eliptik egri vardir [6].

16



Cizelge 2.2.1

Kar(IF) Jo Eliptik egri
#2,3 0 Y =x+1
12° Y =x+x
#0,12° V' =x"+3kx+2x,
/.
12— j,
2 0 YV 4+y=x
#0 YV+rxy=x+x"+j"
3 0 Y =x+x
#0 yV=x+x’-j, "

2.3. Toplama Kural

Eliptik egriler hakkinda en oOnemli gercek, egri {iizerindeki noktalarin

toplamaya gore degigmeli bir grup olusturmasidir. E\F eliptik egrisi uzun

Weierstrass normal formunda ve herhangi bir ' cismi {izerinde olsun. E {izerindeki

[F -rasyonel noktalarinin kiimesi E(F)={(x,y)e E:x,yeF}u{o} olsun. Eliptik

egrilerin sonlu ya da sonsuz ¢oklukta rasyonel noktalar1 vardir.

2.3.1 Teorem Bir dogru bir eliptik egriyi katliliklarla birlikte tam olarak 3
noktada keser [6].

2.3.2 Bézout Teoremi m. dereceden bir diizlem egri ile n. dereceden bir

diizlem egri en cok m.n tane noktada kesisir [7].

Bézout teoremi diizlem egriler teorisinde temel teoremlerden biridir.

Bézout’un teoreminin su uygulamasini kullanacagiz.

17



2.3.3 Teorem C,C, ve C, kiibik egriler olsunlar. Varsayalim ki C, C, ve
C, 'nin 8 kesisim noktasindan ge¢sin. Bu durumda C, 9. kesisim noktasindan geger

[7].

2.3.4 Tanmm E\F eliptik egri B, P, € E(IF) farkli olmas1 gerekli olmayan
iki nokta olsun. B, ve P,’den gegen dogru (6rnegin kesen) eliptik egriyi tliglincii bir
P/ noktasinda keser. P/ ve o’dan gegen dogruyu goz Oniine alalm. Bu dogru

egriyi liclincli nokta P ’de keser. B’

B+P=h

seklinde tanimlariz (Eger B, =P, ise P,’de E’ye teget alinmak zorundadir.) [6].

2.3.5 Ornek Q cismi iizerinde y’ =x’ —x+1 eliptik egrisini ve bu egri
iizerinde P =(0,—-1) ve Q=(l,I) noktalarini ele alalm. Asagida verilen sekle gore
P ve Q noktalarin1 y =2x—1 dogrusu birlestirmektedir. O halde dogrunun egri ile
ticlincii kesigim noktasi ortak ¢oziimlenerek bulunabilir. x=0 ve x=1, P ve Q
nun apsisleri olduguna gore Ugilincli nokta R =(3,5)’dir. P’nin Q ile toplami

R ’nin x-eksenine gore yansimasidir. Yani —R =P+ Q =(3,-5) dir [8].

18



B //
R=(35)
Fl /'/
¥
//
5 e=0) ’
-
,,,,, N e
// |
i 3 3
. ”
.
P+Q=(3 -5)
i
Sekil.2.3.1

2.3.6 Ornek Q cismi iizerinde y’ =x’ —x+4 eliptik egrisini ve bu egri
tizerinde P =(—/,2) noktasini alalim. P noktasina kendisini ekleyelim. (Yani
2P’yi hesaplayalim.) 2P yi hesaplayabilmek i¢in P de egriye bir teget alalim. Ilk

once egrinin x’e gore tiirevini aliriz.
2yy'=3x" -1

P noktasini yukaridaki denklemde yerine koyarsak y'=m =§ ’den tegetin egimini

bulmus oluruz. Buradan da noktas1 ve egimi belli dogru denkleminden P ’den gegen

x+5

teget y = olur. Egri ile tegetin ortak ¢oziimiinden de {iciincii kesisim noktasi

(ilk iki nokta P ’dir) R = (g,%g) bulunur. Bdylece P+ P =2P=-R esitliginden

-R= (;,%) olarak bulunur [8].
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////”'7 R=(0/d 2975
¥ 7
’__2__\___///
¥=(e 52 P=E1.2)
i =974

Sekil.2.3.2

2.3.7 Teorem FE\F, T iizerinde bir eliptik egri olsun. E(F) rasyonel

noktalarinin kiimesi toplama iglemine gore degismeli gruptur. Sonsuzdaki nokta “o0”

bu grubun etkisiz elemanidir [6].

F bir say1 cismi ise E(IF), E’nin F lizerinde “Mordel-Weil grubu” olarak

adlandirilir.

Toplamanin asagidaki 6zelliklerini elde etmek kolaydir:

i) B,PRLeEF) i¢in F+P eE() dir. 23.6. Teoremde uzun olan

Weierstrass normal formundaki eliptik egriler i¢in toplama formiilii verecegiz.

ii) Birim eleman: o (Sekil.2.3.3)
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Sekil.2.3.3 Birim eleman

iii) Degisme ozelligi: L +P, =P, + P,

iv) Ters eleman oOzelligi: P ve o’dan dogru ile egrinin iiglincli kesisim

noktast P’ olsun. Bu durumda P+ P'=o0 dir. O halde P'=-P dir. (Sekil.2.3.4)

Sekil.2.3.4 Ters eleman

Geriye toplamanin birlesme Ozelligini gostermek kalir. B, P,, P, € E(F)

olsun.
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P+(P+P)=(B+P)+P & ~(B+P)+P)=~(B+(B+P))

oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin asagidaki dogrular1 (noktalarin ¢akisirsa tegetler

veya kesenler) tanimlayalim :

L : Dogru P, ve P,’den gecer. Bu dogru egriyi liglincli nokta —(B + P,) *de

keser.

L,: Dogru P, ve (F +P)’den gecer. Bu dogru egriyi lglincii nokta

—((B + P)+P,) de keser.

L,: Dogru (P, +P) ve o’dan geger. Bu dogru egriyi lgiincii nokta

—(P, + P,) ’de keser.

L/ : Dogru P, ve P,’den gecer. Bu dogru egriyi iigiincii nokta —(P, + B,) ’de

keser.

L): Dogru B ve (P,+P)’den geger. Bu dogru egriyi iiglincii nokta

—(B + (P, +PR)) *de keser.

L;: Dogru (B +P,) ve o’dan geger. Bu dogru egriyi liglincii nokta

—(B + P) ’de keser.

Bu durumda

C=LUL UL, ,C'=LUL UL,

kiibik egrilerini tanimlariz. C ve E egrilerinin ortak elemanlar1 yoktur. Ciinkii C

tic dogrunun birlesimidir. Bézout teoreminin bir uygulamasi bdyle egrilerin 9 ortak

noktasi oldugunu ifade eder. C ve E egrileri i¢in bu noktalar
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0,8, P, Py(P,+B,),~(B+B),(P,+ B),~(P, + P),~((R + P+ P).

C’ egrisi C ve E egrisinin ortak noktalariin ilk sekizinde kesisirler. Diger taraftan

C' niin E ’de 9 ortak noktas1 vardir:

0.P. P P(R + ).~ +B).(P,+ R).~(P,+ B).~(R + (P, + R))

1o425435

Boylece

~(B+B)+hR),=~(H+ (B +hR)).

olur (Sekil.2.3.5).

C(R+(P+P)=~(R+P)+P)

Sekil.2.3.5 Birlesme 6zelligi

2.3.8 Toplama Teoremi E\F, F cismi iizerinde (2.2.1) tipinde bir eliptik

egriolsun. B =(x,y,), B(x,,y,) € E(IF) olsun. Bu durumda
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0)—F =(x;,—y, —ax,—a;)
ii) x, =x, ve y,+y,+a,x,+a, =0 ise 6rnegin P, =—-P, ise P+ P, =0 dm.

iii) P, #—P, olsun. Eger x, # x, ise bu durumda

/1=y2_y1
X=X,
X, = V,X
y=21*2" Vs Loy —Ax,
Xy =X
seklinde ve eger x, = x, ise
2
i:3x, +2a,x,+a,—a,y,
9

2y, +ax, +a,

3
-x; +a,x;+2a,—a,y,
V= 5 =y, —Ax,,
Yy tax, +a;

seklinde olur. Bu durumda

P+P =P =(x;,y;)
x, = +a,A-a,—x,—x,,

yi=—(A+a)x;-v—a;=A(x,—x;)—y,—a,x; —a;.

seklinde verilir [6].

Bilindigi gibi eliptik egriler iizerindeki noktalarin en genel temsili uzun
Weierstrass normal formundaki afin temsildir. 2.3.8 Teoremde bu temsil igin bir
toplam formiilii tanimlanmistir. Bu temsil keyfi bir karakteristikteki herhangi bir
cisim i¢in kullanmilir. Simdi (2.2.3) tipindeki Weierstrass egrileri i¢in toplam

formiiliinii verecegiz.
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2.3.9 Tamm E\F, (2.2.3) tipinde bir eliptik egri ve P, # —P, olacak sekilde

P =(x,,y,), P,=(x,,y,) € E olsun. 2.3.8 Teorem geregi P, + P, =(x;,y;)

Vo=V

, B #Pise
X, —X
ﬂ,: 322 IA
+
U T2 popise
2y,

ve
_ 12
X, =A"—x,—x,,

Y3 2/1()61—)%)—)/1,

ile verilir [8].

2.3.10 Ornek Q cismi iizerinde y°=x’+17 eliptik egrisini ve bu egri

tizerinde P, =(-1,4) ve P, =(2,5) noktalarini alalim. P + P,’yi hesaplamak i¢in ilk
" 9 . 1 13
once bu noktalardan ge¢en dogruyu buluruz. Bu dogru y =§x+? dur. O halde

109

oy 1 8
egim /125 olur. Sonrada x,=4°-x,-x, =3 ve ¥, =Ax, —x;)—y, =— 27

bulunur. Sonug olarak P+ P, =(x;, ;) = (—g,—%j olur [7].

Iki noktadan gegen dogrunun egimini verdik. Eger dogrunun gectigi iki
nokta da ayni ise egim nasil hesaplanir? Varsayallm ki £, =(x,,y,) olsun.
F,+ F, = 2F,’1 bulmak istiyoruz. F,’1 F, a birlestiren dogruya ihtiyag¢ vardir. Fakat
A i¢in verilen egim formiilii kullanilamaz. Bir F, noktasini kendisine eklemenin,
P’1 F)’a birlestiren ve F,’da egriye teget olan dogruyu elde etmek anlamina

gelecegini biliyoruz. y* = f(x) bagntisindan tiirev yardimiyla

LAy ')
dx 2y
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egimi elde edilir. Buradan da 2.3.9 Tanim’daki formiilleri kullanarak 2F,’1n

bilesenlerini buluruz.

2.3.11 Ornek 2.3.10. Ornekteki y> =x’+17 eliptik egrisini ve bu egri

tizerindeki P =(-1,4) noktasim alalim ve 2P,  noktasin1 hesaplayalim.

G _Se) D3

olur. Bu durumda ilk 6nce A igin bir deger elde
dx 2y, 8

edilmisti. 2.3.9 Tanimda verilen formiilleri kullanirsak 2P = (16%7,—%) bulunur

[7].

2.3.12 Tamim (Bachet’in ikiye Katlama Formiilii) y* = x’ +a,x* +a,x +a,

kiibik egrisini ele alalim. Bu egri tizerindeki bir P noktasinin koordinatlarini

kullanarak 2P i¢in agik bir doniisiim elde etmek istiyoruz. Bu kiibik egri i¢in 2.3.8

Teoremde verilen x,=A4’+a,A—a,—x,—x, formiiliini kullanirsak a, =0 ve

x, =x, oldugundan A yerine de ﬁ:fzﬂ koyarsak 2P =(x;,y;) noktasinin x,
y

koordinatin1 §dyle formiilize ederiz:

4 2 2
x" —2a,x" -8a,x+a,” —4a,a;

x(2P)=
2F) 4x° +4a,x* +da,x +4a,

2P’nin x koordinat1 igin verilen bu formiil “Ikiye katlama formiilii (duplication
formula)” olarak adlandirilir. Aslinda bu formiil tiim singiiler olmayan Weierstrass

egrileri yani eliptik egriler i¢in tanimlanabilir [7].

2.3.13 Tanim £, [ cismi lizerinde bir eliptik egri ve belli bir ne N igin
nP = o olacak sekilde bir P € E(IF) noktasi olsun. Bu durumda P noktas1 “biikiim
(torsion) noktasi” ya da “sonlu mertebeli nokta” diye adlandirilir. Bu sart1 saglayan
en kiigcik n degerine P ’nin mertebesi denir. o noktasi asikar nokta olarak

adlandirilir. P biikiim noktasi degilse “sonsuz mertebeli nokta” olarak adlandirilir.
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Biikiim noktalarinin kiimesi E(F), ile gosterilir. E(F),, E(IF)’in bir alt

grubudur. E(IF)’in “biikiim alt grubu” olarak adlandirilir [8].

2.3.14 Ornek Q cismi iizerinde y* =x’ —% eliptik egrisini alalim. Bu

egrinin Q *daki ¢ozlimleri (3,%), (3,—%) ve o’dur. 2.3.12 Tanim geregi

apy—Frsh 814162
4% =275 108-27

olur. Boylece 2P =P veya 2P=—-P’dir. 2P =P sonucu yanhstir. Ciinkii bu
P =0 demektir. Bdylece 2P=—-P ve 3P=o0 dur. Diger bir ifadeyle P ’nin
mertebesi 3’tiir [9].

2.3.15 Ornek Q sayi cismi iizerinde
E:y =x"+1
eliptik egisini ele alalim. Bu egrinin bir Q rasyonel noktas1 P = (2,-3) ’tiir.
2P=(0,-1),3P=(-1,0), 4P =(0,1), 5P=(2,3),6P=0
Boylece 5P =—P dir. O halde P noktasinin mertebesi 6’dir [8].
2.3.16 Ornek Q iizerinde
E:y =x"—10x

eliptik egrisini ele alalim. P =(-1,3), Q=(0,0)€ E(Q) dur. P+Q=(10,30) olur.

QO ’nun mertebesi 2°dir: 20 =o. P noktas1 sonsuz mertebelidir.
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121 451 =57121 —12675843

ZP:(_’_)a 3P:( )
36 216 24649 3869893
)...

4P (761815201 —~20870873704079
29289744 158516094528

)s

Yukarida goriildiigii gibi her toplamada bilesenler giderek karmasiklasir.

2.3.17 Nagel-Lutz Teoremi £, QQ iizerinde (2.2.3) tipinde bir eliptik egri ve

P=(x,,y,)€ E(Q), ise bu durumda x,,y,€Z ve ya y,=0 ( bu durumda P ’nin

mertebesi 2°dir.) yada y, 20 ve y,’ | (44’ +27B7) dir [8].

2.3.18 Sonu¢ E, Q tizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda £(Q) 'nun

biikiim alt grubu sonludur [8].

2.3.19 Ornek Q cismi iizerinde E: y:x3 +4 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44> +27B% =432 olur. P(x,y), E(Q)’da sonlu mertebeli bir nokta
olsun. 0=x>+4 denkleminin rasyonel ¢oziimleri olmadigindan y #0’dir. Bu

yilizden y2 |432 olur. Boylece y=+1, +2, £3, +4, £12°dir. Sadece y =12 ,x’in
rasyonel degerini verir. ~ Boylece miimkiin olan sonlu mertebeli noktalar
(0,2), (0,-2)’dir.  Kolay bir hesaplama ile 3(0,+2)=o0 oldugunu buluruz.

E(Q) nun biikiim alt grubu 3 mertebeli devirli bir gruptur [10].

2.3.20 Ornek Q cismi iizerinde E: y:x3 +8 eliptik egrisi verilsin. Bu
durumda 44°+27B2=1728 olur. y=0 iken x=-2’dir. (-2,0) noktasmm

mertebesi 2°dir. Eger y#0 ise bu durumda y2 [1728 dir. Buradanda y|24 olur.

Degisik ihtimalleri denersek (1,£3) ve (2,£4) noktalarimi buluruz. Bununla birlikte

2(1,3)= (—%,—%) ve 2(2,4) :(—%,%)
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dir. Bu noktalarin koordinatlar1 tam say1 olmadigindan sonlu mertebeli degildirler.

Bu yiizden (1,3) ve(2,4) sonlu mertebeli degildir. Buradan E(Q)’nun biikiim alt
grubunun {o0,(-2,0)} oldugu sonucu c¢ikar (Uyart: 2(1,3)=-2(2,4) oldugundan
dolay1 (1,3)+(2,4) =(-2,0) esitligi acikca goriiliir.) [10].

2.3.21 Ornek )’ =x’-43x+166 eliptik egrisini ve bu egri iizerinde
P =(3,8) noktasini ele alalim. Burada P noktasinin katlarini alarak mertebesini

hesaplayacagiz.  ilk olarak P’de tegetle baslayalim.  P’deki teget egriyi
(—5,—16) ’da keser. Bunun da x-eksenine gore yansimasi 2P =(-5,—-16) ’dir. Bu

durumda P ve 2P’den gegcen dogru egriyi (/1,32)’de keser. Bunun yansimasi
3P=(11,-32)’dir. P=(3,8) ve 3P =(11,-32)den gecen dogru egriyi (11,-32) ’de
tekrar keser. Bunun da x-eksenine gire yansimasi 4P =([/1,32)’yi verir. P ve
4P ’den gecen dogru egriyi (—35,—16) ’da keser. Bunun x-eksenine gdre yansimasi
SP=(-5,16)"dir. 5P ve P’den gegen dogru egriyi (3,8)’de keser. Bdylece
6 P =(3,-8) x-eksenine gore yansimadir. Son olarak da P ve 6 P’den gecen dogru

x-eksenine diktir. Béylece 7P =o dur [8].

7P=Sonsuzdaki nokta

304

20 /s
sp=(5 16 ¥ 2
\ //

2P=¢5 -16)

-304

Sekil.2.3.6
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2.3.22 Tammm E\TF bir eliptik egri ve n € N olsun.

E[n]={Pe E:nP=0}

kiimesine E ’nin “n-inci mertebeden noktalarinin kiimesi” denir. E ’nin [ -rasyonel

olan n-inci mertebeden noktalarinin kiimesi

E(F)[n]={P e E(F):nP=0}

dir. Béylece E[n]= E(F)[n] dir [8].

Eliptik egriler izerinde ikinci ve liclincli mertebeden noktalar digerlerine gore

daha Onemlidir.

2.3.23 Onerme E, F cismi iizerinde bir eliptik egri olsun. [ ’nin

karakteristigi 2’den farkliysa

E[21=Z,%1Z,

[F ’nin karakteristigi 2 ise

E[2]=0 veya Z,
dir [10].

2.3.24 Teorem E, F cismi iizerinde bir eliptik egri ve ne€Z" olsun. Eger

[F ’nin karakteristigi » ’i bolmezse veya sifirsa

Eln)=Z, %7,

F’nin karakteristigi p >0 ise ve p|n ise pfn’ olacak sekilde n=p'n'’dir. O
halde
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Elnl=Z,x%Z, veya Z, xZ,

diir [10].

2.3.25 Sonu¢ E bir eliptik egri olsun. 7 ile carpma olarak tanimlanan

E ’nin endomorfizmas1 »n* derecelidir [10].

2.3.26 Mordell Teoremi A, Be Q olmak lizere E eliptik egrisi

E:y’=x"+Ax+B

denklemiyle verilsin. E(Q) ’daki her P noktasi i¢in, n,,n,,...,n € Z iken

P=n.B+nB+..+n.P

olacak sekilde bir {B,P,,..., P} sonlu kiimesi vardir. Diger bir deyisle E(Q) sonlu

iretegli bir gruptur [8].

2.3.27 Mazur Teoremi E\Q eliptik egri olsun. Bu durumda ya
ne{l,2,3,4,56,7,8,9,10,12} iken

EQ),=Z/nZ
yada ne{l, 2, 3, 4} iken

E(Q), =Z/2ZxZ/2nZ
dir [8].

2.3.28 Ornek. E:y”> =x’ —x eliptik egrisi verilsin. Bu egri iizerindeki sonlu
mertebeden noktalarin kiimesi E(Q), = {o, (0,0), (£1,0)} *dir. Bu kiimenin her bir

eleman1 2P = o sartini saglar. Boylece £(Q), nin grup yapist
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E(Q),2Z/2ZxZ/2Z
dir [11].

2.3.29 Ornek E:y*> =x’ +1 eliptik egrisi bu egri iizerinde P =(2,3) verilsin.
2P=(0,1),3P=(-1,0),4P=(0,-1),5P=(2,-3),6P=0 bulunur. O halde

E(Q) ’nin grup yapist

E(Q)=Z/6Z
dir [11].

2.3.30 Ornek E:)° =x’—4 eliptik egrisi bu egri iizerinde P=(2,2)

verilsin. 2P =(5,-11), 3P = (%,%) bulunur. O halde E(Q) 'nun grup yapisi

EQ)=Z
dir, yani bir serbest gruptur [11].
2.3.31 Siegel Teoremi 4,Bc7Z ve 44> +27B% #0 olmak iizere
E:y’=x"+Ax+B
eliptik egrisi yalnizca sonlu sayida tam say1 bilesenli P =(x,y) noktasma sahiptir

[12].

2.4 Sonlu Cisimler Uzerinde Eliptik Egriler

E eliptik egrisi F sonlu cismi iizerinde tamimli olsun. x,yelF olacak

sekilde E Tzerindeki (x,y) ikilileri sonlu c¢oklukta oldugundan FE(F) sonlu bir

gruptur. Caligmalarimizda p asal iken F, sonlu cisim ve g=p",n>1 iken F,

32



sembolii sonlu cisim genislemesini temsil edecektir. Ilk olarak bazi ornekleri

inceleyelim.

2.4.1 Ornek E:y*=x"+x+1 eliptik egrisi F, iizerinde olsun. E
tizerindeki noktalar1 saymak i¢in x’in mimkiin olan degerlerinin bir listesini
yapariz. Bu durumda x’+x+1’in 5 modundaki karekokleri olan y degerlerini

bulmus oluruz. Bu da E iizerindeki noktalar1 verir:

Cizelge 2.4.1

X | Y©+x+1 Y Noktalar
0 1 +1 | (0,1),(0,4)
1 3 - -

2 1 +1 | (2,1),(2,4)
3 1 +1 | 3,1),(3,4)
4 4 +2 | (4,2),(4,3)
o o o

Bu yiizden E(F;)’in mertebesi 9°dur. Kolay bir hesaplamayla E(IF;)’in

devirli oldugunu ve (0,1) noktast ile iiretildigini gosterebiliriz [10].

2.4.2 Ornek F, iizerinde E:y* =x"+2 eliptik egrisi olsun. Bu durumda
E(F;) ={0, (0,3), (0,4), 3,1), (3,6), (5,1), (5,6), (6,1), (6,6)} olur.  Kolay bir
hesaplamayla bu P noktalarinin timiiniin 3P =0 sartim1 sagladigmi gorebiliriz.

Bundan dolay1 bu grup Z, xZ,’e izomorftur [10].

2.4.3 Teorem E, I, sonlu cismi lizerinde bir eliptik egri olsun. Bu durumda

bazi n>1 ve n,,n, 21 tam sayilar1 i¢in n, | n, iken bu egri lizerindeki grup yapisi
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EF)=Z, yada Z, xZ,
olur [10].
2.5 Frobenius Endomorfizmi ve Siipersingiiler Egriler

2.5.1 Tamm E\F , F  sonlu cismi iizerinde bir eliptik egri olsun.

g -Frobenius endomorfizmi ¢_: E — E

9, (x,y) ="y, ¢, (0)=0
olacak sekilde verilir [10].
2.5.2 Teorem E\F eliptik egri ve ¢, , g -Frobenius endomorfizmi olsun.
a) P e E olsun. Bu durumda
PeE) < ¢ (P)=P
olur.

b) goqz —tp,+q =0 olacak sekilde bir 7=¢ tam saysi vardir. Yani tim

P e E’ler igin

(/)qz(P)—t(pq(P)+q.P =0

dir. ( Burada ¢ tamsayist g -Frobenius endomorfizminin “izi” olarak adlandirilir.)
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¢) ¢ -Frobenius endomorfizminin izi t, E\F, eliptik egrisi lzerindeki

rasyonel noktalarin sayisini veren
#EF)=qg+1-1
formiiliinden bulunur [6].

2.5.3 Tamm F, karakteristii p olan sonlu cisim ve E\F , [, zerindeki
nokta sayist # E(FF,) =g +1—¢ ile verilen bir eliptik egri olsun. EZer p|¢ ise bu egri

“stipersingiiler” olarak adlandirilir. Eger egri siipersingiiler degilse “siradan

(ordinary)” olarak adlandirilir. Baska bir ifadeyle E[p]=Z , ise siradan, E[p]=o

ise siipersingiiler olarak adlandirilir. Singiilerlik ile siipersingiilerlik birbirinden

apayri kavramlardir [10]

Asagidaki sonug¢ sonlu cisim {izerindeki bir eliptik egrinin singiiler olup

olmadigini ifade etmenin basit bir yolunu verir.

2.5.4 Onerme E\F, eliptik egri, g, p asalmm bir kuvveti ve
t=q+1-#E(F,)) olsun. Bu durumda E’nin siipersingiiler olmasi i¢in gerek ve

yeter sart £ =0 (mod p) olmasidir. Bunun gerceklesmesi i¢in de gerek ve yeter sart

#E(F,)=1(mod p) olmasidir [10].

2.5.5 Sonu¢ Varsayalim ki p>5 asal olsun. Bu durumda E ’nin
stipersingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart £ =0 olmasidir. Bu durum i¢in de gerek

ve yeter sart #E(F,)= p+1 olmasidir [10].
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2.6 Rasyonel Noktalarin Sayisin1 Hesaplama

E\F, eliptik egri verilsin. (2.2.1) denkleminin (x,y) € F, xF  ¢dziimlerinin
sayisini ya da buna denk olarak £ (F,)’da kag tane nokta oldugunu bulmak istiyoruz.

x’in her bir degeri i¢in y ’nin en ¢ok iki degeri vardir. O halde sonsuzdaki o
noktas1 dahil bu egri lizerinde en ¢ok 2¢g+1 tane nokta vardir. Fakat rasgele secilen

bir elemanin ikinci dereceden bir kalan olma sans1 yiizde elli oldugundan bu say1 yari

yartya azalacak ve g+ 1 olacaktir.

2.6.1 Hasse Teoremi E\F eliptik egri olsun. Bu durumda
[#E®,)-(g+D[=|t[<2q
olur [13, 14, 15, 16, 17, 18].

2.6.2 Teorem E:y’=x"+Ax+B eliptik egrisi F, sonlu cismi iizerinde

tanimlansin. Bu durumda

X+ Ax+B
#EF)=q+1+ Y (————)

xelF, q

seklindedir [9].

2.6.3 Sonug¢ ¢ tek iken x’+Ax+B (A4,BeF,) bir polinom olsun. Bu

durumda

|Z(X+ATX+B)|32\/E

xelF,

olur [9].
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2.6.4 Ornek F; iizerinde E:y* = x’ +x+1 eliptik egrisi verilsin. 5 modunda

ikinci dereceden kalanlar yani Qg = {1,4} ’tiir. Bu ylizden

4 3
#E(F5)=5+1+Z(%x+1)

1 3 1 1 4
—6+(§)+(g)+(g)+(g)+(g)
=6+1-1+1+1+1=9

olur [10].

E, F, sonlu cismi izerinde tanimlanmig bir eliptik egri ise bu egri
r=1, 2, ... icin Fq, cisim geniglemesi iizerinde de tanimlanabilir. O halde Fq,-

noktalarmi incelemek de anlamlidir.  Yani »*=x’+Ax+B egrisinin cisim

genislemeleri {izerindeki ¢ozlimlerini de inceleyebiliriz.

2.6.5 Tanmmm FE iizerindeki IF‘q,. -noktalarinin sayist N

r

ile gosterilsin.
(Béylece F, cismindeki nokta sayist N, =N’dir). 7' bir degisken, E\F, bir
eliptik egri olmak iizere N, sayilarindan bir Z (T JE \IFq) “liretme  serisi”

olusturulur. Q[[7']]’deki formal kuvvet serisi

> N,T"

7

Z(T;E\F,)=e

seklinde tanimlanir. Sagdaki serinin pozitif tamsay1 katsayili oldugu gosterilebilir.

Bu kuvvet serileri F, tizerindeki eliptik egrinin “zeta fonksiyonu” olarak adlandirilir

ve E ’ye karsilik gelen 6nemli bir kavramdir [15].

“Weil konjektiirii’ daha genel bir durumda zeta fonksiyonunun ¢ok 6zel bir

formu oldugunu belirtmektedir. Bir E\F, eliptik egrisi i¢in Weil asagidaki sonucu

ispatlamistir:
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2.6.6 Weil Teoremi F , g clemanl sonlu cisim, E\F, eliptik egri olsun. O

halde 7" degiskeninin Zeta fonksiyonu ¢ € Z iken

Z(T;E\F ):ﬂ 2.6.1)
Y (-T)(A-qT) o

seklindeki bir rasyonel fonksiyondur. Bu ¢ sayisinin N = N, sayistyla iliskisi
N=qg+1-t

seklindedir. Ayrica paydaki ikinci dereceden polinomun diskriminanti negatiftir.

Dolayisiyla da mutlak degeri 1 olan iki 1 ve 1 kokiine sahiptir [15].

N p

2.6.7 Uyanr1 (2.6.1)’nin paymt (1-aT)(1-pT) seklinde yazip iki tarafin

logaritmik tiirevini alirsak ve FE Tlzerindeki IFq, - noktalarinin sayist N, ile

gosterirsek
N =q +1-a -f’, r=1,2,..

seklindedir [15].

2.7 Grup Mertebeleri Verilen Eliptik Egrilerin Yapisi
Bu boliimde bir eliptik egrinin eslenigi tanimlanmis ve sonlu cisimler

iizerinde grup mertebeleri verilen eliptik egrilerin grup yapilarn ile ilgili baz1 sonuglar

verilmistir.
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2.7.1 Tamm E\F , g=pr ve p>3 olmak iizere

E:y’=x"+ax+a,

basitlestirilmis Weierstrass denklemiyle verilen bir eliptik egri olsun. Ikinci

dereceden kalan olmayan bir ¢ e IF; sabiti i¢in

o2 3 2 3
E. :y"=x +a,c'x+agc

egrisine E ’nin “c-eslenigi (twist)” denir [19].

2.7.2 Onerme E\ I, bir eliptik egri ve E " bu egrinin eslenigi olmak tizere
a) j(E)=j(E"),
b) #E(F,)+#E'(F,)=2q +2

dir [10, 20].

2.7.3 Yardima Teorem E, F ’da (2.2.3) tipinde bir eliptik egri olsun.

t=(q+D)-#E(F,) seklinde tamimli ¢ Frobenius endomorfizminin izi igin

t =2 (mod n) °dir [10].

2.7.4 Onerme E, F,’da (2.2.3) tipinde bir eliptik egri ve belli bir n

tamsayist i¢in
EF,)=2,xZ,

olsun. O zaman
a) g=n2+1 veya
b) g=n2tn+1 veya
c) g=(ntl)

dir [10, 21].
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3. F, SONLU CiSIMLERINDEKI y’=x’-n’x FREY ELiPTiK EGRILERi
UZERINDEKI RASYONEL NOKTALAR

3.1 Frey Eliptik Egrileri

p asal iken karakteristigi 2 ve 3’ten farkli olan F, sonlu cisminde tanimli

basitlestirilmis Weierstrass normal formundaki

E:y =x"+A4x+B (4,Bel,,4#0)

egrisini ele alalim. [, sonlu cisminde 4 = —n* ve B =0 durumunda elde ettigimiz

Y =x—n’x (neIE‘p*) 3.1.1)

“Frey eliptik egrileri’ni inceleyecegiz. Bu boliimde verdigimiz 6rneklerde nokta
sayist hesaplamalarinda Maple ve Visual Basic programlart kullamilmistir [22].

Burada ilk olarak su iki dnemli sonucu verebiliriz.

3.1.1 Sonu¢ y’ =x’—n’x(mod p) Frey eliptik egrisi icin j-degismezi

j =1728 ve diskriminanti A = 64.n° dur.

3.1.2 Sonu¢ p=3(mod 4)asal iken y°=x’—n’x(mod p) Frey eliptik

egrisi “stipersingiilerdir”’. p =1 (mod 4) iken ise “siipersingiiler degildir” [23].

Bu boliimde Frey eliptik egrilerinin {izerindeki nokta sayilar1 ve bu noktalarin

apsisleri toplamu ile ilgili baz1 sonuglar elde etmeye calisacagiz.
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3.2 Frey Eliptik Egrilerinin Nokta Sayilarinin Yeniden Hesaplanmasi

Simdi (3.1.1) egrisini ele alalim ve bunu £ ile gosterelim. E, egrisindeki
[, -rasyonel noktalarinin kiimesini £, (F,), bu noktalarin sayisim yani #E, (IF,)
sayisiu N, ile gosterelim. ¥y’ =u (mod p) denklemini saglayan noktalarin

sayisnin I+ y(u) oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla y° =x’ —n’x(mod p)

denklemini saglayan noktalarin sayisi sonsuzdaki noktayla beraber Hasse

teoreminden

N,, =1+ Z (1+ y(x* —=n’x))

xelF,

=p+1+ Z;((x3—n2x)

xelF,

seklinde ifade edilir. (3.1.1) eliptik egrisinin Z, cisminde en ¢ok 2p+1 tane
noktaya sahip oldugu kolayca goriilebilir. Yani x,yeZ, iken 2p tane (x,y) nokta

cifti ile birlikte sonsuzdaki nokta (3.1.1) denklemini saglar. Bunun sebebi her bir

x €, i¢in en ¢ok iki tane y € F, vardir ve bunlar (3.1.1) denklemini saglar.

Ancak [, ’nin tim elemanlar ikinci dereceden kalan degildir. Ashnda
IFP* =F, \{0}’daki elemanlarin sadece yarisi ikinci dereceden kalandir. Bundan

dolay1 E, () ’deki noktalarin sayisinin en ¢ok p+/ tane olmasi beklenir.

O halde F, cisminde E, egrisi tizerindeki nokta sayisinin daha kesin formiilii

N,,=p+1+ > y(x'—n’x) (3.1.2)

xelF,

seklindedir.
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y’ =x’—n’x lizerindeki noktalarin sayisma yonelik bazi hesaplamalara

baslayalim. Ilk olarak su teoremi verelim:

3.2.1 Teorem p bir asal olsun. neF, i¢in p-1 tane y’ =x’ —n’x (mod p)

egrisi vardir.

Ispat Sabit bir # degeri alahm. Eger x =0 (mod p) ise y =0 (mod p) olur.
x=n (mod p) ve x=p—n (mod p) degerleri de aynmi egriyi verir. Dolayisiyla ispat

biter. m

3.2.2 Ornek p=7 olsun. neF, igin 6 tane eliptik egri vardir. Bunlar
Y =x’=I"x (mod 7), Yy =x=2"x (mod 7), ¥ =x"=3"x (mod 7),
Yy’ =x'-4x (mod 7), y’=x’-=5"x (mod 7) ve y’ =x’ —6°x (mod 7) egrileridir.

p—1

3.2.3 Teorem p bir asal olsun. /<n<p-1 olmak iizere tane

birbirinden farkli y° = x’ —n’x (mod p) eliptik egri vardir.

Ispat y’ =x’ —n’x (mod p) egrisinde y=0 ise x=0, x=n ve x=p—n

bulunur. /<n< p-1 igin nve p-n ayn egride olduklari i¢in, Teorem 3.2.1.’e gore

p-1 tane eliptik egrinin tam yaris1 kadar, yani P 2_ ! tane farkli eliptik egri vardir. m

3.2.4 Ornek p=5 olsun. /<n<4 olmak iizere 57_] =2 tane birbirinden

farklh  egri  vardir. Bunlar ise y'=x'-Fx=x'-4'x (mod 5) ve

Yy =x"=2"x=x"-3"x (mod 5) egrileridir.

3.2.5 Teorem p bir asal olsun. y°=x’—n’x (mod p) eliptik egrisinde

apsisleri ayni olan rasyonel noktalarin ordinatlari toplami p’ dir.
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Ispat y’ =x’ —n’x (mod p) egrisinde x’in 0, n ve p-n’den baska p-3 tane
degeri vardir. O zaman bu x’ler icin y° =x’ —n’x (mod p) egrisinde ya 2 tane y

degeri vardir ya da hicbir y degeri yoktur. Eger 2 degeri varsa bunlarin toplaminin p

oldugu agiktir. m

3.2.6 Ornek y’ =x’—2°x (mod 7) egrisini ele alalim. Bu egrideki rasyonel
noktalar (0,0), (2,0), (5,0), (1,2), (1,5), (3,1) ve (3,6) dir. Burada apsisleri aynm
olan noktalarin ordinatlar toplami 7°dir.

vy =x’—n’x egrisi iki durumda farkhiik gdstermektedir. Bunlar

p=1(mod 4) ve p=3(mod 4) oldugu durumlardir.

33 p=1 (mod 4) Asal iken Frey Eliptik Egrilerindeki Rasyonel
Noktalar

p’nin 4 modunda 1’¢ denk oldugu durumda, (3.1.1) egrisinde, rasyonel

noktalarin 6zellikleriyle ilgili elde edilen sonuglar1 verelim.

3.3.1 Teorem p=1(mod 4) asal olsun. /<n< p—1 olmak iizere p

tane y’ =x’ —n’x (mod p) egrisinin

p-1 tanesinin her birinde x e Q olan iki
4 P

nokta, diger yarisinda da x € Q' olan iki nokta vardir.

Ispat y’ =x’ —n’x (mod p) egrisinde y=0 icin x=0, x=n ve x=p-n

olur. 2.1.11. Teoreme gore ne@, ise p—ne(, olacagindan xeQ, olur ki

‘Qp‘ "y 2_1 oldugundan buradaki n’lerin sayis1 O, ’nin elemani kadar olur. O halde

p—1

tane farkl egri olur. neQ, ile p—neQ, aym egride yer aldigindan tam
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(pT_IJézT_I tane egri xe(, eclemanmna sahiptir. Diger yarisi da benzer

sekilde bulunur. m

p—1

332 Ornek p=13 olsun. /<n</2 olmak iizere 726 tane

-1 . . o
P~" _3 tanesinin her birinde xeQ, olan iki

y’ =x’ —n’x (mod13) egrisinin

nokta, diger yarisinda da xeQ', olan iki nokta vardir. p=13 igin
0, = {1,3,4,9,10,12} dir. y'=x"-Ix=x"-12"x (mod 13) eliptik egrisinde
(1,0) ve (12,0) noktalart igin 1,12 € O, tiir. ¥y’ =x"-3"x=x"-10°x (mod 13)
elipttk  egrisinde  (3,0) ve  (10,0) noktalar1 i¢in 3,10 € O, ’tiir.
Yy =x'-4x=x"-9x (mod 13) eliptik egrisinde (4,0) ve (9,0) noktalar1 icin
4,9eQ,tir. y'=x'-2’x=x’-1I'x (mod 13) eliptik egrisinde (2,0) ve
(11,0) noktalar1 igin 2,11 Q, tir. 3’ =x’-5x=x"-8x (mod 13) eliptik
egrisinde (5,0) ve (8,0) noktalari icin 5,8 ¢ Q) tiir.
Yy =x'—6"x=x"-7"x (mod 13) eliptik egrisinde (6,0) ve (7,0) noktalar igin
6,7 ¢ 0, tur.

3.3.3 Teorem p=1(mod 4) asal olsun. )’ =x’—n’x (mod p) egrisinde,
eger neQ, ise xeQ, olan 2 tane x degeri vardir. Bunlarin toplami p ile béliinir.

Ayrica ordinatlart ise 0’dir.

Ispat Teorem 2.1.11°den gbriiliir. m

3.3.4 Ornek p=13 olsun. y’=x’-9’x (mod /3) egrisini ele alalm.
Burada n=9€Q,;’tir. 0,={l,3,4,9,10,12} oldugundan, x e, olan noktalar

(1,0) ve (12,0) dir. Apsisleri toplami 0°dir. Ayrica ordinatlar1 da 0’dir.
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3.3.5 Teorem p=1(mod 4) bir asal olsun. Bu takdirde x’ =¢ (mod p)

denkliginin x tam say1 ¢dziimlerinin toplam1 p modunda sifira denktir.

Ispat x°=1(mod p) denkliginin coziimleri x=1,0,0> (mod p) dir ki

burada o= _1%\/51 birimin kiip kokiidiir. Genel olarak x *=¢ (mod p) ’nin

¢oziimleri x, bir 8zel ¢oziim olmak iizere x = x,,x,®,x,@" (mod p) dir. Gergekten

de
(x,0) =x, @, =x,) =t (mod p)
ve ayni sekilde
(x,@) =x,0° =x, (@) =x," =t (mod p)
dir. Dolayistyla bu ¢oziimlerin toplami
X, + X, @+ X, =X, + X 0+ X, (-1 - ) =0
dir. Eger ¢6ziim yoksa toplam 0 olarak diisiiniilebilir. m

3.3.6 Teorem p=1(mod 4) bir asal olsun. 0<x< p—1 olacak sekilde

herhangi bir x tam sayis1 alalim. O zaman bir |<n < p—1 i¢in

J(p) = F (14 25" =)

plj(p) dir. Ozellikle

k(p)= i;{(}f —n’x).x
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toplami p ile boliintir.

Ispat Her y degeri icin ¢=)’+n’x olsun. O zaman x’=¢ (mod p)
denkliginin c¢oziimlerinin toplami, Teorem 3.3.5 geregi sifira denktir. Tim y

degerleri i¢in bu gecerlidir. Boylece tiim apsislerin toplami sifira denktir. m

3.3.7 Ornek p=17 olsun. 0<x<16 olacak sekilde bir herhangi bir x tam

sayisi alalim. O zaman 1<7n <16 i¢in n=2 olmak lizere,

Jj(17)= Z (I+ 7(x* =2°x)).x

=1+ 7(0° =22.0)).0+ (1+ y(I* =2%1)).1

+(1+ 7(2° =2°.2)).2+(1+ y(3° —2%3)).3

+(1+ 74 —=2°.4) 4+ 1+ y(5°-225).5

+(14 (6’ =2%.6)).6 + (1+ x(7° =227)).7

+(1+ (8 —2°.8)).8+(1+ x(9° -2%9)).9

+(1+ 7(10° =2%10)).10+ (1+ y(11° =2°.11)).11
+(1+ 7(12° =2%12)).12+ (1+ y(13* =2%13)).13
+(1+ y(14° =2%14)).14+ (1+ y(15° = 2%15)).15
+(1+ x(16° —2%.16)).16

jaAH=010+0).0+(1-1D.1+(1+0).2+(1+1).3
+(1-D4+0-D.5+10-1).6+(1+1).7
+(1+D.8+(1+1).9+(A+1.10+(1-1).11
+(1-1.12+0-1).13+(1+1).14+(1+0).15
+(1-1).16

jaA7)=0+0+2+23+0+0+0+2.7+2.8
+29+2.10+0+0+0+2.14+1.15+0
=119

17(119 dur. Ozellikle

46



k(17)= i;{(ﬁ —2*x).x

= (7(0° =22.0)).0+ (y(I* =21)).1

+H(2(2° =222) .2+ (#(3° —223)).3

+ (1 (4 —22.4) 4+ ((5° —2°5)).5
+((6° =2%6)).6 + (x(T* = 227)).7
+((8 —2°.8)).8+((9° —22.9)).9
+(7(10° =22.10)).10+ (11’ =22.11)).11
+(7(12° =22.12)).12 + (x(13° = 22.13)).13
+(7(14° =22.14)).14 + ((15° = 2%15)).15
+(x(16° —22.16)).16

k(17)=0.0+(-1).1+0.2+1.3+(-1)4
+(-1).5+(-1).6+1.7+1.8+1.9
+1.10+ (=1).11+(=1).12+ (-1).13
+1.14+0.15+(-1).16

k(17)=0-1+0+3-4-5-6+7+8+9
+10—-11-12-13+14+0-16
=-17

17|-17 dir.

3.3.8 Teorem p=1(mod 4) bir asal olsun. y°=x’—n’x (mod p) egrisi

tizerindeki (x, y) rasyonel noktalarinin sayisi

1+ Y p(x)

xelF,

toplamina esittir ve burada

2, y(xX*=n'x)=1
px)=11 , x(x’-n’x)=0
0 , y(x’—n*x)=-1
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seklinde ifade edilir. Ayni1 zamanda bdyle y degerlerinin toplami da p ’ye esittir.

Ispat p=1(mod 4) asal olmak iizere Teorem 2.1.11°den ispat kolayca

goriiliir. m

3.3.9 Ornek y’=x’-10"x (mod 13) Frey eliptik egrisi iizerindeki sekiz
nokta (0,0), (3,0), (10,0), (2,4), (2,9), (11,6), (I1,7) ve o’dur. Simdi

formiilden sOyle hesaplayalim:

0, =1{1,3,4,9,10,12} oldugundan

D p(x) = p(0)+ p()+ p(2)+ p(3) + p(4) + p(5) + p(6) + p(T) + p(8)

xelf;

+p0)+p10)+ p(11) + p(12)
=1404+2+1+04+0+0+0+0+0+1+2+0
=7

1+ > p(x)=8

xely3

dir. O halde bu egri iizerinde toplam 8 tane nokta bulunur.

3.3.10 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. y’=x’—n’x (mod p)

egrisindeki rasyonel sayilarin sayist #E,(F )=N,, olsun. r,seZ, r tek ve s ¢ift,

n

p=r"+s" olmak iizere

a) r+s=1(mod 4) ise
yneQ, ise N,, =p+1-2r

ii) neQ', ise N,, =p+1+2r
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b) r+s=3(mod 4) ise
yneQ, ise N, , =p+1+2r
i) neQ' ise N,, =p+1-2r
dir.

3.3.11 Ornek p=17 olsun. )’ =x’—4’x (mod /7) Frey eliptik egrisi
tizerindeki 16 nokta (0,0), (4,0), (13,0), (1,6), (I,11), (3,8), (3,9), (6,1),
(6,16), (I1L4), (11,13), (14,2), (14,15), (16,7),(16,10) ve o’dur. Simdi

teoreme gore soyle hesaplayalim:

r tek ve s ¢ift tamsay1 olmak iizere p=7"+s’=17=1"+4" oldugundan

r=1ve s=4 bulunur. r+s=17+4=1(mod 4) ve n=4¢eQ,, oldugu i¢in

Ny, =p+1-2r=17+1-2.1=16

nokta sayis1 16 olarak bulunur.

34 p =3 (mod 4) Asal iken Frey Eliptik Egrilerindeki Rasyonel
Noktalar

Simdi de 4 modunda 3’e denk olan p asallari i¢in, (3.1.1) egrisinde, rasyonel

noktalarin 6zellikleriyle ilgili elde edilen sonuglar1 verelim.

3.4.1 Teorem p=3(mod 4) asal olsun. y’=x’—n’x (mod p) egrisinde

xe]Fp’in p+3

tane farkli degeri vardir. Sabit bir x i¢in iki farkli y degeri vardir ve

bu y’lerin toplam1 p ’dir.

Ispat Denkligimizi x’ =y’ +n’x (mod p) biciminde tekrar yazalim.

y=0 (mod p) icin x=0, n, p—n (mod p) olur. y=0(mod p) icin y°+n’x ’in

49



her degeri y’nin ¢ ve p-t gibi iki degerini verir. p=3 (mod 4) asal iken 2.1.11

Teoreme gore me(Q, iken p-meQ', oldugundan ‘Qp‘:pT_l ifadesinden

(—p; IJ =22 ; 3 tane deger elde ederiz. y =0(mod p) i¢in de 3 farkli x degerini

de eklersek 2 ;3 +3=2 ; 5 tane farkli x degeri bulunur. m

3.42 Ornek p=7 olsun. y’=x’—-3’x (mod7) egrisinde (0,0), (3,0),

4,0), (2,2), (2,5), (6,1) ve (6,6) noktalar1 yer almaktadir. Goriildigi gibi

xel,’in p+3

=5 tane farkli degeri vardir. Sabit x=6 i¢in y=1 ve y =6 gibi iki

farkli degeri vardir ve bu y’lerin toplami p =7 *dir.

3.4.3 Teorem p =3 (mod 4) asal olsun. y° =x’ —n’x (mod p) egrisinde

. -1 .
a)eger ne(, ise p2 tane x € 0, degeri,

+1

b) eger ne O, ise PT tane x e F,\Q, degeri,

c)eger ne Q' ise p2—1 tane x € O, degeri,

+1

d)eger ne Q') ise PT tane x e F,\Q, degeri,

vardir.
ispat Asikardir.

3.4.4 Ornek p=11 olsun. y’ =x’—3’x (mod/I) egrisinde (0,0), (1,0),
10,0y, (4,4), 4,7), (6,1), (6,10), (8,3), (8,8), (9,4) ve (9,7) noktalar1 vardir.
Y =x’=7x (mod11) egrisinde ise (0,0), (4,0), (7,0), (2,3), (2,8), (3,1),
3,10y, (5,D), (5,10), (10,2) ve (10,9) noktalar1 bulunmaktadir. Simdi »
degerlerinin Q,,’de bulunup bulunmadigna gore x’in kag¢ tane degerinin Q,,’de

bulunup bulunmadigina bakalim.
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0, =11,3,4,5,9} oldugundan y’=x"-3"x (mod//) egrisi i¢in (I,0),
4,4), (4,7), (9,4) ve (9,7) noktalarmin apsisleri, Q,,’de yer alir. (0,0), (10,0),
6,0, (6,10),(8,3) ve (8,8) noktalarmin apsisleri ise yer almaz. Teoreme gore

p—1

bakarsak, n=3e (Q,, oldugundan, gergekten de =5 tane xe(, degeri ve

pTH=6 tane de xe€F, \Q, degeri vardir. y’=x"—7’x (mod//) egrisi icin ise
4,0), (3,1), (3,10), (5,1) ve (5,10) noktalarmin apsisleri, Q,,’de yer alir. (0,0),
7,0), (2,3), (2,8), (10,2) ve (10,9) noktalarinin apsisleri ise yer almaz. Teoreme

L,

gore bakarsak, n=7 ¢ Q,, oldugundan, pT—l =5 tane xe(, degeri ve pr

tane de xe ¥ \Q, degeri vardur.

3.4.5 Teorem p =3 (mod 4) asal olsun. Eger n e Kp* ve y=0 (mod p) ise

y’ =x"—n’x (mod p) egrisinde apsisleri K ,’de kalan 3 nokta vardr.

Ispat  y=0(mod p) olsun. O zaman x’=n’x (modp) ve
x(x—=n)(x+n)=0 (mod p) olur. Buradan x=0 (mod p), x=n (mod p) ve

x=p-n(mod p) elde edilir. Tim ¢dziimlerin K, de oldugu asikardir. m

3.4.6 Ornek p=19 olsun. y’=x’—1I'x (mod/9) egrisini ele alahm.
Burada  (0,0), (/,0) ve (I8,0) noktalarmin  ordinatlart  0’dir.

K19:{0,1,7,8,11,12,18} oldugundan bu noktalarm apsislerinin K, ’de oldugu

goriilir.

3.4.7 Teorem p=3 (mod 4) bir asal olsun. y° =x’—n’x (mod p) egrisi

iizerindeki rasyonel noktalarin apsisleri toplam1

Z (1+/’{p(x3 —n’x)).x

xefF,
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formiiliiyle ifade edilir.

Ispat

1 x’=t (mod p) ¢oziimii var ise

2,H)=10 plt
~1 x*=t (mod p) ¢éziimii yok ise

seklinde tanimlandigindan 1+ 7,(t)=0,1 ya da 2 oldugunu biliyoruz.
y=0(mod p) iken x’—n’x=0 (mod p) dir ve p|0 iken y, (x’'—n’x)=0 dur.
Egri iizerindeki her bir (x,0) noktasi i¢in (1+0).x = x toplama eklenir. x’ —n’x=t¢

olsun. (LJ =1 ise egri lizerindeki her bir (x, y) noktasi i¢in (x,—y) noktasi da egri
p

tizerindedir. Bdylece her bir ¢ i¢in (1+1).x =2x toplama eklenir. Sonug olarak

(LJ =—1 ise x’ =¢ (mod p) 'nin hi¢ ¢dziimii yoktur ve bdyle (x,y) noktalar1 igin
p

(14 (-1)).x =0 olusu toplamla celisir. m

3.4.8 Ornek y° =x’—5°x (mod/]) Frey eliptik egrisi iizerindeki rasyonel
noktalar (0,0), (5,0), (6,0), (1,3), (1,8), (7,5), (7,6), (8,2), (8,9), (9,3) ve

(9,8) noktalaridir. Teorem yardimiyla bu noktalarin apsisleri toplamini bulalim.

0, =11,3,4,5,9} oldugundan

D (4 7, (7 =57x)).0 = (14 1,(0).0+(1+ 1, (). 1+ (1+ 1,,(2)).2

xely,

+ (14 2, (7)-3+ 1+ 1, (8).4+ 1+ 1,,(0)).5

+ (14 2, (0).6+(1+ 2,(3).7+(1+ ,,(4) 8

+ (14 2,99+ (1+ £,,(2)).10
=0+2+0+0+0+5+6+14+16+18+0
=61

dir.
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3.49 Teorem p=3(mod4) bir asal olsun. y°=x’—n’x (mod p)

egrisindeki rasyonel sayilarin sayis1 #E,(F,)= N, , = p+1°dur.

Ispat [11] nolu kaynakta k =n’ durumundaki ispat1 bulunabilir. Simdi biz

ikinci bir ispatmi verelim. p=3 (mod 4) asal olmak iizere y° =x’ —n’x (mod p)

egrisinde 3.4.1 Teoreme gore, p+3

tane farkli x € F, degeri vardir. y =0 (mod p)

icin x=0(mod p), x=n(mod p) ve x=p-n(mod p) ¢Oziimleri asikardir.

3 _5_p-3

Bunlar1 bu x degerlerinden ¢ikarirsa tane farkli deger kalir. Her

bir x € [, i¢in, ordinatlar1 toplamu p olan iki farkli nokta elde ettigimize gére bunu 2

ile carparsak 2.p7—3= p—3 tane nokta elde ederiz. Daha sonra g¢ikardigimiz 3

degeri tekrar eklersek p—3+3 = p tane nokta elde ederiz. Tabi ki bir de sonsuzdaki

nokta o oldugundan nokta sayisi p+7 olur. m

3.4.10 Ornek p=23 olsun. y’ =x’—14’x (mod23) egrisini ele alahm.
Bu egri iizerindeki noktalar (0,0), (9,0), (14,0), (1,9), (1,14), (4,4), (4,19),
6,11), (6,12), (7,11, (7,12), (8,5), (8,18), (10,11), (10,12), (11,7), (11,16),
(18,2), (18,21), (20,3), (20,20), (21,4), (21,19) ve o’dur. Teoreme gore de

rasyonel noktalarin sayis1 # E,(F;) = N3, =23+1=24"tir.

3.4.11 Teorem p=3 (mod 4) bir asal olsun. y° =x’—n’x (mod p) egrisi

tizerindeki (x, y) rasyonel noktalarinin sayisi

44 p(x)

xelF,

toplamina esittir ve burada

2 2=
0 - ;((x3—n2x)¢l
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seklinde ifade edilir. Ayni zamanda bdyle y degerlerinin toplami da p modunda

0’a denktir.

Ispat x=0,1,2,.., p—1(modp) icin ' =x’—n’x (mod p) egrisi
. . . - - - 2 . 5+ .y . - .
tzerindeki y degerlerini bulalim. Eger y“ €@, ise yeU , ’nin iki degeri vardir.

3.4.9 Teoreme gore p+I tane nokta vardir. (0,0), (n,0) ve (p-n,0) noktalar1 hari¢

diger noktalarin ordinatlar1 sifirdan farklidir. Bunlar ordinatlari toplami p olan nokta

ciftleri olduklari igin x’in tiim olas1 degerlerinin sayisi 3.4.1 Teoreme gore pTH dir.

Yukaridaki ii¢ noktay1 ¢ikarirsak p7—3 tane nokta cifti elde ederiz. Dolayisiyla

P ;3 tanesi O, ’nin elemani olur. Yani 4 +(p j.Z = p+1 olur. O halde sonug

buradan ¢ikar. m

3.4.12 Ornek p=7 olsun. y’=x’—6"x (mod7) egrisinde (0,0), (1,0),
6,0), 4,2), 4,5, (5,1) ve (5,6) noktalar1 yer almaktadir. Q, ={1,2,4}

oldugundan

Y. p(x) = p(0)+ p() + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6)

xelF;

=0+0+0+0+2+2+0
=4

4+ p(x)=4+4=8

xel;

dir. O halde bu egri lizerinde toplam 8 tane nokta bulunur. Ayrica buradaki

noktalarin ordinatlar1 toplami da 0+0+0+2+5+1+6=14=0 (mod7) olarak

bulunur.

3.4.13 Teorem p bir asal ve 1<n<p-1 olsun. E (F,) deki rasyonel

noktalarmn sayist N, =#E, (F,) olsun. O zaman
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dir.

Ispat p=3(mod 4) bir asal olsun. 3.2.1 Teoreme gore, n € IF; i¢in p-1 tane

eliptik egri vardir. Herhangi bir #» degeri i¢in egride sonsuzdaki nokta o hari¢ p

tane nokta oldugundan

bulunur.

p=1(mod 4) bir asal olsun. 3.3.10 Teoreme gore,

ayneQ, ise N, =p+1£2r

byneQ' ise N,,=p+1F2r

dir. ‘Q ‘—‘Q ‘— tane oldugunu biliyoruz. O halde
pZ: :(_p 1} p+1+2r) (p_l}(erl?Zr)
n=1 2 2
p—1
= — |.(2p+2
( 2 j (2p+2)
=(p- 1 p+1)
:p2 1
olur. m
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3.4.14 Ornek y’ =x’ —n’x (mod13) eliptik egrisini ele alalim. 1<n<12
i¢in nokta sayist 3.3.10 Teoreme gore hesaplanirsa, N,;;, =8 N, =20, N, =8,

N13,4:8’ N13,5:20’ N13,6:2’0’ N13,7:20’ Nl3,8:20’ N13,9:83N13,1o:8:

12
N5, =20, Nys,, =8 olur. Sonug olarak ZNW =13*-1=168 olur.

n=1

3.4.15 Ornek y’ =x’ —n’x (mod 1) eliptik egrisini ele alalm. 1<n<10

i¢in nokta sayist 3.4.9 Teoreme gére p+1 oldugundan, N, A =11+1=12 olur.

10
Sonug olarak ZNW =11 -1=120 olur.

n=l1

3.4.16 Sonug¢ [, cismi tizerindeki Frey eliptik egrilerinin nokta sayilariyla

ilgili tim sonugclar, » >1 dogal sayilari i¢in IFP, cismine genellestirilebilir.
Yukaridaki sonucu ve 2.6.6 Weil Teoremini kullanarak:

3.4.17 Ornek T, cisminde tammli y*=x’-2x Frey eliptik egrisi
tizerindeki noktalar: bulalim. Burada N, =4 tane nokta vardir. Bunlar (0,0) (2,0),

(3,0) ve sonsuzdaki noktadir. N, = p+1-¢ formilinden N, 6 =N, oldugundan

¢t =2 bulunur.

Simdi r=2 igin F,, cismi iizerindeki nokta sayisi hesaplayalim. flk
olarak 2.6.6 Weil Teoremi ve 2.6.7 Uyariya gore

1-2T+5T*=0

ikinci derece denkleminden o =—1-2i ve f =-1+2i bulunur. Sonug olarak da I,

cismi tizerindeki nokta sayis1

N =p +l-a' —f
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formiilinden N, =56 bulunur. Benzer olarak I,, cismi iizerindeki nokta sayisi

N, =220 olarak hesaplanir.

3.4.18 Ornek F, cisminde tanimh y* =x"-3’x Frey eliptik egrisi
tizerindeki noktalar: bulalim. Burada N, =8 tane nokta vardir. Bunlar (0,0), (3,0),

4,0), (2,2), (2,7), (6,1), (6,6) ve sonsuzdaki noktadir.

Simdi r=2 i¢in F,, cismi iizerindeki nokta sayisini hesaplayalim. Yani

N,’yi
N, =7 +1-a’ - B

bulmaya c¢alisgalm.  Eslenik kokler o« ve p’y1 bulmak i¢in N, =p+1-t¢

denklemini ele alalim. 8=7+1—¢ esitliginden =0 bulunur. O halde 1+77° =0
4

7

denkleminin kokleri dir. Yani a=+/7i ve b= —7i olur. Sonug olarak nokta

say1s1

7"+1 , ¥ tek ise
N =

r

T"+1-2.(-7)2 , r ¢ift ise

2

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda N, = 7* +1—2.(=7)? = 64 olur. Benzer olarak

N,=7"+1=343 ve N, =2303 bulunur.
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4. F, SONLU CiSIMLERi UZERINDEKIi y’=x-n’x FREY ELiPTiK
EGRILERININ GRUP YAPISI

4.1 Giris

p asal olsun. ne Fp* =F,—{0} iken E, Frey eliptik egrilerinin grup yapisini
inceleyecegiz.  p’ nin 4 modunda 1’e ve 3’e denk olusuna gore iki ayri
siniflandirma yapmak miimkiindtir.  E (F)) ’nin grup yapisini veren bilinen bir

sonug yoktur. p=3(mod4) ise E (F)=Z,xZ,,, p+1 mertebeli bir gruptur.

2

Fakat bu boliimde yalnizca p=1(mod 4) ise Z, ve Z,, devirli gruplarinin bir

direkt ¢arpimina izomorf oldugunu gosterecegiz. Yani a,b e N i¢in
En (Fp) = Za X Zab

dir. Ayrica nokta sayisi, mertebe ve Frobenius endomorfizminin izi ile ilgili bazi

sonuglar elde etmeye calisacagiz. E, (IF,) 'nin mertebesini daha 6nceden N, ile

gosterdik. Verecegimiz sonuglarin ifadesini kolaylagtirmasi ag¢isindan bundan sonra

N, yerine bazen N kullanacagiz. Nokta sayisini

N=ab=p+1-t

seklinde ifade edecegiz. Burada t, Frobenius endomorfizminin izidir. Bu bolimde
verdigimiz orneklerde nokta sayisi ve mertebe hesaplamalarinda Maple ve Visual

Basic programlar1 kullanilmigtir [22].
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4.1.1 Teorem p asal olsun. E_ eliptik egrileri i¢in

N =0(mod 4)
dir.

Ispat p=1(mod 4) asal olsun. Bu durumda 3.3.10 Teoreme gore r, S€Z,

r tek ve s ¢ift, p=r?+s® olmak iizere N = p+1F2r oldugunu biliyoruz. O halde
N=p+1F2r
=r’+s*+1x2r
=(r¥l)’+s’

r tek ve s ¢ift oldugundan (r £1)* +s° =0(mod 4) olur.

p=3(mod 4) asal olsun. Bu durumda 3.4.9 Teoreme goére N = p+1 dir.

k € Z olmak iizere p =4k +3 yazarsak,

N=p+l
=4k +3+1
=4k +1)
=0(mod 4)

elde edilir. Boylece ispat biter.m

4.1.2 Ornek p=29 olsun. Yy°=x>-2°x (mod 29) eprisini ele alalim.
p=r?+s*>=29=5%+2% olmak iizere r=5 ve s=2 bulunur. 3.3.10 Teoreme

gore, r+s=5+2=3 (mod 4) ve n=2€Q",, oldugundan

Nzg’2 =p+1-2r=29+1-2.5=20=0 (mod 4)
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bulunur.

4.1.3 Ornek p=23 olsun. y°>=x>-14*x (mod 23) egrisini ele alalim.

3.4.9 Teoreme gore,
Ny, =P+1=23+1=24=0 (mod4)
bulunur.

4.1.4 Sonu¢ p>3 asal olsun. E (F,)’de 2. mertebeden 3 tane eleman

vardir [11].

4.2 p=1 (mod 4) Asal iken Frey Eliptik Egrilerinin Grup Yapisi
E, egrisini ele alalim. Bu durumda g € Qp' icin
yz =x3 - g 202y

egrisi y* =X’ —n’X egrisinin eslenigi olarak tanimlanir. Burada ne Q, ise gne Qp'

ve ne Qp' ise gn€Q, seklindedir. (3.1.1) tipindeki herhangi bir egri ile esleniginin

t’lerinin isaretlerinin farkli oldugunu gostermek kolaydir. O halde asagidaki teoremi

verebiliriz:

4.2.1 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. (3.1.1) tipindeki egri
a’b=p+1-t mertebeli Z, xZ,, grubuna izomorf ise bunun eslenigi d’e = p+1+t

mertebeli Z, xZ,, grubuna izomorftur .

4.2.2 Ornek y*> =x’ —1’x(mod 541) eliptik egrisini ele alalm. Bu egri igin

1€Qy,, Ny, , =584 ve grup yapisi Z,xZ,, dir. N =a’b=p+I1-t bagmtisina
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gore 584=2°146=541+1-t iken t=-42 olur. y*>=x’—539>x(mod 541) egrisi
icin ise, 539€Qq,, Ny 5 =500 ve grup yapisi Z,xZg dir. Nokta sayisi

formiiliine gére 500 =10°.5=541+1~t iken t=42 bulunur.

4.2.3 Teorem

a) p=1 (mod 8) bir asal olsun. Bu durumda
i) t=2 (mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =0 (mod 8)
ii) t =6 (mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =4 (mod 8)

olmasidir.

b) p=5(mod 8) bir asal olsun. Bu durumda
i) t=2(mod 8) olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =4 (mod 8)
ii) t = 6(mod 8) olmasi icin gerek ve yeter sart N = 0(mod 8)

olmasidir.

Ispat a) p=1 (mod 8) bir asal olsun. Bunu neZ iken p=1+8n seklinde
yazabiliriz. t=2 (mod 8)’den meZ olmak {iizere t=2+8m seklinde ifade

edebiliriz. Bunlar1 nokta sayis1 formiiliinde yerine koyarsak

t=2(mod §) & N=p+1-t
=1+8n+1-(2+8m)
=8(n—m)
< N =0 (mod 8)

ve benzer olarak

t=6(mod 8§) & N=p+1-t
=1+8n+1—-(6+8m)
=—4+8(n—m)
< N =4 (mod 8)

elde edilir. b) sikki da benzer yolla ispat edilir. m
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4.2.4 Ornek p=281=1(mod 8) bir asal iken y*>=x’—14’x (mod 281)
eliptik  egrisini  ele alalim. Ny 4 =272 ve t=10=2(mod8) ve
N =272=0 (mod 8) ’dir. Simdi de p=461=5(mod8) bir asal iken
y’ =%’ —433*x (mod 461) eliptik egrisini ele alalim. Ny 433 =500 ve

t=-38=2 (mod 8) ve N =500=4 (mod 8)’dir.
4.2.5 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. Bu durumda t, 4 ile boliinemez.

ispat Tersine t’nin 4 ile boliindiigiinii varsayalim. Bu durumda k € Z igin

t=4k ve neN igin p=1+4n yazarsak N =1+4n+1-4k elde ederiz. Bu da
N =2 (mod 4) olusunu gerektirir. Fakat N, 4 modunda 2’ye denk olamaz. Ciinki
Teorem 4.1.1.°e gore, N =0(mod4) ’tiir. Bu da varsayimimizla celigir. Bu yiizden

t, 4 ile boliinemez. m

4.2.6 Ornek p=397=1(mod 4) bir asal iken y*=x’-43>x (mod 397)

eliptik egrisini ele alahm. Ny, ,, =360’dir. N=p+1-t formiliinden t=38

bulunur. 4)38°dir. Ayrica y’=x"—103’x (mod 257) egrisini de incelersek

N,s; 103 = 260 *tir. Nokta sayisi formiiliinden t =2 bulunur. Yine 4 -2 dur.

4.2.7 Sonu¢ p=1(mod4) asal olsun. Bu durumda N =0 veya
N =4 (mod 8) olur.

4.2.8 Ornek y’ =x’-289°x (mod 389) eliptik egrisini ele alalim. Nokta
sayist Ny, =424°tlir. O halde N =0 (mod 4)’dur. y> =x’ —33’x (mod 389)

egrisi igin ise Ny, 5, =356 tir. O halde N =4 (mod 8) *dir.

4.2.3 Teoremden su sonucu verebiliriz:
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4.2.9 Sonu¢ p =1 (mod 4)bir asal ise t =7F2 (mod 8) olur.

Simdi de 2r=|t| olacak sekilde bir r tam sayis: tamimlayalim. Yani
2r = p+1—N| olsun. Bundan sonraki hesaplamalarimizda r ve t ile ilgili sonuglar
elde edecegiz. (3.1.1) tipindeki egri igin t=2r ise eslenigi icin t=-2r dir. Ilk
olarak (3.1.1) tipindeki Frey eliptik egrisi ve eslenigi lizerindeki rasyonel noktalarin

say1st hakkinda asagidaki sonucu verebiliriz.

4.2.10 Teorem

a) p=1(mod 8) bir asal olsun. Bu durumda

i) t=2r olmak iizere r=1(mod 4) ise (3.1.1) tipindeki egri icin
N =0 (mod 8) ve bu egrinin eslenigi icin t =-2r ve N =4 (mod 8) olur.

ii) t=2r olmak iizere r=3 (mod 4) ise (3.1.1) tipindeki egri icin

N =4 (mod 8) ve bu egrinin eslenigi icin t =-2r ve N =0 (mod 8) olur.

b) p=5(mod 8) bir asal olsun. Bu durumda

i) t=2r olmak iizere r=1(mod 4) ise (3.1.1) tipindeki egri icin
N =4 (mod 8) ve bu egrinin eslenigi i¢in t =-2r ve N =0 (mod 8) olur.

ii) t=2r olmak iizere r=3 (mod 4) ise (3.1.1) tipindeki egri icin

N =0 (mod 8) ve bu egrinin eslenigi icin t =-2r ve N =4 (mod 8) olur.

Ispat p=1(mod8) asal olsun. neZ icin p=1+8n yazalim.
t=2(mod 8) ve t=2r olmak tlizere r=1(mod 4)’dir. Simdi meZ i¢in

t=2+8m yazalim. O halde

N=p+l-t=1+8n+1-2-8m
=8(n—m)

olur. Bu da N =0 (mod 8) olusunu gerektirir. Diger kisimlar benzer sekilde

ispatlanabilir.m
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4.2.11 Ornek p=73=1(mod 8) bir asal iken y*>=x’—12>X (mod 73)
eliptik egrisini ele alalim. N,,=80 ve t=-6 olur. t=2r oldugundan
r=-3=1(mod 4)’dir. O halde N =0 (mod 8)’dir. Bu egrinin bir eslenigi olan
y’> =%’ —29°x (mod 73) egrisi iizerindeki nokta sayismnin N,; =68 oldugunu

buluruz. Nokta sayisi formiiliinden t=6 bulunur. t=-2r oldugundan

r=-3=1(mod 4) bulunur. O halde N =4 (mod 8) ’dir.

4.3 Frey Eliptik Egrileri Uzerindeki 4. Mertebeden Elemanlar

Bu bélimde E, Frey eliptik egrilerinde 4. mertebeden eleman bulunma
kosullar1 belirlenecek ve bunlarla ilgili baz1 sonuglar elde edilecektir. p=1 (mod 4)

bir asal oldugunda, E_ Frey eliptik egrileri i¢in iki tip grup yapisi vardir:

a) 4. mertebeden eleman igeren grup yapis,

b) 4. mertebeden eleman igermeyen grup yapisi.

4.3.1 Sonuc¢
a) p=1(mod 8) bir asal olsun. Eger

i) r=1(mod4) ise (3.1.1) tipindeki egri i¢in t=2r ve
N =0 (mod 8) olur. Ayrica E (F)) nin 4. mertebeden elemani vardir. Bu
egrinin eslenigi icin t=-2r ve N =4 (mod 8) olur. Bu da grubun 4.
mertebeden eleman bulundurmamay1 gerektirir.

ii) r=3(mod4) ise (3.1.1) tipindeki egri i¢in t=2r ve
N =4 (mod 8) olur. Ayrica E (F,) nin 4. mertebeden elemani yoktur. Bu
egrinin eslenigi icin t=-2r ve N =0 (mod 8) olur. Bu da grubun 4.

mertebeden eleman bulundurmasimi gerektirir.
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b) p=5(mod 8) bir asal olsun. Bu durumda

i) r=1(mod4) ise (3.1.1) tipindeki egri icin t=2r wve
N =4 (mod 8) olur. Bu yilizden de E (F,) nin 4. mertebeden elemani
yoktur. Bu egrinin eslenigi i¢in t=-2r ve N =0 (mod 8) olur. Bu da
grubun 4. mertebeden eleman bulundurmasini gerektirir.

ii) r=3(mod4) ise (3.1.1) tipindeki egri i¢in t=2r ve
N =0 (mod 8) olur. Ayrica E (F)) nin 4. mertebeden elemani vardir. Bu
egrinin eslenigi i¢in t=-2r ve N =4 (mod 8) olur. Bu yiizden de grubun

4. mertebeden elemani yoktur.

4.3.2 Ornek p=349=5 (mod 8) bir asal iken y*>=x’—71x (mod 349)
eliptik egrisini ele alalm. N, =340, t=10 ve r=5=1(mod 4)’dir. O halde
N =340=4 (mod 8) olur. Bu yiizden de egrinin 4. mertebeden elemani yoktur.
Bu egrinin bir eslenigi olan Yy’ =x’—16°x (mod 349) eliptik egrisini alirsak
Ny =360, t=-10 ve r=5=1 (mod 4) olur. O halde N =360=0 (mod 8)’dur.

Bu da 4. mertebeden eleman bulundurmasimi gerektirir. Bunlar da (82,269),

(82,80), (267,43) ve (267,306) noktalaridr.

Frey eliptik egrilerinin p modunda smiflandirilmasinda 4. mertebeden

elemanlar ¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir. Simdi 4. mertebeden eleman sayisinin 4

veya 12 oldugunu gosterelim.

4.3.3 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. Eger E, egrisi iizerindeki nokta

sayist N =0 (mod 4) ise egri lizerinde 4. mertebeden 4 ya da 12 tane nokta vardir.

Ispat 2.3.24 Teorem ve 2.3.25 Sonug geregi E, egrisi iizerinde sonsuzdaki

nokta ile birlikte en ¢ok 16 nokta vardir. Bu noktalar i¢in miimkiin olan 14 farkli
grup tipi vardir [24]. Fakat 4.1.4 Sonugtan biliyoruz ki 2. mertebeden yalniz 3 nokta

iceren bir grup yapisi s6z konusudur. Bu durumu ele aldigimizda olabilecek grup
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tipleri 5’e diiser. Bunlarin 4. mertebeden elemanlarinin  mertebelerini

inceledigimizde 4 ya da 12 oldugu kolayca goriiliir. m

4.3.4. Ornek y’=x’-33>x (mod 37) eliptik egrisini ele alalim. Nokta
say1st Ny, ;; =40=0 (mod 4) olur. Bu egri lizerinde 4. mertebeden 4 eleman vardir:
(13,18), (13,19), (24,3) ve (24,34). y*=x’-5"x (mod 41)eliptik egrisi icin ise
N, s =32=0 (mod 4) ’dir. Bu egri lizerinde 4. mertebeden 12 eleman vardir: (2,9),
(2,32), (4,13), (4,28), (8,5), (8,36), (33,4), (33,37), (37,6), (37,35), (39,1)
ve (39,40).

4.3.5 Sonu¢ p =1 (mod4) bir asal olsun. Bu durumda
a) p=1(mod8) ise E (F ) nin 4. mertebeden 12 tane elemani vardir.

Bunun egleniginin ise 4. mertebeden elemani yoktur.

b) p=5 (mod8) ise E (IF,) nin 4. mertebeden 4 tane elemani vardir. Bunun

esleniginin ise 4. mertebeden eleman1 yoktur.

Ispat 4.3.1 Sonugtan kolayca goriiliir.m

43.6 Ornek Yy’ =x’-55"x (mod 457) eliptik egrisini ele alahm.
p=457=1 (mod 8) ’dir. Bu egri lizerinde 4. mertebeden 12 eleman vardir: (54,91),
(54,366), (115,331), (115,126), (225,345), (225,112), (232,131), (232,326),
(342,24), (342,433), (403,135) ve (403,322). y’=x'—24’x (mod 509) eliptik

eleman vardir: (98,155), (98,354), (411,336) ve (411,179).

4.3.7 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. E_ egrisinde
a) Eger neQ, ise E (F,) nin 4. mertebeden 4 ya da 12 tane elemani vardir,

b) Eger ne Q' ise E (IF,) nin 4. mertebeden eleman: yoktur.

Ispat 4.3.1 Sonug ve 4.3.5 Sonugtan goriiliir. m
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4.3.8 Ornek y>=x’—127x (mod 61) egrisinde 12 € Q,, oldugundan 4.
mertebeden 4 tane eleman vardir. y* =x’-32°x (mod 73) egrisinde ise 32€Q.,,
oldugundan 4. mertebeden 12 tane eleman vardir. y* = X’ —68”X (mod 73) egrisinde

68 €Q',; oldugundan 4. mertebeden eleman yoktur.

4.3.9 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. E, egrisinde
a) ne€Q, olmasi igin gerek ve yeter sart N =0 (mod3),

b) neQ', olmasi i¢in gerek ve yeter sart N =4 (mod8) "dir.

Ispat 4.3.1 Sonug ve 4.3.7 Teoremden goriiliir. m

4.3.10 Ornek y>=x"-14>x (mod 113) egrisinde 14€Q,; oldugundan
N =128=0 (mod8)’dir. y>=x’-21°x (mod 137) egrisinde ise 21€Q'y,

oldugundan N =116 =4 (mod8) elde edilir.

4.3.11 Teorem p=1(mod4) bir asal olsun. E_ egrisinde

a) N =0 (mod8) ise E (F,) nin 4. mertebeden 4 ya da 12 tane elemani

vardir,

b) N =4 (mod8) ise E (F,) 'nin 4. mertebeden elemani yoktur.

Ispat 4.3.7 Teorem ve 4.3.9 Teoremden kolayca goriiliir. m

43.12 Ornek y>=x’-10"x (mod 13) eliptik egrisini ele alahm.
N =8=0 (mod8) dir. Bu egri iizerinde 4. mertebeden 4 tane eleman vardir: (2,4),
(2,9), (11,6) ve (117). y>=x’—4°x (mod 17) eliptik egrisi igin ise
N =16=0 (mod8) olur. Bu egri iizerinde ise 4. mertebeden 12 tane eleman vardir:
(1,6), (1,11), (3,8), (3,9), (6,1), (6,16), (1L,4), (11,13), (14,2), (14,15),
(16,7) ve (16,10). Simdi de y’=x"—14’x (mod 17) eliptik egrisi icin

N =20=4 (mod8) oldugundan bu egride 4. mertebeden eleman yoktur.
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4.3.13 Teorem p bir asal olsun. x’in 1 ile p arasinda X’ —x =0 (mod p)

sartin1 saglayan 3 degeri vardir.

Ispat x(x—1)(x+1)=0 (mod p) denkliginin 3 tane ¢dziimii oldugu aciktir.

Bunlar x=0(mod p), x=1(mod p) ve X=p—1(mod p) degerleridir. m

4.3.14 Teorem p=1(mod4) asal olsun. Bu durumda

D> x(X* =x)=2 (mod4)

xel,

olur.

Ispat Her bir xeF, igin X’ —X’in p tane degeri hesaplanabilir. 4.3.13

tane ikili

. . . p-3
Teorem geredi bu degerlerden {i¢ii 0°’dir. X’ — X ’in kalan p-3 degeri p2

seklinde gruplandirilabilir. p=1 (mod4) iken p2—3 tektir. Gergekten k € Z igin

p =1+4k yazarsak p2—3 =2k —1 olur. Varsayalim ki bu ikililerden s tanesi Q,’de

2k —1-s tanesi de Q’iinde olsun. Bir ikili Q,’de ise z 7(X* =X) toplamma 2

xeF,

eklenir. Eger Qp' nde ise toplama (-2) eklenir. Bu ylizden

D =x)=3.0+5.(+2)+ (2k —1-5).(-2)

xeF,

=4(s-k)+2

ifadesi sonucu gerektirir. m

68



4.3.15 Ornek p=17 olsun. Q, ={1,2,4,8,9,13,15,16} olduguna gore, bu

durumda,

Y. (¢ =x)= 2(0)+ 2(0)+ 2(6)+ 2 () + 2(9) + x(1) + 2(6)

xeF;
+ (A3 + (A + 2(6)+ x(4) + x (A1) + x(16)
+2@)+ 2(10) + x(A 1) + x(0)
=0+0-1-1+1+1-14+1-1-14+1-14+14+1-1-1+0

=-2=2 (mod4)

43.16 Sonu¢ p=1(mod4) asal olsun. Eger N =0 (mod4) ise
t=2 (mod4) dir.

Ispat. N=p+1-t=p+1+ ) z(X’-n’x) iken t==>" x(x’-n’x) oldugu

xelF, xeF,

bilinir. 4.1.1 Teoremden sonug goriiliir. m

4.3.17 Ornek y> =X =27°x (mod 409) eliptik egrisini ele alalim.
N =416=0 (mod 4) oldugundan N=p+1-t formiiliinii kullanarak
416=409+1-t, t=—10 ve t=—10=2 (mod 4) elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada, p asal iken I, sonlu cisimleri {izerindeki E,:y’ =X —n’x

p
Frey eliptik egrilerinin nokta sayilari ve grup yapist hakkinda bilgi vermek

amaglanmgtir.
Calismanin 3.1 kisminda Frey eliptik egrilerinden bahsedilmistir.

3.2 bolimiinde, [, sonlu cisimlerinde, herhangi bir p asali igin Frey eliptik

egrilerinin sayilarin1 ve bu egrideki noktalarin apsisleri ve ordinatlartyla ilgili

durumlar1 agiklayan teoremler verilmistir. Bunlarin ispatlart yapilmustir.

3.3 béliimiinde, p ’nin 4 modunda 1’e denk oldugu durumda, y* =x’—n’x

egrisinde, rasyonel noktalarin 6zellikleriyle ilgili elde edilen teoremler verilmis ve

ispatlanmustir.

3.4 Dboliminde ise, p’nin 4 modunda 3’e¢ denk oldugu durumda,

y* =X’ —n’x egrisinde, rasyonel noktalarin dzellikleriyle ilgili elde edilen teoremler

ifade ve ispat edilmistir.

4.1 bolimiinde, F, sonlu cisimleri iizerindeki y*=x’—n’x Frey eliptik
egrilerinin grup yapisi ifade edilmistir. Nokta sayisinin p asali icin N =0(mod 4)

oldugunu veren bir teorem ifade ve ispat edilmistir.

4.2 boliimiinde, p=1(mod 4) bir asal olmak iizere E  egrisi tlizerindeki
rasyonel noktalarin grup yapisinin E (F))=Z,xZ,, oldugu ve bunun esleniginin

ZyxZ4, oldugu bir teoremle ifade edilmistir. t’nin 8 modundaki durumlarina gore,
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E, egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin sayisinin aldigi dort farkli durum teoremle

ifade edilmis ve ispatlanmistir.

4.3 boliimiinde, p=1 (mod 4) bir asal olmak tlizere E, egrisi lizerindeki 4.

mertebeden elemanlar incelenmistir. Grup yapisinin, 4. mertebeden eleman igeren ya
da igcermeyen olmak iizere iki tiirlii oldugu goriilmiistiir. 4. mertebeden eleman varsa,

bunlarin sayisinin 4 veya 12 oldugu ifade edilmistir. n’nm Q,’nin elemant olup

olmamasma gore nokta sayismin bir smiflandirmasi yapilmistir. p, n, t ve N

arasindaki tiim iliskiler belirlenmistir. Bunlar teorem olarak ifade edilip

ispatlanmustir.

Calismada, p=1(mod 4) bir asal olmak iizere F, sonlu cisimleri tizerindeki
E,:y’=x’—n’x eliptik egrisinin grup yapisi ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Ayrica p =3 (mod 4) durumundaki egrilerin grup yapisi da calisilabilir.
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EK A : “y?=x>-n°X (mod p) EGRISI UZERINDEKI NOKTALARIN
MERTEBELERINI BULMA”

> #y~2=x"3-n"2x (mod p) EGRISINDEKiI NOKTALARIN MERTEBELERINIi

BULMA#

> restart;

> mertebe:=proc(x1,y1,p,k);

x:=int;y:=int;x2:=int;y2:=int;

> n:=2;

> if y1<>0 then

> n:=n+tl;

> m:=((3*x1"2-k”2)/(2*y1)) mod p;

> x:=(m”"2-x1-x1) mod p;

> y:=(m*(x1-x)-y1) mod p;

> #print([x,y]," mertebe:",n);

> x2:=x3y2:=y;

> while x<>x1 or y<>p-y1 do

> n:=n+1;

> m:=((y-y1)/(x-x1)) mod p;

> x:=(m”2-x-x1) mod p;

> y:=(m*(x2-x)-y2) mod p;

> #print([x,y]," mertebe:",n);
X2:=x;y2:=y;

> end do;

> print('"'mertebe:",n);

else print('""'mertebe:",n);

> end if;

end proc;
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mertebe := proc(x1, y1, p, k) y2 :=int;

local X, Yy, x2,y2, n, m; n:=2;
X :=int; if y1 # 0 then
y = int; n:=n+1;
X2 :=int; m = (1/2x(3xx1"2 — k*2)/y1l) mod p;

X :=(m"2 — 2xx1) mod p;
y = (mx(x1-x)-yl)modp;

X2 :=X;

y2:=y;

while x=xlor y=p—-yldo
n:=n+1; y2:=y
m:=(y—-yl)/(x—x1) modp; end do ;
X:=(m"2 —x—x1)modp; print( "mertebe:", n)
y = (mx(x2 -x)—-y2) modp; else print("mertebe:", n)
X2 = X; end if

end proc

> hesapla:=proc(p,k);
xgec:=int;ygec:=int;l:=int;
> for xgec from 0 to p-1 do
> with(numtheory);
> l:=xgec”3-(k*2)*xgec;
> ygec:=msqrt(l,p);
>if ygec<>FAIL then
if ygec<>0 then
print([xgec,ygec],[xgec,-ygec]);
else
print([xgec,ygec]);
end if;
mertebe(xgec,ygec,p,k);
> end if;
> end do;

> end proc;
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hesapla := proc(p, k) for xgec from O to p— 1 do

local xgec, ygec, I; with(numtheory);

Xgec := int; | ;== xgec"3 — k"2xxgec;

ygec := int; ygec := msqrt(l, p);

| :=int; if ygec # FAIL then
if ygec # 0 then print([xgec, ygec], [ xgec, —ygec]) end do
else print([xgec, ygec]) end proc
end if ;
mertebe( Xgec, ygec, p, k)

end if

> hesapla(5,1);
>

[0,0]
"mertebe:"; 2
[1,0]
"mertebe:"; 2
[2,1],[2,-1]
"mertebe:", 4
[3,2],[3,-2]
"mertebe:", 4
[4,0]

"mertebe:", 2
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EK B : “y?*=x*-n°x (mod p) EGRISI UZERINDEKI NOKTALARIN
MERTEBELERINI HESAPLAR# VISUAL BASIC”

Sub Makro1()
j=2
Do While Sheets(1).Cells(j, 1) <> "son"
i=2
x1 = Sheets(1).Cells(j, 1)
y1 = Sheets(1).Cells(j, 2)
k = Sheets(1).Cells(j, 3)
a = Sheets(1).Cells(j, 4)
Ifyl <> 0 Then
i=i+1
ml =3 *x1 *x1+a)
m2=(2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml/m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'I"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m*m-xI -xI

y=m* (x1-x)-yl
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Sheets(3).Cells(1, 2) =x

Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"IRC[1])"
Sheets(3).Cells(1,3) =y

Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)

y = Sheets(3).Cells(2, 3)

x2=x

y2=y

Do While x <> x1 Andy <> (k - y1)
i=it+1
ml=y-yl
m2 =x - xl
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) =m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml/m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
x=m%*m-x-xI
y=m* (x2-x)-y2
Sheets(3).Cells(1, 2) =x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1,3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'I''RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)

76



X2 =X

y2=y

Loop

Sheets(1).Cells(j, 5) =1
End If
j=i+
Loop

End Sub

Sub xolus()

'Sheets("nokta belirle").Columns("A:A").Select
'Selection.ClearContents
Sheets("nokta belirle").Cells(1, 1) ="x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 1) ="x"
Sheets("grafik veri").Cells(1, 2) ="y"
td = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
gg=1
sat=2
j=2
Formd=0Totd-1

Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 2) = td

Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 1) = md

Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 5) =md * 3 + a * md + Sheets("nokta
belirle").Cells(2, 4)

Sheets("nokta belirle™).Cells(md + 2, 6) = "=MOD(R[0]C[-1],RC[-4])"

ag = Sheets("nokta belirle").Cells(md + 2, 6)

Foryf=0Totd- 1
Forch=0Totd- 1
If ((yf * yf) - ch * td) = ag Then
gg=ggt1
Sheets(1).Cells(gg, 1) = Sheets("nokta belirle").Cells(2 + md, 1)

77



Sheets(1).Cells(gg, 2) = yf

Sheets(1).Cells(gg, 3) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 2)
Sheets(1).Cells(gg, 4) = Sheets("nokta belirle").Cells(2, 3)
i=2

x1 = Sheets(1).Cells(gg, 1)

y1 = Sheets(1).Cells(gg, 2)

k = Sheets(1).Cells(gg, 3)

a = Sheets(1).Cells(gg, 4)

Sheets(1).Cells(2, 2 * gg + 3) =x1

Sheets(1).Cells(2,2 * gg+4) =yl

Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x1

Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) = y1

sat =sat + 1

Sheets(1).Cells(1, 2 * gg + 3) ="x"
Sheets(1).Cells(1, 2 * gg +4) ="y"
Sheets(1).Cells(i, 6) = 1
Ifyl <> 0 Then
i=it+1
ml =3 *x1 *xI +a)
m2=2*yl)
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml+k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2
Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"
Loop
m=ml /m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)
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x=m*m-xI -xI

y=m* (x]-x)-yl

Sheets(3).Cells(1, 2) =x

Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y

Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)

y = Sheets(3).Cells(2, 3)

Sheets(1).Cells(i, 2 * gg + 3) =x
Sheets(1).Cells(i, 2 * gg+4) =y
Sheets(1).Cells(i, 6) =1- 1
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y
sat =sat + 1
x2 =X
y2=y
Do While x <> x1 Andy <> (k - y1)
i=it+1
ml=y-yl
m2=x-x1
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2

Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"

Do While Sheets(2).Cells(2, 1) <> 0
ml =ml +k
Sheets(2).Cells(1, 1) =ml
Sheets(2).Cells(1, 2) = m2

Sheets(2).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,R[-1]C[1])"

Loop

m=ml/m2
Sheets(3).Cells(1, 1) =m
Sheets(3).Cells(2, 1) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[2])"
m = Sheets(3).Cells(2, 1)

79



x=m*m-x-xl
y=m#* (x2-Xx)-y2
Sheets(3).Cells(1, 2) =x
Sheets(3).Cells(2, 2) = "=MOD(R[-1]C,'1"'RC[1])"
Sheets(3).Cells(1, 3) =y
Sheets(3).Cells(2, 3) = "=MOD(R[-1]C,'I"'RC[0])"
x = Sheets(3).Cells(2, 2)
y = Sheets(3).Cells(2, 3)
x2=x
y2=y
Sheets(1).Cells(i, 6) =1- 1

Sheets(1).Cells(i, 2 * gg +3) =x
Sheets(1).Cells(i,2 * gg +4) =y
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 1) = x
Sheets("grafik veri").Cells(sat, 2) =y
sat =sat + 1

Loop
Sheets(1).Cells(j, 5) =1

Else
Sheets(1).Cells(j, 5) = 2
End If
j=j+1
End If
Next
Next

Next

End Sub
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x(mod 17) EGRISI UZERINDEKI NOKTALAR, BU
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EK D : “p=1 (mod 4) ASALLARIN LISTESI”

# p=1 (mod 4) ASALLARI LISTELER #

> restart;

> asallistele:=proc(n);

X:=int;a:=prime;i:=int;

for i from 1 while ithprime(i)< n do

> with(numtheory):
a:=ithprime(i);

> x:=a mod 4;

if x =1 then

> lprint(a);

> end if;

> end do;

end proc;

> asallistele(1000);
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EK E : “p=3 (mod 4) ASALLARIN LiSTESI”

# p=3 (mod 4) ASALLARI LISTELER #

restart;

> asallistele:=proc(n);

X:=int;a:=prime;i:=int;

for i from 1 while ithprime(i)< n do

> with(numtheory):
a:=ithprime(i);

> x:=a mod 4;

if x = 3 then

> lprint(a);

> end if;

> end do;

end proc;

> asallistele(1000);
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EK F : “y*=x*-n’x (mod p) EGRiSI UZERINDEKI RASYONEL
NOKTA SAYISINI HESAPLAMA”

># y~2=x"3-n"2x (mod p) EGRIiSi UZERINDEKi RASYONEL NOKTA
SAYISINI HESAPLAMA#

> restart;

> p:=prime;a:=int;n:=posint;l:int;
> hesapla:=proc(p,k);

> ni=p+l1;

> for x from 0 to p-1 do

> with(numtheory):

> l:i=legendre(x"3-k"2x,p);

> n:=n+l;

> end do;

> end proc;

> hesapla(p,n);
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EK G : “p MODUNDA IKINCI DERECEDEN KALANLARI
HESAPLAMA”

># p MODUNDA iKiNCi DERECEDEN KALANLARI HESAPLAMA#

> restart;
p:=prime;x:=int;s:=int;
hesapla:=proc(p);
for x from 1 to p-1 do
with(numtheory):
s:=mroot(X,2,p);
if s<>FAIL then
print(x);
end if;
end do;
end proc;

hesapla(p);
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EK H IKINCI

HESAPLAMA”

“37 MODUNDA

>#Q;, ’1 Hesaplama#

> restart;
p:=prime;x:=int;s:=int;
hesapla:=proc(p);
for x from 1 to p-1 do
with(numtheory):
s:=mroot(x,2,p);
if s<>FAIL then
print(x);
end if;
end do;
end proc;

hesapla(37);

p := prime
X = int

s:=int

hesapla := proc(p)
local X, s;
for xtop—1do

DERECEDEN KALANLARI

with(numtheory); s := mroot(X, 2, p); if s # FAIL then print(x) end if

end do
end proc
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EK I : “p MODUNDA UCUNCU DERECEDEN KALANLARI
HESAPLAMA”

># p MODUNDA UCUNCU DERECEDEN KALANLARI HESAPLAMA #
> restart;
p:=prime;Xx:=int;s:=int;
hesapla:=proc(p);
for x from 0 to p-1 do
with(numtheory):
s:=mroot(x,3,p);
if sS<>FAIL then
print(x);
end if;
end do;
end proc;

hesapla(p);
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EK J
HESAPLAMA”

“37 MODUNDA UCUNCU

># Ks; 't HESAPLAMA #

> restart;
p:=prime;x:=int;s:=int;
hesapla:=proc(p);
for x from O to p-1 do
with(numtheory):
s:=mroot(x,3,p);
if sS<>FAIL then

print(x);
end if;
end do;
end proc;
hesapla(37);
p = prime
X :=int
s:=int

hesapla := proc(p)
local X, s;
for xfromOto p—1do

DERECEDEN KALANLARI

with(numtheory); s := mroot(x, 3, p); if s # FAIL then print(x) end if

end do
end proc
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