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Ikinci bolimde Moduler grup, Farey dizileri ve Farey matriseri tammlanmis ve
bunlarlailgili teoremler ispatlar: ile birlikte verilmistir.

Uclincti bolimde Hecke gruplarimin genel tamimi verilmis, Hecke gruplarina karsilik
gelen Farey dizileri ve Farey matrideri incelenmis, ilgili teoremler ispatlariyla birlikte
verilmistir. Farey dizilerini veren hesaplayici bir program hazirlanmis ve kullanil migtir.
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ABSTRACT :

HECKE GROUPS and FAREY SEQUENCES
Ebru IPEK
Balikesir University, Institue Of Science, Department Of Mathematics
(M.Sc.Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL)

Balikesir - TURKIYE, 2006

In this thesis, the Farey Sequences which are defined and calculated fort he principa
congruence subgroups of the modular group are generalised two important Hecke Groups and
similar sequences are obtained. Also, asanew concept, the Farey Matrices are defined.

Thethesis consists of three chapters.

In the first chapter, some genera background information are recalled.

In the second chapter, definitions and theorems of modular group, Farey sequences,
Farey matrices are given with proofs.

In the last chapter, definitions and theorems of Farey sequences and Farey matrices
with regard to Hecke groups are given with proofs. A software about Farey sequences is
prepared and used.

Some results in second and last chapters are original .

KEY WORDS: Farey sequences, Farey fractions, Farey matrices, Hecke groups
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ONSOZ

Matematik, sayilar, islemler ve formlllerin disinda kisinin dogru bakis agisi
altinda gorebilecegi sonsuz guzellige, derinlige, estetige, olaganustil Uge sahip; akla,
gerceklige uygunlugu ile ezbere degil, sorgulama, arastirma ve anlamaya dayali bir
dunyadhr.

Matematik Oyle derindir ki yasamin her alaninda karsitmiza ¢ikar. Hepimiz
gunlik yasantimizda bilerek ya da bilmeyerek, cogu zaman ara¢ olarak matemati gi
kullaniriz.  Matematik distinmeyi, dogru yerden bakmay: 6grenmekle glizellesir.

% g_zLd isleminin ilk bakista matematik 6gretiminin ilk yillarinda

cokca yapilan bir hata oldugunu dustinsek de; arastirdigimizda Farey’in Rasyonel
sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu gostermede kullandigi bir yontem oldugunu
goruruz.

Bu calismamizda Farey’'in toplama esasina dayali say1 dizilerinden yola
cikarak, Farey dizilerini Moduler grup ve Hecke gruplari ile birlikte inceleyip orijinal
sonuglar bulmamn mutlulugunu yasadik.

Tez calismamda daima bana yol gosteren ve destek olan, matematigin farkl:
bir giizelligini gérmeme sebep olan sayin hocam Prof. Dr. ismail Naci CANGUL'e
sonsuz tesekkirler ederim.

Egitimimde emesi gecen anneme ve babama, sevgili kardesime ve

yardimlarini esirgemeyen ve destek olan cok degerli arkadaslarima yamimda
olduklarr icin tesekkdrlerimi ve sevgilerimi sunarim.

Balikesir, 2006 Ebru IPEK
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GIRIS

Bu tezde moduler grubun denklik atgruplarina karsilik gelen Farey dizilerine
benzer olarak Farey dizileri ve Farey matrideri tammlanarak bunlarin temel
Ozellikleri incelenmis, aralarindaki bagintilar elde edilmistir.

Birinci bolimde genel baz bilgiler derlenmistir.

Ikinci boliimde Moduler grup, Farey dizileri ve Farey matrisleri tammlannus
ve bunlarlailgili teoremler ispatlan ile birlikte verilmistir.

Uclincti bolimde Hecke gruplarimin genel tamimi verilmis, Hecke gruplanna
karsilik gelen Farey dizileri ve Farey matrideri incelenmis, ilgili teoremler
ispatlariyla birlikte verilmistir. Farey dizilerini veren hesaplayict bir program
hazirlanmis ve kullani I mistir.

Ikinci ve tgtincti bol imdeki teoremlerin bazilan orijinaldir.



1. ONBILGILER

1.1 Tarihge

Farey 1816'da ardisik herhangi U¢ kesirin ortada kalaninin diger iki kesirin
medyan: oldugunu belirleyen bir jeologtur. Bunun ilk ispat1i Cauchy tarafindan
yapilmasina ragmen Farey’ in adiyla anilmaktadir

Erich Hecke, 1936'da Dirichlet bolgeleri ileilgili [14] nolu calismasinda ilk
olarak Hecke gruplarim tanimlamus ve bazi 6zelliklerini elde etmistir.

1.2 Bélme Algoritmasi ve Oklid Algoritmasi

1.2.1 Tanim (Bolme Algoritmasi): m,neZ,n # Oisem=qgn+r;0<r< |n|
olacak sekilde bir tek g ver tamsay ikilisi vardir.

1.2.2 Tanim (Oklid Algoritmasi): (m ve n'nin en biyik ortak bolenini bulmak igin
kullanilr).

m, n €Z, (m,n) = (-m,n) = (m,-n) = (-m,-n)
oldugundan genelligi bozmaksizin m, n e Nve m>n ainabilir.
m=qg,n+r,, 0<r,<n
dir. Buradar, = 0ise (m, n) = n'dir vem, nile kalansiz boltinmektedir denilir.
r, # 0isen=q,.r,+r,,0 <r, <r, yazilabilir.
r, =0iseen buylk ortak bdlen bulunur.

r, #0olsun. r, =q,.r, +r,; 0 < r, <r,yazlabilir. Bu sekilde devam
edilerek pozitif tamsayilarin azalan bir

m>n>r, >r, >r, >...20

dizis elde edilir. m sonlu oldugundan bu dizinin sonlu tane elemar olur. Yani belli
kicinr, , =0olabilir.

Son birkag adima goz atarsak

Mg =gl 1, 05T, <1,
Moo =0¢ N *t1r,,0<r, <r,,
Megs =0, +0

Bu metoda Oklid Algoritmas: denir.



1.3 Gauss Yardimci Teeoremi ve ikinci Dereceden Kalanlar

1.3.1 Gauss Yardimc1 Teoremi: p tek asal say1 ve a e U,olsun. u = |aPm N|
olmak Uzere;

olur. BuradaUp = L§§p—_l ve N:Ierl,...,p_—l "dir.
2 | 2
p asa olmak Uzere, GF(p), p elemanli Galois cismidir ve GF({p) =
{01,..., p-1}dir.
H(+2) de V2'yi, H(+3) te V3'ii tamsay: gibi disiinebilecezimizi gormek
icin Gauss Y arcimci Teoreminden faydalanacagiz.
Simdi hangi p’'lericin V2 e GF(p) oldugunu gorelim:

V2 e GF(p) & V2 =x (mod p) olacak sekilde xe GF(p) vardir.
< x*=2 (modp)

@{Ele
p
< p=7F1l(mod8)

O halde bu 6zellikteki tim p asal sayilan p=7, 17, 23, 29, 31, ... seklindedir.

Benzer olarak /3 e GF(p) olacak sekildeki p asal sayilarin belirleyelim:

J3e GF(p) < /3 = x (mod p) olacak sekilde xe GF(p) vardir.
o x4 =3 (modp)

©(§j21
D
& p=7F1(modi12)

Yani p=11, 13, 23, 37, 47, ... asdlan i¢in 3 bir sayimin karesi olarak disundlebilir.



2. MODULER GRUP ve FAREY DiZiLERI
2.1 Modiiler Grup ve Temel Denklik Alt gruplan

2.1.1 Tamm: Ust yar1 diizlemin yon koruyan otomorfizmlerinin grubu PSL(2,R) ile
gosterilir. Bunun bir alt grubu olan ve katsayilar1 tamsayilar halkasindan ainan

az+b

['=PSL(2,Z) ={ y ;adkbc=1; a, b, c,de 7}

cz +

grubuna modiler grup denilir. T' en iyi bilinen ayrik gruptur ve R(z) = - 1 ile T(2)
z

=z + 1 donUsumleri taraf indan Uretilebilir.

Ust yar1 diizlemden kendi (izerine

7520 abcdez, ad-bc=1
cz+d

donustmlerinin kiimesi olan PSL,(Z) grubunu inceleyecegiz.

Sekil 2.1.1

Sekil PSL,(Z) = T icin H = {x+iy/y>0}"in temel bolgelere ayrilmis halini
gosterir.



Sekil 2.1.2

P z2deki (p,q) ilkel vektorii eslestirilerek yelpaze etiketlenir. 2
q

a
rasyonel sayisi yelpazenin C merkezi olur. —_p’ P rasyonel sayisi p sayisi ile ayni
-q q q

alindiginda, (—p,—q) ve (p,q) ilkel vektorleri otomatik olarak aym yelpazeyi verir.

Bu seklin geometrisi yani Oklidyen olmayan hiperbolik geometri bize bircok
bilgi verir. Yelpazeler simdi gorecegimiz icine gizilmis cemberlere sahiptir.

o =1/0
-1 0 1 2
C1/2 1/2 3/2
13  2/3
Sekil 2.1.3



Bunlar genellikle Ford ¢emberleri olarak adlandirilirlar. oo = % icin olan

Ford cemberleri y = 1 olan yatay dogrudur. P icin Ford cemberleri reel eksene p
q

q
noktasinda teget olan H'da iz capl1 cemberlerdir. d-inci mertebeden Farey serileri
q

paydas: en ¢ok d olan her rasyonel sayiyi igerir. Bunlar yikseklig % ve (d 1)2
+

arasinda olan herhangi bir L yatay dogrusuyla kesisen Ford ¢emberlerine karsilik
gelir.

0111231
Asagidaki cizgiden 4-Unct mertebeden ... —,—, -, -, -,—,-,... Farey serisini
eI 610 1'4'3'2'3'4'1 &y
elde ederiz.
0 1
1/3 2/3
¢ 3/4
m -
—’T\I/S 1/5 24/5 3/5 4/5 6/5

Sekil 2.1.4

V + W veya (}') 2 i")_f(:(.{ + 5)

Sekil 2.1.5



Farey serileri icin “medyan” kural % ve g arcisik Farey kesirleri arasindaki

ilk kesirin % oldugunu soylemektediir.
+

Bdylece Diophantine yaklasimimn bazi sonuglar: artik asikarcir. Ornegin; o

herhangi bir irrasyonel say1 olmak Uzere |o— g < Ziqz seklinde sonsuz coklukta qE

rasyonel sayis vardir.

a

Sekil 2.1.6

. r
o’'mn zit tarafinda bulunan R ile teget noktalar olan P ve — ardisik
q S

cemberlerini airsak; o’dan gegen disey dogru cemberlerden en az birini keser.

Sekildeki gibi cizildiginde bu dogru p icin olan Ford cemberlerini kesiyorsa
q

WP

q

1,
S—Zdlr.

2q

Oniimiizdeki Ug sekilde oldugu gibi st yan dizlemi Poincare birim diskine
donustiren z —>Z—_! konform donlisimini uygularsek SL,(Z) ve GLy(Z)
Z+i
gruplarimin Q Uzerindeki hareketini daha kolay canlandirabiliriz.

Simdi Ford gemberleri birim diskin simirina teget cemberler olur. GL,(Z)
grubu seklin tim simetrilerini icerir. SL,(Z)’'de ise sadece donme donistimleri
olacaktir.



Bu sekillerden birincisi GL2(Z)’nin 4-linci mertebeden altgruplarimin t— -t
vet—>% ile Uretildigini gosterir. 1kincisi; 6-inc1 mertebeden altgrubunun t—>% ve

t—>1—tiledretildigini gosterir.

Gergekten GL2(Z) bu iki sonlu grubun ortak C; atgruplan yapistiriimis

serbest carpimidir.  (Eger dénme altgruplarina gegersek, SL2(Z)’nin 2-inci ve 3-
Uncl mertebeden gruplarin serbest carpimindan nasil meydana geldigini gortriz.)

Bu iki sekil PGL,(Z) nin Oklid denklikleri yardimiyla elde edilen bazi sonlu

atgruplanimt  gosterir.  Bununla birlikte biitin simetriler  Oklidyen olmayan
geometridedirler. Gergekten PGL,(Z) sonsuz yarigapli cemberler ile hiperbolik

uzayin bir paketlemesinin tam simetri grubudur.

Sekil 2.1.7



2.2 Farey Dizileri

2.2.1 Tanim: n-inci Farey dizis F,ile gosterilir ve O ile 1 araanda, kictikten blylge
siralanmis, paydast n'i gegmeyen indirgenmis kesirlerin kiimesidir.

Farey dizileri olusturulurken ilk siraya % ve % yazilir. Farey dizilerinin n =

2., 3., ... siralarin olustururken kullanacagimiz kural asagidaki gibidir:

n-inci siraya (n-1)-inci siradaki elemanlar aynen yazilir. (n-1)-inci sirada %

ve < ardarda gelen kesirler olmak Uzere b + d < n ise n-inci sirada g ve %

kesirleri arasina bu kesirlerin medyan: (orta deger) olan % yazilir. 1k bes
Farey dizis Tablo 2.1.1' de gorulmektedir.
n F, (n-inci satirdaki Farey dizisi)
0 1
1 1 1
Y 1 1
2 1 2 1
0 1 1 2 1
3 1 3 2 3 1
Y 1 1 1 2 3 1
4 1 4 3 2 3 4 1
o1 1 12 1 3 2 3 4 1
> 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1
Tablo 2.1.1

Dordinct satirdaki % ve % kesirleri icin; 3+2 > 4 oldugundan bu kesirlerin

arasina % yazilamaz.
n-inci satirdaki Farey kesir sayis Y ¢ (n)’dir.
k=0

Burada ¢ (n)= # {ke N; (k,n)=1,1<k<n} seklinde tamml1 olan Euler
fonksiyonunu gostermektedir.

Ornegin, n = 4 icin, 4-Uncu satirdaki Farey kesiri sayisinin




4
z ()= (0)+9(1)+(2)+¢(3)+p(4) =1+1+1+2+2=7
k=0
oldugunu yukaridaki tablodan gorebiliriz.

2.2.2 Teorem: % ve % Farey dizisinin ardisik elemanlart olsun.
Denk olarak a.d - b.c=1'dir.

2.2.2 Teoremin ispat1 ileride gorecegimiz geometrik teoreme dayanmaktadhr.

M cR? R*nin bir kafesi olsun. M = {(m, n)e R®/ m, n € Z} olup M,
vektorel toplama atinda bir gruptur.

. t
i
|
- — - 2 —o——— = -

Sekil 2.2.1 (R*nin kafesi )

2.2.3 Tanim: Pz 0 olmak Gizere Pe M noktasinin orijinden gorilebilmesi icin gerek
ve yeter sart OP dogru pargasinin Gzerinde M’ ye ait higbir eleman olmamasidir.

Denk olarak P = (m, n)e M olmasi icin gerek ve yeter sart OBEB(m, n) = 1
olmasidir. 0 <y < x bdlgesindeki M’nin P = (x, y) gorulebilir noktalarimin kiimesi
ile0 < q < 1sartim saglayan q = Y rasyonel sayilarimin kiimesi arasinda birebir,

X

Orten bir dontsUm vardir.

Sekil 2.2.2

10



2.2.4 Tanim: P#= 7 Q olmak Uzere P ve Q, M’ nin gorllebilir iki noktas: olsun. OP
ve OQ ile tammlanan J paralelkenari

J={rP+sQ/r,seR,0<r,s<1}

seklindedir.

Sekil 2.2.3

Eger P=(a b) , Q =(c, d) ise basit geometri ile J daninin |ad - b.c’ye esit
oldugu bilinir ve pozitif bir tamsayidir.

OPQ liggeni; OPQ={rP+sQ/r,seR,0< r,s< 1,r+s < 1} seklindedir.

2.2.5 Teorem Geometrik Teorem: : P= T Q olmak Uzere P ve Q, M’ nin gorulebilir
iki noktasit, 6 , OP ve OQ ile tamimlanan J paralelkenarinin aan olsun.

Egers = 1lise; Jniniginde M’ nin higbir noktas: yoktur.

Egers >1 ise; Jnin ici ile OPQ' nun arakesitinde M’'nin en az bir noktasi
vardir.

Once bir Y ardimc Teorem ispatlayalim.
2.2.6 Yardime1 Teorem: P = (g, b) , Q =(c, d)e M olsun. M' = {mP + nQ / m,
ne Z} Pve Q tarafindan Uretilen M’nin atgrubu olsun.

Asagidakiler birbirine denktir.

) M=M

2) (1,00ve(0,1) e M

3 det 2P )= 71
(:d_Jr

Ispat: McM oldugundan ve M, {(1,0), (0,1)} tarafindan Uretildiginden 1< 2
oldugu asikardir.

2=3: Hipotez geregi m, n, p, q tamsayilar

11



(1, 0) =m.(a, b) + n.(c, d)
(0,1) =p.(a, b) +q.(c, d) olacak sekilde bulunabilir.

10 mn) (ab , . .
Bu denklemler; = . seklinde matris formunda yazilabilir.
01 pqg)lcd

Son denklemin determinant: al inirsa;

mn ab
1 :det{IO qJ' det[c d] bulunur. Bu iki determinant tamsayidir ve ¥ 1’ e esit

olmak zorundadir.

b b
3=2: Hipotezde det[a djzi 1 olusu (a d]’ nin tersinin tamsayilardan olustugunu
C C

gosterir.
2.2.5 Teoremin ispati: P, Q, Jve S Teoremde kullanilcig gibidir.

1.Hal: 6=1, 22.6 Yardiama Teorem gosterir ki M = {mP + nQ / m, ne Z} dir.
Fakat Jninici {rP+3sQ/r,seR,0<r,s<1}'dir. Arakesitin olmachg: asikardir.

2.Hal: 6 >1, 2.2.6 Yardimc: Teorem geregi R = xP + yQ olacak sekilde M’ nin bir
elemant vardir. Fakat bu M’ niin eleman: degildir. Re¢ M’ oldugundan, x ve y’ nin
ikisi birden ayrmi andatamsayr degildir.

S=R- [x]P- [y]Qolsun. Burada [t], t redl sayisina kiiglk veya esit en
buyUk tamsayidir.

S, M grubunun ¢ elemaninin toplami oldugundan Se M’dir. Se J oldugu
aciktir. Eger Se OPQise; T =S olsun. Eger S¢ OPQise; T =P+ Q —S, OPQ'nun
elemamdir ve M N J de bulunur.

Son olarak T'nin J nin icinde oldugunu gosterecegiz. BudaT # OP U OQ
demektir. r ve s nin her ikis de ayn anda tamsay: degilken T = rP + Sq oldugundan
T # O, P, Q oldugunu biliyoruz. P ve Q gorulebilir oldugundan M’nin T elemam
OP veya OQ’'nun i¢inde degildir.

2.2.2 Teoremin ispati: % ve § Farey dizisinin ardisik iki kesiri olsun. P = (a,b), Q
=(c,d) olsun.

Eger § = |ad —b.c| > 1ise 2.2.5 Teorem ile OPQ'nun iginde P ve Q dan

baska M’ nin bir (k,h) gordlebilir noktas: vardir. Egim goz 6nine alindignda

h h
% < . < % oldugu gordlur. k < max {b,d} < n oldugundan, Pl Fn oldugunu

buluruz. Fakat bu %, g’nin ardisik olmasi ile ¢elisir.

12



@ =(cd)

P =(a b)

Sekil 2.2.4
Boylece ad — b.c = £1'dir. Ayrica % < % oldugundan isaretin arti olacagini da

biliyoruz.

2.2.2 Teoremin ikinci bir ispatim daha asagidaki sekilde verebiliriz.

Ispat: 1. siradaki % ve % Farey kesirleri igin; 1.1 — 0.1 = 1 olup dogrudur.

(n-1)-inci sradaki % ve § ardisik Farey kesirleri icin; bc - ad = 1 esitligi dogru

olsun.

% ve 3 (n-1)-inci sirada ardarda gelen iki kesir olmak Uizere; n-inci sradaki

ardarda gelen herhangi iki kesir; ya%, g yag, % yada %, g’d'
(@a+c).b—-a.(b+d)=ab+cb-ab-ad=cb-ad=1,
c(b+d)—-d(a+c)=cb+cd-da-dc=cb-ad=1

olup n-inci siradaki Farey kesirleri igin esitligin dogru oldugu goérulur.

Simdi  Farey dizisinin olusturuimasint anlamak igcin  2.2.2 Teoremi
kullanacagiz.

e N, N . L
2.2.7 Onerme: —, —% F,inarchsik kesirleri olsun.
1 2

i) OBEB (N1, N,) = OBEB (D, D,) = 1" dir. Yani F,in ardisik paylan ve
archsik paydalar: aralarinda asaldir.

iii) Egern > 2ise; D1z D2'dir. Yani Fyin arcisik paydalan esit degildir.
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Ispat: i-inci ifade Dy . N,- D, . Ny = 1 esitliginden gorilir. i'nin 1isiginda, D; = D,
olmast ancak D;= D, = 1 olmas ile gerceklesir. Fakat paydasi 1 olan F, kesirleri %

ve %’dirven > 2icin bunlar ardigik degildir.

2.2.8 Sonug: Fy'iniki ardisik elemant arasinda Fn+1'1n en ¢ok bir tane eleman: vardir.
Ispat: Fin eleman olmayan F.;'in kesirlerinin hepsinin paydasi n + 1’ dir.

2.2.7 Onerme ii herhangi iki degisik ve dolayisyla daha kiigik paydaya sahip
bir kesirle ayriimak zorundadr.

N N N, N N.
—2 , Fin ardisik kesirleri ise —2% RERELCRNTY

N,
2.2.9 Onerme: Eger —*
D, D + D,

DD

Ispat: 2.2.2 Teoremden;
Dl.Nz' Dz.Nl =1
-D3.N2+D3.N=1

Farki aimirsa; (D1+D3).N, — (N1+N3).D, = O'dir ki bu da iddiaya denktir.
(D1 + D3).N, = (N, + N2).D, ve buradan 22 = Y1 Vs g edilir,
D, D+D,

N, N . S
2.2.10 Teorem: —,—2 F.in ardisik kesirleri olsun.
1 2

i) D,+D,>nve OBEB (N1+ N,, D1+ Dz):l’dir.

i) R, %ve % arasinda bir elemant bulunan ilk Farey dizisidir. Bu
1 2
elemanM dir.
D, +D,
Ispat: Kolay bir hesaplamaiile Ny NN, A< N, oldugu goralar. A = N
D, D+D, D, D

olarak yazilabilir. A, indirgenmis (en sade) haldedir. F.in %- kesirleri ardigik
1

oldugundan A ¢ F,dir. D > ndir. Fakat D, D; + Dy nin bdlenidir ve

D, + D, < 2n'dir. DolayisiylaD = D4 + D,’dir. Budai’ninispatichr.
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" . N N . . : o
2.2.9 Onerme geregi D—l ve —2 arasinda bir eleman iceren ilk Farey dizisi

1 2
bu sekildeki tek elemant icerir. 2.2.9 Onerme ile bu deman Y1 Vz i 2210
D, +D,
Teoremiile 1t V25 F, .o, deoldugu gordldr.
D, +D, e

2.2.9 Onerme F,den F,.;/i olusturmada bize basit bir metod vermektedir.

N,+N

Fn+1'de paydast n + 1 olan 12 seklinde yeni bir kesir vardir ve bu F, de

paydasinan + 1 ekledigimiz % ve % kesirlerinin arasana konulmaktadir.
1 2

2.2.11 Teorem: %e Fnolsun. (X, Yy), asagidaki kosullar saglayan ve g’yi takip

eden Fy'in elemam Y olacak sekildeki tek tamsay ciftidir:
X

i) Dy—Nx=1ve
ii) 0<n-D<x<n.

. . N .
Ispat: 3:—0 Fa'in B’den blyuk bir elemam olsun. 2.2.2 Teorem'den D.y ,— Nx,=
J

I'dir. Fq'in tammndan, x, < n'dir. 2.2.10 Teorem i ile x,+ D > n’dir. Bundan
dolayr (X,.¥,); 1 ve ii'nin ¢cozUmudir. Geriye sadece i ve ii'nin ¢ozumlerinin
tekligini gostermek kalir.

Gergekten; OBEB (N,D) = 1 oldugunda D.y—N.x = 1 denkleminin
tamsayilardaki genel ¢cozimui {( X ,+t.D, y,+ t.N), teZ} kimesidir.

Egert>0ise x,+t.D >n'dir.

Egert<0ise x,+t.D < n- D’ dir. Dolayiayla(x,,Y,); ayn zamandaii'yi
de saglayan i’ nin tek ¢cozUmudar.

Farey dizileri tek basina bircok ilging 6zellige sahip olmakla beraber, ¢ok
degisik alanlarda da kullamlabilmektedirler. Ornek olarak burada reel sayilara
rasyonel sayilar yardimiylayaklasimda Farey dizilerini kullanacagiz.

&, ree say1 olsun. b < B olmak (izere b ve B pozitif tamsayilar olsun. ik
bakista paydas: B olan bir kesirle &’ ya yaklasmanin paydas b olan bir kesirle

yaklasmaktan daha iyi olacagi dustnilebilir.  Ornek olarak; % kesiri & =
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0,1111111'e %’den cok daha yakindir. Enilginci belki de %’e 3,14'ten daha

yakin olan 2—72 ile = sayisina yaklasabilmektir.

Fs Farey dizisine baktigimizda % ve % arasindaki her sayinin % ve %’ten

birine paydasa 5 olan herhangi bir kesirle yaklasmaktan daha yakin olacagim
gorardz.
b paydal1 bir kesir ile & reel sayisina nasl yaklasilir? Bunu gormek ac Z

sayisini, % - Zib < &< % + 21_b olacak sekilde segmek kolaydir. Dolayisiyla
a 1

‘&—— < — olur.
b 2b

'yi saglayan sonsuz coklukta %

2.2.12 Teorem: £ € R irrasyond, ‘&—%‘ < TS

rasyonel sayis vardir.

@bk oigugundan 0 < & < 1 ahinabilir.

Ispat: ‘&—%‘ = ‘(§+k)—

m pozitif tamsay1 olsun. % < &< % olacak sekilde F,)in archsik kesirleri

a n N

olsun. 0 d veya E’den biri oldugunda teoremdeki esitsizligin dogru oldugunu

ispatlayacagiz. Eger m=1iseasikarcir. 2.2.2 Teoremve2.2.7 Onermeii’den ;

n 1
(= +
d 2d°

1 _(D-dp _

2.D2 )= 2.d2.D? 0

N
=5~
oldugu gorular. Bu ylzden;

1 1 N

n N n n N .
—,—) C —’—-l- Jl— - —, ’dlr
(d D) (d d 2.d2) (D 2.D° D)
n N n 1 . .
—,—) oldugunda, ya |E——| < "diryada |f—— < "dir.
- < (gp)odiandayal d‘ 207 ) 2D°

Farkli m ler icin onceki paragraftaki islemleri uygulayarak sonsuz sayida % ile

<

th 'yi elde edebiliriz.

a
5
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Gergekten m'nin secimi ile %’nin sonlu S kimesini genisletebiliriz. Boyle

bir se¢cim yapmak mumkundur. Cunku; rasyonel sayilar, reel sayilar iginde
yogundur, 0 ve 1 arasinda her rasyonel say1 yeterince blyik bir m degeri icin F,,’de

1
J5.b?

seklindeki sonsuz coklukta %’nin varlig1 gergekten ispatlanabilir. Bir rasyonel

kalir. 2.2.12 Teorem en iyi mumkin olan durum degildir. ‘g—%‘ <

saylya daha kicik paydali baska bir rasyonel sayi ile yaklasmak icin arasra
kullanilir.

2.2.13 Onerme: n > 1red say1ve & ¢ [O,l] olsun.

1 a
< — seklindeki —
b sekli i b e

n

a
Ty
FM vardir.

. n N n
Ispat: d < & < D olmak Uzere;

N . C
=~ h 'in ardisik kesirleri olsun. 2.2.2
d’ p I

Teoremve2.2.10 Teoremi ile

n+N n _ 1 < 1
d+D d d(d+D)  d.[n]+D

<X
d

N n+tN _ 1 1 1

D d+D d(d+D) = D(n]+d) D,

seklindedir.

Acikca &; 1 %’den biri al nabilir.

a.n
b’ d
2.2.14 Onerme: Her % Farey kesiri indirgenmis haldedir. Yani (a,b) = 1'dir.

2.2.15 Teorem: % ve 2 herhangi bir sirada ardarda gelen kesirler ve tim rasyonel

kesirlerin degeri bu iki kesir arasinda olmak tzere; (b d; en kicuk paydaya sahip
+

tek kesirdir.

Ispat: — M — dirvebuilk (b + d)-inci sradagorulir. Herhangi — ~ Kesiri

b (b d) d y
a a X c .
5 ve g arasinda olsun. Z< — <g dir. 2.2.2 Teorem'den b.x-ay =1vey.cx.d =

y
1'dir.
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c a c X X a cy—dx bx-a. 1 1 b+d
= (L) )= T e S e s ()
d b d vy y b d.y b.y dy by bdy

dir ve bu ylzden;

brd _chzad _ 1 4 buy > b+ d oldugunu ifade eder.

bdy ~  bd bd

Egery>b+disg i , % ve 2 arasindaki en kiciik paydaya sahip olamaz.
Y

Esery=b+dise (* ) deki esitsizlik esitlik halini air. cy-dx=1bx—ay=1ve

X=a+¢c y=b+dbulunur. Dolayisyla M; 2 ve £ arasindaki (b + d)
(b+d) b d

paydasina sahip olan tek kesirdir.

2.2.16 Teorem: Eger 0 < x <y, (X,y) = 1 ise L Kesiri y-inci ve y den sonraki
y

bitun siralarda bulunur.
Ispat:y = ligin asikardir. y=y,—1,y, > licindogruolsun. Egery =y, ise; z
y

kesiri (y-1)-inci sirada bulunmaz ve bu % ve § ardisik kesirleri arasindaki deger

olmadhgim gosterir.

2.2.17 Onerme: n-inci sra; 0 < < 1ve0<b < nolmak Gzeretim indirgenmis

>R

kesirleri igerir.

Ispat: LR £ < N olmak tizere: N F . 'inardisik kesirleri olsun. 2.2.2
d D d' p Il

Teoremve2.2.10 Teorem i ile

n+N n_ 1 < 1 < 1
d+D d d(d+D) ~ d.(n]+Dd d,’
N_n+N__ 1 _ ! < Logir,

D d+D d(d+D) D(n]+Dd D

n

Ackca 2: 0 N e biri alnabilir.
b'd’ D
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2.3. Ford Cemberleri

% bir rasyonel say1 olsun. Her rasyonel sayinmin bir Ford cemberi ile ilgis
01112131234
varcdir

— S T Ty Ty =y =, —,— Kedirlerinin her biris bir Ford ¢cemberinin X
11233445555

1
s 2.b2j ve yaricapi

o olan bir gemberdir ve C[a,b| veya C[a/b] seklinde gosterilir.
cemberlerinin tumi x-eksenine tegettirler.

eksenine degme noktasini belirtir. Bir Ford gcemberi, merkezi {a ,

Ford

%, 0 ve 1 arasinda ise; C[a,b] Ford cemberine teget olan diger Ford

cemberleri, Farey dizisinde %’nin komsulan olan kesirlere karsilik gelen
cemberlerdir.

. ve 2 archgik iki Farey kesiri ise; C[a,b] ve C[c,d] Ford gemberleri
sadece tek bir noktada kesisirler yani birbirlerine tegettirler.

Ayni paydal1 kesirler ayni buyUklUkteki cemberlere sahiptir.

% ve % n-inci Farey dizisinin ardisik kesirleri olmak tzere; bunlara karsilik
gelen tek noktada kesisen (birbirlerine teget) ve x-eksenine teget iki Ford cemberi

Gizilir. (n+1)-nci Farey kesirine gegildiginde % ve < kesirlerinin medyan olan
a+c

5 1d kesirine karsilik gelen Ford cemberi, hem x-eksenine hem de Lve &

kesirlerine karsilik gelen Ford cemberlerine tegettir.

e

Sekil 2.3.1
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0 US4 1/3 2/5  1/2 3/5 2/3 3/4 4/5 1

Sekil 2.3.2 (F5 icin Ford ¢cemberleri)

Sekilde, n = 5 i¢in F5 Farey dizisinin elemanlarina karsilik gelen Ford
cemberleri yer aliyor.

Ford cemberlerinin yarigcaplarini hesaplayal im:

0 1 1
A

Sekil 2.3.3
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r =1
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111
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Sekil 2.3.4
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Ford gemberlerini inceledigimizde ¢gemberlerin x-eksenine degdigi noktalar
ile yancaplarn arasinda bir bagint: oldugunu gordik. Simdi Ford gemberleri icin
yaricap teoremini verelim:

. 1
2.3.1 Teorem (Ford ¢emberlerinin yaricap hesabi): x-eksenine — noktasinda
a

degen Ford cemberinin yaricapt ra= 21 "dir.

a’

Ispat:
a=2>
2 2 2
o) e o)
f +— 1 2 2 2
——1
7 h
2r2=£:>r2=l bulunur ki
4 8
1 |
== — -1 1
e =l =5 yi dogrular.
a=3= ,
2 2 1
(L+r) =(,-n) +[Ej
Iy, +1; I, — 5
1 1 1
20,20, = —= 2.=-.21, = —
2 8" ° 36
1.1 L
=1 3 a_]. 2 1 1
r,=—olurver, = —dir.
18 2.3
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Ta

fatl } Ty - Tarl
B

Ta+]

Sekil 2.3.5

3 Ford cemberlerinin x-eksenine degdi gi nokta olmak tzere;

cemberin yaricapi r,=

> olsun.

a1 noktasinda x-eksenine degen Ford ¢cemberinin yaricapini inceleyelim.

2 (1 1Y
) e

1
2r 2= —
' az.(a+1)2

(ot =

ra= > o 'yi yerine yazarsak;

1 1
2.r....2 =

*latl e 2.a2 azi(a+1)2

-t > dir.
2.(a+1)

a+l
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2.4 Stern-Brocot Agaci

2.4.1 Tanmm: Stern-Brocot agaci, ilk eleman: % son eleman % olan bir sayi

dizisidir. Sayilar teorisinde, negatif olmayan rasyonel sayilari listelemek icin
kullanlan bir metodtur. ilk kez Alman matematikci Moris Stern ve Franaz saatci
Achille Brocot tarafindan ¢alisilmustir.

Stern-Brocot agaci olusturulurken ilk siraya % ve % yazilir. Ikinci siraya
birinci siradaki elemanlar aynen yazilir ve % ve % kesirleri arasna bunlarin

medyan: olan % eklenir.

Stern-Brocot agacimin n-inci siradaki  elemanlant  bulunurken  (n-1)-inci

siradaki elemanlar aynen yazilir, (n-1)-inci siradaki her % ve g arcisik kesirlerinin

L a c . .. a—+c .. .
arasinan-inci sirada 5 ve 7 kesirlerinin medyan olan b d kesiri eklenir.
+

0 1 1
1 1 0
0 1 1 2 1
0 1 1 2 1 3 2 3 1
1 3 2 3 1 2 I 1 0
AN LS AN B AN A AN
A R Y A A A S
0 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
1 4 3 5 2 5 38 1413 2 3 121107

Sekil 2.4.1 (Stern-Brocot agaci)

F, Farey dizis, Stern-Brocot agacinin ‘'n-inci Farey dizisinin tim
elemanlarinin paydas en fazlan’ e esittir.'” sartina uymayan elemanlarin elenmesi ile

elde edilen bir yar agactir.
Farey dizis ile Stern-Brocot agacimin yarisi arasindaki benzerlik ve

farkliliklan n’in bazi degerleri icin inceleyerek gorelim:
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1 . o
SB: Stern-Brocot agacinin % ve 1 arasindaki elemanlar: olarak gosterilsin.

n=1igin; SB =

| =
el

T
.
I

f_J%f_J;\
RO RO

PN
=

n=2icin; SB = {9,1,1}
1'2'1
F2: {9s1a1}1
1'2'1
n=3icin; SB = 9}13}
1'3'2'3'1
Fo= 1222211 g kin=1 2 3igin fakilk olmacha
1'3'2'3'1

aciktir.

n:4igin; SB = {9’1’l1g11’§,g’§,1‘}
143525341
4= {9,1,1,1,2,31} olur. Burada F4;, SB’nin elemanlarinin
1432341
paydas: 4 veya 4’ ten kuiguk olanlarn kiimesidir.

2.5 Rasyonel Yaklasim

2.5.1 Teorem: % ve § aralarinda n. mertebeden Farey kesiri bulunmayacak sekilde

n. mertebeden Farey kesirleri ise;

a_ a+c|_ |a.(b +d)—b.(a +C)| _lab+ad-ba+bc| _ 1 < 1

b b+d b.(b+d) b.(b+d) b(b+d)  b(n+1)
¢ a+c _|c.b+c.d—a.d—c.d|_ 1 < 1

d b+d| d.(b+d) Cd(b+d)” b(n+])

dir. Teorem 2.2.14 dendolay1 b+ d > n+ 1idi. O halde

2.5.2 Teorem: Eger n pozitif tamsay1 ve x reel say1 ise; 0 <b < nolmak Uzere;
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a 1 a
——I< olacak sekilde — seklinde rasyonel say: vardir.
‘ b~ b(n+1) ; b ¥ ayYone sy vardh

ispat: 2.5.1 Teorem'deki sekilde tammlanan % seklindeki tum kesirleri ve n.
+

mertebeden Farey kesirlerini goz 6nune alaim. x sayis, bazi 2 ve £ Farey

kesirleri arasinda veya Uzerinde olacaktir. Gerekirse % ve g’yi degistirerek, x igin

% ve 3 kapal1 aral1ginda bulunur diyebiliriz.

Teorem 2.5.1 geregince;

1
~b.(n+])

a
xX——

b

a a+c
<

b b+d

yazilir.

<1 olacak sekilde%

p?

2.5.3 Teorem: Eger £ reel ve irrasyonel sayi ise ‘5—%

seklinde sonsuz sayida farkli rasyonel say: vardir.

Ispat: Hern=1, 2, 3, ... icin bir a, ve bir by sayisim Teorem 2.5.2 geregi 0 < b, < n

a 1 1 a
— < < — olacak sekilde bulabiliriz. —'lerin cogu birbirine esit
S Foen S b ; b €08 &

olabilir. Fakat sonsuz tanes farkli olacaktir. Eger sonsuz tanes farkli olmazsa

ai’l
fb

n

ve

n

n=1,2, ... ilefarkl degerler aan yalmz sonlu tane say1 vardir. Bu degerler

4y

arasinda en kiguk bir tane olmal1dir ki bazi n’ler igin bu deger ‘5 ——*"nin degeridir.

n

n =k diyebiliriz.

< le_ %

a
-2 < n=1,2, ...
‘5 bVl

k

1
> 0dr ve — <

olacak sekilde
n+l

&, irrasyonel oldugundan ‘éj—z—k

k

_ %
S b,
1 1
< < <
b,(n+1 n+l

yeterince buytk bir n bulabiliriz. Bu

&
S b,

oldugundan celiskidir.

_ %
‘5 b,
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Bu teorem icin & irrasyonel say1 olmalidir. Eger x rasyonel sayiise x =
N

s>0'dir. %% + L olacak sekilde bir kesir ise b > S dir.
S
£_g=|r.b—a.s|2i >l2’dir.
s b s.b sb b

< iz sartim saglayan, b > 0 olmak lzere tim % kesirleri icin

Bundan dolay: |x-— %

paydas b < sdir. Yani bu sekilde sonlu tane kesir olabilir.

2.5.4 Yardima Teorem: X vey pozitif tamsayilar olmak Uzere;

1. 1(1 1yt 1pr 1
xy B x? 2 x(x+y) Bl x2 (ery)2

esitsizliklerinin ikisi de aynm anda saglanmaz.

Ispat: Buiki esitsizlikten;
VBxy > X2+, Bx(x+y) 2 X2+ (x+y)

yazilir. Buiki ssitsizligi toplarsak;

\/g(x2+y2) > 3x° +2xy+2)°

2y2-2(\/§—l)xy+ (3— \/E) x*<0
Her iki tarafi 2 ile carpalim.

4);-4(\/5—1)xy+ (5— 25+ l)x2 <0

ve boylece
(2v~(v5-1))" <0 olur.

Buxvey e Z" iken imkansizdir. Ciinkii +/5 irrasyoneldir.

2.5.5 Teorem (Hurwitz): £ herhangi bir irrasyonel say1 verildiginde,
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h 1

e = 2.1

‘5 k‘ VB.i? 21)
sartimi saglayan sonlu sayida farkl: % rasyonel sayis vardir.

ispat: n, pozitif tamsay1 olsun. n-inci mertebeden Farey dizisinin % <& < %

sartint saglayan % ve 3 gibi iki ardisik kesiri vardhr.

g 5 a—+c
b' d' b+d
gegecegini ispatlayacagz.

seklindeki U¢ kesirden en az birinin (2.1) deki % yerine

Boyle olmadigim varsayalim. & < arc yada ¢ > 2T Gir,
b+ b+d
1. Hal: £ < arc ise;
b+d
¢ a 1 a+c S 1 c 1

b7 By bid ° B(brd)l d 0 VBd?

seklindedir. Esitsizlikleri taraf tarafatoplarsak;

a 1 1
—-EHE-= 2 +
d s*e b J54% /Bh?

1, 1
V54?2  Bp

2

SN

<
d

atc a 1 + 1
b+d b~ B.(b+d) Bb

—_—

c a 1 (1 1)
Sl Z S
b.d b.d d b 5 \h% d?

ve

1 :(a+c).b—(b+d).a>i{l+ 1 ]

b.(b+d) b(b+d) BB (b+d)

elde edilir. Buiki esitsizlik 2.5.4 Yardimci Teoremile ¢eli smektedir.
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a+c
b+d

Dolayisiyla %, § kesirlerinden en az biri % yerine gececektir.
a+c

2. Hal: £ >
b+d

ise

f_g> 1 f_a+c . 1 £_£>
b BB 7 b+d  B(B+d)? d ° Bd?

Bunlan taraf tarafa toplarsak;

a 1 1
—-E+E-— > +
d s*e b 54% Bh?

1,1
J5.4%  Bp

c atc S 1 N 1
d b+d ~ Bbd? B.(b+d)

2

SR

<
d

L>i(i+i)
bd ~ B \d? b?)

;> i (#4_ ij
d(b+d) B\ (b+d)* d°

Bu iki esitsizlik 2.5.4 Yardimci Teorem ile ¢elismektedir. Dolayisiyla g, % Z+;
+

kesirlerinden en az biri % yerine gegecektir.

(2.1)’i saglayacak en az bir % nin varligint gosterdik. Bu % n'in segimine

.. h a c a+c, a c -
bagli olarak desisir. Gercekte —, —, — veya 'dir,. = ve — n-inci
el el €y VR b

mertebeden Farey dizisinin ardisik kesirleri ve % < &< g’dir.

W

h c a ¢ a+c a+c a 1 1
E——| <|=——=|—— + —— < +
k d b d b+d b+d b d.(n+l) b.(n+)
2
< —
n+1

oldugunu goririz.
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(2.1)’i saglayan sonsuz goklukta % kesirinin varhgini gosterecegiz. (2.1)’i

pozitiftir ve n >

saglayan % alahim. ‘g—% seklinde secilebilir. n-inci

1 1

hy

T

mertebeden Farey dizis bize bir %degeri verir ve bu deger (2.1)"i ve

.2 |..a
n+l k.

1

esitsizligini saglar.

h
\5‘;

Bu gosterir ki (2.1)'yi saglayan sonsuz ¢oklukta % kesiri vardir. Cunki

verilen herhangi bir rasyond sayiya karsilik, &’ya daha yakin bir baska sayi
bulabiliriz.

2.5.6 Teorem: 2.5.5 Teorem icin mimkiin olan en iyi deger +/5'dir. Diger bir
deyisle /5, daha blyik herhangi bir degerle yer degistirirse 2.5.5 Teorem
saglanmaz.

ispat: +/5in daha biiyik bir degerle yer degistiremeyecesini sadece bir & degeri
icin gostermek yeterlidir. Burada

_1+5
£T3
ve
(x—ﬁ).(x—#] =x?-x -1

seklindedir. k > 0 olmak Uzere, h, k tamsayilariicin;

(e

(2.2)'nin sol kismi 0 olamaz, ¢unkl & ve (\/5-5 ) irrasyoneldir.

h h
e

= kiz.\hz ~hk-K|  @2)

|h? — h.k— k?| negatif olmayan bir tamsayidir. [h? - hk—k?| > 1ve
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1

‘ﬁ_ng_gwé > 2 2.3)

k

h.
Simdi k > 0 olmak Uzere; k—’ rasyonel sayilarinin sonsuz dizisini alaim. m poztif

reel say1 olmak Uzere;

h. 1
J
o 5‘ < 2.9
kj m.ki2

1
kj.f'm—.]{?<hj<kj.f+ 5

j i

"dir. kj'nin her degeri ile ayrm olan hj’nin sonlu bir
sayisi vardir. | — o ikenkj — oo’dur. (2.3), (2.4) ve Ucgen ssitsizligi ile

1 1
< . > +\/§
.k/. mk}

h,
k—’—§ ++/5
j

m< >
m.k/. joe

++/5 vebundan dolayr m < Iim{ 1 +\/§] = 5 dir.

2
m.k;
2.6 Modiiler Grup ve Farey Matrisleri
c

ab
2.6.1 Tamm: ' moduler grubundan bir eleman (c dj olsun. Eger 2 ve g ardigik

o b . (ab . :
Farey kesirleri ve g>; ise (C dj matrisine bir Farey matrisi denir. Burada ad-
C

bc=1"dir.
2.6.2 Teorem: n-inci satirda Z<p (k) tane Farey matrisi bulunmaktadr.
k=1

Ispat: n=1igin; 1-inci satirdaki Farey Matrisi

FM (1) = {ﬁ 8]} olup iqp(k) =@ (1) =1 tanedir.

n=2igin; 2-inci satirdaki Farey Matrisi

1 0\/1 1 2 .
FM (2) = {(2 1},[1 2)} olup Z(p(k):w(l)+(p(2):2taned|r.
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m-1
n=m-1i¢in; (m - 1) -inci satirdaki Farey Matrisi sayisi Z(p(k) olsun.

k=1

n = micin; m-inci satirdaki Farey Matrisi sayi1s, (m-1)-inci satirdaki Farey Matris
sayisindan ¢ (m) kadar fazla oldugundan; m-inci satirdaki Farey Matrisi sayisi

m-1 m

Z(P(k) +o (m)=> o(k) olur.

=1
2.6.3 Teorem: n-inci satirda2¢ (n) yeni Farey Matrisi eklenir.

Ispat:

1. satirda ¢ (1) Farey Matrisi

ilk iki satirda ¢ (1) + 2. ¢ (2) Farey Matrisi

ilk Uc satirda ¢ (1) + 2.9 (2) + 2. ¢ (3) Farey Matrisi

ilk n-1 satirda ¢ (1) + 2.¢ (2) +...+ 2.¢ (n-1) Farey Matrisi

ilk ntanesatirda ¢ (1) +2.¢ (2) +...+ 2.¢ (n-1) + 2. ¢ (n) Farey Matrisi
ven-inci satirdaki yeni Farey Matrisi sayisi = 2.¢ (n) dir.

2.6.4 Teorem: Ik n satirda toplam Z k.p(n +1-k) tane Farey Matris vardir.

k=1

Ispat: 1. satirda ¢ (1) tane Farey Matris
2. satirda ¢ (1) + ¢ (2) tane Farey Matrisi
3.satirda ¢ (1) + @ (2) + ¢ (3) tane Farey Matrisi

n-inci satirda ) ¢ (k) tane Farey Matrisi var
k=1
+

IIk n satirda toplam n.¢ (1)+(n-1).¢ (2)+...+1. ¢ (n) = ik.(p(n +1-k) tane Farey
k=1
Matrisi vardr.

Fakat bunlarin farkli olmas gerekmez.

2.6.5 Teorem: Ik n satirdaki toplam farkl: Farey Matrislerinin sayisi

2. p(k)-1
k=1
dir.

33



Ispat: ik satirda 1 tane Farey Matrisi vardir. Sonraki her n-inci satirda 2. ¢ (n) tane

yeni Farey Matrisi ekleniyor. Dolayisiyla ilk n satirda toplam 1+ 2.9 (k) tane
k=2

farkli Farey Matrisi oluyor. Bu daz.znl(p(k) -1’ esgittir.

k=1

2.6.6 Uyar: n-inci satirda, (n-1)-inci satirdaki ¢ (n) tane matris yok olur.

Tablo 2.6.1'de n = 1, 2, ...,10 degerleri igin n-inci satirdaki Farey Kesir
sayisi, yeni Farey Kesir sayisi ve Farey Matris sayis ile ilk n satirdaki toplam matris
sayisi ve toplam farkli matris sayis1 incelenmistir.

n-inci | n-inci | n-inci | n-inci | ik n satirdaki Ik n
satirda | satirda | satirda | satirda | toplam matris satirdaki
n g (n) ki ki yeni ki ki yeni sayis1 toplam farkh
Farey | Farey Farey Farey 2 matris sayisi
Kesir Kesir | Matris | Matris Z
sayis1 | sayisl sayis1 sayisl
1 1 2 2 1 1 1 1
2 1 3 1 2 2 3 3
3 2 5 2 4 4 7 7
4 2 7 2 6 4 13 11
5 4 11 4 10 8 23 19
6 2 13 2 12 4 35 23
7 6 19 6 18 12 53 35
8 4 23 4 22 8 75 43
9 6 28 6 27 12 102 55
10 4 31 4 30 8 132 63
o] LY 0m | pom | Skotri-k) 2 Y00 -1
k=0 (n > 1) k=1 ¢ (n) k=1 k=1
Tablo 2.6.1




3. HECKE GRUPLARI, FAREY DiZiLERI ve FAREY MATRISLERI

3.1 Hecke Gruplar: ve Temel Denklik Altgruplar:
3.1.1 Tanmn: H( 2, ) Hecke Grubu, PSL(2,R)’ninR(z) = % veT(2)=z+4,,
Ay = Zcosg, ge N, g > 3donustmleri ile Uretilen ayrik alt grubudur.

g=3 :Zcos% =1 = A,— Moduler Grup

q=4 = Zcos% =J2=1,-x*-2=0

q=6 = ZCOS%:\/?%ZZG—) x?-3=0

3.2 Hecke Gruplarima Karsilik Gelen Farey Dizileri

2€F & 0<

n

3.2.1 Tanim: 4

AL 1, c<n, (a\/i,c) = 1'dir.
C

C

1.3.1'de +/2'nin p=7,17, 23, 29, 31, ...asallar1 icin bir tam kare oldugunu
gostermistik. 2= q ( mod N ) olmak Uzere n-inci satirdaki Farey dizisinin
terimlerini ', ile gosterelim.

Asagida mod 7, mod 17, mod 23 i¢in H(x/E)’ye karsilik gelen Farey
dizileri hesgplanmustir.

* mod 7 icin V2 =9 =3 veya V2 = V16 = 4'tir ve V2 sayisint GF(7)
cisminin bir eleman olarak distinebiliriz. Buradan

aV2 _ % veya 2% < 1,¢ < n, (3a,c) =1veya (4a,c) =1
Cc C c

0<

sartlarimn saglandi@ agiktir.

Simdi \/E:q(mod7)i(;in F' kimesini belirlemeye calisalim:

n,q
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n=3icin;F, =7

3a

V2=3ie0< = <1,¢c<3, (3,c)=1

C
sartlarn saglanmalidir. O halde

c=1=>3a<1= acx<

c=2=3a<2= acxs

WINWIkF

c=3=>3<3=>a<l=> a:Oiseg—a:Ova=1oImal1d1r.Fakat
C

(3,3)#1 oldugundan bu mimkiin degildir. Sonug olarak
F5={01}
bulunur.

V2 =4ise0 < da <1, c<3 (4ac)=1
C

c=1
c=2

¢=3 = a=0ise 24 =0 v a= 1 olmalidrr. Fekat (4,4) # 1 oldugundan bu
C

mUmkin olamaz. Sonug olarak
F, = {04
bulunur.
n =4 icin; ng =7

V2 =3ise0< 2 < 1, c<4, (Z,c)=1satlan saglanmahcir. O halde
C

c=1=3a<1= acx<

c=2=3a<2= ac<

wWiNhwWIk

c=3=>3.<3=a<l= a:OiseB—a=Ov a= 1 bulunur. (3,3)7&1
C
oldugundan bu mimktin olmaz.

c=4=3a<4=> a:0i3e£:0va=1ise%:%olur. Sonug olarak
C C
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3
F47,3 = {O,Z,l}

da
C

bulunur.

N

4ise0 < <1, c<4, (4a,c)=1lsatlan saglanmalidir. O halde

O o0 o0
I
WN -

c=4 = 4da<4=a=0ise 2 =0v a=1bulunur. Fakat (4,4) %1
C

oldugundan bu mimkiin degildir. Sonug olarak
F/,= {01}
elde edilir.

n =5 icin; F;q:?

V2 =3ise0< 3 <1, ¢ <5 (%.c)=Lsatlan saglanmahidr. O halde
C

c=1=>3a<1= ac<

wWINWIkF

c=2=>3a< 2= ac<x

c=3=>3<3=ac< 1:a:Oise3—a:Ova:1bulunur. Fakat
C

(3,3)#1 oldugundan bu mimkiin degldir.

c=4=>3a<4d4=> a=0ise%=0va:1ise%:§
c c 4
c:5:>3as5:>a:Oiseﬁ:0va:1ise%:gbulunur. Sonug
C c
olarak

elde edilir.

IN

1, ¢<5, (4a,) =1lsartlan saglanmalidir. O halde

N
|_-h|
8
(@]
IN
o |§

O OO0
I
WN -
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.4 .
c=4 = 4a<4=a=0ise — =0v a=1ise (4,4) =1 oldugundan
c

olamaz.
_ —n: ba _ —a:ba _ 4
c=5=>4a<5=a=0ise—=0v a=1lise — = — bulunur. Sonug
C C
olarak
4
Fi,=10,=,1
= {o.2a]
elde edilir.

n=6icin; F; =7

V2 =3ise0< % <1, c<8, (3a,c) = 1sartlan saglanmalicir. O halde
C

c=1=3a<1= ac<

c=2=3a<2= ac<

WIN Wik

c=3=>3a<3=>a<l= a=0ise%=0va=1ise(3,3)¢1
c

oldugundan bu mimkuin degildir.

c=4=>3a<4=> a=0isez=0va=1ise%:%
C C

c=5=>3a<5=> a=0isez=0va:1ise%:§
C C

C=6=>3a<6=> a=0isez=0va=1ise%:§=% v a=2ise
C C

(6,6)#1 oldugundan bu miimkiin degildir. Sonug olarak

1§51}
4

gl lw

1
Fl.=10=,
6,3 { 2
elde edilir.

V2 =4ie0< ¥ <1, c<p, (4a,c) = 1 sartlan saglanmalicir. O halde
C

O 00
I 1mnnu
A O WON P

c=4 = da< 4= a=0ise 2=0 v a=1lise (4,4) = 1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.
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.4 .4

c=5=>4a<5=> a:O|se—a:0va:1|se—a:
C C

cC=6=>4a<6> a:Oise4—a:0va:1ise4—a:

c C
Sonug olarak

bulunur.

ol n

wIinN

o
elde edilir.

n =7 i¢in; F;q:?

V2 =3ise0< 2 <1, c<7, (3a,c) = 1sartlan saglanmalicir. O halde
c

c=1=>3a<1= acx<

wWiNhwIlk

c=2=3a<2= acx<

c=3=>3a<3= a<1l= a=0 v a=1oldugundan bu mimkin
degildir.

c=4=>3<4> a=0ise%=0va=1ise%=§
c c 4
c=5=>3<5> a=0ise£=0va=1ise%:g
C C
C=6=>3a<6> a=0ise%=0va=1ise%:§:% v a=2ise
C C

(6,6)=1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c=7>=>3a< 7> a:Oise3—a:Ov azliseﬁzg v a=2iseﬁ:

c c 7 c
g bulunur. Sonug olarak
;3 = IO1§111§1§5911}
772’547

elde edilir.

V2 =4ise0s 2 <1, c<7, (4a,c) = Llsartlan saglanmalichr. O halde

C

O O 00
I

A WN B

= 4a< 4= a=0v a=1=(4,4) =1 oldugundan bu mumkun
degildir.
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c=5=4a<5= a= Olse4——0va 1|se4—a—%
c C
c:6:>4as6:>a:Oise4—a:Ova:1ise4—a:ﬂ:3
c c 6 3

.4 .4 4
c=7=>4a<7=a=0ise —=0v azllse—a:7bulunur. Sonug
C C

olarak

L= o

\ll-h
w N

U"I-b
%r_/

elde edilir.

n = 8 i¢in; F;,q:

V2 =3ise0< 2 <1, c<8g (3a,c) = 1sartlan saglanmalicir. O halde
c

c=1=>3a<1= acx<

c=2=3a<2= acx<

c=3=>3a<3= acx<
degildir.

= a=0 v a=1oldugundan bu mumkun

c:4:>3as4:>a=0ise%=0va=1ise%=§
c c 4
c=5=3ac< 5:>a=0ise%=0va=1ise%:§
C C
C=6 = 3ac< 6:>a=0ise£=0va=1ise%:§:1v a=2ise
c c 6 2
(6,6)=1 oldugundan bu miimkiin degildir.
c:7:>3as7:>a:0ise3—a:0vazlise%:—va=2iseﬁ:
c c 7 c
6
7
c=8=>3a<8=> a:Oise3—a:Ov azliseﬁzg v a=2iseﬁ:
C C C
6 3
—=— bulunur. Sonug olarak
8 4
; { 331336 }
8,3 0 ______
8'7'2'5'4'7’
elde edilir.

V2 =4ise0< ¥ <1, c<g (4a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O halde
C

c=1
c=2
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c=3
c=4=4a< 4= a=0v a=1= (4,4) =1 oldugundan bu mimkiin
desildir.

c:5:>4as5:>a=0ise4—a:OvazliseA'—a:ﬂ
c c 5
(::6:>4as6:>a=0ise4—a:Ovazlised'—a:E:g
c c 6 3
c:7:>4as7:>a:Oise4—a:Ovazlised'—a:ﬁ
C c 7
c:8:>4a38:>a=0ise4—a20va:1ise4—a:ﬂzlv a=2 >
c c 8 2
(8,8)=1 oldugundan bu miimkiin degildir. Sonug olarak
F874 = {Oylyii g,i’l}
' 27 35
edeedilir.

n=9igin; F} =7

V2=3=0¢< ¢ 1, ¢<9, (3a,c)=1sartlansaglanmalidir. O halde
C

c=1=3a<1= ac<

c=2=3a<2= ac<

wWINWIk

c=3=>3a< 3= a<1l= a=0 v a=1oldugundan bu mimkin
degildir.

c=4=>3a<4> a:OiseE:Ovazlise%:E
c c 4

c=5=>3a<5> a:Oise£:Ova:1ise%:§
C C

c:6:>3a36:>a:Oise%:Ovazlises—a:(?:% v a=2ise
C C

(6,6)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c=7T=>3a<7T> a:Oiseizovazlise%:§ va=2ise

C C
3a._6
7
c=8=>3a<8=> a:Oise%:Ovazlise%:§ v a=2ise
C C
3a _6_3
c 8 4
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c:9:>3a39:>a:Oise%:O\/azlise%:gz1 v a=2ise
c c 9 3
Sa _ gzé v a=3= (9,9)#1 oldugundan bu mimkin degildir. Sonug olarak
C
Fl, = {o,},iil,i%,é,il}
’ 38725347
edeedilir.
) 4
V2 =4ise0< " <1, ¢<9, (4ac)=1lsatlan saglanmalichr. O halde
C
c=1
c=2
c=3
c=4 = 4a< 4= a=0v a=1= (4,4) =1 oldugundan bu mimkin
desildir.
c=5=>4a<5=> a=0ise4—a:Ova:1i51e4—a:ﬂ
c c 5
c=6 => 4ac< 6:a:Oise4—a:Ova:1i53e4—a:ﬂzZ
c c 6 3
c=7 =>4ac< 7:a:Oise4—a:Ova:1i51e4—a:ﬂ
c c 7
c:8:>4as8:a:0ise4—a:0va:1ise4—a:ﬂ_iv a=2>
c c 8 2

(8,8)#1 oldugundan bu miimkin degildir.

. 4 .4 4 .
c=9=4a<9= a:0|se—a:Ova:1|se—a:— v a=2ise

c C
4
e gbulunur. Sonug olarak
C
414248
F;4 = 01_1_1_1 _1_1_1
927 359
elde edilir.
n=10igin; Fj; =7
Z=320<F <1 c<1o, (3a,¢) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c
halde
c=1=3a<1=> as%
_ 2
c=2=3a<2= acx< 5

c=3=>3a<3= a<1l= a=0 v a=1oldugundan bu mimkin
degildir.
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c=4=3a<4=> a:Oiseizovazlise%=§
c c 4
c=5=3a<5= a:Oiseizovazlise%=§
c c 5

3a 3 1

cC=6>=>33<6=a= Olse%—Ova lise—=—=— v a=2ise
c c 6 2

(6,6)=1 oldugundan bu mimkiin degildir.

c=7T=>3a<7T> a:Oise£:Ova:1ise%:$ va=2ise

C C
3 _6
7
c=8> 3as8:>a:Oise£:Ova:1ise%:§va:2ise
C C
3a _6_3
8 4
=9 = 3a39:>a=0ise%=0va=1ise%=§:1va:2|se
c c 9 3
3a _6 2 _ . .
—T93 Y a=3 = (9,9)=1 oldugundan bu mimkin degildir.
c=10 = 3a< 10:>a=0ise£=0va:1ise%:iv a=2ise
c c 10
Sa _ E:§ va=3= §=z bulunur. Sonug olarak
c 1 5 9 3
. _j 133132369
F10,3_ ________ 1
171 03872534710
eldeedilir.
. 4
V2 =4ie0< 22 <1, c<10 (4a,c) = 1sartlan saglanmalidr. O
C
halde
c=1
c=2
c=3
c=4=4a< 4= a=0v a=1= (4,4) =1 oldugundan bu mimkun
degildir.
c=5=4a< 5= a= Olse4——0va llseA'—a—ﬂ
c c 5
c:6:>4as6:>a=0ise4—a:Ovazlise4—a:ﬁ:g
c c 6 3
c:7:>4as7:>a:0ise4—a:0va:1ise4—a:$
C C
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c:8:>4as8:>a:Oise4—a:Ovazliseﬂz
C C

(8,8)1 oldugundan bu miimkiin degildir.

JEN

v a=2ise

N |-

c=9=4a<9=> a:Oise4—a:0vazlise4—a:ﬁ v a=2ise

C C
4—a = § bulunur.
c 9
c=10 = 4a< 10> a:Oiseﬁ=0va:1iseﬁ:i=g v a=2ise
c c 10 5

da_8_14 bulunur. Sonug olarak

c 10 5

FZOA = Joagyﬂyliﬂi gyﬂigyl}
“ 7 175'9'2'7'3'5'9

elde edilir.

n =11 igin; F], =?

£l

V2 =3ise0 < = <1, ¢< 11, (34.c) =1satlan saganmaidir. O
C
halde
c:1:>3a31:>a£%
2
c:2:>3a32:>a§§
c=3=>3a< 3= a<1l= a=0 v a=1oldugundan bu mimkin
degildir.
c:4:>3as4:>a:Oise%:Ovazlise%:§
c c 4
c:5:>3as5:>a:Oise£:Ova:1ise%:§
C C
c:6:>3a36:>a:Oise%:Ovazlises—azizlv a=2ise
c c 6 2
(6,6)=1 oldugundan bu mimkiin degildir.
c:7:>3as7:>a:Oise£:Ova:1ise%:$va:2ise
C C
% _6
7
c:8:>3as8:>a:Oise£:Ova:1ise%:§va:2ise
C C
3a _6_3
8 4
c:9:>3as9:>a=0ise—=0va=1ise%:§:1va:2|se
c c 9 3



— = g = % v a=3 = (9,9)#1 oldugundan bu mimkin degildir.

c=10=>3a< 10 > a=0ise£=0va=1ise%=i v a=2ise

C C

3a _ 6 3 6 2

—=—==va=3=> —==

c 10 5 9 3

c=11 = 3a< 10:>a:0ise3—a:0va:1ise%:§v a=2ise
c C
Sa_6 v a=3ise a_ 3 bulunur. Sonug olarak
c 11 c

3313316323609 9

7 =9 v 2 YV VeV I

me { '11'10'3'8'7'2'11'5'3'4’ 7’11’10’ }
elde edilir.
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c:12:>6as12:>a:Oise6—a:Ova:1ise6—a:£=1va:2|se

c c 12 2

(12,12)#1 oldugundan olmaz. Sonug olarak
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elde edilir.

V2 =11= 0 <M ¢ <12 (11ac) = 1 sartlan saglanmalidr. O

C
halde

. 1la .
c=11 = 1la< 11 = a=0ise = =0 v a=1ise(1111)=1 oldugundan
c

olmaz.
c=12 = 11la< 12 = a:Oise& =0v azlise& = Ebulunur.
C C
Sonug olarak
11
FiZ  =:0=7",1
12,11 { 12 }

elde edilir.

n=13icin; F; =7

V226 0<2<1, c<13 ,(6a,c) =1 sartlart saglanmalicir. O halde
C

cC=6=>6a<6= a:Oise6—a:0v a=1 = (6,6)#1 oldugundan bu
C
mUmkin degildir.

c:7:6a£7:a=0ise6—a:0va:1ise6—a:§
c c 7
c=8 > 6a< 8= a=0ie®=0va=1ise=58_3
c c 8 4
c=9—>6a< 9= a=0ie®=0va=1ise=58_2
c c 9 3
c:10:>6as10:>a=0ise6—a:Ova:1i9e6—a:£:§
c c 10 5
c=11=>6a< 1l > a=0ise6—a:Ova:1ise6—a: 6
C c 11
c:12:>6a£12:>a:Oise6—a:0va:1ise6—a:£=1va:2ise
c c 12 2
(12,12)#1 oldugundan olmaz.
c=13 > 6a<13 = a=0ie®=0va=1ie=9 ,a=>
c c 13
ise 6a _ :1L—2 bulunur. Sonug olarak
C
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Fio=102,163236

616323612}
1713'2'11'5'3'4' 7' 13’

elde edilir.

V2 =11= 0 <M ¢ <13 (1) = 1 sartlan saglanmalidr. O

C
halde

. 1la .
c=11 = 1la< 11 = a=0ise = =0 v a=1ise(1111)=1 oldugundan
c

olmaz.
c=12 = 11a< 12 = a=0ise % =0y a=1jse ¢ = 11
c C 12
c=13 = 11la< 13 = a= Olse& =0v a= llse& i—;bulunur
C C
Sonug olarak
11 11
Fl7 = O!_’_ll
1 { 13'12 }
elde edilir.

n=14icin; F;, =

J2=6=10 SG—agl, c < 14 ,(6a,c) = 1 sartlan saglanmalichr. O halde
C

cC=6 :>6a£6:>a:Oise6—a:Ov a=1 = (6,6)#1 oldugundan bu
C

mumkan degildir.

c=7=6a< 7= a= Olse6——0va 1|se6—a—§

c c 7
c=8=6a< 8= a= Olse6——0va 1|se6—a—§=§

c c 8 4
c:9:>6as9:>a=0ise6—a:0va:1ise6—a:§=2

c c 9 3
c=10=6a< 10 = a= OISGG—_Ova 1|se6—a:£=§

c c 10 5
c=11 = 6a< 1l = a= Olse6——0va 1|se6—a: L3

c c 11
c=12 = 6a< 12— a=0ise % =0v a=1ie®=9_1 , a-2i=

c c 12 2

(12,12)#1 oldugundan olmaz.
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c=13 = 6a < 13:>a:0ise6—a:Ova:1i3e6—a:E v a=2

c c 13
6a _ 12
ise —= =
c 13
c=14 = 6a< 14 = a= OlseG—a—Ova llsea—azE

_3 va=2
c c 14 7

6a 12

6
se — = — = — bulunur. Sonug olarak
c 147

F;;6=f0§21£§2§§121}
S 177'13'2'11'5'3'4'7'13

elde edilir.

2 =11 0<e1 c< 14 ,(11a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c
halde

c=11= lla< 1l = a=0Oise 2 =0 v a=1ise (1111)#1 oldugundan
c

olmaz.
c=12 = 11la< 12 = a= Olse&—Ova llse& 11
c c 12
c=13 = 11la< 13 = a= Olse&—O\/a llse& 11
c c 13
c=14 = 1la< 14 = a= Olselﬁ—OVa 1|se&—gbulunur.
C C
Sonug olarak
j 11 11 11
1411 1 _4_3_21
elde edilir.

n=15igin; F{ =?

V2=6=10 SG—asl, c<15 ,(6a,c) = 1 sartlar saglanmalidir. O halde
C

C=6 = 6a<6 = a:OiseG—a:Ov a=1 = (6,6)=1 oldugundan bu
C
mUmkin degildir.
c=7=>6a<7=> a:0ise6—a:0va:1ise6—a:
c C
c=8=6a< 8= a:OiseG—a:OVazliseG—a:
Cc C

ol Nl

3
4
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c=9=6a< 9= a= Olse6——0va 1|se6—a 6
c c 9
c=10=6a< 10= a= Olse6——0va 1|se6—a:E
c c 10
c=11 =>6a< 1l = a= Olse6—a—0va 1|se6—a: E
c c 11

c=12 = 6a< 12 = a= Olse6——0va 1|se6—a—£—1va 2ise
c c 12 2

(12,12)#1 oldugundan olmaz.

c=13 = 6a < 13:>a:0ise6—a:Ova:1ise6—a:— v a=2
c c 13

6a _ 12
ise —= =

c 13
c=14 = 6a< 14 = a= OlseG—a Ov a= 1|se6—a=£:$va:2

c c 14
6a 12 6

c 14 7
6a E

c:15:>6a£15:a:0ise6— Ova=1lise—= =gva:2
c c 5 5

|

ise ba 12 _ g bulunur. Sonug olarak

c 15

_{ozgmggzz@ul}

elde edilir.

11a
V2 =11= 0 <=—<1, ¢ <15 ,(1la,c) = 1 sartlan saglanmalidr. O

c

halde

c=11= 1la< 11 = a=0ise “% =0 v a=lise(1111)=1 oldugundan
c
olmaz.
c=12=1la<12= a:Oise&:Ov azlise&: 1
c c 12
11a 1l _ 11

c=13 =>1la< 13= a=0ise— =0v a=1lise — = —=
c c 13

c=14 = 1la< 14— a=0ise 4 =0 a=1jse ¢ = 11

c c 14

c=15= 11la< 15 = a= Olse&—OVa 1|se£—i—;bulunur.
C C

Sonug olarak
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11 11 1 1
= 0 Y
eldeedilir.

mod 17'de H(x/§)’ye karsilik gelen Farey dizileri tablo halinde EK 2'de
verilmistir.

Simdi demod 23 i¢in H(x/i)’ye karsilik gelen Farey dizilerini hesaplayalim.

* mod 23 icin v2 = 5veya 2 = 18'dir. /2 sayisii GF(23) cisminin bir
elemant olarak diustinebiliriz. Buradan

a2  5a 18a
< = veya —

< 1,c<n, (5ac) =1veya(18a,c) = 1'dir.

c C c

sartlarinin saglandig agiktir.

Simdi +/2=¢q(mod 23) icin F 2 kimesini belirlemeye calisalim:

n=5icin; F =

J2=5=0¢< e <1, ¢<5, (5a,c) =1sartlar saglanmalidir.

c

c=5=5a<5=a=0ie > =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu
c
mUmkin degildir. Sonug olarak

Fes = {0.1}
elde edilir.

Z=18-0< <1 c<5 (18a,c¢) = 1 sartlarim saglayan
c

Feis = {0.1]
elde edilir.

n =6 icin; F;il =



Z=5-0<X <1 c<§ (5a,¢) = 1 sartlar: saglanmalichr. O
halde )

c=5=5a<5= a=0ie 2 =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu
mUmkin degildir. ’

c:6:>5a36:a:0ise5—a20v azliseS—a = gbulunur. Sonug
C C

olarak
Foo = {0,2,1}
elde edilir.
18a -
V2=18=20< = <1, c<6 (18a,c) =1 sartlarim saglayan
c
Fou = {01}
elde edilir.
n =7 icin; F§?q:?
V2 =5=0c< > <1 c¢c<7 (5a,c) =1 sartlar1 saglanmalidir. O
Cc
halde

c=5=>5a<5= a=0ise > =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6=>5<6= a:OiseS—a:OvazliseS—a: >
c c 6
c:7:>5as7:>a:0ise5—a:0va:1ise%:gbulunur. Sonug
c C
olarak
55
F23 = 01_1_11
" { 7'6 }
elde edilir.

Z=18=50<% <1 c<7, (18a,c) = 1 sartlannt saglayan

c
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F7s = {03
dlde edilr.

n=8icin; F> =7
V2 =5 =0¢< > <1, c¢<8 (5ac)=1satlarn saglanmalidir. O
c

halde

c=5=5<5= a:OiseS—a =0v a=1lise (11)#1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6=>5<6= a:OiseS—a:OvazliseS—a: >
c c 6
c=7=5<7=> a:Oise%:Ovazliseia:§
c c 7
— A~ 5a _ ... b5a _5
c=8=5a<8=a=0ise— =0v a=1lise — = = bulunur. Sonug
C C
olarak
F2 2102221
876
elde edilir.
Z=18=0< <1 c<cg (18a,c) = 1 sartlanm saglayan
c
Fis = {01
elde edilir.
n =9 icin; F;sq:?
V2 =5=0c< S 1, ¢<9 (5a,c) =1 sartlar: saglanmalidir. O
C
halde

c=5=5a<5=a=0ie>% =0y a=1ise (1,1)#1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6=>5a< 6= a:0ise5—a:ova:1i365_a= 2
¢ c 6

c=7=5a<s<7=> a:OiSGS—a:Ova:]_iseS_a:g
c c
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c=8=>5a<8=> a=0ise%:0va:1ise5—a:§
C C

c=9=>5a<9> a:Oise5—a =0 v a:1ise5—a :g bulunur. Sonug
C C
olarak
F2 2102222
' 9876
elde edilir.
18a -
V2=18=0< = <1, ¢c<9, (18a,c) =1 sartlanm saglayan
c
Fie ={01
elde edilir.
n=10igin; F; =7
VZ=520<>% <1 c<10 (5a¢c)=1satlan saglanmahidr. O
C
halde

c=5=5a<5=> a:OiseB—a =0 v a=1lise (11)#1 oldugundan bu
C
mumkan degildir.

c=6=>5<6=> a:OiseS—a:ovazliseS_az S

c c 6
c=7=5<7=> a:OiseS—azova:1i5e5_a=§

c c 7
c=8=5<8=> a:Oise%:Ovazlige@:§

c c 8
c=9=>5<9=> a=0ise5—a:0va:1ise@:§

c c 9
c=10=>5a<10 > a=0ise5—a:0va:1ise5—a:£:1v a=2ise

c c 10 2

(10,10)=1 oldugundan bu mumkiin degldir. Sonug olarak
Ffoa5 = 0’1,§’§’§’§’1
' 29876

elde edilir.
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1
Z=18-0<® <1 c<1o (184,¢) = 1 sartlann saglayan
c

Fiois = {01}
elde edilir.

n=11icin; F: =7

Z=5=0<> <1 c<11, (5a,c) = 1 sartlart saglanmahicir. O
(&
halde
c=5=5a<5=a=0ie > =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu

c
mUmkin degildir.

c=6=>5a<6=> a=0ise5—a:Ova:1ise2: 5

c c 6
c=7T=>5a< 7= a=0iseﬁ20va:1ise%:E

c c 7
c=8=>5a<8= a=0ise£:’—a:Ovazlises—a:§

c c 8
c=9=>53<9=> a:OiseS—a:OvazliseS—a:g

C C
c=10=>5a<10> a:OiseS—a:OvazliseS—azizlv a=2ise

c c 10 2

(10,10)1 oldugundan bu miimkiin degldir.

c=11 > Ba< 11 = a=0ise X =0va=1lise % = >y a=2ise
c c 11
5a

S _10 bulunur. Sonug olarak
c 11

51555510
1'2'9'8'7'6'11’

Fo, = {o,l

elde edilir.

V2 =18=0< 184 <1, c<11, (18a,c) = 1 sartlarim saglayan

c
Fie = {01}
elde edilir.

n=12igin; F;, =7
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Z=520<> <1 c<12 (5a,¢) = 1 sartlan saglanmahidir. O
C
halde
c=5=5a<5= a=0ie 2 =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu

c
mUmkin degildir.

cC=6=>5<6= a:OiseS—azova:1i5e5_a= 5
c c 6
c=7=5< 7= a=0ise%=0va=1ise%:§
c c 7
c=8=5<8=> a=0ise5—a:0va:1ise@:§
c c 8
c=9=>5a<9=> a=0ise5—a:0va:1ise%:§
c c 9
5a 5

c:10:5a£10:a=0ise5—a:Ova:1ise— —=1v a=2ise
c c 10 2
(10,10)#1 oldugundan bu mimkiin degildir.

c=11=>5a< 11> a=0ise%:0va:1ise%: Ev a=2ise

c c 11
5a _ 10
c 11
c=12 = 5a< 12 => a=0ise5—a:0va:1ise%:£v a=2ise
c c 12
2 _10_5 bulunur. Sonug olarak
c 12 6
23 5 51555510
F]_25: 1_1_1_1_1_1_5_1_51
’ 12112987 6 11
elde edilir.

V2 =18=0< 184 <1, c<12, (18a,c) = 1 sartlarim saglayan

c
Fis = {01}

elde edilir,
n =13 i¢in; Fis, =7

V2 =5=0c< S 1, ¢<13, (5a,c) =1 sartlan saglanmalidir. O

c

halde
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c=5=5a<5= a=0ie 2 =0y a=1ise (1,1)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

C=6=>5<6=> aZOiSGS—a:O\/a:lise%: 2

c c 6
c=7T=>5ha<s< 7> a:OiseS—a:Ovazlises—a:§

c c 7
c=8=>5a<8=> a:Oise5—a:Ova:1ise5—a:§

c c 8
c=9=>53<9> a:Oise%:Ovazliseia:§

c c 9
c=10>5a<10=> a=0ise%20va:1ise5—a:§:1v a=2ise

c c 10 2

(10,10)=1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c=11=>5a< 11l => a:0ise5—a:Ova:1ise5—a:§v a=2ise
c c 11
5a _ 10
c 11
c=12 > 5a< 12— a=0ise 2 =0 v a=1liee 2% = 2y a=2ise
c c 12
¢ _10_5
12 6
c=13=>5a< 13> a=0ise5—a:Ova:1ise%:%v a=2ise
C C
5a

o _ 10 bulunur. Sonug olarak
c 13

5 5 5155510510
F{ 1}

elde edilir.

V2=18=0c%< 182 <1, c<13, (18a,c) =1 sartlanm saglayan
c

Fiais = {01}
elde edilir,
n=14igin; F; =7

VZ=520<>% <1 c<14 (5ac)=1satlan saglanmahidr. O

c

halde
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c=5=5a<5= a=0ie 2 =0y a=1ise (1,1)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

c=6=>5a<6= a=0ise5—a:Ova:1ise2: §
c c 6
c=7T=>5ha<s< 7> a:OiseS—a:Ovazlises—a:§
c c 7
c=8=>5a<8=> a:Oise5—a:Ova:1ise5—a:§
c c 8
c=9=>53<9> a:Oise%:Ovazliseia:§
c c 9
c=10>5a<10=> a:Oise%:Ova:1ise5—a:§:1v a=2ise
c c 10 2
(10,10)=1 oldugundan bu miimkiin degildir.
c=11=>5a< 11l => a:OiseS—a:Ovazlises—a:E\/a:Zise
c c 11
5a _ 10
c 11
c=12 > 5a< 12— a=0ise 2 =0 v a=1liee 2% = 2y a=2ise
c c 12
¢ _10_5
c 12 6
c=13=>5a< 13> a=0ise5—a:Ova:1ise%:£va:2ise
c c 13
50 _ 10
13
c=14 =>5a< 14> a:Oise@:Ovazlises—a:%va:Zise
C C
2 105 bulunur. Sonug olarak
c 14 7
2 :{0333515551_051_01}
18 '14’13'12'11'2°'9'8’7'13’6' 11’
edeedilir.

V2=18=0c%< 182 <1, c<14, (18a,c) =1 sartlanm saglayan
c

Fios = {01}
dlde edilr.

n =15 igin; F3 =7
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Z=520<> <1 c<15 (5a,¢) = 1 sartlan saglanmahidir. O
C

halde

c=5=5a<5= a=0ie 2 =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu

C
mUmkin degildir.
cC=6=>5a<6=> a:OiseS—a:OvazliseS—a
C C

c=7T=>5ba< 7> a=0ise%20va:1ise%
C C

c=8=>5a<8=> a=0ise5—a:Ova:1ise2
C C

c=9=5a<9= a=0ise5—a:Ova:1ise%
C C
c=10=>5a<10=> a:0ise5—a:Ova:1ise5—a 2:
c c 10
(10,10)#1 oldugundan bu mimkiin degildir.

c=11=>5a< 11> a=0ise%=0va:1ise%:év

c c 11
5a _ 10
c 11
c:12:>5as12:>a=0ise5—a:Ova:1ise%:iv
c c 12
5a _10 _5
c 12 6
c=13 > 5a< 13> a=0ise 2% =0 v a=1lisee 2% = 2y
c c 13
50 _ 10
13
c:14:>5as14:>a=0ise%=0va:1ise%:l—v
C C
Sa¢ _10_5
14 7
c:15:>5as15:>a:Oise5—a:Ova:1ise5—a:E
c c 15
ise
5_a_10 2

=E-3Vas 3ise (15,15) #1 oldugundan olmaz. Sonug olarak
C

155 B'14'19'19'11° 2’ a’'e’' s’ 712’ £

Fzg_{ 1555 515525105101}

elde edilir.
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1v a=2ise
2

a=2ise

a=2ise

a=2ise



1
Z=18-0<® <1 c<15 (184,¢) = 1 sartlann saglayan

c
Fios = {01}
elde edilir.

n=16igin; F; =7

Z=5=0<2 < 1, ¢ <16, (5a,c) =1 sartlan saglanmalichr. O
C

halde

c=5=5a<5=a=0ie > =0y a=1lise (11)#1 oldugundan bu

c
mUmkin degildir.

c:6:>5as6:>a=0ise5—a:Ova:1ise@:
C C
c:7:>5as7:>a=0ise5—a:Ova:1ise%:
C C
_ _~._Ba _ .. b5a _
c=8=5a<8= a=0ise— =0va=lise— =
C C
_ _~.ba _ .. ba _
c=9=>5a<9= a=0ise— =0va=lise— =
C C

c=10=>5a<10> a:OiseS—a:OvazliseS—a
C C

(10,10)1 oldugundan bu miimkiin degldir.

c=11=5a< 11 => a:OiseS—a:Ova:1ise%

C C
5 _ 10
c 11
_ _~.ba _ _ .. ba
c=12 =>5a<12= a=0ise— =0v a=1lise —
C C
5¢ _10_5
c 12 6
c:13:>5as13:>a=0ise%20va=1ise%
C C
S _ 10
c 13
c:14:>5as14:>a=0ise5—a:Ova:1ise%
C C
5« _10_5
14 7
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iv a=2ise
12

Ev a=2ise
13

5 )
— v a=2ise
14



c:15:>5a315:>a:Oise5—a:OvazliseS—azizlva:2
c c 15 3
ise 2% = 1—2: % v a=3ise (15,15)#1 oldugundan bu mimkin degildir.
C
— i 5a _ ... 5a _ 5 A
c=16 > 5a< 16= a=0ise— =0va=lise—=—v a=2ise
C C
5 10 5 .5 15
X -=_2 a=3ise =% = = bulunur. Sonug olarak
c 16 8 c 16

165 — LR DU SR DR DR DR R D D P B

s _{031 55 5 5 1552510510151}
'16'3'14'13'12'11'2'9'8'3'7'13'6 11’16

elde edilir.

18
V2=18=0< 2% < 1, c <16, (18a,c) = 1 sartlarim saglayan
c

Flow = {01}
dlde edilr.

n =17 igin; F3 =7?

V2 =5=0¢<

L 1, c¢ <17, (5a,c) =1 sartlan saglanmalidir. O
C

halde
c=5=5<5= a:OiseS—a =0v a=1lise (11)#1 oldugundan bu

c
mumkan degildir.

cC=6=>5a<6=> a:OiseS—a:OvazliseS—a: 5
c c 6
c=7T>=>5bha<s< 7> a:Oise%:Ovazliseia:§
c C 7
c=8=>5a<8=> a=0ise%:0va:1ise%:§
c c 8
c=9=>53<9> a=0ise5—a:Ova:1ise%:§
c c 9
c=10=>5a<10 > a=0ise5—a:Ova:1ise5—a :izlv a=2ise
c c 10 2
(10,10)=1 oldugundan bu mimkiin degildir.
c=11 > 5a< 11— a=0ise 2 =0 v a=1lie 2% = 2 a=2jse
c c 11
5a _ 10
c 11
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c=12=>5a<12=> a=0ise%20va:1ise5—a— >

= —va=2ise
c c 12
S¢ _10_5
c 12 6
c:13:>5as13:>a=0ise5—a:Ova:1ise%:£va:2ise
c c 13
50 _ 10
13
c:14:5a£14:a:OiseS—a:Ovazlises—aziva:Zise
c c 14
Sa _10_5
c 14 7
c:15:>5a315:>a:Oise5—a:Ova:1i9e5—a:£:lva:2
c c 15 3
ise 2% = 1—2: % v a=3ise (15,15)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.
C
_ A 5a _ ... 5a _ 5 A
c=16 =>5a< 16= a=0ise— =0va=lise—=—v a=2ise
C C
5¢ 10 5 . 52 15
—=—=—va=3ise— = —
16 8 c 16
_ _~._Ba _ ... ba _ 5 A
c=17 =>5a< 17 = a=0ise— =0va=lise —=—v a=2ise
C C
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c c 25 5
. b5a _ 10 2 .. 5 _15 3 _ ... ba _20 4 .
ise—="—=—va=3ise—=—=—-—va=4ise —=—=—v a=5ise
c 25 5 c 25 c 25 5
(25,25)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.
=26 = 5a<2 = a=0ie > =0v a=1lise X = >y a=2ise
C C
5 10 5 ... 5a 15 ... bg 20 10 R
— =—=—va=3ise—=—"va=4ise— =—=— va=5ise
26 13 c c 26 13
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5a 2§

26
0:27:>5aS27:>a:Oise5—a:Ovazlises—a:iva:Zise
c c 27
5¢ _ 10 .. 52 _15 5 _ ... 5a _ 20 . 5a_ 25
—=—va=3ise—="—==-va=4ie—=—va=5ise —= —
c 27 c 27 9 c 27 c 27
. ba . 5a 5 .
c:28:5a£28:a20|se—:Ovazllse—:gva:2|se
C C
5 _ 10 5 _~:.._5a 15 _ ... 5a 20 5 .
—=—=—va=3ise—=—va=4ise— =—=— va=5ise
c 28 14 c 28 c 28

S¢ _ 25 bulunur. Sonug olarak
c 28

F23 = _1_1_7_’_’_’_’_’_1_’_1_’_’_1_1_’_’_1
#% 113'5'12'23'11'21'2'19'28'9'26'17'5'8'23'3' 22" 7
20 3101545 2015 2510 2515 20 25

elde edilir.

18
V2 =18=0< = <1, c< 28 (18a,c) =1 sartlar1 saglanmalichr. O
c

halde
1 )
c=18 = 18a< 18 = a=0ise 2% =0 v a=1lise (18,18) #1 oldugundan
C
bu mumkdain degildir.
c=19 = 18a< 19 > a=0ise@=0va=1ise&: @
c c 19
c=20=18a< 20 > a:Oise@ZOVa:lise@: E:i
c c 20 10
c=21 =>18a< 21 => a:Oise@:Ovazlise@: E=§
c c 21 7
c=22 = 18a< 22 = a:Oise@:Ovazlise@: E=g
c c 22 11
c=23 > 18a< 23> a=0ise@=0va=1ise@= 18
c c 23
c=24 > 18a< 24 = a=0ise@=0va=1ise@: E:§
c c 24 4
c=25=18a< 25 > a=0ise@=0va=1ise&: @
c c 25
c=26 > 18a< 26 = a:Oise@ZOVa:lise@: E:g
c c 26 13
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c=27 > 18a< 27 > a=0ise@=0va=1ise@:1—8:Z
c c 27 3
=28 = 18a<28 = a=0ise % =0y a=1ise 24 =18_29
c c 28 14

bulunur. Sonug olarak

fs - [p 9291831896 918
2818 '14'3'13'25'4'23'11'7'10'19’
elde edilir.

n =29 i¢in; F5 =7

2=5=0<2% <1, c=<29 (54c) =1satlan saglanmalichr. O
c
halde
c=5=5a<5=a=0ie X =0v a=1ise (11)#1 oldugundan bu

c
mumkan degildir.

C=6=>5<6= aZOiSG%ZO\/a:]_ise5—a: 5
c c 6
c=7=>5%< 7> a=0ise%:0va:1ise%:§
c c 7
c=8=5< 8= a=0ise5—a:ova:1ise%:§
c c 8
c=9=5<9= a:0ise5—a:ova:1ise@:§
c c 9
Sa _ 5

c=10=>5a<10=> a:OiseS—a:Ovazlise—
c c 10

(10,10)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c=11=>5a<11l=> a=0ise%20va:1ise%: l—lv a=2ise

C C
54 _10
c 11
c=12=>5a< 12> a:0ise5—a:Ova:1ise%:£v a=2ise
c c 12
¢ 10 5
12 6
c=13=>5a< 13> a:OiseS—a:OvazliseS—a:iv a=2ise
c c 13
50 _ 10
c 13
c=14 > 5a< 14> a=0ise%20va:1ise%:ls—4v a=2ise
C C
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5¢ 10 5

c 14 7
c=15 = 5a< 15:>a=0ise5—a:Ov azliseS—a:E:1 va=2
c c 15 3
ise 24 = 1—g=§ v a=3ise (15,15)=1 oldugundan bu mimkiin degildir.
C

c=16 = 5a< 16=> a:Oise%:Ovazlises—a: %v a=2ise

c c
5 _10 5 i ba _ 15
— =—=—-v a=3ise— = —
C

16 8 c 16
_ . ba _ ... ba _ 5 A
c=17 =>5a< 17 = a=0ise— =0v a=lise—=—v a=2ise
c c 17
5@ 10 . ba 15
—=—va=3ise— = —
c 17 c 17
c:18:>5as18:>a=0ise%20va:1ise%:iva:2ise
c c 18
5 _ 10 5 ... 52 15 5
— = —=—va=3ise— = —=—
18 9 c 18 6
c:19:5a£19:a:OiseS—a:Ovazlise%:E\/a:Zise
c c 19
52 _ 10 ... ba 15
— =—va=3ise — = —
c 19 c 19
c=20 = 5a< 20 = a=0ise 2% =0v a=tlise X =>2_-1,4=2
c c 20 4
1 1 . 1 .
se _10_1 v a=3ise a 13 v a=4ise(20,20)#1 oldugundan bu
c 20 2 c 20 4
mUmkin degildir.
c:21:>5a£21:>a:OiseS—a:OVazlises—a:Eva:Zise
c c 21
52 _ 10 ... 52 15 5 _ .. ba 20
— = —va=3ise—=—=—va=4ise — = —
21 c 21 7 c 21
c=2 = 5a<22=a=0ise X =0va=lise X ="y a=2ise
c c 22
5¢ 10 5 ... 5a 15 ... bg 20 10
— =—=—va=3ie—=—va=4ie—= —=—
22 11 c 22 c 22 11
c:23:>5a323:>a=0ise5—a:0va:1ise5—a=iva:2ise
c c 23
5¢ _ 10 ... 52 _ 15 _ .. ba 20
—=—va=3ise—="—va=4ise —= —
23 c 23 c 23
_ _~. ba _ ... 5a _ 5 A
c=24 =>5a<24=a=0ise—=0va=1lise—=— v a=2ise
c c 24
5. 10 5 ... 52 15 5 ... ba 20 5
—=—=—va=3ise—="=—-va=dise—= —=—
24 12 c 24 8 c 24 6
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c:25:>5a325:>a:0ise5—a20vazlise5—a:izlvazz
c c 25 5
. b5a _10 2 4.5 _15 3 _ ... ba _20 4 .
Ise —="—==—-va=3ise— =—=—-va=4ise —=—=—v a=5ise
c 25 5 c 25 5 c 25 5
(25,25)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.
c=26= 5a<26 = a=0ise 2 =0v a=1lise 2% = >y a=2ise
C C
5@ 10 5 4. 5a 15 _ ... 5 20 10 _
—=—=—va=3ise—=— va=4ise— =—=— v a=5ise
c 26 13 c 26 c 26 13
50 _ 25
26
c:27:>5aS27:>a:Oise5—a:Ovazlises—a:iva:Zise
c c 27
5¢ _ 10 ... 5a 15 5 _ ... 5a 20 _~._ 5a 25
—=—va=3ise—="—==-va=4ie—=—va=5ise —= —
c 27 c 27 9 c 27 c 27
. 5a . ba 5 .
c:28:5a£28:a20|se—:0va:1|se—:£va:2|se
C C
5. 10 5 ... 5a 15 ... 5ag 20 5 I
—=—=—va=3ise—=—va=4ise— =—=— va=5ise
c 28 14 c 28 c 28
50 _ 25
28
0:29:>5aS29:>a:Oise5—a:Ovazlises—a:%va:Zise
c C
5 _ 10 .. 5a _ 15 _ .. 5a _ 20 _~._b5a _ 25
— ="—va=3ise—="—v a=4ijse — = —va=5ise — = —
c 29 c 29 c 29 c 29

bulunur. Sonug olarak

5 55 515 55515555110 510

F23 = _1_’_1_1_!_1_1_!_7_1_1_1_,_!_!_1_!_!_7_1
25 113'5'12'23'11'21'2°'29'19°28°'9'26'17'5'8'23'3'22' 297
2031015452520 152510 2515 20 25
27'4'13'19'5'6'29'23'17'28'11'27'16 21’ 26
elde edilir.

V2=1850< 2 <1 c<20 (184,¢) = 1 sartlan saglanmalidir. O
C

halde
c=18 = 18a< 18 = a=0ise % =0 v a=1ise (18,18) =1 oldugundan
C

bu mumkun degildir.
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18a 182 18

c=19=>18a<19= a=0ise— =0va=lise— = —
c c 19
c=20 = 18a< 20 = a=0ise 2% =0 v a=1ljsee 24 =18 _ 3
c c 20 10
c=21 = 18a< 21 — a=0ise 2% =0 v a=1ijse 24 =18 _6
c c 21 7
c:22:18a£22:a:0ise@20va:1isze@:§=g
c c 22 11
c=23 > 18a< 23— a=0ise 2% =0 v a=1ijse 10¢ = 18
c c 23
c:24:18a£24:a:Oise@:Ova:1ise@:E=§
c c 24 4
c:25:>18as25:>a=0ise@=0va=1ise@=§
c c 25
c=26— 18a< 26— a=0ise 2% =0 v a=1ljse 22 =18 _ 9
c c 26 13
c=27 = 18a< 27 — a=0ise 2% =0 v a=1jse 24 = 18 _2
c c 27 3
c:28:18a£28:a:0ise@:0va:1isze&:§=g
c c 28 14
c:29:>18a£29:a:Oise@:Ova:1ise@:£bulunur.
C C
Sonug olarak

g2 _{ 18 9 2918318969181}
29,18

elde edilir.
n=30icin; F5 =7

Z=5=0<2 < 1, ¢ <30, (5a,c) =1sartlan saglanmalichr. O
C
halde

c=5=>5a<5= a:OiseS—a:Ovazlise(],l)iloldugundanbu
c
mUmkin degildir.
_ A~ Ba _ _ .. _ ba
C=6=>5<6=a=0ise—=0va=1lise —
C c

c=7T=5a< 7= a=0ise5—a:Ova:1ise%
C C

c=8=>5a<8= a:0ise5—a:Ova:1ise5—a
C C
_ . ba _ _ .. ba
c=9=>5a<9= a=0ise— =0v a=1lise —
C C
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c=10=5<10= aZOiSG%ZO\/a:1ise5—a: -
c c 10 2

(10,20)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c=11 =>5a< 11 => a:OiseS—a:Ovazlise%: 1%\/ a=2ise

C C
5a _ 10
c 11
c:12:5a£12:a:OiseS—a=Ova:1ise5—a:%va:2ise
C C
52 _10 _5
c 12 6
c:13:>5as13:>a=0ise%20va:1ise%:%va:2ise
C C
50 _ 10
13
c:14:5a£14:a:OiseS—a:Ovazlise%:E\/a:Zise
c c 14
Sa _10_5
c 14 7
c=15 = 5a<15= a=0ise 2% =0va=tlie2=2_-1,43=2
c c 15 3
. 1 2 . .
e > = 1—2: 5 vas3ie (15,15)#1 oldugundan bu mimkiin degildir.
C
— —~: 5a _ ... 5a _ 5 A
c=16 = 5a< 16= a=0ise— =0va=lise—=—v a=2ise
C C
5¢ _ 10 5 _ 4. 5a _15
—=—==-va=3ise— = —
16 8 c 16
c:17:5a£17:a:0ise5—a:Ova:1ise%:£va:2ise
c c 17
5 _ 10 4. . b5a 15
— =—va=3ise — = —
c 17 c 17
_ Aien A _ ... 5a _ 5 A
c=18 =>5a< 18= a=0ise— =0va=lise—=—v a=2ise
c c 18
5a 10 5 5a 15 5
— = —=—va=3ise—= —=—
18 9 c 18 6
_ . ba _ _ _ 5 A
c=19=52<19= a=0ise— =0va=lise—=—va=2ise
c c 19
5 _ 10 _ 4. 5a _15
— =—va=3ise — = —
c 19 c 19
c:20:>5a£20:>a20ise%:Ovazliseﬁzizlvazz
c c 20 4
e =10 _ 1 qo3ieX-1_3 a=4ise(20,20)#1 oldugundan bu
c 20 2 c 20 4

mumkan degildir.
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c=21 = ba < 21:>a=0ise5—a:0va:1ise5—a=£va:2ise

c c 21
5¢ _ 10 5a 15 B 5¢ 20
== = = v a=3ise — v a=4dise — = —
c 21 c 21 7 C 21
c:22:>5as22:>a:0ise5—a20vazlises—a:iva:Zise
c c 22
5a 10 5 . ba 15 5a 20 10
—=__=—-va=3ise—=__va=4dise —=__=—
c 22 11 c 22 c 22 11
c=23=>51<23 = a=0ise 2 =0va=1liee X =2y a=2ise
c c 23
5 _ 10 52 _ 15 _ ... 5a 20
—=—va=3ise—="—=va=4ise — = —
c 23 c 23 c 23
. 5a . ba 5 .
c=24 =>5a<24=a=0ise—=0va=1lise—=— v a=2ise
c c 24
5 _ 10 5 _ 5@ _ 15 5 _ 5 _ 20 5
— =—=—va=3ise—="—=—-va=4dise —= —=—
24 12 c 24 c 24 6
c=25=5a2<25 = a= Olse5——0va 1|se5—a:3=lva:2
c c 25 5
5a 10 2 5a 15 3 5a 20 4 )
se—=—=—v a=3ise = —=—va=4ise =—=—v a=5ise
c 25 5 c 25 5 c 25 5
(25,25)#1 oldugundan bu mimkiin degildir.
C=26 > 5a<26 = a=0ise— =0v a 1|se5—a=—va 2ise
C C
5 _ 10 5 _ 5a _ 15 _ 5¢ 20 10 _
— =—=—va=3ise—="—va=4ise— =—=— va=bsise
c 26 13 c 26 c 26 13
S _ 25
26
c:27:>5a£27:a:0ise5—a20vazlises—a:%va:Zise
cC C
5¢ _ 10 Sa _ 15 5 5 _ 20 __. b5q¢ 25
— =—va=3ise— == va=4ise—=—v a=5ise —= —
27 c 27 9 c 27 c 27
c=28 => 5a< 28 = a= Olse5——0va 1|se5—a:iva 2ise
C C
5a 10 5 . ba 15 . 5 20 5
—=—=—va=3ise—=— va=4ise— =—=— v a=5ise
c 28 14 c 28 c 28 7
5¢ _ 25
28
c=29 = 5a<29 = a= Olse5——0va 1|se5—a:£va:2ise
C C
5a 10 5a 15 . 5a 20 . b5a 25
— = — v a=3ise =—va=4ise— =— va=5hise — = —
c 29 c 29 c 29 c 29
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0:30:>5a330:>a:0ise5—a:0vazlise5—a :i:lv a=2
c c 30 6
.5 10 1 —s:ba _15 1 o, ba 20 2 e
Ise —="—==va=3ise —=—==-va=4ise— =—=—-v a=5ise
c 30 3 c 30 2 c 3
2 _B_5 bulunur. Sonug olarak
¢ 30 6

15555155 5515555110510

13'5'12'23'11'21'2'29'19'28'9'26'17'5'8'23'3'22'29' 7’
20 31015452520 15 2510 25 15 20 25

27'4'13'19°5'629' 23'17°28'11'27 16 21’ 26’

elde edilir.

1
V2 =18=0c< 18a <1, ¢<30, (18a,c) =1 sartlar1 saglanmalidir. O
C

halde
18 .
c=18 = 18a< 18 = a=0ise —— =0 v a=1ise (18,18)=1 oldugundan
C
bu miumkiin degildir.
c=19=18< 19> a:Oise@:Ovazlise@:E
c c 19
c=20 = 18a< 20 = a=0ise 24 =0 v a=1lie 22 =18 _ 9
c c 20 10
c=21 = 18a< 21 = a=0ise 2% =gy a=1jee ¢ =18 _6
c c 21 7
c=22 = 18a< 22 = a=0ise 2% =gy ga=1jee ¢ =18 _ 3
c c 22 11
c=23 = 18a< 23 = a=0ise 2% =0 v a=1ise 24 = 18
c c 23
c=24 = 18a< 24 > a:Oise@:Ovazlise@:Ez§
c c 24 4
c=25=18< 25 = a:Oise@:Ovazlise@:E
c c 25
C=26 = 18a< 26 = a=0ise 24 =0 v a=1lie 22 =18 _ 9
c c 26 13
c=27 = 18a< 27 = a=0ise 2% =0y a=1jee ¢ =18 _2
c c 27 3
c=28 = 18a< 28 = a=0ise 22 =gy ga=1jge 24 =18 _ 9
c c 28 14
c=29 = 18a < 29 = a:Oi%@:ovazli%@:%
C C
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c:30:>18a£30:>a:0ise@=0va:1ise—:—:—
c c 30 5

bulunur. Sonug olarak

elde edilir.

mod 23'te H(\/E)’ye karsilik gelen Farey dizileri tablo halinde EK 3'te
verilmistir.

a3 a3
. &

c C

<1, c<n, (a\/§,c) = 1'dir.

1.3.1de +/3'iin p =11, 13, 23, 37, 47, ... asdlarticin bir tam kare oldugunu
gostermistik.

Asagidamod 11, mod 13, mod 23 igin H(x/g)’e karsilik gelen Farey dizileri
hesaplanmustir.
* mod 11 icin; <3 = /25 =5veya +/3 = +/36 =6'dir. /3 sayisint GF(11)

cisminin bir elemar olarak distinebiliriz. Buradan

0< —a\/é _ 5 veya6—a <1, c<n,(5a,c)=1veya(6a.c) =1
C C

sartlarinin saglandhig agiktir.

V3=q(mod11) igin F, kiimesini belirlemeye calisalim:

n=>5icin; F;, =2

V3=5=0¢< 5—a <1, ¢c<5, (54,¢) =1 sartlan saglanmalidir. O halde

c=5=5<5= a=0ie > =0v a=1lis (5,5)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir. Sonug olarak
Fis = {0,1}

elde edilir.
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J3=6=0c< 6a <1, ¢c<5 (6a,c) =1sartlam saglayan

C
Foe = {01
elde edilir.

n=6igin; Fy, =?

V3=5=0c< > <1, ¢c<6, (5a,c) =1sartlan saglanmalidir. O halde
C

c=5=Bas<5= a=0ie>2=0v a=1lis (5,5)=1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6 =>5<6= a:OiseS—a =0v azlise5—a =3 bulunur. Sonug
C C
olarak
5
Fie = JO,—,l}
6,5 1 6
elde edilir.

B=6=0< <1 c<6 (6a,c) =1
C

c=6=>6a<6=a=0va=1= (66)=1 odugundan mumkin
degildir. Sonug olarak

Ftsl,e = {0’1}
elde edilir.
n =7 icin; F;lq =7

J3=5=0<>% <1 c<7 (5ac)=1sartlan saglanmalicir. O halde

C

c=5= 5a<5= a=0iee % =0v a=1lise (5,5) =1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6=>5a< 6= a:Oise%:Ovazlise%:§
c c 6
— A Da _ ... ba 5
c=7=5<7=a=0ise— =0v a=1lise — —?bulunur. Sonug
C C

olarak
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elde edilir.

V3=6=0c< 6a <1, ¢c<7, (6a,c) =1sartlarn saglanmalidir. O halde
C
c=6=6a<6=>a=0va=1= (66)=1oldugundan mimkin
degildir.

c:7:>6as7:>a:Oise6—a:0v a:1ise6—a :gbulunur. Sonug
C C

6
Fu = {0,;,1}

olarak

elde edilir.

n=8icin; Fy, =7

B=5=0<2 < 1, ¢ <8, (5a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O halde
C

c=5=5a<5= a=0ise>2 =0v a=1ise (5,5)#1 oldugundan bu
C

mUmkin degildir.

c=6=>5<6=> a=0ise@:0va:1ise%:E
c c 6

c=7=b5a< 7= a=0ise@:0va:1ise%:g
C c

c:8:>5a38:>a:Oise5—a:0va 1|se5—a

C C

o

> bulunur. Sonug

olarak

Fu = o

&

CI)IU'I

§
"7
elde edilir.

B=6=0<2 <1 c<8 (6ac) = 1sartlan saglanmalichr. O halde
C

c=6=>6a<6=a=0va=1= (66)%1 oldugundan miimkin
degildir.
6a _ 6

c=7=6a< 7= a= OISEG—‘O\/a lise — =
C C
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c:8:>6as8:>a:0ise6—a:0v azlise6—a:g=%bulunur.

C C
Sonug olarak
Foos = {0,

elde edilir.
n =9 icin; Fé’lq =7

JB3=5=0<>% <1 ¢c<9, (5u0c) =1 sartlan saglanmalicir. O halde

C

c=5=5<5= a=0ie>2 =0y a=1lis (5,5)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

c:6:>5as6:>a=0ise5—a:0va:1ise@:§
c c 6
c:7:>5as7:>a=0ise5—a:0va:1ise@:§
c c 7
c:8:>5as8:>a=0ise5—a:0va:1ise@:§
c c 8
— A~ 5a _ ... b5a _5
c-9:>5a39:>a—0|se——Ova—llse——gbulunur. Sonug
C C
olarak
Fll :JO’§'§’§’§,1}
7 179'8'7'6
elde edilir.

3=6= 0<% <1 c<9 (64,c)=1satlansaglanmalicir. O halde
C

c=6=>6a<6=a=0va=1= (66)=1odugundan mimkin
degildir.

c=7T=>6a<s 7> a=0ise6—a:Ova:1ise—a:§
c c 7
c=8=>6a< 8= a=0ise6—a:Ovazliseﬁ—a:§:§
c c 8 4
c:9:>6a£9:>a:0ise6—a:0v azliseG—Q:E:Ebulunur.
c c 9 3

Sonug olarak
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elde edilir.

n =10 igin; F;, =?

B=5-0<2
C

halde

<1, ¢ <10, (5a,c) =1 sartlan saglanmalidir. O

.5 ,
c=5=5a<5= a=0ise — =0 v a=1ise (55)=1 oldugundan bu

c
mUmkin degildir.

c=6=>5a<6= a:Oise%:Ovazlisesc—a
c=7=5ba<7=> a:Oise%:Ovazlisesc—a
c=8=5< 8= a:Oise%:Ovazlisesc—a
c=9=5<9=> a:Oise%:Ovazlisesc—a—

c=10 = 5ha < 10:>a:Oise%:Ova:1ise—

c
ise (10, 10) # 1 oldugundan mumkin degildir. Sonug olarak

elde edilir.

J§=6:>os6—“
C

halde

(e NN¢ N BN ENENS Wer RN

5a
c

<1, ¢ <£10, (6a,c) =1sartlan saglanmalidir. O

c=6=>6a<6=>a=0va=1= (66)%l odugundan mimkin

degildir.
c=7=>6a<s 7> a=0ise6—a:Ova:1ise6—a
C C
c=8=>6a< 8= a=0ise6—a:Ova:1ise6—a
C C
c=9=>6a<9=> a:OiseB—a:OvazliseG—a
C C

c=10 = 6a< 10:>a:0ise6—a:Ov a=1lise

C
Sonug olarak
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(o))
N

c

Slowinv Mw

3
= — bulunur.
5



Fu - fo,§,2,§,§,1}
® 175’347
elde edilir.

n =11 i¢in, Fiq =7

5
J3=5=0c< > <1 c¢ <11, (5a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c

halde

c=5=5<5= a=0ie > =0v a=1lis (5,5)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

c=6=>5a<6=> a=0ise%:0va:1ise%:§
c c 6
c=7T=>5ba< 7> a=0ise%:0va:1ise%:§
c C 7
c=8=>5a<8=> a=0ise%:0va:1ise%:§
C C
c=9=>53<9> a=0ise%:0va:1ise%:§
c c 9
c=10 = ba < 10:>a:Oise5—a:Ova:1ise5—a:£:1va:2
C c 10 2
ise (10,10) = 1 oldugundan miimkiin degildir.
c=11=>5a< 11l => a=0ise5—a:Ova:1ise5—a:§va:2ise
c c 11
2 10 bulunur. Sonug olarak
c 11
1 _j 51555510
F115_ 1_1_1_1_1_1_!_!1
*1711'2'9'8'7'6'11
eldeedilir.
B=6=0< % <1 ¢<11, (6ac) = 1satlan ssglanmaidr. O
C
halde

c=6=>6a<6=>a=0va=1= (66)%l odugundan mimkin
degildir.

c=7T=>6a<s 7> a=0ise6—a:Ova:1ise6—a:§
c c 7
c=8 > 6a<8= a=0ise 2 =0va=1lise % =0_3
c c 8 4
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c=9=>6a<9=> a=0ise6—a:0\/a:1ige6_a:g:§

C C
c=10=>6a< 10> a=0ise6—a:Ova=1ise6—a:E:§
c c 10 5
c=11=>6a< 1l > a=0ise6—a:Ova:1ise6—a: 1%bulunur.
C C
Sonug olarak
Fiiﬁ = {01£1§121§1§11}
' 1153 47
elde edilir.

n=12icin; Fj; =7?
B=5=0<> <1 ¢c<12 (5ac) = 1satlan saglanmalidr. O
C

halde

.5 .
c=5=5a<5= a=0ise — =0 v a=1ise (55)=1 oldugundan bu
c

mumkan degildir.

c=6=>5a< 6= a:Oise%:Ovazlisesc—azg

c=7=>ba< 7= a:Oise%:Ovazlisesc—a:g

c=8=5a<8= a:Oise%:OvazliseSC—azg

c=9=>5a<9=> a:Oise%:Ovazlisesc—a:g

c=10 = 5a< 1O:>a:Oise%:Ovazlises—aZE:1 va=2
c c 10 2

ise (10,10) # 1 oldugundan mimkiin degildir.

c=11=5a< 11 => a=0ise5—a:Ova:1ise%:l%va:2ise

C C
54 _ 10
c 11
c=12 = 5a§12:a20i51es—a:OvazliszeS—Q:i va:2ise5—a=
c c 12 c
10 5
— = — bulunur. Sonug olarak
12 6

125 = YU s v A ATt 5 A

F11_{05 51555510}
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elde edilir.

J3=6=0c¢<

ba <1 c <12, (6a,c) = 1satlan saglanmalidir. O
C

halde
c=6=>6a<6=a=0va=1= (66)=1odugundan mimkin

desildir.

c:7:>6as7:>a=0ise6—a:Ova:1ise6—a:§

c c 7
c:8:6a£8:a=0ise6—a:OvazliseG—a:§:§

c c 8 4
c:9:6a£9:a:Oise6—a:ova:1iseG_“=§:Z

c c 9 3
CZlO:GaS10:a=0i866—a20va:1i596—a:£:§

c c 10 5
c:11:6a£11:a20i3e6—a:Ovazlise6—a:E

c c 11
c:12:>6as12:>a:Oise6—a:0va:1ise6—a:£=1va:2

c c 12 2

ise (12, 12) #1 oldugundan mimkuin degildir. Sonug olarak

1 _{ 163236 }
elde edilir.

n =13 i¢in; F; =7?

V3=5=0c¢< S 1, ¢ <13, (5a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
C

halde

c=5=>5a<5= a=0ise >a =0 v a=1lise (55)=1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

c=6=>5a<6= a=0ise5—a:Ova:1ise@
C C

olooojo~NloTo o

c=7T=>5a< 7= a=0ise5—a:Ova:1ise@
C C

c=8=5a<8= a=0ise5—a:Ova:1ise@
C C

c=9=5a<9= a=0ise5—a:Ova:1ise@
C C
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c=10 = ba < 1O:>a:Oise%:Ova:1ise5—a:£:1va:2
C c 10 2

se (10,10) = 1 oldugundan miimkiin degildir.

c=11=5a< 11 => a=0ise5—a:Ova:1ise%:l%va:2ise

C C
5¢ _ 10
c 11
c=12 = ha< 12:>a:Oise5—a:Ovazlise‘s—a:E vV a=2ise
c c 12
50 _10 5
c 12 6
— A~ ba ... 5a _ 5 A
c=13=>5a<13=a=0ise—=0va=lise —=— va=2ise
C C
5 _ 10

=— = =— bulunur. Sonug olarak
C

11_{555155510510}
Fizs =40 1
1312112987 13611

elde edilir.

V3=6=0c< ba <1, ¢ <13, (6a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
c

halde

c=6=6a<6=a=0va=1= (66)=1oldugundan mimkin
desildir.

c=7=>6a<7= a= 0IS€6——Ova 1|se6—a—$

C c
c:8:>6as8:>a:Oise6—a:Ova:1ise6—a:§:§

c c 8 4
c=9=06a<9= a= OISEG——O\/a 1lse6—a—§:g

c c 9 3
c=10 = 6a< 10 = a=0ise ¥ =0 v a=1iee -8 -3

c c 10 5
c=11=>6a< 11 = a= OISEG——O\/a 1lse6—a:E

c c 11
c=12=6a< 12= a= Olse6——0va 1|se6—a:£:lva:2

c c 12 2

se (12,12) #1 oldugundan mimkiin degildir.

c=13=>6a< 13> a:OiseB—a:OvazliseG—a: — va=2ise
c c 13
ba 12 bulunur. Sonug olarak
c 13
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616323621

1 - = MY Y e vy

16~ { '13'2'11'5'3'4' 713’ }
dlde edilir,

n=14icin; F;, =7

5
J3=5=0c< > <1, c <14 (5a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c

halde

c=5=5<5= a=0ie>2 =0y a=1lis (5,5)#1 oldugundan bu
c

mUmkin degildir.

c:6:>5a36:>a=0ise5—a:Ovazlise%:E
c c 6
c:7:>5as7:>a=0ise5—a:Ovazlise%:E
c c 7
c:8:>5as8:>a=0ise5—a:Ova:1ise%:§
C C
c:9:>5as9:>a=0ise5—a:Ovazlise%:E
c c 9
c:10:5a£10:>a:Oise5—a:0va:1ise5—a:£=1va:2
c c 10 2
ise (10,10) # 1 oldugundan mumkiin degildir.
c:11:>5as11:>a:Oiseﬁ:Ova:1ise5—a:Eva:2ise
c c 11
50 _10
11
c=12 = bha< 12:>a:0ise@:Ova=1ise5—a:E v a=2ise
c c 12
5 _10_5
c 12 6
c:13:>5as13:>a:0ise5—a:Ova=1ise5—a:Eva:2ise
c c 13
50 _10
13
c:14:>5a£14:>a=0ises—a:Ovazlises—a:iva:Zise
c c 14
S5¢ _10 _5

— = — = = bulunur. Sonug olarak
c 14 7
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i ={ 5 5 5 51555105101}
“5 7 1714'13'12'11°2'9'8°7'13°6' 11

elde edilir.

B=6=0< % <1 ¢c<14 (6a,c) = 1satlan saglanmaidr. O
C

halde

c=6=>6a<6=>a=0va=1= (66)=1 odugundan mimkin
desildir.

c=7T=>6a< 7= a= Olse6——0va 1|seﬁ—a-9
c c 7
c=8=6a< 8= a= 0IS€6——Ova 1|se6—a:§=§
c c 8 4
c=9=>6a<9= a= OISGG——Ova 1|se6—a—§=Z
c c 9 3
c=10 =>6a< 10 = a= OISGG——Ova 1|se6—a:£:§
c c 10 5
c=11 =>6a< 11l = a= OISGG——Ova 1|se6—a:E
c C 11
c=12 = 6a< 12 = a= OISEG—‘O\/a 1lse6—a:£:lva:2
c c 12 2
se (12,12) =1 oldugundan miimkin degildir.
c=13=>6a< 13 = a= 0IS€6—a—Ova 1|S€6—a=£va=2ise
c c 13
6a _12
c 13
c=14 = 6a< 14 = a= 0IS€6——Ova 1|se6—a—£:§va:2
c c 14 7
ise6—a L. §bulunur Sonug olarak
c 14 7
pn - [03616323612
146~ 1%7°13'2°11'5'3'4' 7'13’
edeedilir.

n = 15 icin; F15q =7

J3=5=0c¢<

M <1, ¢ <15 (5a,¢) = 1sartlan saglanmalidir. O
c

halde
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c=5=5a<5= a=0ise>2 =0 v a=1lise (5,5)#1 oldugundan bu
c

muUmkin degildir.

c:6:>5as6:>a=0ise%20va:1ise@:E
c c 6
c:7:>5as7:>a=0ise%20va:1ise@:E
c c 7
c:8:>5as8:>a=0ise%20va:1ise@:§
c c 8
c:9:>5as9:>a=0ise%20va:1ise@:E
c c 9
c:10:>5as10:>a:Oise5—a:Ova:1ise5—a:£:1va:2
C c 10 2
ise (10,10) # 1 oldugundan mumkin degildir.
c:11:5a£11:a:0iseﬁ20va:1ise5—a:%va:2ise
C C
5a _ 10
c 11
c=12 = 5a < 12:>a:0ise@:ovazlisefs—“=32 v a=2ise
C C
¢ _10 _5
c 12 6
_ . 5a _ ... ba 5 4
c=13=>5a<13=>a=0ise—=0va=1lise—=— va=2ise
c c 13
54 _ 10
c 13
c=14=5a<14 = a=0ise 2% =0v a=1lie 22 = 2 v a=2ise
c c 14
¢ _10 _5
14 7
c=15=>5a<15 = a=0ise 2 =0v a=zlie X =2 =1 =2
c c 15 3
. Bbg 10 _ 2 m . o e
e = = -= 3 vas 3 ise (15,15)#1 oldugundan mimkin degildir. Sonug
C
olarak
y _[p155551552510510,
155 '3'14°13'12'11’2°'9°8’3'7'13' 6’11’
elde edilir.
B=6=0<% <1 ¢<15 (6a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
C
halde
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cC=6=>6a<6=>a=0va=1= (66)~1 oldugundan mimkiin
degildir.

c=7=6a< 7= a= Olse6——0va 1|se6—a:§
c c 7
c=8=6a< 8= a= 0IS€6——O\/a 1|seB—a-§:§
c c 8 4
c=9=>6a< 9= a= Olse6——0va 1|se6—a:§=Z
c c 9 3
c=10 => 6a< 10 = a= Olse6——0va 1|se6—a:£:§
c c 10 5
c=11 =>6a< 11l = a= Olse6——0va 1|sze6—a:E
c c 11
c=12 > 6a< 12 = a=0ise 2 =0va=1lie 2 =58 _14=2
c c 12 2
se (12,12) #1 oldugundan miimkiin degildir.
c=13=>6a< 13 = a= 0IS€6——O\/a 1|se6—a:£va:2ise
c c 13
6a _ 12
c 13
c=14 = 6a< 14:a=0ise6—azova:1ise6—a:£:§va:2
c c 14 7
. 6a _12 _ 6
ise —="—===
c 14 7
c=15=6a< 15= a= Olse6——0va 1|s:e6—a—£:g va=2
c c 15 5
ise ba _12_14 bulunur. Sonug olarak
c 15 5
1 236163234612
F1se: __________ 1
57132115345713
elde edilir.

mod 11'de H(x/§)’e karsilik gelen Farey dizileri tablo halinde EK 4'te
verilmistir.

Simdi mod 13igin H(x/§)’ekarslhk gelen Farey dizilerini hesaplayalim.

* mod 13icin; +/3 = \/16 =4 veya +/3 = +/81 = 9'dur. /3 sayisim GF(13)
cisminin bir elemar olarak distinebiliriz. Buradan

121



0< ——=—veya— <1, c<n,(4ac) =1lveya(9a.c) =1
c c C

sartlarinin saglandhig agiktir.

Simdi +/3=q(mod 13) icin F;> kimesini belirlemeye calisalim:
n =4 icin; qu =7

V3=4=0¢< da 1, ¢ <4, (4a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O halde

c

c=4=4da<4=a=0ise =0y a=1 omahdr. Fakat (4,4)#1
C

oldugundan bu mimkun degildir. Sonug olarak
Fi. = {01}
elde edilir.

J3=9=0< 9a 1, ¢ <4, (9a,c) = 1sartlanm saglayan
C

ng = {0,1}
eldeedilir.
n =5 icin; Ff’q =7?

da
c

c=4 > 4da<4—=a=0ie%=0yv a=1 omadr. Fakat (4,4)=1
c

J3=4=0< <1, ¢ <5, (4a,c) = 1sartlan saglanmalichr. O halde

oldugundan bu mimkuin degildir.

c=5=4a<5= a=0ise 4—a:O va=1ise da_4 bulunur. Sonug
C C
olarak
4
Fo, = {O,g,l}

elde edilir.
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B=g=o0< X < 1, ¢ <5, (9a,c) =1sartlanm saglayan
C

Fgo = {01}
elde edilir.

— s 13 -
n—61c1n,F6’q—?

V3=4=0< ﬂ <1, ¢ <6, (4a,c)=1satlan saglanmalidir. O halde

c=4=da<4=a=0ie =0y a=1 omadr Faka (4,4)=1
C

oldugundan bu mimkuin degildir.

c=5=4a< 5= a= 0IS€4——0va 1|se4—a-ﬂ
c c 5
C=6=4a<6=a=0ie ®=0va=1ise 2= *_2 pyunr.
c c 6 3
Sonug olarak

2 4
F13 = J01_a_!1}
6,4 3 5

-l
dlde edilir.

J3=9=0< 9a 1, ¢ <6, (9a,c) = 1sartlanm saglayan
C

Foo = {01}
elde edilir.

n =7 i¢in; Ff’q =7

oldugundan bu mimkun degildir.

c=5=4a< 5= a= Olse4——0va 1IS€4—a ﬂ
c c 5
c=6=>4a< 6= a= Olse4—:Ova 1|se4—a— ﬁ=E
c c 6 3
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c:7:>4as7:>a=0ise4—a:0va=1ise
olarak

4a
c

\ll-b

bulunur. Sonug

- o
eldeedilir.

B=9-0<2% <1 ¢c<7, (9a,c) =1 sartlanm saglayan
c

Fro = {0’1}
elde edilir.

o o 13
n=8icin; F;’ =7

V3=4=0¢< da 1, 8, (4a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O halde
C
c=4=4a< 4= a=0ise ﬂ:0 v a=1 olmaldir. Fakat (4,4)¢1
C
oldugundan bu mimkan degildir.
c=5=4a< 5= a= Olse4——0va 1|se4—a—ﬁ
c c 5
cC=6=>4a< 6= a= Olse4—:0va 1|se4—a— ﬂ_g
c c 6 3
c=8 =>4a< 8= a= Olse4——0va 1|se4—“ ﬂ=£v a=2
c c 8 2
se(8,8) =1 oldugundan mimkiin degildir. Sonug olarak
1424
FB :IO,—,—,—,—,l
47172735

elde edilir.

B=g=o0< X < 1, ¢ <8, (9a,c) =1sartlanm saglayan
C

Fos = {0.1)
elde edilir.

e o .13 _
n=9i¢in; F; =

124



da
c

c=4=4da<4=a=0ie =0y a=1 omaidr. Fekat (4,4)=1
c

V3=4=0¢< <1, ¢c<9 (4a,c)=1satlansaglanmalichr. O halde

oldugundan bu mimkan degildir.

c:5:>4as5:>a:Oise4—a:0va:1ise4—a:ﬂ

c c 5
c:6:>4a36:>a=0ise4—a20va:1ise4—a: é:g

c c 6 3
c:8:>4a£8:>a:0ise4—a=0va:1ise4—a:ﬂzlvazz

c c 8 2
ise(8,8)#1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c:9:4a£9:a:Oise4—a:0vazlis;eA'—G’:gva:2ise4—a:§

C C C

bulunur. Sonug olarak

elde edilir.

VB3=90<2 <1 c<o, (9a,¢) = 1 sartlan saglanmalidir. O halde
Cc

c=9= 9%a<9= a=0ise 2=0v a=1 bulunur. Faka (9,9)=1
c

oldugundan bu mimkin degildir. Sonug olarak
Fos = {03
elde edilir.
n=10igin; F5 =7

da

V3=4=0< — <1, ¢ <10, (4a,c) = 1sartlan saglanmaidir. O
C

halde

cC=4 = 4a< 4= a=0ixe ﬂ:0 v a=1 olmaidir. Fakat (4,4)7&1
C

oldugundan bu mimkun degildir.
c=5=4a<5=> a=0ise4—a:O va=1 ise4—a: g
C C
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c:6:>4a36:>a=0ise4—a20va:1ise4—a: ﬂ:Z
c c 6 3
c:8:>4a£8:>a:0ise4—a=0va:1i9e4—a:ﬂ:1v a=2
c c 8 2
se(8,8) =1 oldugundan bu miimkiin degildir.
c=9=4a< 9= a= 0IS€4——0va 1|se4——ﬂva 2|se4—a—§
c c 9 c
c=10 = 4a< 10 = a= Olse4——0va 1|se4—a—i:gva:2ise4—a:
c c 10 5 c
8 4
— = — bulunur. Sonug olarak
10 5
pozfo2218248)
175'9'2'7'3'5'9
elde edilir.
B=gomo0< X o 1, ¢ <10, (9a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
C
halde

c=9 = %9a< 9= a=0ise 2=0v a=1 bulunur. Faka (9,9) =1
c

oldugundan bu mumkuin degildir.

c=10 > 9a< 10 = a=0ise 9——O v as 1|se9—a Rl bulunur. Sonug
C C
olarak
j 9
109 1 _0
elde edilir.
n = 11 i¢in; Fuq =
JV3=4=0¢< 4a <1, c <11, (4a,c) = 1sartlan saglanmaidir. O
C
halde

c=4 = da<4d=a=0ise 2=0v a=1 omaidr. Faka (4,4)=1
c

oldugundan bu mimkan degildir.

.4 .4
c=5=>4a<5=> a:O|se—a:0va:1 |se—a:
C C

.4 .4
c=6=>4a< 6= a=0|se—a:Ova:1|se—a:
C C

[ BIF S &; BN
wIN
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c:8:>4a£8:>a:0ise4—a=0va:1i9e4—a:ﬂ:1v a=2
c c 8 2

se(8,8) =1 oldugundan bu miimkiin degildir.

c:9:4a£9:a=0ise4—a:Ova:1ise4—a:£va 2|se4—a 8
c c 9 c 9
c=10 = 4a< 1O:a:Oiseﬂ=0va:lise£:i=Eva:2ise
c c 10 5
4a_ 8 _4
c 10
c:11:>4a£11:>a:0ise4—a:0va:1ise4—a:iva=2ise
c C 11
da_8 bulunur. Sonug olarak
c 11
13 _[ 241428 4 8
I:114_ ________
: l 11'5'9'2'7'3'11'5'9"
eldeedilir.
Bz9=0< 2 <1 o< (9a,¢) = 1sartlan saglanmalidir. O
C
halde

c=9= %<9 = a=0ise %=0v a= 1 bulunur. Fekat (9,9)#1
C

oldugundan bu mimkun degildir.

c=10=9 < 10= a= Olseg——Ova llseg—a 9
c c 10
c=11=>9< 11 = a= 0IS€9—‘0\/a 1|se9—a——bulunur. Sonug
C C
olarak

elde edilir.

n =12 i¢in; F127 =7

B=4=0<2 1 c<12 (4a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O

c

halde
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c=4 = da<d=a=0ie “=0ya=1 omadr. Faka (4,4)=1
C

oldugundan bu mimkan degildir.

c=5=>4a< 5= a= Olse4—:0va 1|se4—a—ﬂ
c c 5
c=6=>4a< 6= a= Olse4—-0va 1|se4—a ﬂ=Z
c c 6 3
c=8 = 4da<8=a=0ise X=0va=1liee ¥=2_1,4=-2
c c 8 2
se(8,8) 1 oldugundan bu miimkiin degildir.
(::9:>4as9:>a:Oise4—a:Ovazlised'—a—ﬂva:2ise4—a=§
c c 9 c
c=10 = 4a< 10:>a:Oise£=0va:1ise£:i:§va:2ise
c c 10 5
4da_8 _4
c 10 5
c:11:>4a£11:a:0ise4—a:0va:1ise4—a:iva:Zise
C C
4a_ 8
c 11
c=12 = 4a< 12:>a:0ise4—a=0va=1iseﬂ=i:1va=2ise
C C
4a 8 2 _ . e o
T3 v a= 3 bulunur. Fakat (12,12)=1 oldugundan bu mimkiin degildir.
C
Sonug olarak
3w _ o1 424142848
124 '3'11'5'9'2'7'3'11'5°9’
elde edilir.

B=9=0< 2 <1 ¢<12 (9ac) = 1satlan saglanmalidr. O

C

halde

c=9 = %a<9= a=0ise %=0v a=1bulunur. Fekat (9,9)#1
c

oldugundan bu mimkan degildir.

c=10=9a< 10> a= Olseg——Ova 1|se9—a 9

c C 10

c=11=9a< 11 = a:Oiseg—a:Ovazliseg—azg
c c 11
c=12 = 9a<12 = a=0ise =0 v a=1ise =2 -2 pulunur.
c c 12 4

Sonug olarak
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T
B &
©

1]

—
o

IR

elde edilir.

n =13 icin; Fﬁyq =

B=4=0< ™ <1 c<13 (4a,¢) = 1 sartlan saglanmalicir. O
C
halde

c=4=4da<4=a=0ise =0y a=1 omahdr. Fakat (4,4)%1
C
oldugundan bu mimkan degildir.

c=5=>4a< 5= a= 0IS€4——0va 1|se4—a—ﬁ
c c 5
c=6=>4a< 6= a= 0IS€4——0va 1|se4—a ﬂ=§
c c 6 3
c=8 = 4a< 8= a= Olse4——0va 1|se4—a ﬂ=1va:2
c c 8 2
se(8,8) =1 oldugundan bu mumkiin degildir.
c:9:>4as9:>a=0ise4—a:Ova:1ise4—a:£va 2|se4—a—§
c c 9 c
c:10:>4a£10:>a:0ise£=0va:1iseﬁ:i:zva:2ise
c ¢c 10 5
4a_ 8 _4
c 10 5
c=11 = da<11 = a=0ise 2=0va=1lise ¥=2, a=2ie
C C
4a_ 8
c 11
c:12:>4as12:>a:Oise4—a=Ovazliseﬂ=i:1va:2ise
c c 12 3
4q 8 2
— T3 vas 3 bulunur. Fakat (12,12)=1 oldugundan bu mimkin degildir.
C
c:13:>4a£13:>a:0ise4—a:Ova:1ise4—a:iva:2ise
C C
ﬁ—Eva 3|se4—a 12 bulunur. Sonug olarak
c 13 c 13

- 41424148284812
13.4 '13'3'11'5°9°2°7'13’3'11'5° 913’

elde edilir.
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B=9=0< X <1 ¢c<13 (9a,¢) = 1 sartlan saglanmalidir. O
C
halde
c=9 = 9%a<9= a=0ise %=0v a=1 bulunur. Fekat (9,9)#1
C
oldugundan bu mimkan degildir.
c=10=>9a< 10 = a= Olseg——Ova 1|se9—a— 9
c C 10
c=11=>9< 11 > a=0ise9—a:Ovazliseg—a:3
c c 11
c=12 =>9a< 12 = a= Olseg——ova lise ga 9=§
c c 12 4
. 9 . 9% 9
c=13= 9 <13=a=0ise—=0v azllse—:E bulunur. Sonug
C C
olarak
9 39 9
FlS :[ ____1}
B9 1713741110
edeedilir.

n = 14 i¢in; F147 =

SB=a=0< < 1, ¢ <14, (4a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
C
halde

c=4 > 4a<4=a=0iee¥=0v a=1 omadr. Fakat (4,4)=1
c

oldugundan bu mimkan degildir.

c=5=4a< 5= a= 0IS€4——0va 1|se4—a 4
c c 5
c=6=>4a< 6= a= Olse4——0va 1|se4—a é=§
c c 6 3
c=8 = 4a< 8= a= Olse4——0va 1|se4—a ﬂ=1va:2
c c 8 2
se(8,8) =1 oldugundan bu mimkiin degildir.
c:9:>4as9:>a=0ise4—a:Ova:1ise4—a—ﬂva 2|se4—a—§
c c 9 c
c:10:4a£10:a:Oiseﬂ=0va:1ise£:i=gva:2ise
c c 10 5
4da_8 _4
¢c 10 5
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c:11:>4asll:>a:0ise4—a:0va:1ise4—a:iva:2ise
c C 11
4a_ 8
c 11
c:12:>4a312:>a20ise4——0va lise ﬂ=i:%va:2ise
C C
4a 8 2
S5V aT 3 bulunur. Fakat (12,12)=1 oldugundan bu miimkiin degildir.
C
c=13 = 4a< 13 = a= Olse4——0va 1|se4—a—1iva 2ise
C C
4a _ 8 da 12
—=—v a=3ise —= —
c 13 c 13
c:14:>4a£14:>a:Oise4—a:Ova:1i3e4—a=i:gva:2ise
c c 14 7
4a - é=£v a=3ise da_12 6 bulunur. Sonug olarak
c 14 7 c 14
e -Jg2414241482846812
14 '7'13’3'11’5'9'2°7'13’3'11'5'7'9°13’
elde edilir.
9
V3=9=0< 7 <1, c<14, (9a,c) = 1satlan saglanmaidr. O
C
halde

c=9 = 9%a<9= a=0ise =0+ a=1bulunur. Fekat (9,9)#1
c

oldugundan bu mumkun degildir.

c=10=9a< 10= a= Olseg——Ova 1|se9—a— 9
c ¢ 10
c=11 = 9a< 11:a:0ise9—a:Ova:1ise9—a:2
c c 11
c=12=9a< 12= a= Olseg——Ova 1|sze9—0’—g=§
c ¢c 12 4
c=13=9 < 13= a= Olseg——Ova 1|s;e9—a—g
c ¢c 13
9a 9% _ 9
c=14 = 9a< 14 = a=0ise 22=0v a=1lise 2= ﬂbulunur. Sonug
C c

olarak
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elde edilir.

n=15icin; F;} =7?

4
V3=4=0< "% <1, ¢ <15 (4a.c)=1satlan saglanmalichr. O

C
halde
c=4 = da<4d=a=0ise Y=0va=1 omaidr. Faka (4,4)=1

C
oldugundan bu mimkan degildir.

c=5=>4a<5= a= Olse4——0va 1|se4—a—ﬂ
c c 5
c:6:>4a36:>a=0ise4—a20va:1ise4—a: ﬂ:Z
c c 6 3
c=8=4a<8= a= Olse4——0va 1|se4—a—ﬂ:1va:2
c c 8 2
ise(8,8) 1 oldugundan bu miimkiin degildir.
c:9:4a£9:a:Oise4—a:Ova:1ise4—a:ﬂva 2|se4—a—§
c c 9 c
c:10:>4as1O:>a:Oise£:Ova:1iseﬂ:i=Eva:2ise
c c 10 5
4a_8 4
c 10 5
c:11:>4a£11:>a:0ise4—a20va:1ise4—a:iva:Zise
C C
4a_ 8
c 11
c:12:4a£12:a:Oise4—a:Ovazliseﬁzizlva:Zise

c ¢ 12 3

4q 8 2 o
T gVvaT 3 bulunur. Fakat (12,12)=1 oldugundan bu mimkin degildir.
C
c=13 = 4a<13 = a=0isee P=0va=1lise ¥=2, a=2is
C C
4q 8 4a 12
—=— v a=3ise
c 1 c 13
c=14 = da <14 — a=0ise =0y a=1lise ¥= *_2, a=2ise
c c 14 7
4qa 8 4 4q 12 6
—=—=—v a=3ise—= —=—
c 14 7 c 14 7
c=15 = 4a< 15— a=0iee =0v a=1liee ¥=4 | a=2ise
c ¢ 15
4qa 8 . 4 12 4
M-2a=3ise ===2-= bulunur. Sonug olarak
¢c 15 c 15 5
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F13:{ 424142418482846812}
o4 '15'7'13'3'11'5'9'2'15°7'13'3'11'5'7'9 13

elde edilir.

V3=9=0c< Sa <1, ¢ <15 (9,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
c

halde

c=9 = 9%a<9= a=0ise 2=0v a=1bulunr. Faka (9,9)#1
c

oldugundan bu mimkan degildir.

c=10=>9a< 10 = a= Olseg——Ova 1|se9—a 9
c c 10
c=11 =>9< 11 = a= Olseg——Ova 1|se9—a— 9
c c 11
c=12 = 9a< 12 = a= Olseg——Ova 1|sze9—0’—g=§
c c 12 4
c=13=9 < 183= a= Olseg——Ova llseg—a 9
c C 13
c=14 =>9%9a< 14 = a= 0IS€9—=Ova llseg—a—g
c C 14
c=15=9a<15= a= 0IS€9—=0\/a 1|se9—a—12:§ bulunur.
C C
Sonug olarak
F8 =032 93989 1}
’ 514'13'4'11'10
elde edilir.

mod 13'te H(~/3)'e karsiik gelen Farey dizileri tablo halinde EK 5'te
verilmistir.

Simdi demod 23 i¢in H(\/é)’ekarslhk gelen Farey dizilerini hesaplayaim.

* mod 23 iCin; V3 =7 veya V3 = 16dr. V3 sayisint GF(23) cisminin bir
eleman olarak dustinebiliriz. Buradan

0< a\/§:7_"vey 164 <1 c<n, (7ac)=1veya(16a,c) =1
c

C c
sartlarimn saglandig agiktir.

Simdi v3=q(mod 23) ise £ kiimesini belirlemeye galisalim:
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o o 23
n="7icin; F; =7

J3=7=0¢< Ta <1, c¢c<7, (7a,c) = 1 sartlari saglanmalidir. O halde

C

c=7=T7a<7=a=0ise 7—a:O v a=1 bulunur. Fakat (7,7)7&1
C

oldugundan bu mimkun degildir. Sonug olarak
Ff} ={0,1
elde edilir.

J3=16=0< 164 <1, ¢ <7, (16a,c) = 1lsartlann saglayan

c

F7is = {0

elde edilir.

n = 8 i¢in; F;‘Q’q =7

B=7=0<<1c<s (7a,c) = 1sartlar saglanmalidir. O halde

C

7
c=7=7a<7=a=0ise —=0v a=1bulunur. Fakat (7,7)=1
C

oldugundan bu mimkun degildir.

c=8=7a<8 = a=0ise 7—a:0v a=1lise fa_ ? bulunur. Sonug
c C
olarak
y
F2 =107
8,7 l 8
elde edilir.

J3=16=0¢< 16a <1, ¢ <8, (16a,c) = Lsartlanm saglayan
C

Foi = {04
elde edilir.

n=9icin; F;, =?
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B=7=0<"% <1 ¢c<9 (7ac) = 1satla saglanmalidir. O halde

c

c=7=7a<7=a=0ise =0y a=1bulunur. Fakat (7,7)#1
c

oldugundan bu mimkan degildir.

c=8=7a<8 =>a=0ise 7—a:Ov azlise7—a: !
c c 8
_ o~ Ta _ 4 a7
c=9=>7a<9 =a=0ise—=0v a=1lise —= s bulunur. Sonug
c C
olarak
77
Foo = {0,—,—,1}
9,7 9 8
elde edilir.
_ 16a _ <
V3=16= 0< =% <1, c<9, (16a,c) = lsartlanm saglayan
c
Fou = {01
elde edilir.
n =10 icin; F3;, =7
J3=7=0c¢< la <1, ¢ <10, (7a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
C
halde
c=7=>7a<7=a=0i% 9=0v a=1 bulunur. Faka (7,7)#1

C
oldugundan bu mimkan degildir.

c=8=>7a<8 = a=0ise 7—a=0v azlise7—a:
C C

[ RENINeHEN

c=9=7a<9 = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a:
C C

T .7 7
c=10 = 7a< 10 = a=0ise ——=0v a=1ise —= Ebulunur. Sonug

C C
olarak

F2 = {o, ggl}

7
10

elde edilir.
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JB=16= 0<% <1 c<10, (16a,c) = Lsartlan saglayan

c
Fins = {01
elde edilir.

n=11i¢in; F;; =?

<1, ¢ <11, (7a,c) = 1satlan saglanmalidir. O

\/§:7:>0£7—a
C

halde
c=7=T7a<7=a=0ise 7—a:O v a=1 bulunur. Fakat (7,7)7&1

C
oldugundan bu mimkan degildir.

c=8=7a<8= a=0ise ““=0v a=1lise 2=/
c c 8
c=9=7a<9 = a= 0IS€7—_O\/a 1|se7—a—Z
c c 9
c=10 = 7a< 10 = a= 0IS€7—:0\/a 1|se7—a—1
c c 10
. {a . la 7
c=11= 7a<11= a=0ise —=0v azllse—:l—lbulunur. Sonug
C C
olarak
Ff;:{o,llzz,l}
’ 11 10 9 8
elde edilir.
16a

V3=16= 0< == <1, c<11, (16a,c) = 1sartlanm saglayan

c

- (0,1

FlllG
elde edilir.
n=12igin; F;; =7

.,
VB=7=0< 2 <1, c<12 (7ac) = 1satlan saglanmahdir. O

c
halde

c=7=7a<7=a=0ise 7—a:Ov a=1 bulunur. Fakat (7,7)=1
C

oldugundan bu mimkun degildir.
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c=8=>7a<8 = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a:
C C

[(eBEN NEN

c=9=>7a<9 = a=0ise 7—a:Ov a:1i5e7—a:

C C
.7 .7 7
c=10 = 7a< 10 = a=0ise —4=0v a=1lise == =
c c 10
c=11=7a<1l = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a: 7
c c 11
_ . Ta _ i da_ T
c=12 = 7a<12 = a=0ise —=0 v a=1lise —= — bulunur. Sonug
C C
olarak
Ff§7 = {O’l’l’l’z’z’l}
' 12°'11'10 9 8
elde edilir.
16a -
V3=16= 0< == <1, ¢c<12 (16a,c) = 1sartiann saglayan
C
Flzj,lﬁ = {0’1}
elde edilir.
n=13i¢in; F;, =7
B=7=0< ' <1 ¢c<13 (7ac) = 1satlan saglanmahidir. O
C
halde

7
c=7=7a<7=a=0ise —=0v a=1bulunur. Fakat (7,7)=1
C

oldugundan bu mimkan degildir.

c:8:>7a38:>a:0ise7—‘1:0\/a:1i51e7—a:Z
c c 8
c:9:>7as9:>a:0ise7—a:Ova:1i5e7—a:Z
c c 9
c:10:>7a310:>a:0ise7—a:0va:1i3e7—a:1
c ¢ 10
c:11:>7a311:>a:0ise7—a20va:1i3e7—a:1
c c 11
c=12 = 7a< 12 = a=0ise 2%=0v a=1ise 4= L
c c 12
. Ta . Ta 7
c=13= 7a<13 = a=0ise —=0v a=1lise —= 1 bulunur. Sonug
C C

olarak
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F2 = {0,1,1,1,1,1,1,1}
' 13'12'11'10'9'8
dlde edilir.

JB=16=0<® <1 c<13, (16a,c) = 1sartlarnm saglayan

c
Fi, = {01
elde edilir.
n=14igin; F}; =7

Ta

VB3=7=0< = <1, ¢c< 14, (7ac) = 1sartlan saglanmahidir. O
C

halde
c=7=7a<7=a=0ise %=0+v a=1bulunur. Fakat (7,7)#1

C
oldugundan bu mimkuin degildir.

.7 .7 7
c:8:7a£8:a:0|se—a:0va:1|se—a:—
c c 8
.7 .7 7
c:9:>7a39:>a:0|se—a:0va:1|se—a:—
c c 9
c:10:>7a310:>a:0ise7—a:0vazlise7—a:1
c ¢ 10
c:11:>7a311:>a:0ise7—a:0va:1i5e7—a:1
c c 11
c:12:>7a312:>a:0ise7—a:0va:1i3e7—a:1
c c 12
c:13:>7a313:>a:0ise7—a:Ovazlise7—a:1
c c 13
c:14:>7a£14:>a:0ise7—a:0vazlise7—a:1:£bulunur.
c c 14 2
Sonug olarak

23_{17777771}
'2'13'12'11'10'9°8’

elde edilir.

16
V3=16= 0< =2 <1, ¢ <14, (16a,c) = Lsartlann saglayan

c
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Fos = {01
elde edilir.
n=15igin; F}; =7

7
BB=7=0< < 1, ¢ < 15, (7a,c) = 1sartlan saglanmahidir. O

C

halde

c=7=7a<7=a=0ise “=0v a=1 bulunur. Faka (7,7)#1
C

oldugundan bu mimkin degildir.

c:8:7a£8:a:0ise7—a:0va:1i53e7—a:Z
c c 8
4 . T 7
c:9:>7a39:>a:0|se—a:0va:1|se—a:—
c c 9
c:10:>7a310:>a:0ise7—a:0va:1i5e7—a:1
c ¢ 10
c:11:>7a311:>a:0ise7—a20va:1i5e7—a:1
c c 11
c:12:>7a312:>a:0ise7—a:0va:1i3e7—a:1
c c 12
c:13:>7a313:>a:0ise7—a:Ovazlise7—a:1
c c 13
c:14:>7a£14:>a:0isze7—a:Ova:1i51e7—a:1=l
c c 14 2
_ . Ta _ .. Aa_ T A
c=15=>7a<15= a=0ise—=0v a=1lise —= — v a=2ise
C C

fa_14 bulunur. Sonug olarak
c 15

I:15,7_ A’ A’108'18'11°17°' A’ 0’1

23_{ 71777777141}
'15°2'13'12'11'10°'9°8°15’

elde edilir.
16a

V3=16= 0< =% <1, ¢ <15, (164,¢) = 1sartlanm saglayan
c

Fee = {01
elde edilir.

n=16igin; F =7
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Ta

V3=7=0< = <1, ¢c< 16 (7ac) = 1satlan saglanmahidir. O
C

halde

c=7=7a<7=a=0i% 9=0v a=1 bulunur. Faka (7,7)#1
C

oldugundan bu mimkan degildir.

c=8=7a<8 = a= 0IS€7——Ova 1|se7—a-
C C
cC=9=7a<9 = a= 0IS€7——0va 1|se7—a
C C

@l\l oo|\1

T T 7
c:10:>7a310:>a:0|se—a:0vazllse—a:—
c ¢ 10
. Ta . fa
c=11=7a<11 > a=0ise —=0v a=1lise —= —
c c 11
c:12:>7a312:>a:0ise7—a:0va:1i3e7—a:1
c c 12
c=13 = 7a< 13 = a= 0IS€7—:0\/a 1|se7—a—1
c c 13
c:14:>7a£14:>a:0isze7—a:Ova:1i51e7—a:1=1
c c 14 2
c:15:>7a£15:a20ise7—a:Ovazlise7—a:l5va:2ise
C C

Ta_14

c 15
Ta 7

c=16 = 7a< 16 = a=0ise 1%=0 v a=tlise = L vaz2iw
C C

7 14
fa_>2_1 bqunur Sonug olarak
c 16 8

'16'15'2'13'12'11'10'9'8'15

16,7 —

elde edilir.

1
J3=16 = 0< % ¢ 1, ¢ < 16, (16a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c

halde

c=16 = 16a< 16 = a=0ise 2= 0 v a=1 bulunur. Fakat (16,16)=1

C
oldugundan bu mumkiin degildir. Sonug olarak

I:1616 - {O 1}

elde edilir.
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n=17i¢in; F5 =

J3=7=0c¢< fa <1, ¢< 17, (7a,c) = 1sartlan saglanmalidir. O
C

halde

.
c=7=7a<7=a=0ise —=0v a=1bulunur. Fekat (7,7)=1
C

oldugundan bu mimkan degildir.

c=8=7a<8= a= 0IS€7— Ov a= 1|se7_a_
C C
c=9=7a<9 = a= 0IS€7——0\/a 1|se7—a
C C

@l\l OO|\I

c=10 > 7a<10 = a= 0IS€7——Ova 1|se7—a s
c c 10

c:11:>7a311:>a:0ise7—a=0v azlise7—a=—
c c 11
C:12:>7aS12:>a:0ise7—a:O\/ a:]_ise?—a:l
c c 12
c=183=7a<13 = a= 0IS€7—_0\/a 1IS€7—a ’
c c 13
c=14 =>7a<14 = a= 0IS€7—:0\/a 1|se7—a—1
c c 4
. Ta . Ta .
c=155=7a<15= a=0ise—=0v a=1lise —= v a=2ise
c C

Gl~N NI~

fa_14

¢c 15
c=16 = 7a<16 = a= 0IS€7——0\/a 1|se7—a lva:Zise
c c 16
7a_14_7
16 8
Ta 7

T ) .
c=17 = 7a < 17:>a:0|se—a:0v a=lise —= — v a=2ise
c c 17

Ta_ % bulunur. Sonug olarak

A R N

elde edilir.

B=16=0<® 1 cc17 (16a,c) = 1 sartlan saganmalidir. O
c

halde
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16a

c=16 = 16a< 16 = a=0ise =—=0 v a=1bulunur. Fakat (16,16)=1
C
oldugundan bu mimkan degildir.
c=17 > 16a < 17 > a=0ise ﬁzo v a=1lise 16—a: 1—3 bulunur.
C cC
Sonug olarak
16
F2 = {O,—,l}
17,16 17
elde edilir.

n=18i¢in; F5; =7

V3=7=0c¢<

Ta <1, c < 18, (7a,c) = 1 sartlan saglanmalidir. O
c

halde
c=7=7a<7=a=0ise =0y a=1bulunur. Fokat (7,7)#1

C
oldugundan bu mimkin degildir.

c=8=>7a<8 = a=0ise 7—a:Ov a:1i5e7—a: !
c c 8
c=9=>7a<9 = a=0ise 7—a:Ov a:1i3e7—a: !
c c 9
c=10=>7a<10 = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a: 1
c c 10
. fa . fa
c=11 =>7a<11l =>a=0ise—=0v a=1lise —= —
c c 11
c=12 =>7a<12 = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a: 7
c c 12

c=13=>7a<13 = a=0ise 7—a:Ov azlise7—a: ’
c c 13

c:14:>7as14:>a:0ise7—a:0va:1i51e7—a:1=1
c c 14 2
c:15:>7a£15:>a:0ise7—a:Ova:1i5e7—a=lva:2ise
c c 15
7a_14
¢c 15
c:16:>7a£16:>a20ise7—a:0vazlise7—a:1va:2ise
C C
fa_14 _ 7
c 16 8
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=17 = 7a<17 = a=0ise L%=0v a=1ise %= L | a=2ise
c c 17
7a_14
17
c:18:>7a£18:>a:Oise7—a:Ovazlise7—a:1va:2ise
c c 18
7—61—1—4—Zbulunur Sonug olarak
c 18 9
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c c 18
7a_14 7
c 18 9
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7a=

Ta

c=19 = 7a<19 = a= Olse7——0va 1|se7—a—1va:2ise
c c 19
14
19
c:20:>7a§20:>a:Oise7—a:Ov a:1i3e7—a:lva:2ise
c c 20
14 7
20 10
c=21 = 7a< 21l = a= 0IS€7—:0va 1|se7—a—1:%v a=2ise
C C
14 _2
21 3
i Ta i 7 )
c=22 =>7a<22 > a=0ise—=0v a=1lise—= — v a=2ise
c c 22
14 7 7a 21
—=—va=3 —=—
22 11 c 22
_ A Ta _ . fa_ T A
c=23=> 7a<23=> a=0ise—=0v a=1lise —= — v a=2ise
c c 23
14 7a 21
— v a=3ise
23 c 23
_ Ta .. da_ 7 A
c=24 > 7a<24= a=0ise—=0va=1lise—=—va=2ise
C c 24
14 7 7a 21 7
=—=-—va=3ise — ==
24 12 c 24 8
_ Ta i Ta_ T .
c=25=>7a<25= a=0ise—=0va=lise—=— v a=2ise
c c 25
14 7a 21
v a=3ise —= =
25 c 25
Ta i Ta_ T A
C=26 >7a<26=>a=0ise—=0va=1lise—=—va=2ise
c c 26
14 7 . 7a 21
—=—v a=3ise —
26 13 c 26
_ Ta .. da_ 7 A
c=27 > 7a<27 = a=0ise—=0va=1lise—= — v a=2ise
C c 27
14 Ta 21 7
— v a=3ise —= — =—
27 c 27 9
c=28 = 7a<28 = a=0ise 14=0va=1liee = L -1, a=2ise
c c 28 4
14 1 Ta 21_3
v a=3ise—=—===
28 2 c 28 4
=20 = 7a <29 = a=0ise 1%=0va=1lise 4= a=2ise
c c 29
14
=—va=3ise 7—a:—va:4ise7—a—§
29 c 29 c 29
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6=30 = 7a<30 = a=0ise “%=0v a=1lise = Ly a=2ise
c c 30
7a _ 14 7 Ta 21 7 Ta 28 14
—=—"—=—va=3ise —= —=—v a=4ise —= =— ==— bulunur.
c 30 15 c 30 10 c 30 15

Sonug olarak

o771777777177777714114

” _ )E!E!Z)512_612_5)5)2_3)Z)é!%!ﬁ!ﬁ!ﬁ)]}!ﬁ!%)i)f)
0.7 714714727211437211421721142128

13'25'12'23'11°'3°10'29'19'4°9°26'17'25'8'23'15° 22" 29"

edeedilir.
J3=16= 0< 16a <1, ¢ <30, (16a,c) = 1 sartlarn saglanmalidir. O
C
halde
c=16 = 16a< 16 = a=0ise 2“=0 v a=1 bulunur. Fakat (16,16)=1
C
oldugundan bu mimkan degildir.
c=17 = 16a < 17 = a= Olseli—OVa 1|s;e@—16
C c 17
c=18 = 16a< 18 = a= 0IS€16—a—0 a= 1|s;e@—16=§
c c 18 9
c=19 = 16a< 19 = a= Olse16—a Ova= 1|se@ 16
c c 19
c=20 = 16a< 20 = a= Olse16—a 0va= 1|se@ 16=ﬂ
c c 20 5
c=21 =>16a<2]1 = a= Olse16—a—0va 1|se@_16
c c 21
16a A
c=22 > 16a<22 = a=0ise—=0v a=1lise
C
16a _ 16 _ 8
c 22 11
c=23 = 16a <23 = a= Olse16—a 0Ova= 1|se@ 16
c c 23
c:24:16a£24:a20ise@:0va 1|se@— 1623
c c 24 3
c:25:>16a325:>a20ise@:0va 1|se@— 16
c c 25
c:26:>16a326:>a=0ise@:0va 1|se@ 16:§
c c 26 13
c:27:>16a327:>a=0ise@:0va 1|se@— ;g
C C

171



c=28 = 16a< 28 = a=0Oise 2%=0 v a=1lise 24 = 0 _4

c c _28_7
c=29 = 16a< 29 = a=0ise@:0va:1ise@=E

c c 29
c=30 > 16a< 30> a=0ise@20va:1ise@:E:§

c c 30 15

bulunur. Sonug olarak

F2 :{ EE&EEEEEEE&E§@1}
018 '15'29'7'27'13'25'3'23'11'21'5'19' 917’

elde edilir.

mod 23'te H(x/é)’e karsilik gelen Farey dizileri tablo hainde EK 6'da
verilmistir.

3.2.3 Teorem: Eger % ve% archsik iki F, , Farey kesiri ve %< % ise;

bc-ad = (a,c)
dir.
Ispat1 yapmak icin dnce iki yardimar teorem verelim:
3.2.4 Yardima Teorem: m, n € Z olmak Uzere; km ve k|n ise K'ya m ve n'nin
ortak bdleni denir. m ve n'yi bolen en blyuk d pozitif tamsayisina ‘‘m ve n’nin en
buyUk ortak boleni (e.b.o.b)’ denir ve (m,n) = d ile gosterilir. d =1 olmasi halinde

m ve n'ye aralarinda asaldir denir.

Bu tamma goére d’'nin, m ve n’nin en biytk ortak bdleni olmasi icin gerek ve

yeter sart:

1) dmved|n

ve
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:{ 5 55155 5 5 15105251051510151}
185 '18'17'16'3'14'13'12'11'2'9'17'8'3'7'13'6'17 1116’

elde edilir.

3.3.3 Ornek: n=25veq=18igin;

Fois = {@ ;0<k< H%ﬂ:[[lﬁ]]: lve 18k +1£t£25} olur buradan k = 0,
t
1'dir.

k=1= 19<t<25ve 818 18

19'20°7725

elde edilir.

3.4 Hesaplayic1 Programm

3.4.1 Giris:

Farey dizileri hesaplamak icin 3.3.1 Teorem'de verdigimiz bagintiyi
kullanarak simdi verecegimiz program hazirladik. Program dizi elemanlanyla
birlikte eleman sayisini da gostermektedir.

Formul hesaplayici yazilim, yuritdlebilir bir windows platformu uygulamasi
olarak sunulmaktadir. Uygulama dosyasi calistirildiginda program ana ekram (Sekil
3.4.1) kullariciya goruntlenir. Bu ekranda gerekli iki baslangic degiskeni programa
giris yapildiktan ve “Hesapla’ tusuna basildiktan sonra, program, bu degi skenleri
kullanarak, tammmlanmis formile gore hesaplamalar yapar ve sonucu program ana
ekranindaki ilgili boltime yazar.
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=

B Formiil Hesaplayici v1.2 E]

H ‘

F, = _f_ O<k<|—|ve gk+1<t<n;
= q |
Giriz Dederleri
n 45 q 12
Hesapla ‘

Sonug

s g 1 O 1 i, S P e 1 B I 0 S e A [
IR ey ORI A I S B kS a6 B o A e P e st o
DA o oot I R & T o PO e e o B A
Bl g L L S e Sl e dle
24735, 12717, 8711, 374, 24731, 475, 9f11, 24499,
36443, 677, 36/41, 8/9, 9710, 12713, 18719, 24725,
Gy

Toplam eleman sayisi :51

Kopyala | Temizle

Sekil 3.4.1 - Program Ekrani

3.4.2 Altyapr:

Program, Microsoft. Net Framework 1.1 platformunda, C# programlama dili
ile nesne temelli programlama teknikleri kullanilarak tasarlannus, kodlannus ve
derlenmistir. Tasarimda Microsoft Framework bilesenlerini  kullandigindan,
programin calistirilabilmesi icin yurituldigl makinada 'Framework 1.1' veya Ustl
versiyonlarindan en az biri yUklG olmalidir.
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3.4.3 Tasarim Ayrintilan:

Bu program genel olarak 2 adet siniftan (class) olusturulmustur. Siniflardan
birincisi kullamcryla iletisim kuran ekranin 6zelliklerinin ve veri girisinin saglandig
metodlari, diger simif ise gelen veriyi belirtilen formule gore hesaplayip, sonuclar
geri donduren metodlan icermektedir.

Kullanici arabirimiyle ilgilenen simif, gorintilenen bilesenlerin diizeninden
ve ainan veriyi formil hesaplayict snifa iletiminden sorumludur. Ayrica yapisi
icerisinde olusabilecek hatalar1 yakalayan, kullanici konuyla ilgili uyaran kod
bloklar: bulunur.

Formul hesaplayici siniftaise girilen degiskenler kullanilarak, sirayla gerekli
diger degiskenleri hesaplayan metod, sonucu hesaplayan metod, sonucu istenen
formata donustiren metod ve de sonuclart siralayip goruntilenmeye uygun hale
getiren metod caligmaktadir. Bu asamadan sonra sonuclar, kullamci arabirimini
kontrol eden sinifa gbnderilir.

3.4.4 Sonuc:

Program, degerleri en hatasiz ve en verimli sekilde hesaplamak Uzere
tasarlanmistir. Ayrica bu tasarimin en blylk avantgjlarindan biri de, bahsedilen
formil hesaplayict sinifin programin ana yapisindan bagimsiz ¢alismas: ve herhangi
baska bir uygulamaya dahil edilebilir durumda olmasidir. Bu nesne temdli
programlama yaklasimi sayesinde formiltu hesaplayan sinif kullamlarak windows
uygulamasindan, web uygulamasina, konsol uygulamasindan, mobil uygulamalara
kadar bircok program gerceklenehilir.

3.5 H(4,) icin Farey Matrisleri

H(x/f) "deiki tir e eman vardr:

a\/z b
. ’ - =1, ,GU e
Tek elemanlar: 2ad—bc=1 ab,cdeZ
c d~2
a b2
Cift elemanlar: , ad—-2bc=1, ab.cdeZ
N2 d

seklindedir.

H(\/§) 'deiki tir eleman vardir:
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a\/..'_%b

, 3ad-bc=1, bcdeZ
c d\/§] & ©

b3

a
Cift lemanlar:
3 d

J, ad—3bc=1, ab,cdeZ

seklindedir.
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3 9 2
O’_’3 1_’1 0’_74 ’1
10 10 % 10 10 5'/9
1 1 2 2 2 4
F170,3 919 _91,29 _723_9 iag si, F170,4 0, o A A o _,§a1
10387 253 4°7 10 5 3'5°9
3
1
Oé 4 0,1
4 01_11
4
3 4
01_11 01_11
> 5 > 5
6 0t 6 021
2 3
36 4
O’_’_’l 01_’1
11 7 717 7 -
3 1
8 01_13 11 8 01_11
8 A 2
12 4 8
07_’_’1 O’_’_’l
9 33 d 99
3 9 2
10 01_a3 1_11 10 01_14 11
10 /5 10 5 /5
3 6 9 4 8
o’_’_’_’l O’_’_’l
1 11 11 11 11 11 11
3 313316323
F1713 11 10 3 8 7 2 11 5 3 4 F1714 Q,i,z’i,l,i,z,i’i,§,1
: 699, 111’579 2°7° 37 11°579
7°11°10°
12 |3 01
4 0,1
3 ’
4 01_1
4
5 031 5 021
5 5
1 2
01_a1 01_11
6 2 6 3
7 O’§’§’1 7 01£’1
7 7 7
3 1
0,-,3,.1 0.1
8 . 3, 8 >
3 3 99
3 9 2
0-—,3%,—.1 0,=,%.1
10 10 /5 10 10 5 /5
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3 6 9 4 8
O!_ - _1 01_1_11
1 11'11'11 11 11'11
1 3 1
12 O,_ ,1 12 O)_l !1
L 13 L%
1331331632 L 424142 848
7 4 11 10 3 8 7 2 11 5 3 7 9 9 . 9 _ 9 9 9 9 9 9 o
Fp,s Fiy4 3’11’59 2°7°3°11°5 79
36909 !
4’7°11°10° ’
3 0,1
4 0,1
4 o,§,1
4
3 4
01_11 01_11
5 = 5 c
6 e 6 0,21
2 3
36 4
01_1_11 01_!1
! 77 ! 7
3 3 1
8 01_1 11 8 01_’1
13 . 3, 5
12 4 8
01_1_11 01_1_11
9 3’3 9 9'9
3 3/ 9 2
10 — 9%, —.1 10 0,=,4¢,1
10 /5 10 5 /5
3 6 9 4 8
l_!_!_! Ol_l_ll
1 11'11'11 11 11'11
1 3 1
12 O)_1%5/451 12 0)51%!1
36 9 12 4 8 12
0_ —_ —_ 1 l_l_l_!l
13 1313’13 '13 13 13'13°13
031111226 0“113111&2
P 13’4°11°10°3°8°7°13° P 13°3’11’5’9°2°7°13° 3
13.3 13.4
16329369 9 12 8 4812,
2°11°’5°3°13°4°7 11’10 13 11’5°9°13°
14 3 0,1
4 0,§’1 4 0,1
4
3 4
01_11 01_11
> 5 > 5
6 e 6 0,21
2 3
36 4
01_1_11 01_!1
! 77 ! 7
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3
0,-,3,.1 0,-,1
8 8 A 8 2
9 0,1,3,1 9 0.ﬂ,§.1
3'3 9'9
3 9 2
0,—,3%,—-1 0,-,4 1
10 10 é 10 10 5 %3
11 O’E’E’g’l lilil
11 11 11 11 11 11
1 1
12 0. %31 12 03,751
13 lilglglgl 13 Olilglgll
1313’13 13 13'13'13
3 9 2 6
0,—,3,~,6,1 0,-,4%,-1
14 14 A 14" /71 14 7 /7 7
0.5 313 3133 6
'14713°4° 11107387713’ 02 41 42414
; 16329 9 3619 9 ; ’7°13°3’11’5°9° 27
F14,3 PEDPEE VY F14,4
2’11’5°3° 14’1374’ 7°11°10 2 846812,
12, 3'11°577°9713°
13°
15 | 3 0,1
A o,§,1 4 0,1
4
5 o,§,1 5 0,3,1
5 5
1 2
0,=-,1 0-1
6 2 6 3
7 02,21 7 021
77 7
3 1
8 01_13 !1 8 0,_,1
L 5
12 48
01_5_11 Ol_l_ll
9 3'3 9 9'9
3 9 2
10 O’_13 1_;1 10 05_14 11
10 é 10 5 /5
11 Oli1£1211 O,i’i’l
11'11'11 11 1111
1 3 1
12 0,5.%.34 1 12 05,751
13 ’21212!21 13 liiﬁl]ﬁ’
13’13’13 "13 13'13'13
3 9 2 6
14 0,~,3,2,641 14 0,£,44,2 1
14° /114" /7 7' /17
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12 o/ 4 4 8
15 O,g,g,%g,l 15 0, e 76l
13 313 31323 4
’5°14°13°4°11°10°3°8°5° 7’ 15’
Fl. 6163259 9346 Fl, 241424184
: 13°2’11'5°3°14°13° 4’5" 7 “l 7713°3’11°5°9° 2715 7
’292271 i’zﬂ i’i,gﬂ §9291
11°10 13 13°3’11’5°7° 9’13

EK 1- mod 7°de H(~/2)
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n |c V2 =6 c V2 =11
1 0,1 0,1
0,1 0,1
: 0,1
0,1 )
; 0,1
0,1 )
. 0,1
5 0,1 )
0,1
6 0,1 )
6 0,1
6
7 7 O,?,l 0,1
6 17
— F 0,1
F71,2 0’ 7 ’1 7,11
6 0,1
6
! 0.5t 0,1
8 14 o,%,l
36 17
F81.76 O’Z’;’I Fg.ll 0,1
6 0,1
6
7 0, ? 1
0,1
8 o,%,l
9 2
9 0,5.1
2 36 17
222 F 0,1
F;76 0, 3°4°7 ,1 9,11 ’
6 0,1
6
7 0, 7 1
3
8 O,Z,l 01
2
10 | 9 0,5.1
3
10 O!gll
3236 .
2222 F 0,1
F1107,6 0’5 ’3 ’4 ’7 1 10,11 9
6 0,1
6
7 0, 7 1
3
11 | 8 0’2’1 11 0,1
2
9 0,5.1
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01_1
10 c
11 0,3,1
11
6 3236
F1117,6 ,11,5,5’1’7’ F1117,11 0,1
6 0,1
6
7 01 = 11
7
3
21
8 0141 11 011
2
0,=.1
9 3
10 0,31
12 g
11 0,—.,1
11 12 o,%,l
12 0,t1 1
2
1 6 3236 11
F17 s 9 9 9 9 9 9 F17 09_51
16 2°11°5°3°4°7 11 12
6 0,1
7 0, 9,1
7
o o,§,1 11 0,1
4
9 0,3,1
3 11
3 1 0,=—,1
10 0,31 12
5
6
13 |11 O,ﬁ,l
1
12 0,=-,1
6212 13 O,%,l
13 0,—,—=.1
1313
- 6163235612 - 1
136 ’13°2°11°5°3°4°7°13° 1 '13'12°
6 0,1
6
0, -1
! 7 0,1
8 0,31 1
4
2 11
14 O,_,l 01_11
9 3 12 12
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3
0,:>.1
10 -
11 02 1
11 Ogl
1 13 "13’
12 0,=,1
2
13 0,8 12,
13'13 LI
34 14 14"
14 0!?17,6/7,1
F! 0§£l£§£§§£ EY 1 11 11
14,6 a7913 2911,593a497a133 14,11 ,14,13,12,
6 0,1
7 081 1 01
7
3
8 071 u
9 021 12 12
3
3
11 081 13 13
11
1
0,=,1
15 |1 2 REER
13 0,8 12, 14 14
13’13
3 4
S 46
14 0.2, 6.1 o
15 03 i,l 15 15
5'5
FY 23 616323612 i 11 11
= ’5°7°13°2°11°5°3°4°7"13° s 157141312

EK 2 - mod 17°de H(~/2)
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V2

J2=18

1 01 0,1
2 0,1 01
3 0,1 01
4 0,1 01
5 01 01
0,1
6 5 0,1
' 6
5
Fﬁz,:; s 9 Fﬁzjs 0,1
6
0,1
S
6 i)
7
0,1
24
7
55
F72:; 09 ;ag,l F72js 0,1
0,1
0,21
6
5
8 O,$,1 01
02,1
8
5 55
Fsz,:; Oaga ;9E91 FBZ,:I;S 0,1
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5 0,1
6 021
6
7 0,5,1
7
918 0,5,1 0,1
8
9 021
9
5555
ng,:; 09 5, ga ;a Eal F;js 0,1
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! 0,5,1
7
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10 S 0,1
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15555
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SONUC

Bu tezde Farey dizilerinin Moduler grupla var olan baglantisindan hareketle
Hecke gruplarinin en 6énemli iki tanesi icin benzer iligski elde edildi. Buna ek olarak
Hecke gruplarinakarsilik Farey matrisleri tammmlandh.

Birinci bolimde, genel bilgiler verildi. Farey dizilerinin ve Hecke gruplarinin
kisa tarihgesi aktarildiktan sonra teoremlerin ispatinda kullanilan Bélme ve Oklid
algoritmalan tammmlandi. ikinci dereceden kalanlar kavrami ve Gauss Yarcdimci
teoremi kullamlarak 2 ve 3'Gn hangi asa modlarda bir tam kare olarak
dusUnuilebilecegini belirledik.

Ikinci bolimde, modiler grup ile Farey dizileri ve Farey matrisleri, Ford
cemberleri, Stern-Brocot agaci tammlandi. Farey dizilerinin Ford ¢emberleri ile
iliskisi incelendi, Ford cemberlerinin yaricaplari ileilgili orijinal bir bagint: bulundu
ve teoremi (2.3.1 Teorem), ispatiyla birlikte verildi. Farey dizileinin, Stern-Brocot
agac1 ile ortak ve farkli oOzellikleri ele aindi. Farey kesirlerinin ve Farey
matrislerinin satirlar aras degisimi incelendi. Genellestirilerek, n-inci satirdaki
Farey kesir sayilari, yeni Farey kesir sayilari, Farey matris sayilari, yeni Farey matris
sayilari, ilk n satirdaki toplam matris sayilar1 ve toplam farkli matris sayilari
formullze edilerek, orijinal teoremleri (2.6.2 Teorem, 2.6.3 Teorem, 2.6.4 Teorem,
2.6.5 Teorem, 2.6.6 Uyan), ispatlanyla birlikte verildi. ilk on satir tablo halinde
gosterildi (Tablo 2.6.1).

Uclinci bolimde ise, Hecke gruplar: ile birlikte Farey dizileri ve Farey
matriseri tammlandi. Onemli iki Hecke grubu icin Farey dizilerinin hesaplamalan
yapildi. Kesirler arasinda orijinal bir baginti bulundu ve bununla ilgili sonug (3.2.3
Teorem), ispatiyla birlikte verildi. Hecke gruplarina karsilik gelen Farey kesirlerini
veren formUl elde edildi ve hesaplayici program hazirlanch.
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