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OZET

KESIRLi DOGRUSAL (LINEER) DONUSUMLER VE H,_ PROBLEMi

) Feyza ERGUN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmam: Yrd. Dog. Dr. Necati OZDEMIR)

Balikesir, 2006

Kesirli dogrusal dontisiimler (LFT) lineer sistem teorisinde dnemli bir yere
sahiptirler. Bir ¢ok lineer sistem LFT yapist seklinde olusturulabilir. Bu nedenle
LFT, ¢oklu sistemlerin gosterimi i¢in kolay ve basit bir yapiya sahiptir.

Bu calismada kesirli dogrusal doniisiimler tanimlanmis, belirsiz sistemler
kesirli dogrusal doniisiim yapisiyla temsil edilmistir. Bu belirsizlik yap1 bilgisiyle
kesirli dogrusal doniistimlerin g kararliligi ele alinmistir. Ayrica, kesirli dogrusal
doniisiim sistemlerinde saglam kararlilik ve saglam g¢alisma kosullart H_ normu

altinda incelenmistir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bdliimde kontrol teorinin temel 6geleri verilmis, kontrol teorinin
temelini olusturan klasik ve modern kontrol sistemlerinin ¢alismasindan kisaca
bahsedilmistir.

Ikinci béliimde kesirli dogrusal doniisiim sistemleri tanimlanarak, belirsizlik
yapist kesirli dogrusal doniisim sistemleriyle temsil edilmis ve kesirli dogrusal
doniisiim sistemlerinin 6zellikleri ele alinmustir.

Ugiincii boliimde belirsizlik yapist tanimlanmis, bu belirsizlik yapisiyla
kesirli dogrusal doniisiimlerin g kararlilik kosullari incelenerek bu kosul altinda

kesirli dogrusal doniisiimler i¢in 1yi tanimlilik 6zelligi ve ana doniisiim teoremi
verilmigtir.

Dordiincii boliimde H, ve H_ sistem normlari tanimlanmig, amacimiza
uygun olarak kesirli dogrusal doniisiim sistemlerinin H_ ¢alismasi verilerek, saglam

kararliliga temel olusturan kiiclik kazang teoremi incelenmistir. Ayrica saglam
kararlilik ve saglam calisma kosullar1 H_ normu altinda ele alinmistir. Son olarak

da ¢ kararlilik kavramindan kisaca bahsedilmistir.

Son boliimde biitiin boliimlerde ele alinan sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli dogrusal doniisiimler, g kararlilik, H_ normu.
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ABSTRACT

LINEAR FRACTIONAL TRANSFORMATIONS AND H_, PROBLEM

Feyza ERGUN
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(MSc. Thesis / Supervisor: Asist. Prof. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir, Turkey-2006

The linear fractional transformations (LFT) take an important place in linear
system theory. Many of linear systems can be defined by the LFT systems. So, the
LFT has a simple and easy structure for representation of multiple systems.

In this work, linear fractional transformations have been defined. Uncertain
systems have been determined by linear fractional transformations. u stability of

the LFT has been dealt with uncertain structures. Also, robust stability and robust
performance conditions have been searched by using H , norm under the LFT.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, basic elements of the control theory have been given.
Classic and modern control systems which are fundamental for control theory have
been summarized.

In the second chapter, by defining LFT, uncertainty has been represented by
LFT systems and the property of LFT has been given.

In the third chapter, uncertainty structures have been defined. The LFT’s u
stability condition has been searched under the uncertainty structure. Well defined

property and main loop theory for LFT have been given.

In the fourth chapter, H, and H_ norm systems have been searched and H
performance of the LFT have been studied. Hence, small gain theorem has been
investigated. Also, robust stability and robust performance of the LFT have been
dealt by using H_norm. Finally, ¢ stability has been shortly defined.

In the final chapter, the results obtained in each chapter have been presented.

Key Words: Linear fractional transformations, p stability, H norm.
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1. GIRIiS

Bu boliimde kontrol sistemlerinin temelini olusturan klasik ve modern kontrol

sistemlerinden kisaca bahsedilecektir.

1.1 Kontrol Teori

Girigler ve cikislar araciligryla siireglerin kontrolii ile ilgilenir. Sekil 1.1°de

kontrol teorinin temelini olusturan kontrol sistemi ve temel elemanlar1 verilmistir.

Giris Siirec Cikis

Sekil 1.1 Kontrol Sistemi ve Ogeleri

Burada u girisi kontrol degiskeni, y ¢ikisi da kontrol edilen degiskeni temsil eder.

Kontrol sistemleri denetlenen siireglerin degerini sabit tutar veya degerlerin 6nceden
belirlenmis bi¢imde degisimini saglar.
Sistem zamanla degisir, ya da performansi diizeltilmek istenirse sekil 1.2’deki

gibi bir geri beslemeli kontrol sistemi olusturulur.

Cikis

Giris

v

Denetleyici > Siire¢

A 4

Karsilastirict

A 4

A

Istenilen Cikis Geri Besleme Elemani

Sekil 1.2 Geri Beslemeli Kontrol Sistemi



Bu yap1 sistemin arzu edilen sonuca ulasip ulagsamayacagi sorusunun cevabini
verir. Ayrica 6nemli bir noktada sistemin kararl olup olmadiginin arastirilmasidir. Bu

sonug da sistem modelinin 6zelligidir. Iyi bir model sistemin saglamligin verir.

Kontrol sistemlerini, klasik ve modern kontrol sistemleri olarak ele alabiliriz.

1.1.1 Klasik Kontrol Sistemleri

Tek giris tek ¢ikis (TGTC) lineer zamanla degisen sistemlerin tasarimi igin

uygundur. Sekil 1.3’te TGTC bir sistemin blok diyagrami verilmistir.

w0 o E K

P(s) Y(s)

A 4

A

H(s)

Sekil 1.3 TGTC Geri Beslemeli Kontrol Sistemi

Bu sistemde bozucu ve giiriiltii etkisi ihmal edilmistir. Burada U giris sinyali, £
hata sinyali, Y ¢ikis sinyali, s degiskeni ise zaman diizleminin bir fonksiyonudur.

P(s) kontrol edilecek sistemin transfer fonksiyonunu gosterirken, K(s) tasarimi
yapilacak denetleyiciyi, H(s) ise geri besleme elemanidir. Geri beslemeli sistemin
transfer fonksiyonu, ¢ikis fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin giris fonksiyonunun
Laplace doniistimiine oranidir.

Y(s) _  K(s)P(s)
U(s) 1+K(s)P(s)H(s)

(1.1)

dir. Istenen performansi saglayacak sekilde bir K(s) denetleyicisinin tasarimi igin
cesitli metodlar gelistirilmistir [2].

Zaman diizleminde sistemin hareketini transfer fonksiyonu ile anlayabiliriz.
Bazen sistemin hareketini anlamak ¢ok zordur. Bu durumda frekans diizlemi devreye
girer. Frekans diizlemi sistemin cevaplarini grafiksel yolla sunmaktadir. Bunun i¢in
Bode/Nyquist haritalar1 vardir. Bunlar daha ¢ok kompleks sistemlerin tasarimi igin

kullanilmustir.



1940’1r yillarda frekans cevabi yontemi (Bode/Nyquist) ve kok-yer egrileri
yontemi (Root Locus) de 1950’11 yillarda gelismelerini tamamlamis olup lineer geri
beslemeli sistemlerin tasarimda ve kararlilik c¢oziimlemelerinde yaygin olarak
kullanilmislardir.

Sekil 1.3’te goriildiigii gibi klasik kontrol teknikleri sisteme ek bir dinamik (K
denetleyicisi) eklerler ve kapali ¢evrimli sistemin derecesini artirirlar. Bu nedenle
sisteme ek bir dinamik ilave etmeyecek tlirden bir kontrolére gereksinim vardir. Bu

amacla Modern Kontrol Sistemleri gelistirilmistir.

1.1.2 Modern Kontrol Sistemleri

Modern kontrol sistemleri tasarimi “durum uzay1r” kavramma dayanir.
1960’larda yapilan tiim kuramsal gelismelerde bu yaklagim kullanilmistir.

Durum wuzayr analizinin Onemi fiziksel sistemlerin zaman davranigini
matematiksel olarak ifade edebilmesidir. Sistem ¢ok giris ¢ok ¢ikishh (CGCC) bir
sistem oldugundan dinamik sistemler modellenirken durum degiskenleri ve durum
denklemlerini matematiksel olarak tanimlamak kolaylik saglar. Ayrica kontrol
edilebilirlik ve gozlenebilirlik kavramlari modern kontrol sistemlerinin temelini
olustururlar. Kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik kosullar1 6zellikle bir optimal
kontrol problemine iligkin ¢ézlimiin varligin1 belirtir [8].  Kontrol edilebilirlik;
dogrusal bir sistemin her bir durum degiskeni x(z), kontrol degiskeni u(?) ile belli bir
zamanda belli bir hedefe ulastirilabiliyorsa sistem kontrol edilebilirdir denir.
Gozlenebilirlik; her durum degiskeninin baz1 ¢ikiglara etki etmesidir. Diger bir deyisle
genellikle ¢ikis ve giris dl¢timlerinden durum degiskeni hakkinda bilgi edinilebilmesi
kavramuidir. Eger cikis dl¢timlerinden bir durum gozlenemiyorsa sistem gozlenemezdir
denir. Kontrol edilebilirlik ve gozlenebilirlik klasik kontrol sistemleri ile modern
kontrol sistemleri arasindaki en temel farktir.

Durum uzay1 modeli:

e Cok girisli cok ¢ikish sistemlere dogrudan dogruya uygulanabilir.
e Optimum denetleyici tasarim yontemidir.

Durum uzayr modeli 7GTC sistemler i¢in uygun degildir. Cilinkii matris

denkleminden sistem dinamiginin i¢yapisini gédrmek miimkiin degildir.

Simdi sekil 1.3’teki P(s) i¢in durum uzay1 formu ve blok diyagramini verelim.



X = Ax+ Bu
y=Cx+Du (1.2)

X 1 durum vektorii( n elemanli siitun vektorti),
u : kontrol vektorii( r elemanli siitun vektorii),
v @ ¢tkis vektorii( m elemanly satir vektorii),
A: nxn elemanli sistem matrisi,
B : nxr elemanl giris matrisi,
C: mxn elemanli ¢ctkis matrisi,
D :mxr elemanl matristir.
D
u X X y
» B » C o
N ]
4 |«

Sekil 1.4 P(s)’nin Durum Uzay1 Modeli

Burada amac¢ hedeflenen zaman cevabi performans 6zelliklerini saglayan bir
geri beslemeli kontrol sistemi tasarlamaktir. Bunun i¢in de c¢esitli teknikler

gelistirilmistir. Bu tekniklerden biri durum geri beslemeli kontrol sistemidir.

A

A

Sekil 1.5 Durum Geri Beslemeli Kontrol Sistemi

Sekil 1.5’te verilen K denetleyici Oyle tasarlanmalidir ki geri beslemeli sistem
hedeflenen performans 6zelliklerini saglasin. Bu da denklem (1.2)’de verilen sistemde
kontroloriin,

u=-Kx

olmast ile saglanir. Geri beslemeli sistem,



Xx=Ax
olur. Burada,
A, =(A-BK)
dir ve K herhangi bir metotla tasarlanarak istenen saglanir [1], [2].
Tablo 1.1°de klasik ve modern kontrol’lin avantaj ve dezavantajlar1 6zet olarak
verilmistir.
Dordiincii  bolimde hem klastk hem de modern kontrol sistemlerinin

avantajlarin1 kullanabilen H_ kontrol’den bahsedecegiz. Ama once H_, kontrolii

kullanan LFT (Kesirli dogrusal doniistimler) sistemlerini tantyalim.



Klasik Kontrol Modern Kontrol
(1950°den 6nce) (1950-...)
TGTC sistemlerin CGCC sistemlerin
kontrol tasarimina kontrol tasariminda
uygundur. kullanilir.

Tasarrm i¢in  Root
Locus( s-diizlemi) ve
Bode/Nyquist (frekans
diizlemi)  metotlarini
kullanir.

Tasarim, sistemin

Tasarim  i¢cin  durum
uzay1 kavrami kullanilir.
Tasarim  girislerin  bir
sinifi i¢in yapilir.

Sitemin dinamikleri
vektor matris esitlikleri

Avantajlart gecici cevap ve frekans ile temsil edilir.
cevabi kriterini ele alir. Vektdr matris esitlikleri
Sistemin kararli olup ile  analittk  ¢0ziim
olmadig1 Bode/Nyquist kolaylikla goriiliir.
haritalarindan Sistemin kararlilig1
incelenir. Routh-Hurwitz  kriteri
Parametrelerin cebirsel ile incelenir.
hesaplamasi ~ 6nceden Kontrol edilebilirlik ve
verilen niimerik gozlenebilirlik
degerler ile yapilabilir. kavramlari sistemin
Ayrica sistemin temelini olustururlar.
baslangi¢ kosullarimin Sistemin gecmisteki,
verilmesine gerek simdiki ve gelecekteki
yoktur. konumu rahatlikla
belirlenir.

CGCC sistemlerin TGTC sistemler igin
tasarimi  i¢in  uygun tasarlanamaz. Cilinkii
degildir. matris denkleminden
Tasarim deneme sistemin icyapisini
yanilma  yOntemiyle gormek mimkiin
yapildigindan degildir.
baslangigta  verilecek Frekans cevabi

. bir tasarim kosulu i¢in metodunu dogrudan

Dezavantajlar e

¢Oziimiin  var olup kullanamaz.

olmadig1 bilinemez.
Sistemin  dinamikleri
vektor matris esitlikleri
ile gosterilemez.
Kontrol edilebilirlik ve
gozlenebilirlik
kosullar1 yoktur.

Niimerik ¢6ziim i¢in
dijital hesaplayicilara
ihtiyag vardir.

Sistem tasariminda ilk
bastaki sartlarin  dahil
edilmesi gerekir.

Tim durum
degiskenlerinin
Olciilebilir olmasi en
bliylik dezavantajidir.

Tablo-1.1 Klasik ve Modern Kontrol’lin avantaj ve dezavantajlari




2.  KESIRLi DOGRUSAL (LINEER) DONUSUMLER

Bu boliimde kontrol sistem tasarimmda 6nemli bir rol oynayan kesirli dogrusal
doniistimlerini tanimlayacagiz. Kesirli dogrusal doniisiimler yeni bir matris
fonksiyonudur. Bir¢ok kontrol problemi bir kesirli dogrusal dontistim yapisi seklinde
olusturulabilir ve hareket ettirilebilir. Bu gerceklestirme lineer sistemlerin isletilmesi
(manipulation) ve hesaplanmasinda biiylik kolayliklar saglamistir. Kesirli dogrusal
doniistimleri ayni kolayligi belirsiz sistemler i¢in de saglar. Bilinmeyenli belirsiz
sistemleri giiclii ve esnek bir yaklagimla temsil eder [4]. Burada lineer kesir
bilinmeyenli sistemlerin mekanizmasi, doniisiim degiskenleri ve belirsizlik bloklarini
iceren bir blok yapisi iizerinde bir sabit matrisin kesirli dogrusal doniistimii olarak
tanimlanir. Bu yaklasim durum wuzayr gergeklestirmesinin  dogrudan bir

genellemesidir. Burada dinamik sistem,
N . |4 B
e Dbir sabit matris ve
C D

e bir diyagonal matrisi tamamlayan dinamik elemanlarla olusan yapinin geri

besleme bagintisi olarak yazilmasindan meydana gelir.

2.1 Kesirli Dogrusal Doniisiimler

2.1.1 Tanmm: a,b,c,de C ve F: C— C doniisimii tek degiskenli kompleks

fonksiyonlar teorisinde,

_a+bs
c+ds

F(s)

ad — bc # 0 ile bir kesirli dogrusal déniisiim olarak adlandirilir. Ozellikle de eger c#0

ise baz1 a, f ve y e Cigin ayrica

Fls)=a+ fs(1-1)"

olarak yazilabilir [19]. Bir kesirli dogrusal doniisiim matris formunda



olarak yazilir.

Sadelik agisindan kesirli dogrusal doniistimleri LFT olarak gosterecegiz.

2.1.2 Tamm: M matrisi bir kompleks matris boliimlenmesi olarak

M_{Mn M,

_ }e C(!’ﬁ'l’z)x(qﬁqz)’
M, M,

ve D, c C"" D, c C** iki kompleks matrisler olsunlar. Buradan A, ye gore
bir alt LFT doniisiimdi,
F,(M):D, —» C™
olarak tanimhdar.
F(M,A,)=M, +M,A(I-M,A,)"'M,

esitligi (I —M,,A,)" tersinin mevcut olmasiyla saglanr.

M, M,
M, M

A

21 22

» A[

Sekil 2.1 LFT’nin Alt Doniisiim Blok Diyagrami

34 U, M, M, |u
u =4y.

Yukarida verilen esitliklerden LFT’nin alt doniisiimii F,(M, A, ) elde edelim.

zp =M w +M,u, @.1)
n=Myw, +Myu,

(2.1y’de u, = A,y, yerine yazalim,



zp =M, w +M,Ay 2.2)
n=Muw +MyAy,

ve y,’ 1 esitligin ikinci kismindan ¢ekelim,
V= MpAy =Myw
yl(I_MZZAI):MZIWI
-1
M = lewl(]_MzzAz)
»,°1(2.2) esitliginin ilk kisminda yerine yazarsak,
zp =M w +M,A
zy =M w, + M A M, w, (I _MzzAl)_l
-1
5= [Mu +M12A1(1_M22A1) MZI]WI

F(M.A)

Z) :Fl(MaAl)Wl

elde edilir.
Ayni sekilde A ’ya gore bir tist LFT doniistimii,

F,(M,e): D, —» CP

u

seklinde tanimlanir. Yine,
Fu(M’Au):MZZ +M21Au(I_M11Au)_1M12

esitligi (/—M,,A,)" tersinin mevcut olmastyla saglanr.

» A

u

A

M, M,
z, M, M, < W,

Sekil 2.2 LFT’nin Ust Déniisiim Blok Diyagramm

[JQ}ZM[%}:{MU Mu}{“z}
Z; w, M, M,y|w,
uZ :Auy2.

esitlikleri yazilir. Yine benzer cebirsel islemlerle, z, = F (M A, )w2 elde edilebilir.



LFT sistemlerindeki M matrisi katsayr matrisi olarak adlandirilir.  Cogu

durumlarda genel LFT devresini alt ve iist LFT devrelerine benzetebiliriz. Gergekten

:|:M22 M21

} ile F,(N,A)=F,(M,A) oldugu aciktir. Ancak bu kullanim N
M12 Mll

matrisi tanimlandig1 zaman gegerlidir. Ayrica uygun boyutlarda belirtilen A igin
F,(M,A) yerine F,(M,A) yazlabilir [19].

LFT’nin (yani F,(M,A)) faydal ozelliklerinden biri de A ile bozulan M,
sozde doniistimiine sahip olmasidir. Benzer agiklama F| (M ,A) icin de yapilabilir
(M ,, sozde doniisiimiine sahiptir). LFT, bozucularin ¢aligmasinda 6zellikle yararlidir
[19].

LFT’nin kontrol biliminde fiziksel anlami ise uygun bir transfer matris
olmasidir. Bu durumda sekil 2.1 ve sekil 2.2°de w, — z, ve w, — z, ’ye tanimlanan
LFT’ler kapali ¢evrim transfer matrisleridir. Yani,

T, =F(M,A,) ve T

zwl w2

= F u (M 2 Au )
dir. Burada M kontrol edilen plant olabilir, A ise sistem model belirsizlikleri veya

kontrolor olabilir.

2.1.3 Tamm [19]: Bir alt doniisim F,(M,A) igin (I —M,A)" varsa alt
donitisim LFT iyi tammmhdir(well-defined). Benzer sekilde {ist doniisim F, (M ,A)
icin (7 —M ,A)" varsa iist doniisiim LFT iyi tanimhdir(well-defined).

O halde bu tamim, R’de tersi olan uygun transfer matrisleri gerektirir (dordiincii

boliimde tanimlanacaktir). Bu taktirde geri beslemeli sistem iyi yerlestirme (well-
posedness) tanimini saglar. Burada LFT sisteminin ¢aligmasini iyi tanimli kabul

edecegiz. Ayrica tanimdan, herhangi bir M igin F,(M ,O) iyl tamimli oldugunu

sOyleyebiliriz. Bununla birlikte herhangi bir fonksiyon degiskenleri bakimindan ifade

edilebiliyor fakat bu fonksiyon orijinde tanimli degilse iyi tanimhi degildir. Ornegin;

f(5)= %, & ’mn bir LFT degildir.

10



2.2 LFT’nin Ozellikleri

i) Kesirli dogrusal doniisiimlerin tersleri yine bir kesirli dogrusal déniisiimdiir.

Verilen bir A matrisi i¢in biitin A ve Q ile H, ve H, matrisleri vardir. Bu

matrisleri;

[F(H.A)]" =F,(H,.) [F,(1.Q)]" =F,(#,.0)

u u

Hll Hl2

olarak yazabiliriz. Burada verilen H =[ } matrisiyle, H, ve H,

21 22

matrisleri

-1 -1
H :{ H,, —H, H,
i -1 -1
H21H11 sz_H21H11 le_

-1 -17]

H :{Hn_lesz H21 lesz
ul -1 -1
_sz H21 H22

seklinde tanimlidirlar.

2.2.1 Yardimci Teorem [19, Lemma 9.3]: LFT nin tersleri yine bir LFT dir.

_ M 11 M 12 .. . .
M = matrisi verilsin ve M ,, singular olmasm. Buradan,
M 21 M 22

N = |:M11 _A/I_:zMz_lezl _Mlzyz_zl} olma51yla
M22M21 M22

(F,(M,A))" =F,(N,A)
dir.
F, (M , A), biitiin arzu edilen A ’lar i¢in iyi tanimli ve kare matris seklinde olsun.
Ayrica M, singular olmasm. Buradan

(F,(M,A)" = F,(0,5)
M 1_11 -M 1_11M 12

B’ . dir.
M21M11 Mzz _M21M11M12

dir. Burada M :[

2.2.1 Ornek: II. Mertebeden Bilinmeyenli mck (kiitle/soniimleyici/yay)

Sistemi (mass/damper/spring)

11



Bilinmeyen elemanlarla birinci dereceden kiitle/soniimleyici/yay sistemi yapisi
mx+cx+kx=u
seklindedir.
Bilinmeyen parametreler —1<6,,9.,0, <1 sabit deger aralig1 ile
m=m(1+0,55,), c=¢c(1+035,), k=k(1+0,45,)
olarak verilsin. Bu yazim m’deki bilinmeyen %50’yi, c’deki bilinmeyen %30’u ve

k’deki bilinmeyen %40°1 temsil eder.

Bu sistemin blok diyagrami;

A 4
—

v

4,%_,%1 J

A

A

seklindedir. Burada tanimli matrisleri yazalim.

-0,5 - — - -
; 03 4
M :{c C},Mk :{k 0 k}
_0s 10 10

Buradaki “mi” anlami ters matris oldugunu gostermektir. Simdi bu matrisleri sirayla

mi

<
|
|| —3 =

lineer kesir doniistim blok diyagrami seklinde yazalim.

S “— — M, [
q Mmi > 50 d 5k
—> —>
Sonunda (6,,6,,5,) bilinmeyenlerinden (M,,,M,,M,) matrisleri ve tamamlayici

bilinenlere ayrilmigtir. Boylece o ’lar ¢ekilir, ¢ ’dan gecen sinyaller belirtilirse sistem

blok diyagrama,

12



u+: — M, —> X Al X [ |x y
AT
M, |
«— T |e—
z, w,
— M
Z Wi

seklinde olur.

Kabul edelim ki yukaridaki sistem 4 girisli (w, ,w,,w,,u), 4 ¢ikish(z,,z,,z,,y), 2-

durumlu G,,, sistemi olsun ve asagidaki gibi gosterilsin.

Zm —] — Wm

Z, — «—W

c c
Gmck

Z, — —W;

Y ——— U

O halde G,,, sistemi yalnizca;

e m,C k parametreleri ve 0.5, 0.4, 0.3 ondalikl1 sayilarina,

e u’dan y’ye olusturulan orijinal diferansiyel denkleme

baglhdir. Buradan G, sistemi bilinir.

mc

Orijinal sistemin bilinmeyen hareketi, G, , sisteminin diyagonal bilinmeyen

matrisinin Ust LFT’si1 ile tanimlanabilir.

o O
<

y=F, G

mck

o o™
o S o

N

13



A 4

ii) LFT nin birbirleri ile i¢sel baglantilar1 yine bir LFT’dir [4]. Bu LFT’nin lineer
sistem teorisinde Onemli Ozelliklerinden birisidir. Bu baglantilar tipik cebirsel
islemlerle LFT yapisin1 saglam tutarlar. Bu sebeple LFT, bilinmeyenin ¢oklu
gosterimi icin mitkkemmel bir se¢imdir. Bu baglantilar; kademeli baglanti, paralel ve
geri beslemeli baglantilardir.

Simdi bu baglantilar1 6rneklerle gorelim.

2.2.2 Ornek: (Kesirli Dogrusal Déniisiimiin Kademeli Baglantist)
F,(G,Q) ile F, (M, A) nin kademeli baglantis;
y=F,(M,A)F, (G.Qu

seklinde, blok diyagrami;

> Q
G, G
yq— M, M, |< " ] E— u
M, M, |e G, G,

bicimindedir. M ve G matrisleri A ve Q’dan ayrilir ve cergeve i¢ine alinip bu

cergeveye O adi verilirse;

14



O, M ve G matrislerinin elemanlarindan olusur ve (u,w,,w,)’den (y,z,,z,)’ye

degiskenleriyle iligkilendirilirse,

Yy —] «— u

Z, €—] 0 «— W,

Zo < < Wa

diyagrami olusur. Diyagramdan Q kolaylikla hesaplanabilir [18].

y M, G,, M, MG,y | u
Zy |=| MGy My M,Gy | w,
19 G, 0 G, Wa

Zg Wa

Z, W, U A0 .
- matrisi iligkisinden dolay1 0 Q matrisi vardir.
Boylece F,(M,A)ve F,(G,Q) nin kademeli baglantisi yine bir LFT"dir. Yani;

rnaviion-saf} 1]

0 Q

dir. Blok diyagrami

15



Q
Y Y

A 4

v
[,

seklindedir.
Benzer islemler paralel baglantilar i¢in de yapilabilir. Ayrica geri besleme
baglantilar1 ve bunlarin keyfi baglantilar1 olusturulabilir.  Asagida LFT’nin geri

besleme baglantisina 6rnek verilmistir.

2.2.3 Ornek: ( U¢ LFT’li Karmasik Geri Besleme Baglantist)
Burada ii¢’lii LFT’yi tek bir LFT olarak (diyagonal matris i¢eren kendine 6zgii

ic bozucunun 6zelligini tasimak {izere) yazabiliriz.

€ ¢—— l——d,
Gl ) u, G2
A > A
d, 2
—>
A3
A, 00
S 0 A, 0
0 0 A,
< d,
< P |
e P d,
y3‘ ) U,

16



Burada P, G,,G,,G, ler ile birbirine baglantili diyagramlardan olusur. Bu birbiriyle
baglantili diyagramlar sysic programi ile kolaylikla hesaplanabilir [18].
Not: Bilinmeyen matrisin etkiledigi P bir blok diyagonal yapisiyla olusturuldu. Bu son

derece onemli bir gézlemdir.

iii) LFT’nin Ozelliklerinden biri de transfer fonksiyonlarini durum uzayi
gerceklestirmesine ¢ok benzer bigimde kullanabilmesidir. Bunu gergeklestirirken
toplamsal, kademeli ve ters ¢evirme gibi islemlerden yararlanir [4].

G, ve G, sistemleri verilsin. Verilen bu iki sistemde gerceklestirmeler,

4, \B 4, B ]
GI(AI):|: l l}zFuL[ l 1 =A1JZD1+C1A1(I_A1A1)131

Cl D, Cl D,
A4, | B A, B, ] .
Gz(Az):{Cz Dz}:Fu({Cz Dz_aAzszz"'CzAz(]_AzAz)le

A0
bicimindedir. Burada A=| ' “dir.
0 A,

Buradan kademeli sistemi,
Al B 1 CZ B 1 D 2
(Gl G, )(A) =10 4, B,
Cl D 1 C2 | D ID 2

gerceklestirmesine sahiptir.

G, ve G, ’nin toplamsal sistemi,

4 0 B,
(G, +G,XA)=| 0 4, | B,
C, C, ID+D,

gerceklestirmesine sahiptir.
Ters cevirme isleminde ise, kabul edelim ki kare matris seklinde ve singular

olmayan bir P matrisi, P, ve P, matrisleriyle G = F, (P,K ) olarak verilsin. Buradan
K=F, (P"I,G)’dir. Bu formiilii asagidaki esitlikleri yazmak suretiyle LFT icin

kolaylikla agiklayabiliriz.

17



z=F/(P,K)w=Gw

K’y1 elde etmek i¢in ifade diizenlenirse,

olur.

Simdi bilinmeyen parametrelerin LFT olarak nasil gosterilecegine bakalim.

2.2.4 Ornek: Kabul edelim ki bilinen bir deger iizerinde 2.0 < F(5,)<2.8

olarak alinsin.

_24+0.40,

C

0, € [— 1,1] icin F (56)— Tros olarak yazilir. Bu yazim bir kesirli dogrusal
+0.0,

ra)-r([ 5 Lo - ora)

Oyleyse blok diyagramu,

doniistimdiir.

|24 04|

A 4
%)

seklinde gosterilir.

2.2.5 Ornek: Transfer fonksiyonu icinde bulunan parametrik bilinmeyenleri
LFT ile gosterelim.
TGT( sistemlerde
e Dbilinmeyen kazang (gain),
e birinci mertebe erteleme ile bilinmeyen zaman sabiti (lag) ve
e bilinmeyen gecikme (modelled with a Pade approximation)

bilinmeyenleri mevcut olabilir [8].

18



Siirecin transfer fonksiyonu;

ke pde
seklindedir.
Kabul edelim ki:
e Her bir bilinmeyen
> Kell 3]
> yel0.05 0.15]
> rell 2]
tanimli ve

e Kve y lineer bagimli olsun. Yani K, 1 — 3 deger alirken y benzer sekilde
0.05 — 0.15 degerlerini alsin.
Buradaki o, ve o, belisizlikleri —1<6,,6, <1 taniml olmak {izere,
K=2+6,, y=0.140.050,, 7=15+0.55,
esitlikleri verilsin.

-r+1
w41

icin blok diyagrami,

+ +
2 o |l T
-r+1

seklindedir. Bu blok diyagramdan ‘nin elde ediligini gorelim.

»w+1

19



> 2 /fk ﬁp > y! | + =O >
TreeelL /. ......... -7 -
/ ...........................................
1
B
I+—
s

Benzer sekilde ! 1blok diyagrami,
_l’_

A 4

—q@—» - [ >

olur. K,y ve ™' modellerine iist doniisiim LFT kullanilarak,

0 1 —% 10 —%
MK:[I 2} M = 1 1()’ Ma = 1
2

W[ W |

matrisleri K = F,(M..,5,), y'=F, (Mﬂ ,0, ), t' =F,(M,,5,) olarak
tanimlanirlar. Burada M, matrisi alt doniislim matrisi tist doniisiim matrisine uygun
matris yapisiyla esit kabul edilerek, M, ve M, matrisleri ise 2.2.1 yardimel teoremi

ile elde edilmistirler.

Birinci mertebe gecikme sistemi Fy,(G,,d,), birinci mertebe erteleme sistemi
F, (GL,52) seklindedir. Burada G, ve G,, 2-girisli 2-¢ikish 1-durumlu bilinen

sistemlerdir.

20



) Iy 7
A
» + » » +;
WT ZT
+ O MT[
— I —> al >

_ Y

Bilinmeyen K dogrudan F;, (M Ko 51) kullanilarak gosterilir. En sonunda 4-girisli 4-

¢ikisl 2-durumlu G sistemi olusur.

siireg

27 D E— D W7
o —] Gy [ e
Z, - W,
YV e—] «— U

Bu stirecin i¢yapisi,
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ol, 0
bigimdedir. Belirsiz sistemin hareketi y = F;, [Gsmq ,[ e Du tist doniistim

0 9,
LFT dir.
O halde o, bozucusu, K ve y ciftinden dolay1 iki kez tekrar eder.

2.2.1 Tamim ( Redheffer Star Uretimleri (Star Product)) : M ve O
bdliimlenmis kompleks matrisleri,
Q:|:Qll Q12:| M:|:Mll M12i|
QZ] Q22 M21 M22
verilsin. Q,, M, matrisi iyi tanimli kare matris seklinde ve (I -0,,M,, )_1 mevcuttur.
Bu verilere gore Q ve M ’nin star tiretimleri asagidaki gibi tanimlidir.
Q*Mz{ E(Q?Mll) le(I_Manz)lMlz}
-1
le(I_szMu) Q21 Fu(Mstz)
O halde bu tanim yukaridaki Q ve M matrislerinin boliimlenmesine baglidir.

Gergekte bu tanim bir boliimleme i¢in 1yi tanimh olabilir bagka bir boliimleme igin

olmayabilir. Bu star liretiminin blok diyagrami asagidaki sekildedir.

& 0 ¢ il
N U,
> e ) A > —
«— «——
. M D Vs U,
Y U,

Sekil 2.3 Redheffer Star Uretimleri

LFT nin tanimi hatirlanirsa uygun boyutlu bir A matrisi i¢in eger gerekli matrislerin
timiiniin tersleri elde edilirse,
F,(Q*M).A)=F,(Q.F,(M.A))
esitligi yazilabilir [4].
Alt ve tist LFT’leri tanimlamak i¢in star liretim sembolleri

Fu(M’Au):Au*M ve E(M’AI)ZM*AI
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olarak genisletilebilir [7].

Bazi literatiirlerde LFT asagida tanimli matris fonksiyonlarini kullanir [5].

(4+ BO)C +DQ)"

Burada C genellikle pratiklikten dolay tersi mevcut olarak kabul edilir. Buna gore

asagidaki yardimci teoremleri verebiliriz.

2.2.2 Yardimci Teorem [19, Lemma 9.1]: Kabul edelim ki C tersi mevcut

olan bir matris olsun. Buradan

AC™ B—-AC™'D
M{ C C }

c' -Cc'p

ile

veya

3

(C+0D)"(4+0B)

(4+BQ)C+DQ)" =F,(M,0)
(C+0D)"(4+0B)=F,(N,0)

olarak tanimhidir. Eger M belli kosullar saglarsa tersi de gecerlidir.

2.2.3 Yardimci Teorem [19, Lemma 9.2]: M = {

verilen bir LFT, F, (M , Q) olsun.

a) Eger M, tersi varsa

F(M,Q)=(C+0D)"(4+0B)

esitligi A=MM,, B=M, -M,M'M,,

herhangi bir singular olmayan E matrisi i¢in,

A B
C D

seklindedir.

23

Mll

Cc'4
B-DC'4 —-DC™

21

C=M,

M12

C71

22

D=-M,M

} matrisi ile
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b) Eger M ,, tersi varsa
F,(M,0)=(4+BQ)C+DQ)"
esitigi A=M,M,', B=M,-M, M, M,,, C=M,, D=-M,M, ve

herhangi bir singular olmayan E matrisi i¢in,

0 MIZEMII
A B ! »
=F|l 0 0 I |-M;
C D ___________ Lo
-1 M, O
MIZ; Mll
=F|| 0__0 ;i _ 1 _ |E"
—1 M, M, +E

seklindedir.
Bununla birlikte keyfi bir LFT, F,(M ,Q) icin M,, ve M,, matrisleri kare

matris seklinde ve tersleri mevcut degilse alternatif kesir formiilii daha sinirlayicidir.

Goriiniiste baz1 basit fonksiyonlar LFT gosterimine sahip degildirler. Ornegin;

(4+0B)1+0D)"
bazi1 M’ler i¢in F, (M , Q) seklinde yazilamayabilir. Bununla birlikte,

A1 4
N = —B;O - B, A:{Q }
Di0 D Q
ile
(4+0B)1+0D)" = F,(N.A)
olarak yazilabilir.

O halde A ’nim boyutu Q’nun iki kez yazimdir.

2.3 Lineer Durum Uzay: Bilinmeyeni

Bir lineer durum wuzayr modelinde bilinmeyenin 6zel hali, bilinmeyen

tanimlamasi yapilarak kolaylikla olusturulabilir.
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A B.
i i c SR (n+nu )x(n+ny )
C. D,

l 1

Bilinmeyenli durum uzay1 modelini her bir, i=1,2,3,... ve {
i¢in diisiinelim.

| +304 B30 ]

C, +Z§C D, +3 5,0, [41)

e sl 2

A B,
r,= rank[cl DI } olsun ve her bir matris ¢arpan1 olarak,

A B. E.
|: l lj|:{ l:|[Gi Hl]
¢ D F,

E,
kabul edelim. Burada {F} ek (G H e R0 gir,

i

Simdi G, lineer sistemini ek girdi ve ¢iktilarla tanimlarsak, durum denklemleri

A4, B, E - E, | x
Co D, F, - F,
z, =G, H, 0 - 0 |w
_Zm_ _Gm Hm O 0__W”_

y e— « u

7] —] < w
7, ——— G, ) W,
Z, *— < W,

bi¢cimde olur.

Belirsiz sistem, G, ¢evresinde y = F, (G,,,A)u olacak sekilde bir LFT olarak temsil

582

edilir. Burada A doniistimleri z — w tanimli ve
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A ={diagl6/1, ,0,1, ,...,6,1, ]1:0, € R}

yapisina sahiptir [18].

2.4 Modellenemeyen Dinamikler

Simdiye kadar bilinmeyen igeren sistemler, parametrik bilinmeyen tanimlanarak
LFT sistemi seklinde temsil edildi. Bilinmeyenin modelleri parametrik bilinmeyen
icin siirlandirilamaz [18]. Cogu kez;
e diisiik mertebeli s6zde model, plantin diisiik-orta frekans sirali hareketi
bulunarak uygun tanimlanabilir,
o yiiksek-frekansta ise plantin hareketi bilinmez ve asil plantin dinamik
mertebesi bile bilinmez.
Bu durumlarda parametrik bilinmeyenden daha zengin bir seye bu bilinmeyeni temsil

etmek icin ihtiya¢ duyulur.
2.4.1 Modellenemeyen Dinamiklerin Carpma Modeli

Bu kullanim gergek sistemin hareketi sirasinda frekansa bagli bilinmeyen
yiizdesini belirtir. Bilinmeyen kiimeyi belirtmek i¢in iki sey secilir;
e bir sozde model G(s),
e Dbir carpim bilinmeyenli agirlik fonksiyonu W, (s) .

Bu verilenlerle, bir ¢arpma bilinmeyen kiimesi;

M(G,W,)= {é : Gliw)- G(jw)§ <

G(jw)

W, (jw)l}

olarak tanimlanir. Eklenen smirlamayla G *nin sag yart diizlemdeki kutuplarinin

sayist (RHP) G’nin sag yar1 diizlemdeki kutuplariin sayisina esitlenmis olur.

Aciklamalar:

e Sozde model G planti ve M(G,W,) ile gosterilen biitiin plantlar arasindaki her

bir frekans da maksimum potansiyel yilizdelik-devir farkliligini |7, ( jw) temsil
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eder.

e Buradan anlasilir ki M(G,W,), G de merkezlestirilen olasi plantlarm bir

yigmudir.

e Nyquist haritas1 tiizerinde G( jw) de merkezlestirilen bir diskin yarigap1

w, ( jw)G( jwl olmak iizere bilinmeyenin tanimindan olas1 degerler kiimesi

(N?( jw) olarak ele almabilir.

2.4.1.1 Carpim Modelindeki Bilinmeyen

~

Simdi A = tanimlamak suretiyle her bir G,
oo : ............................ : V(G ) daki plantlarn
! " A i
i : hareketi
u " 4 Jr'o_—!—_> ! >y

olarak yazilabilir. G € M (G,w,) olmasi sartina gore

A( jw)| <1 ve  #RHP kutuplar[G(1+ W, A)|= #RHP kutuplar [G]

max
kosullarini saglayan bir transfer fonksiyonu olmalidir.

O halde A ’nin kendisi kararsiz olabilir. Gergekten bunu asagidaki drnekte gorebiliriz.

2.4.1 Ornek : Carpim seklinde olmayan sézde model G’ye benzeyen

modellerin bir kiimesini diisiinelim. Mesela G = ve agirlik fonksiyonunu

s—1

1+

/4 :|7/| < }7} seklinde diistinelim.
v

7 > 0 sabiti i¢in plantlarin bir kiimesini { 1
S f— —
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Acaba y 'nin alacagi hangi deger icin bu tamimlanan kiime M (G, Wu) carpma

modeli kiimesinde bulunur?

En biiyiik plantlarin kiimesini { +y :|7| < ;7} cM (G,Wu) olarak tanimlayalim.

s=1-y

Burada G ’nin kararsiz kutuplar1 G’ninkilerden farklidir. Bozucu olarak

) (312s+1j75
i(;erlj(s—l—}/)

alinir ve basit cebirsel iglemler yapilirsa,

elde edilir. Bu bizim istedigimiz sonugtur. Ayrica G(1+W,A)e M(G,W,) olmasi

A’nin

s=jw,weR

olmasi kosulu altinda saglanir. Bu durum y <0.425 gegerlidir. u Tools kullanimi
burada en kolay yaklasimdir ve hesaplama icin en uygun olanidir [4]. » 'nin degisik
degerleri icin haritas1 ¢ikarilir, haritanin 1 ile iligkili biiyiikliigii (magnitude)
karsilastirilarak limit 7 belirtilirse
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oldugu goriiliir (7 = 0.425). Buradan G icindeki i¢csel baglantilar (A,G, W) li¢ ayr
fiziksel eleman olarak incelenmez. Bunun yerine G’ye benzer plantlarin bir kiimesinin

bir parametrizasyonu ( M (G, w, ) tanimindan) olarak birlestirilirler.

2.4.1.2 LFT Olarak Carpim Modeli

Genel olarak, A bilinmeyen elemanlarmi1 G ve W, bilinenlerinden ayirmak

suretiyle M (G, w, ) bilinmeyen plant kiimesini bir LFT olarak gosterelim.

\ 4
g

\ 4

bilinen 2 girisli 2 ¢ikusl
lineer sistem

Bilinmeyen par¢ca H, . mevcut olan degeriyle,

e ] v e

H

mult

mult

tanimlanarak LFT olarak y = F (H A)u seklinde yazilir.

mult °

H, ., sysic programi kullanilarak kolaylikla hesaplanabilir [18].

mult >
Ozetle modellenemeyen dinamiklerde ¢arpim bilinmeyen modeli:

¢ Plant degiskenlerinin genis bir ¢esitliligini yakalar.

e Hem parametrik degisimleri hem de modellenemeyen dinamikleri gosterir.
e Nyquist haritasinda her bir frekans da bilinmeyen diski gosterir.

e Modellere bilinmeyeni yerlestirme yaklasimi i¢in kolay ve basittir.
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2.4.2 Modellenemeyen Dinamikler I¢in Toplama Modeli

Modellenemeyen dinamikler ic¢in ayrica toplama bilinmeyen modeli

kullanilabilir. Verilen sézde model G ile toplama bilinmeyen agirlik fonksiyonu W,
toplamal1 bilinmeyen kiimeyi;

AG.,)= 6 [GUw)- Glw) < . (w)]
olarak tanimlar. Eklenen simirla G ’nin sag yar1 diizlemdeki kutuplarmin sayis1 G’nin

sag yar1 diizlemdeki kutuplarinin sayisina esitlenmis olur. Blok diyagrami,

L AG, W, ) deki

J 7, |— A .
| 1 sistemin hareketi

seklindedir.
Carpmadaki gibi A(G, w, )’deki sistemin hareketi bir LFT olarak yazilabilir.

2.5 Kansik Bilinmeyen Iceren Sistemleri LFT Olarak Modelleme

Belirsizlik, parametrik belirsizlik ve modellenemeyen dinamiklerin her ikisini
de igerecek bigimde karisik bilinmeyenli olabilir. Ornegin; parametrik belirsizlik i¢in
2. mertebe m,c,k belirsiz sistemi ve modellenemeyen dinamiklerin yiiksek frekansl
carpim belirsizlik modeli gibi [18].

Bu modelin blok diyagramu,
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5.0 0
> 0 §C 0 5(5)
0 0 &,
e YooY ) —
i m
Hmixé A :
> : Gmck Ve :
o = v

seklindedir.  Olas1 hareketi bir LFT olarak y=F,(H,,,Aju bigimde gosterilir.

Burada A bozucu matris yapist A = diagi{s,,0,,5,,5(s)} formunda ve H,, 5-girisli

5- ¢ikish bilinen sistemdir.
Suana kadar belirsiz sistemlerin LFT olarak gosterilmelerini inceledik. Bolim

3’te sistemlerin calismalarin1 kararli hala getirmek i¢in ne yapilmasi gerektigini

inceleyelim.
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3. LFT SISTEMLERININ SAGLAM KARARLILIGI (ROBUST
STABILITY)

Bu bolimde LFT mekanizmasindaki belirsizlik yapisii tanimlayacagiz.
Ayrica bu belirsiz yapr bilgisiyle LFT sistemlerinin kararliligini inceleyecegiz. O
halde acaba belirsiz LFT sistemlerinin kararlilik analizi nasil yapilir? Bu sorunun

cevabin1 g kararlilik (stability) kavramui ile agiklayacagiz. Ama oncelikle belirsiz

matrislerin yapisini verelim.

3.1 Belirsizligin Yapisi

Belirsiz sistemlerdeki bilinmeyen yap1 bilgisi matris yapisina sahiptir.
Bilinmeyen yaptyr burada bozucu (perturbation) olarak ele alacagiz. Bozucu
matrislerin yapis1 “mu comandina” gecirilerek goriilebilir [18]. Her bir belirsizlik

blogu hemen hemen ii¢ 6zelligi belirtmelidir:

1. Bozucunun tipi (gergek parametreli, modellenemeyen dinamik gibi),

2. Bozucunun boyutu,

3. Bagimsiz yerlesmelerin sayisi, belirli bilinmeyen olusturur (2.2.5 6rnek).
Belirsizlik yapr bilgisi nx2 goriinlimii olarak saklamir. Bu blok yapisi

goriiniimii olarak adlandirilir. Burada

e n belirsiz matris i¢indeki farkli bozucu elemanlarin sayisi,
o i’ nci kok geleneksel kullanimlarla i 'nci belirsiz blogu tanimlar.
> Bir skaler ger¢cek parametre [—1 1] veya [—1 O] ile
nitelendirilir.
> f kez tekrar eden bir gergek parametre [—f 0] ile

nitelendirilir.
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» Bir 1x1’lik (6rnegin skaler) modellenemeyen dinamikler
bozucusu (daha sonra kompleks olarak ele alacagiz) [1 1] ile
nitelendirilir.

» Bir rxc’lik (6rnegin tam  dikdortgen  seklinde)

modellenemeyen dinamikler blogu [+ ¢] ile nitelendirilir.

Belirsiz elemanlarin siralanmasi bilinen sistemlerin giris-¢ikis kanallariin
diizenleriyle olugsmalidir. Ayrica A notasyonunu kullanmak biitiin bozucu matrislerin
kiimesiyle uygun yapiy1 gostermek icindir.

Bozucu matris yapisini, karigik bilinmeyenli LFT sisteminde gorelim.

o, 0 0
> 0 §c 0 5(_9)
0 0 o,
Y Y
) IS A A A A
Hmix : r !
: Mo |
: |
< E Gmck d': E
y ! u
Buradaki A yapist,
oo 0 0 O
0 0, 0 O
A= 15, eR,0, e R, 5, eR,5,(s)
0 0 o, O
0 0 0 o,

YWdeltaset = [—1 ;-1 1L,—-1 11 1]; % m/c/k/unmodeled

olarak gosterilir.

Simdi belirsiz yap1 bilgisiyle LFT sisteminin kararliligina bakalim. Bunu

yaparken u analizi dedigimiz kavramdan yararlanacagiz. Burada amag sistem i¢in

kararlilik duyarliligini belirtmektir.
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3.2 u Analizi

Her bir x4 analizi agagidaki adimlardan olusur.

1. Asagidaki gibi geri beslemeli diyagram igindeki problem analiz diyagrami

olarak adlandirilir.

A

M

Sekil 3.1 x Analiz diyagrami

Burada:

e M bilinen bir sistem
e A bozucu bir yapilandirmadir.

2. M nin bir frekans cevabi hesaplanir.
3. Frekans cevabi lizerinde “mu komutu’calisir (comand run).
4. A bozucularinin yapisi tanimlanir.

5. u hesaplamasindan harita sinirlar1 bulunur.

3.2.1 Ornek: Karigik bilinmeyenli LFT sisteminin blok diyagramindan analiz

diyagramini olugturalim.
mck parametrik belirsizlik sistemi ve modellenemeyen dinamiklerle olusturulan H . ’i

K denetleyicili geri besleme boyunca diisiinelim. Burada u = Ky *dir.

mix

A A

v
=
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H,., Kilebirlikte M =F,(H,,,K) olarak adlandirilirsa,
» A » A
N . » A
= =
Hmi‘c : Hmix :
5 | M
> K i M K :
M = FL(Hmix’K)
elde edilir.

3.2.2 Tamm: Singular Deger Ayrismasi (Singular Value Decomposition)

Singular deger ayrismasi (SVD) matris analizinde ¢ok kullanigh bir aragtir. Bir
matrisin singular degerleri matris boyutunun 6l¢iistidiir.
AeF ™" olsun.
U =[u,u,,...,u, | €F"™"

Vz[vl,vz,...,vn]eF”X”

olacak sekilde matrisleri tektir (unitary). Oyle ki

A=UYV", ZzFl 0}

0 O
dir. Burada
(6, 0 . . 0]
0 o,
2, =
|00 .. 0,

veo0,20,2..20,20, p= min{m,n} dir.
o,, A’nin i. singular degeridir ve u, ve v, vektorleri sirasiyla i. sol singular vektorler

ve j. sag singular vektorleridir.
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Av, = o,u,
A'u, =o,v,
dir ve yukarida verilen esitlikler
A Av, =olv,
AA’u, = o}y,
olarak yazilabilir. Bunedenle o7, 44" yada 4" A4 ’nin 6z degeridir. u,, A4" nm 6z
vektori, v, ise A" A 'nin 6z vektoridiir.
Singular degerler i¢in asagida verilenler kabul edilir.
e &(4)=0,,(4)=0, = A nn en biiyiik singular degeridir.
o g(A) =0, (A) =0, = A’nmn en kiigtik singular degeridir.

A matrisinin en biiyiik 6z degerine spectral yaricap ve p(A) = max|i,. (A)| ile gosterilir.

3.2.3 Tamm [19]: £ Yapilandirilmis Singular Degeri (Structured Singular
Value)

Yapilandirilmig  singular degeri tanmimlamadan o©nce asagidaki soruyu

cevaplayalim.

Verilen bir M eC? matrisi igin E(A) ‘nin  duyarliliginda en kiiciik bozucu

A € C?? matrisi ne olmalhdir ki det([ — MA) =0 olsun?

Bu sorunun cevabim ¢, =inf{c(A):det(/ — MA)=0,A e C”?} kiimesinde

bulabiliriz. Gergekten kolaylikla goriilebilir ki

1
L =infla:det(I—aMA) =0, 5(A)<1, AcC™ 1=
amm m {a e( (22 ) 5 O-( ) 5 € } l‘l;lga)zglp(MA)
vE
max p(MA)= (M)
dir.

36



Sonug olarak kiicilik bir saglamlagamayan A :

A =

sag mvluf, det([ —MAmg): 0

ile saglamlasamayan bozucu matrisin en kiicik normu ——-="’dir. Burada

(a)

Q

M =& (M u,v; +o,u,v; +... bir singular deger ayrigmasidir.

Oyleyse bir matrisin en biiyilk singular degerinin karsihg en kiigiik
saglamlasamayan bozucu matrisin 6l¢iilmesiyle elde edilir. Buradan M’nin en biiyiik
singular degeri igin

5(M)= !

~inf{a(A): det(l — MA) = 0,A € C¥7}

tanimini1 verebiliriz.
Simdi benzer problemi smirlanan A yapisiyla diisiinelim. Ozellikle blok
diyagonal A matris yapisini diisiinecegiz. Bloklarin iki tipi olarak; tekrar eden skaler

bloklar ve tam bloklar: ele alacagiz. S ve F sirastyla, tekrar eden skaler bloklarin

sayisin1 ve tam bloklarin sayisini temsil etsinler. Bloklarin boyutlarm 7,7,,...,rg ve
m,,m,,....,m, pozitif tam sayilar1 ile tanimlayalim. i. tekrar eden skaler blok r, xr,

iken, j. tam blok m; xm  olsun. Bu tam sayilarla verilen A € C™" olarak
A={diag[51, ,...04l, ,A,...A]:6,€C, A, eC"™} (3.1

tanimlayalim (burada tanimladigimiz 6ve A bozuculardir).  Biitlin boyutlar

arasindaki uygunluk i¢in

olmalidir. Cogunlukla A ’nin normla sinirlandirilan alt kiimelerine ihtiya¢ duyacagiz.
BA={AcA:5(A)<1}
B°A={Aec A :5(A)<1}
Burada “ o” sembolii agik diski temsil eder. (3.1)’deki esitligi miimkiin basitlikte
tutmak i¢in, ilk olarak tekrar eden skaler bloklarin hepsini yerlestiririz; aslinda
herhangi bir sirada da gelebilirler. Ayrica tam bloklar kare matris seklinde degildirler,
fakat ifade acisindan onlar sinirlandirilarak uygun bir sekilde kaydedilir.

Simdi benzer bir soru daha soralim.
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Verilen bir M € C?* matrisi i¢in E(A) nin duyarliliginda en kiigiik bozucu A € A

matris ne olmalidir ki det(/ — MA)=0 olsun?

Bu sorunun yanit1 i¢in yine

a,, =inf{z(A): det(7 — MA)=0,A € A}

kiimesiyle ilgilenecegiz. Yeniden

1
max p(MA)

AeBA

A, = inf{a : det(] — aMA) =0,A e BA} =

olarak yazabiliriz.

Benzer sekilde yapilandirilmama (modellenemeyen belirsizlikler) durumu igin

b yapilandirilmis singular deger olarak adlandiracagiz. Ve pu, (M ) ile

min

gosterecegiz.

3.2.4 Tanim [19]: M € C™ igin

1
" min{5(A): A € A,det( - MA) = 0}

py (M)

yapulandirdmig singular deger olarak adlandiracagiz. A € A degilse I - MA singular
olur, bu durumda u A (M)=0"dur.

3.2.5 Uyan [19, Remark 10.1]: Genelligi bozmaksizin, minimum norm
A’daki tam bloklarin her biri rank=1 olacak sekilde segilebilirler. Bunu gérmek i¢in
S=0 olsun (yani biitiin bloklar tam bloktur). Baz1 A € A i¢in / — MA singular olarak

verilsin. Buradan bir x € C" vardir 6yle ki MAx =x’dir. Simdi A ile uyumlu x

boliimlenmesi,
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~ AL’)ZC’*, x;, #0 ) ..
A, = ||xi| i=1,.,F i¢in
0

, x;=0
olsun.
A= ah'ag{x1 ,Zz,...,ZF}
olarak tanimlanir. Buradan c (Z)S a(A) ve Ax = Axdir. Boylece
(] — MZ)X = (1 — MA)x =0 (yani/ - MA ayrica singulardir) dir.
Sonug olarak, genel A bozucusunu 6zel durumlu bir A bozucusu kosulu altinda

yeniden yerlestirebiliriz. Burada A, E(-) duyarliligindadir. Ve her bir blok igin

rank=1"dir (burada 6zel durumu saglamasi kosulu vardir).

N (M ) geri beslemeli aciklamasini,

M

A

A 4

A

e Eger [ - MA singular degilse sadece bir ¢6ziim vardir ve u=v=0’dr.

e Eger [ - MA singular ise sonsuz ¢dzliim vardir ve ¢oziimlerin ||u v|| normlar1

9

keyfi biiytikliikte olabilir.
Bu durumdaki sistemlere sirasiyla “kararli” ve “kararsiz” diyebiliriz. Buradan

Hy (M ) icin kararsizliga sebep olan en kiigiik A yapilandirmasinin bir dl¢iimii oldugu

sOylenebilir [4].

3.2.6 Yardima Teorem [19, Lemma 10.1]: x, (M)= max p(MA)’dur.
A AeBA

Burada p spectral yarigap tanimlar.

nxn

Bu yardimce1 teoreme bakildiginda g: C""— R siirekli bir fonksiyon oldugu

gortiliir. Genelde u: C™ — R fonksiyonu tiggen esitsizligini saglamadigindan bir
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norm da degildir. Bununla birlikte herhangi bir « € C i¢in ,u(aM ) = |a| y(M ) dir.

Oyleyse M’nin ne kadar biiyiik olmastyla ilgilidir.

N (M ), bilinen lineer cebir nicelikleriyle iligkili oldugu zaman A iki sinir

kiimesinden biridir.

o Eger A={01:6eC}ise u,(M)=p(M)dr[4].

Ispat: A ’daki det([ —MA) =0 kosulunu saglayan A ’lar, M’nin sifir olmayan
0z degerlerine karsilik gelen degerlerdir.
Bu en kiigiik degerlerden biri en biiyiikk (magnitude) 6z degerle birlestirilendir.
Boylece u, (M )= p(M) olur.

o A= C"™ ise u,(M)=c(M)[19].

En genel A={diag[6],,...0,1, ,A,,...A.]:6,€C, A, eC"™}  kiimesi

igin,
{8l,:6eClcAc C™
yazabiliriz. u tanimindan dogrudan,

pM)< uy(M)<5(M) (3.2)

sonucu ¢ikar. Bu sinirlar sadece keyfi genislikte olabilen p ve & arasindaki araliktan

dolay1 istegimiz i¢in yeterli degildirler.
3.2.7 Ornek:
L o 0 : . 0 p|.
1) Kabul edelim ki A= 0 s olsun. Herhangi >0 i¢cin M = 0 ise
2

p(M)=0 ve &(M)=p’dir. Fakat kabul edilebilir bir A igin
det(I — MA) = lolacagdan x(M ) = 0 >dir.

2) Kabul edelim ki A=C"" olsun. Buradan
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1 1
M = % % ise p(M)=0 ve E(M)=l’dir. det([—MA):l-f-% dolay,
2 2

min{max l.|5i| 1+ % = O} =1 oldugu kolaylikla  goriilebilir. ~ Oyleyse

u(M)=1"dir.
Bu nedenle pve & basit durumlarda bile sinirlara yarar saglamazlar. Sinirlara
giivenirlik sagladiklar1 zaman p~o& durumundadirlar.  Bununla beraber, M

lizerindeki doniisiimleri diisiiniirsek siurlar p ve &’yi etkilerken g, (M )’y1

etkilemezler. Bunu yapmak i¢in C™" iki alt kiimesi,
Q={0cA:00=1,f

D - {dlag[Dl ’“"DS7dll dF—lIqu 7ImF ] . Di S (C gt )

D, =D; >0,d, eR,d,; >0}

olarak tanimlanir.

O halde herhangi bir Ac A, Q€Q ve DeD igin,

0" eQ, QOAecA, AQeA, &(0A)=5(AQ)=5(A)
DA =AD (3.3)
dir [19]. Buradaki Q kiimesi BA ’nin ‘sinirlarinin kiimesi (boundary)’ dir [14].

Bu sonuglarla asagidaki teoremi verelim.

3.2.8 Teorem [19]: Biitin Q € Q ve D € D ig¢in,

,UA(MQ): ﬂA(QM): IUA(M): ﬂA(DMD_l)
dir.

Ispat: Biitin D e D ve A <A igin, A ile D degismeli oldugundan
det(I — MA) = det( - MD™'AD)= det(1 — DMD™'A).
Buradan s, (M ) = U, (DMD’1 ) “dir.  Ayrica her bir Q € Q igin det(] —MA) =0 ise

det(] —MQQ*A)= 0’dir. Q'AeA ve E(Q*A)= 5(A)  oldugundan dolay:
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Uy (MQ): N (M ) olarak elde ederiz. Bu ispat aym1 zamanda QM i¢inde gegerlidir.

Buradan (3.2)’deki sinirlar 3.2.6 yardimci teoremi ile
< = <info -1
I’IQlfgi p(QM) < max p(AM) Hy (M) < glf];a(DMD ) (3.4)
olarak yazilir. O halde D matrisi i¢indeki herhangi bir sifir olamayan en son eleman

skaler y igin 1’ dogru normallestirilir. Yani DMD™" = (yD)M(yD)" dur.

3.2.9 Uyan [19,Remark 10.2]: O halde teorem 3.2.8 ve (3.4) esitsizliginde
Olcek D kiimesi mutlaka Hermitian olarak sinirlanamaz. Gergekte (3.3)’teki kosulu
saglayan singular olmayan matrislerin herhangi bir kiimesiyle yeniden yerlestirilebilir.
Bununla birlikte 6lgek matrislerin kiimesini genisletme, (3.4) esitsizligindeki {ist sinir
icin gergeklesemez. Bunu su sekilde gorebiliriz: Kabul edelim ki D herhangi bir

singular olmayan matris olsun dyle ki DA = AD’dir. Buradan bir Hermitian matris

0 < R=R" €D vebir tek (unitary) Q matrisi vardir dyle ki D = QR ve
. — -1\_: — -1 *)_ : -1
inf 5(DMD™" )= inf 5(ORMR™0" )= inf o(RMR ™)

dir. Bunun sonucu olarak, Hermitian D varsayiminda genellik kaybedilmez.

3.3 Smrlar

Sinirlar lizerinde

max p(OM) < u, (M) < inf 5(DMD™)

0eQ DeD

dir. Alt sinir her zaman bir esitliktir [5].

3.3.1 Teorem: max p(MQ) = p, (M) dir [14].

3.3.2 Teorem: max p(MQ)= u, (M) dir [5].

AeBA

p(QM ) niceligi bolgesel maksimum (local maxima) ¢esitlilige sahip olabilir
fakat kiiresel (global) degildir. Bundan dolay1 local arastirma g ’yii elde etmeyi

garantilemeyebilir ama yalnizca alt smir1 verebilir. Ust simr konveks optimizasyon
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problemi olarak yeniden formiile edilebilir. Oyleyse global minimumluk prensipte

bulunabilir. Ust smir her zaman g ’ye esit degildir. A blok yapilari igin 2S5 + F <3
kosulu altinda tist sinir her zaman g, (M ) e esittir. 285 + F >3 oldugu durumda blok
yapilar1 i¢in g ’den daha az infimumlu matrisler vardir. Ust smirmn durumlar

asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Burada {ist sinirin g ’ye esit oldugu garantilenir [15].

3.3.3 Teorem [19, Theorem 10.4]: Eger 2S5 + F <3 ise
uy(M)=inf 5(DMD™)

dir.
F=10 1 2 3 |4
§=
0 evet |evet |evet |hayir
1 evet |evet |hayir [ hayir | hayir
2 hayir | hayir | hayir | hayir | hayir

Kutular i¢inde bir kag1 lineer cebirde standart sonugtur. Bunlar;

o 5=0,F=1:u,(M)=5(M).
o S=1,F=0: u,(M)=p(M)=inf5(DMD™")

DeD
dir.

Gergekten, lineer sistem teorisinde Onemli teoremler kesirli dogrusal
doniisiimiin baz1 sonuclarindan ve iist sinirlardan elde edilir. Alt sinira maksimum
modiil teoreminin dogal bir genellestirilmesi olarak bakilabilir [14].

Ayrica st simirin ¢ok Snemli kullanimlarindan biri alt smarla birlestirildigi
zaman tasarim hesaplamasi olarak kullanilmasidir. u teorisinin giivenli kullanimi igin
{ist ve alt simirlara sahip olmas gereklidir. Ust smirin bagka bir énemli 6zelligi de bir

1 sentez metodu vermek i¢in H  kontrolor sentez metotlariyla birlesebilmesidir. O
halde iist sinir transfer fonksiyona uygulandig1 zaman basitge dl¢iilen A normudur.

Yapilandirilmis  singular degerin {ist ve alt smirlari ve Olgek matris D,

MATLAB command kullanilarak hesaplanabilir [19].
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>> [bounds,rowd]=mu(M,blk)
Burada A ’nin yapisi iki siitunlu matris oldugu bk ile belirtilmistir. Ornegin;

(6, 0 0 0 0 O]
0 6 0 0 0 0
Ao 0 0 A, 0 0 0
0 0 0 A, 0 O
0 0 0 0 &I, 0
|0 0 0 0 0 A

5,,0,,0,€C, A,eC™, A, eC?, A, eC™

olarak
5 o
1 1
23
blk=
3 3
30
ile belirtilebilir.

O halde A;’nin kare matris olmasi gerekmez. Program g¢ikislari, dlgek D’yi igeren

rowd bir dizi vektor ve ,(M)’nin alt ve iist smirlarim igeren bounds bir 2x1

vektorii kapsar. D matrisi,

>>[D,,D, ]=unwrapd(rowd,blk)
olarak yeniden elde edilebilir. Burada D, ve D,, bazi tam bloklar kare seklinde
olmadig1 zaman st smir inf E(DIMD; ') hesaplama da kullanilan sag ve sol dlgek

matrisleri tanimlarlar. Eger biitiin tam bloklar kare seklinde ise D, ve D, esittir.

3.4 u Kararhlik Testi

Belirsiz A kiimesine gére M’nin singular deger yapilandirmast gz, (M ( jw))
hesaplanir. Kabul edelim ki

max 1, (M(jw))=p

weR
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olsun.

v
B>

1. Biitiin bozucu A matrisleri igin,

e Uygun herhangi bir A € A yapisi

o maxa|A(jw)]< e ile

w

bozulan sistem kararlidir.

2. Ayrica belirli bir bozucu matris vardir,

e AecAve
. maxE[A(jw)]:% ile

sistem kararsizdir.
3.4.1 u Kararhhk Testleri, Ust ve Alt Simirlar

Software tamamen g ’yl hesaplayamaz. Fakat uygun birka¢c adimla asagi

yukar1 hesabini yapar. Kabul edelim ki;

e [, u i¢in Ust sinirlarin en tepesi (frekanslar iginden)

e [, u i¢in asag smurlarin en tepesi

olsun.

O halde

» Biitiin A € A bozucu matrisleri igin,

1
xXo|Alj —
max G[A(jw)] < 7

kosulu altinda bozulan sistem kararlidir.

» Belirli bir A € Abozucu matrisi vardir,

1
s

kosulu altinda sistemin kararsizligina sebep olur.

max (A =
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Alt ve st smirlar arasindaki aralik ‘saglam olmayan kararlilik’ olarak

. 1
adlandirilir. Saglamlastirilamayan bozucu matris (—) “command dypert’
!

kullanilarak g hesabindan yapilabilir.

3.5 LFT Sistemi icin Iyi Tamimlihk(Well-Defined)

Kabul edelim ki M kompleks matrisi,
M = |:Mll M12 :|
M21 M22
olarak ve A, , A, blok yapilar1 da sirasiyla M,, ve M,, ile uygun olacak sekilde

tamimlansinlar. Ugiincii bir A yapisi olarak

A0
A= 0 A A eALA, €A,
2

tanimlayalim. Simdi g’y bu ii¢ yapiya gore hesaplayabiliriz. Hesaplamalari
yaparken su notasyonlar1 kullanacagiz; A, ’e gore y, (), A, ’ye gore u, () ve A’a gore
1, (-)’y1 alacagiz. Bu notasyonlarm o6ziinde g, (M, ), u,(M,,) ve u,(M) duyarls

yapilmasina ragmen g, (M ) duyarl yapilamaz.

Buradan matris problemleri asagidakileri gergeklestirir.

o &(A,)<p(<pB) ile her A, €A, icin F,(M,A,) LFT iyi tammh olup
olmadigini belirtir.
e Eger Oyleyse bozucularin smirli kiimesi i¢inde F, (M ,Az) ne kadar “biiyiik”
olabileceginin belirtilmesini saglar [19].
A, € A, olsun. Hatirlayacak olursak 7 — M ,,A, tersi varsa F,(M ,Az) 1y1 tanimliydu.
[lk ifadenin cevabi, 1 tanimiin baska bir sekli oldugu kolaylikla goriilebilir. ikinci

problemin cevabini teoremlerle gorelim.

3.5.1 Teorem [19, Theorem 10.5]: F,(M,A,) asagidaki sartlarla iyi

tanimlidir.
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a) Biitiin A, € BA, i¢in ancak ve ancak ., (M 22)<1 ise.

b) Biitiin A, € B'A, igin ancak ve ancak ,(M,,)<1 ise.

Sifirdan uzaklasan A, bozucusu gibi, F,(M ,Az) matrisi de M, ’den uzaklagir.
u,(F,(M,A,)) ele alman degerler u,(M) ile iliskilidir. —Bunu ana déniisiim

teoremiyle gorelim.

3.5.2 Teorem (Ana Doniisiim Teoremi) [19, Theorem 10.6]:

~

J ﬂz(M22)<1
mON<T & (7 0n.0,)<1
e
J ,Uz(Mzz)Sl
/,IA(M)SI < sup ,UI(F;(MaAz))Sl
\AZEBAZ

Ispat: Burada ifadenin yalnizca ilk parcasinim ispat1 verilmistir, ikinci kisim
benzer sekilde yapilabilir.

(<) E(Ai)él ile A, €A, verilsin ve A:diag[Al,Az] tanimlansin. Buradan

A € A’dir. Buna gore

_ [_MIIAI _M12A2
det(/ — MA) = det
_M21A1 ]_MzzAz

olur. Hipotezden I — M ,,A, tersi vardir. Buradan det(/ — MA),
det(l = M, A, )det(l — M, A, — M A, (1~ MyA, ) MyA,)
olarak yazilir, A, terimleri bir araya getirilecek olursa
det(7 — MA) = det(I — M ,,A, )det(I — F,(M,A,)A,) (3.5)
elde edilir. Fakat A, e BA, ve u,(F (M,A,))<1 oldugu icin I-F,(M,A,)A,

singular olmamalidir. Bundan dolayr /- MA singular degildir ve tanimdan

u, (M) <1"dir.

47



(=) Aslinda bu yoniin ispati yukaridaki ispatin ters yonde hareketidir. Yine
A, €BA, ve A, € BA, verilsin ve A = diag[A,,A,| tammlansin. Buradan A € BA
ve hipotezle det(] - MA) # (0’ dir. g tamimindan her zaman
(M) 2 max{e, (M), 11, (M, )}
oldugu agiktir. Ayrica [ —M,,A, singular degildir. Buradan z,(M,,)<1 oldugu
goriiliir. Bu bize (3.5) esitliginin dogrulugunu verir. Buradan,
det(7 — M ,,A, )det(I — F,(M,A,)A, )= det(/ — MA) % 0

dir.

Sonug olarak biitiin A, € BA, i¢in [/ —FI(M ,AZ)A1 singular degildir. Bu da
gosterir ki iddia edilen dogrudur.

Ana doniigiim teoreminde A, blok yapisinin rolii agiktir. Bu yap1 bozuculardan
gelen yapidir. Bununla birlikte A, bozucu yapisinin rolii genellikle yanlis anlagilir. O
halde ,(-), teoremin sag tarafindan goriiliir, yleyse A, kiimesi F,(M,A, ) nin belirli

bir 6zelligini tanimlayan olarak diisiiniiliir.

3.5.3 Ornek: M,A,,A, yukaridaki gibi tanimlansinlar. Kabul edelim ki

75 (M ” ) <1 olsun. Bu durumda max z, (F, (M A, )) degerini bulalim.

Asagidaki gibi tekrarli olarak yapilabilir.

Mll MIZ
max 4 (F(M.A,))=a & max u|Fl| o g |4, |[=1
2€BA, 2€PA)

M21 MZZ

Mll MIZ
S M| «a a [|=1-
M21 M22
Buradan,
Mll M12
ArzllaBiﬂl(Fl(MaAz))_ T Hy| «a a |71
M21 M22

olur.
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4. LFT SISTEMLERININ SAGLAM CALISMASI (ROBUST
PERFORMANCE)

3. bolimde LFT sistemlerinin g kararhilifindan bahsedildi. Bu boliimde

kararl1 bir LFT sisteminin kararliligin1 devam ettirebilmesi i¢in gerekli olan saglam
calisma kosulu H_ kontrolden ve saglam c¢alismanin temeli sayilan kiigiik kazang

teoreminden (small gain theorem) bahsedilecektir.

4.1 Sistem Normlar

Normlar genelde bir vektor, matris, sinyal ya da bir sistemin boyutunu veren
sabit sayilardir. Bu amagla norm adi verilen fonksiyonlar kullanilir. Biz burada
amacimiza uygun olarak sistem normlarinmi ele alacagiz. Sistem normlar sirasiyla

H,,H_ normlaridir. H, ve H_ genellikle Hardy uzayi olarak bilinirler.

4.1.1.1 Tanmmm: Reel katsayilarla polinomlarin bir kiimesi g ile tanimlanir.

Buna gore
S ={§:n cp.de p, o(n)<o(d)
ile tanimlanan kiime uygun, rasyonel fonksiyonlarin kiimesini gosterirken,

IR1={§:n,d ep,0n)<a(d), d(s)#0, VseC,}

kiimesi de uygun, kararl, rasyonel fonksiyonlarin kiimesini tanimlar. Buradaki “0”

polinomun derecesidir.
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4.1.1 H, Normu

4.1.1.2 Tammm (H, Uzay) [12]: A¢ik sag yar1 diizlemde (Re(s) > 0) analitik,
kare matris seklinde, imajiner eksen {izerinde integrallenebilir matris degerli
fonksiyonlarm Hilbert uzay1 anlamina gelir.

H,’nin bir alt uzayi, imajiner eksen iizerinde hicbir kutba sahip olmayan
tamamen uygun reel rasyonel, kararli transfer matris fonksiyonlartyla tanimlanir ve

R H, ile gosterilir.

w z
—> —>
P

Sekil 4.1 P Sistemi

Sekil 4.1°de verilen kararl transfer matris fonksiyonu P(s) icin H, normu,

17, = |5 Jracde et = | L S G

seklinde tanimlidur.

Uygun P(s) sistemi incelenmelidir (durum-uzay1 gerceklestirmesinde D =0). Aksi

taktirde //, normu sonsuz olur.
4.1.2 H_ Normu

4.1.1.3 Tamm (H_, Uzay1) [12,13]: Acik sag yan diizlemde sinirlandirilmis
analitik, matris degerli fonksiyonlarin Banach uzay1 anlamina gelir.
H_’un reel rasyonel alt uzayi, imajiner eksende hicbir kutbu bulunmayan

uygun, biitiin reel rasyonel, kararli transfer matrislerinden olusur ve RH_ ile

tanimlanir. Sekil 4.1°deki gibi uygun, kararli bir lineer P(s) sistemi (yani durum

uzayinda D # 0)i¢in H normu,

[P, = sup &[P(s)]=sup&[P(jw)]

Re(s)>0 weR

olarak tanmimlanir.
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Bir skaler transfer fonksiyon olan P’nin sonsuz normunun kontrol

mihendisliginde bir agiklamasi vardir: Kompleks diizlemde orijinden P’nin Nyquist
haritasinda bulunan en uzak mesafedeki noktaya olan uzakligidir. Ayrica |P( jw)|
Bode magnitude haritasinda tepe degeri olarak goriiliir. Buradan bir transfer
fonksiyonunun oo normu, prensipte grafiksel olarak elde edilebilir.

Asagidaki sekilde bir Bode diyagrami iizerinde bir skaler transfer fonksiyonun
frekans cevabina bakmak siiretiyle /  normunun fiziksel 6nemini anlamak kolay olur.

A

Magnitude H_ Normu

”Frekans

== — —

Frekans noktalarini tahmini olarak,
W Wy Wy }
seklinde alirsak
|P[, = max&{P(jw, )}

I<k<N
olur. Bu deger genellikle Bode singular deger haritasindan dogrudan okunur.
H , normu, skaler durumda frekans cevabi transfer fonksiyonunun maksimum
genisligine veya maksimum kazancina esittir.  Belli bir giris-¢ikis transferinin H

normu sistemin kazancinin bir 6l¢iisiidiir. Sistemin kazanci belli bir frekansta giris ve
cikig isaretleri oranmnin maksimum degeri ile temsil edilebilir. Bundan dolayr H

normu c¢ogunlukla klasik kontrolde duyarlilik tepe noktalarini veya kapali ¢evrimli

transfer fonksiyonlarini 6lgmek i¢in 6nemli bir kazang dl¢limiinii temsil eder [6].

Benzer sonuglar ¢ok degiskenli sistemlere de uygulanir. R A_ normu ayrica

durum uzayinda da hesaplanir [19].
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4.1.1.2 Yardimci Teorem [19, Lemma 4.5]: y >0 ve

G(s):%=D+C(AI—A)1Be RH,

olsun. Buradan ||G||Oo <y ’dir, yani 5(D)< y ve Hamilton matrisi H, imajiner

eksende 6z degerlere (karakteristik deger) sahip degildir. Burada,

A+BR'D'C BR™'B”
*+ -1 y* -1 ¥ * ve R:]/ZI—D*D
—c'(r+DR'D*)c -(4+BR'D*C)
dir.
R A, normunu hesaplamak icin agagida verecegimiz algoritmalar bu yardimci

teoremi destekler:

a) Bir iist smir y, ve bir alt smir y, segelim. Oyleki y, < ||G||OO <Vus

(7u+]/l)

(7 w7 1) G”oo ~ BT oldugunda durur. Aksi halde

b) Eger -———~ < belirtilirse,
Vi

diger adima gecer;

¢) y= w olarak yerlestirilir;

d) Eger ||G||w <yise verilen y i¢in Hamilton matrisinin 6z degerleri
hesaplanarak test edilir;

e) Eger H imajiner eksende bir 6z degere sahipse, y, = y olarak alinir; aksi halde
7, =y olur; bu durumda (b) adimina geri doner.
Soylenebilir ki ||G||OO < y olursa H;/"IGH <1’dir. Buradan y =1 kabul edilmesi

genelligi bozmaz.

Birkag agiklama da kararli transfer matris fonksiyonunun A ’u i¢in verilebilir.

G(s) TGTC oldugu zaman H, normu, sinusoidal hareketlenmeler igin sistemin
diizenli durum cevabinin miimkiin en biiyiik genisletme faktorii olarak agiklanabilir.

Ornegin; u(t) =U sin(wot + ¢) sinusoidal girisi i¢in sistemin diizenli durum cevabi,

y(t) = U|G(jw0 )| sin(wot + P+ LG(jw0 ))

olsun.
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Buradan olasi maksimum genigletme faktorii sup|G( jwol dir. Bu ise Onceden

belirtildigi gibi transfer fonksiyonun A normudur.
CGCC sistem durumda G eRH_ transfer matrisinin A, normu, sinusoidal

hareketlenmeler i¢in sistemin diizenli durum cevabinin miimkiin en biiyiik genisletme

faktorii oldugu ayrica sdylenebilir. Kabul edelim ki sinusoidal girisler;

u, sin(w,t + ¢,) u,
u(t) _|% sin(w./ot + ¢2) - u.2
u, sin(w0t+¢q) u,
olsun. Buradan sistemin diizenli durum cevabi,
Y sin(wot + 0, ) b2
y(t) _| sin(vizot + 92) e y:2
Y, sin(w0t+z9p) Y,

bazi y,, 6, i¢in i =1,2,..., p olmak lizere yazilabilir. Ayrica,

y

A

2

6], = sup

4wyl

2

dir. Burada

, bir Euclidian normudur [19].

4.1.3 H,ve H_Normlan Arasindaki iliski

Sekil 4.1°deki sistemi inceleyelim. Kararli transfer matris fonksiyonu P(s) ve

ani darbe cevap matrisi p(t) olsun.

J=(:), = ;_Ez,.(fydf

olarak tanimlansin. Girisler i¢in

Cikis sinyalinin 2-normu

e  w(¢) birim ani darbelerin bir serisi,

o w(t),

w(t]| , = 1’1 saglayan herhangi bir sinyal,
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° w(t),

ve sadece ¢ > 0 i¢in z(¢) vardr.

w(t]| , = 1’1 saglayan herhangi bir sinyal fakat her =0 i¢in w(t) =0

Yukaridaki {i¢ durumu varsayalim. Bu durumda A, normu zaman diizlemi ¢aligma
yorumuna sahiptir. H_ normu herhangi bir frekansta siniisoidal giris i¢in en kotii
stirekli durum kazanciydi. Bununla birlikte H_ normu zaman diizleminde 2-normunu

(en kotii durum) igerir. Ve

||P(sl|w = maxM = max ||z(t)||2

dir. Esitlikte en kotii giris sinyali w(t) , w* frekansina sahip bir siniisoid giris i¢in elde

edilmistir ve maksimum kazang gibi E(P( j ))’yl veren bir yapiya sahiptir. P(s) ‘nin

H, normunu

PO, =10k = [l etolis = L TSP

O =X )

—oo @

ani darbe cevabinin A, normuna esit oldugunu gérebiliriz. A, normu igin
||P(s]| , =Max ||z(t1| , (w(t) =birim ani darbeler)

performans yorumuna sahip oluruz.

Buradan goriiliir ki H, normunu minimize etmek en biiyiik singular degeri “en
kotii durum, en koti frekansta” minimize etmek demektir. Halbuki minimize edilen
H, normu tiim frekanslardaki singular degerlerin “ortalama durum, ortalama frekans”
tiimiiniin karelerinin toplamini minimize etmek demektir. Ozet olarak,

e H_ :“En biiyiik singular degeri azaltir”
e M, :“Tim singular degerleri tiim frekanslarda azaltir”

diyebiliriz [1].

4.1.1.3 Ornek: Asagida verilen TGTC bir sistem icin H_ve H, normlari

hesaplayalim. P(s)=

verilen sistemimiz olsun. Buna gore
s+a
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H, normu,

P
17 ! wi [ : 1
b . 2 |- -1 v = |—
o, | o | (2 )
dir.
H  normu,

|1P(s)]. = max|P(jw) = max— 1

1
(w2 +a’ W a
olur. Yukaridan da anlasilacagi lizere H, ve H_ normlan arasinda genel olarak

yazilabilecek bir iliski yoktur.

4.2 H_ Normunun Kontrol Sistemindeki Yeri

Bir plant yapilandirilan veya yapilandirilmayan belirsizlik igerebilir. 1960’11
yillarda bu probleme klasik yaklagim sekli Lineer Quadratic Gaussian (LQG) teorisiydi
[17],[18]. Bu yaklasimda belirsizlik, sisteme ekstra giris olarak eklenen Gaussian
stireci ile bir beyaz giiriiltii olarak modellenirdi. Bu yaklagimin en biiyiik problemi
belirsizligin her zaman beyaz giiriiltii olarak modellenememesiydi.

1970-1980 yillar1 arasinda plant belirsizlik problemine bir cevap saglayan H
kontrol gelistirildi. Optimal kontrol sistem tasarimi i¢in  H_  yaklagimu,
yapilandirilmayan belirsizlikler iceren plantlarin saglamlastirilmast i¢in uygun belirli
bir tasarim yapmaktir. Plant saglamlik analizi olarak adlandirilan bu tasarim
denetleyicilerle desteklenir.

H_ normu sistemlerin saglam tasariminda O6nemli bir yere sahiptir.  H
yaklagiminin otomatik olarak saglam tasarima neden olup olmayacagi siiphelidir.
Bununla beraber saglamlik diisiiniildiigii zaman c¢ogunlukla belirli frekans dizisinde
kazanci smirlama gereksinimi vardir. Bunu gergeklestirmek icin bazi transfer
fonksiyonlar1 (agirlik) azaltilir. Agirlik transfer fonksiyonlarini azaltma, uygun agirlik

filtresi ile ilgili doniisiimleri basit¢ce cogaltmak stiretiyle basarilabilir [6].
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Yapilandirilamayan belirsizlik sistem i¢inde modelleme hatasini kapsar. Bu hata
sebebiyle frekansin bir fonksiyonu olan magnitude iizerindeki en iist simirin disinda
sistem hakkinda hicbir bilgi bulunmaz. Cogu sistem modelleri belirli yiiksek
frekanslarda normal olarak bazi modellenemeyen dinamiklerin varligi olacagindan
dolay1 yapilandirilamayan belirsizlik igerecektir.  Yapilandirilamayan belirsizlik
analizleri ¢cok 6nemli oldugundan dolay1 saglam denetleyici tasarlamak i¢in genel

teknikler gelistirilebilir [19].

S6z konusu olan bir sistem i¢in tasarlanmis denetleyiciyi kabul eden ‘“nasil

bir H_ yaklagimi bize yardim edebilir?” sorusunun cevabina bakalim.

Kabul edelim ki bu sistemin agik cevrimli transfer fonksiyonu G(s) olsun.
Gergek sistem toplamsal belirsizlik durumu
G(jw) + AG(jw)
modelleme hatasi ile G(s) ’den farkli olacaktir. Sorumuz buradan anlasilir ki verilen

belirsizlikle sistemin kararli kalip kalmayacagidir.  Bunu cevaplamadan Once
belirsizlik, bu yaklasimda kabul edilen magnitude {izerinde bir iist sinir1 dlgmelidir.

Yani
IAG(jw) < [6G(jw)
olmalidir. Burada 6G(jw) verilen smirlama fonksiyonudur. Daha sonra sistemin
biitiin bozucular igin kararl kalmast
l6G(w)s(w), <1

kosulu altinda gerceklesir. Burada S( jw) duyarlilik  fonksiyonudur ve

S ( jw) ile wverilir. Denetleyici agirlik duyarliligmin A, normunu

T 1+ G(jw)
||5G( jw)S ( jwmoo kiiciik yapmak i¢in segilir. Acikca eger tolare edilebilen belirsizligin

miktarlar1 en biiylikse duyarlilik fonksiyonu kiigiiktiir [17]. Belirsizligin farkl tipleri

G(jw)

ibi  fonksiyonlar
1+G(jw) s Y

durumunda  baska frekans cevabi  T(jw)=

azaltilabilmelidir [1]. Buradaki 7T ( jw) fonksiyonu tamamlayici duyarliliktir. Ayrica

sistemin performansi ¢ogunlukla belli frekans cevab1 fonksiyonlarini azaltmak
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stiretiyle de en 1yl olabilir.  Belirsizlik durumunda bu sonuglar hem tasarimi
saglamlagtirir hem de maksimum kararlilik smirin1 basararak kontrol etme anlamina
gelir.

H_ kontrol mekanizmasimmin zamana gore (time varying) isleyisi, azalttig
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin nasil secildigi, hangi durumlarda kararlilik
kriterlerini sagladiklar1 gibi konulara daha ayrintili olarak [1], [6], [17], [19]
referanslarindan ulasilabilir.

Biz burada amacimiza uygun olarak LFT sisteminin H_, calismasini

inceleyecegiz.

4.3 Belirsiz Sistemlerin Saglam Calismasi

v

A

M ¢
«— ——
e d

Sekil 4.2 M sistemi i¢in blok diyagrami

Sekil 4.2°deki gibi verilen geri besleme diyagraminda
e M bilinen lineer sistem
e A, bir probleme baglilig1 izin verilen A belirsiz kiimelerinden yapilandiriimisg
bozucu
e dve e hedeflenen ¢aligmay1 tanimlayan genellestirilmis karisiklik ve hatadir.
Belirsiz sistemin saglam c¢alismasi i¢in 7, d — e belirsiz sistemin transfer

fonksiyonu olmak iizere 7' = F,(M,A)’dir. Burada d — e transfer fonksiyonu Mnin
elemanlar1 arasindan gecen A’nin bir fonksiyonudur. LFT olarak F, ile verilir.

Belirsiz sistemin saglam galigmast igin - max &(T(jw))<1 olmahdir.
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4.4 LFT Sisteminin Hoo Calismasi

Kabul edelim ki sekil 4.2°deki sistem i¢in iyi ¢aligma,
7], = maxa(7(w))<1
olsun. Burada 7', belirsiz sistemin d — e ’ye transfer fonksiyon matrisi,
T=F,(M,A)
dir.

Simdi burada aklimiza soyle bir soru gelir. Acaba A 'min aldigi degerlere gore

F ’nun biiyiikliigii nedir?

Verilen M ve A’nin olusturdugu LFT nin saglam ¢aligsmasi i¢in,
e Dbiitlin bozucu A € A ve

* max E[A(jw)] <1

sartlarin1 saglamasi gerekir. Bu durumda LFT sistemi kararlidir ve

F,(M,A). <ldir.
Kabul edelim ki 7', giris boyutu n, ¢ikis boyutu ve n, ile verilen kararli bir
sistem olsun. ||T ||w <1 esitsizligi ancak ve ancak diyagramda gosterilen geri besleme

dongiisiiniin her bir kararli A, (s)eC"™™ igin ||A F”m <1 kosulu altinda, kararhdir

A

58



Saglam caligma problemleri igin transfer fonksiyonu bir LFT’dir. Burada

T=F,(M,A)dir. Bu |F,(M ,A)”OO <1 1ile gosterilen ve biitiin A € A bozucular1 i¢in

max & [A(jw)] <1 sarti saglayan bir LFT olarak verilir. Ve biitiin A € A ve biitiin

kararl1 A, ’ler igin
max E[A(jw)] <1 ve max E[AF (jw)] <1
kosullar altinda LFT kararlilikla saglam calisir. Burada A, bir tam modellenemeyen

dinamik blogudur.

4.5 Geri Beslemeli Bir Sistemde Iyi Yerlesme (Well-Posed) ve Icsel
Kararhlik (Internal Stability)

Geri beslemeli bir sistemde, eger biitiin kapali donilisiim transfer matrisleri
uygun ve 1yi tanimli ise bu sistem i¢in iyi yerlestirilmis oldugu soylenir [19].

1.bolim sekil 1.3’teki geri beslemeli kontrol sistemine bozucu (d; ve d) ve
giiriiltii (7) uygulanir ve H (s) geri besleme elemani (ayni zamanda 6lgme devresi) 1

olarak alinirsa o zaman sistem sekil 4.3’te verildigi gibi olur.

d, d
+ + +
I
1y +
O

Sekil 4.3 Giiriiltii ve bozucu etkisindeki geri beslemeli sistem

Burada r referans, y, sistemin durum degiskenlerinden olusan y’de 6lgiilen ¢ikis, e
hata, u kontrol, d; ve d sirasiyla plant giris bozucusu ve plant ¢ikis bozucusu, en son

olarak » ise giiriiltii sinyalidir.
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Kabul edelim ki 7, n, d, d; dis sinyallerinin hepsi verilsin. Bu sinyalleri kapali

cevrimli transfer matrisleri, #’ ya sirastyla uygun ve iyi tanimlasin. Oyleyse y ve diger
biitiin sinyaller ayrica iyi taniml1 ve ilgili transfer matrisler uygundur. Bundan baska d
ve n’den u’ya taniml transfer matrisleri ayni, 7’den u’ya tanimli transfer matrisleri ise

bir isaretle bu matrislerden farklidir. Bu nedenle sistemin 1yi yerlestirilmesi ancak ve

ancak [ dl} ’den u’ya transfer matrislerinin varlig1 ve uygunlugu ile miimkiindiir.

Sistemin igsel kararliliginda ise; Oncelikle kontrolorii K =-K olarak

tanimlamaliy1z. Bununla birlikte dig giris isaretlerini geri beslemeli doniisiim igine w,
ve w, olarak, denetleyici ve plantin girig isaretlerini ise e, ve e, olarak yeniden

gruplayalim. Buradan plant ve denetleyicili geri besleme doniigiimii,

SuEN BN

_|._

@ o™

A

K

Sekil 4.4 igsel Kararlilik Analiz Diyagrami

W

basitge temsil edilebilir. Sistemin iyi yerlestirildigi [ }’den e, ’e uygun transfer

W,

matrisinin varligi ile miimkiindii.
Kabul edelim ki sistem iyi yerlestirilmis olsun. Yukarida tanimli kapali

dontisiim sistemi,

A

1 -k|" [ (-&e)" R(r-pR)
= N ) e RH,
-P I P(I—KP) (I—PK)
kosulu altinda i¢sel kararlidir. Bunun anlamu, sistem i¢sel kararlidir ancak ve ancak
(1-PR)' erH,
veya det([ — P(s )I% (s )) kapal1 sag yar1 diizlemde higbir sifirlara sahip degildir. Burada
PeRH, ve KeRH,

dir.
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4.6 LFT Sistemlerinde Saglam Kararhhk Kosullar

Frekans diizleminde bir saglamlik analizi olarak g kullanimi ¢ok 1yi bir aragtir.

Kabul edelim ki G(s), reel rasyonel, kararli CGCC bir lineer sistemin transfer

fonksiyonu olsun. Ayrica G, g, girisine ve p, ¢ikisina sahip olsun. A blok yapust,

A={diag[5], ,...61, ,A,...A1:5,€C, A, eC™™

seklinde ve boyutlart A =C %" olarak tamimlansin. Burada G igin geri besleme
bozuculari, A kiimesinin blok diyagonal yapisiyla dinamik sistemin kendisidir.

M(A), A gibi blok yapisina sahip kararli rasyonel transfer fonksiyonlar i¢in
biitiin blok diyagonallerin kiimesi olsun.

M(A)={A()eRH_:Als,)e A biitin s, € C,}

4.6.1 Teorem [19, Theorem 10.7]: £ >0 olsun. Asagidaki doniisiim biitiin

A()e M(A) igin ||A||m <% ile iyi yerlesmis ve icsel kararhdir ancak ve ancak

sup 11, (G(jw)) < B ise.

weR

W A
+
+ +
G(s) ¢ e, Os w,

ispat: (<) Varsayalm ki sup u,(G(s))< f olsun. Buradan her ne zaman

seC,
||A||w <% olursa biitin s e C, U{wo} igin det(/ — G(s)A(s))# 0°dir (yani sistem

saglam kararl1). Simdi

sup 1, (G(s)) = sup 1, (G(jw))

seC, weR

oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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sup 11, (G(s)) = sup 1, (G(s)) = sup 1, (G(jw))

seC, seC, w
oldugu agiktir. Simdi kabul edelim sup g, (G(s))> £ olsun. Buradan g tanimyla,
seC,
bir s, € C, Uf{wo} vardir ve bir kompleks A yapilandirmasi igin &(A)< 1 ve
det(/ —G(s,)A)=0dir.  Bu ifade bize bir 0<Ww<w ve O<a<l igin
det(/ — G(jw)aA) = 0 oldugunu verir. &(aA) <% olacagindan s, (G(jW))> f olur.
Baska bir deyisle sup z, (G(s)) < sup z, (G(jw)) dir. Bu da ispati tamamlar.
seC, w

(=) Kabul edelim ki sup z, (G(jw))> B olsun. Buradan bir 0 <w, <o vardir ve
weR

Hy (G( Jw, )) > f’dir. Kompleks bir A, € A vardir ve her bir tam blogun rank 1’dir.

Ve E(Ac)<% icin / —G( jw, )AC singulardir. Bir rasyonel A(s) bulunabilir dyleki

||A(sl|w =5(A,)< %, A(jw,)= A, ’dir. A(s) sistemin kararsizligina neden olur.

Bunun sonucunda frekans cevabinin u haritasinda tepe degeri, doniisiimiin

saglam kararliligina ragmen bozucularin biiyiikliiglinii tanimlar.

4.7 Kiiciik Kazan¢ Teoremi (Small Gain Theorem) [19, Theorem 8.1]:

Bu teorem saglam kararlilik kriterine temel olusturmaktadir.

_WQHQJ* A
J’_
+
€, w,

Sekil 4.5 Kararlilik analizi icin M — A doniistimii
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Sekil 4.5’te birbirine baglantili sistemde M (s) kararli pxg boyutlu bir transfer
matrisidir.

Kabul edelimki M e RH  ve y >0 olsun. Buradan birbirine baglantili sistem biitiin

A(s) e R H_ ve asagida verilenlerle iyi yerlesmis ve i¢sel kararhdir.

a) ||A||m < 1 ancak ve ancak ”M(SMLO <y
/4

b) ||A||w < 1 ancak ve ancak ||M(s]|w <y.
/4

Ispat: Burada sadece (a)’y1 gosterecegiz, (b) benzer sekilde yapilabilir.
Genelligi bozmadan y =1 olsun.
(Yeterlilik) M (s) ve A(s) kararli oldugundan dolay: M (s)A(s) kararli oldugu agiktir.
(4.5)’dan kapali doniigiim sistemi igin, AeRH_ ve ||A||w <1 ile det([ —MA) kapali
sag yar1 diizlemde hig sifira sahip degilse kararlidir diyebiliriz. Bu verilerle eger biitiin

AeRH,_ ve ||A||O0 <1 igin,
jngf oI -=M(s)A(s)) = 0

ise kapali doniisiim sistemi kararlidir. Fakat bu yazimda,
inf oI -M(s)A(s)) 2 1-supa(M(s)A(s)) = 1-[M(s)A(s)| 21-|M(s)]. >0
seC, seC,
oldugu durumda kararhilik goriilemez.
(Gereklilik) Celiski ile gdsterelim. Kabul edelim ki [ >1 olsun. [A] <1 ile bir
AeRH, vardir bu durumda det(7 —M(s)A(s)) imajiner eksende sifira sahiptir.

Boylece sistem kararsizdir. Varsayalm ki w, e R, U{o} olsun. Bu taktirde

aM(jw,)z1dir.  M(jw,)=U(jw,)X(jw,J"(jw,) bir singular  deger
ayrigsmastyla,

uGw,)=lu, wy ]

viw)=b v v
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olarak verilsin.

Celiskiyi elde etmek icin bir AeRH_ yapist yeterlidir. Bu durumda

Ajw,)= O_ivlul* ve ||A||O0 <1°dir. Gergekten dyle A(s) igin,

1

det(7 — M (jw, )A(jw, ) = det([ -Uxv” vlul*/al): 1-uUXV"v /o, =0
dir. Buradan kapali doniisiim sistemi ne 1yi yerlestirilememis (eger w, = o ise) ne de
kararsizdir ( eger w € R). Bu taktirde iki farkli durum vardir:

1) w, =0 veya o ise U ve ¥ reel matrislerdir. Bu durumda A(s),

1 .
A=—vu e R
0,
olarak secilebilir.
2) O<w, <o ise u, ve v,

V”ej¢|
jt

*_ jb Jj0, jo, _ V,€

u, =[u,e u,e eoue ], v = .
v e’

seklinde yazilir. Burada u,, € R ve v, € R, ayrica biitlin i,/ i¢in 6,9, € [~ 7,0)dir.

i=1,2,...pvej=12,..,q i¢in §,>20ve a; 20

e a.— jw
l[ﬂ—].W()j:ei , L[J—J‘OJZ%
B+ jw, a; + jw,

olarak secilir.

C s
Vi
a, +s
1 R - B,—s
A(s):— : iy, p ST P e R H_ olsun. Buradan,
O-l aq_S ﬂl+S ﬂp+S
12
a,+s

olur.

Bu teorem bize A ve M sonsuz boyutlu olsa bile saglam kararliligin

gerceklesecegini verir. Bu durumu sonuglarla 6zetleyebiliriz.
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4.7.1 Sonug [19, Corollary 8.2]: Asagidaki durumlar birbirine esittir:

i. Biitiin Ae H i¢cin ||A||m < — 1ile sistem 1y1 yerlestirilmis ve igsel kararlidir;
4

ii. Dbitin Ae RH, igin ”A”w <— 1ile sistem iyi yerlestirilmis ve icsel
4

kararhidir;

iii.  bitinA € C*7 igin ||A|| < 1 ile sistem iyi yerlestirilmis ve i¢sel kararlidir;
4

iv. ||M||w <y.

Kiigiik kazang kosullari, ayn1 zamanda uygun tanimlanan kararlilik bilgisiyle
lineer olmayan zamanla degisen kararli operatdor A’ya ragmen sistemin igsel

kararliligin1 garantilemek icin yeterlidir [3].

4.8 LFT Sistemlerinde Saglam Calisma Kosullar:

Kapali doniigiim sistemi i¢in yalnizca kararlilik 6zelligi yetmez. Sistemin ayni
zamanda diger bozuculara karsi saglamliginin olmasi gerekir. Sisteme disaridan etki
eden bozucular (giiriiltii ve diger bozucular) sistemin diizeninin bozularak hata
vermesine sebep olurlar. Cogu durumlarda kararsizligin baslamasindan 6nceki siirede
kapal1 doniigiim ¢aligmasi kabul edilemez bir noktaya dogru gerileyecektir.

Burada c¢aligmanin en kotii gerileme seviyesi ile birlesen bozucularin verilen
seviyesi i¢in bir saglam caligma testi belirtilecektir.

Kabul edelim ki G, kararly, reel rasyonel g, + ¢, girisleri ve p, + p, cikislan

ile verilen uygun transfer matris fonksiyonu olsun. G, matrisi,

PR

G21 G22
olarak ve G,,, g, girisi ve p, c¢ikisi ile tamimlansin. Diger matrisler i¢inde benzer
seyler soyleyebiliriz.

A c C "7 blok yapist
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A:{dlag[éllrl "“’5S1'&’A1’""AF]:5[ EC’ A/ c (ijxmj}

olarak verilsin. Genisletilen blok yapisi,

A 0 92%P2
A= 0 A, AeA, A, eC

olarak tanimlanir [19].

Saglam caligma sorusu i¢in cevap saglayacak doniisiim:

\ 4
<
[}
N—

seklindedir. w’den z’ye transfer fonksiyonu F, (G P A) ile tanimlanur.

4.8.1 Teorem [19, Theorem 10.8]: # >0 olsun. Biitin A(s)e M(A) icin

1. . .
||A||m <E ile yukarnida tanimli donlisim 1iyi tanimli, i¢sel kararhidir ve

F, (GP,A)”OC < f’dir ancak ve ancak

Sup iy, (GP (JW)) <p

weR
dir.

O halde sup u, (GH( jw))S S icin sistem igsel kararli ise bu teoremin ispati,
weR

4.6.1 teoremi i¢in verilen ispat ile aynidir. Ayrica ana doniisiim teoremi yardimiyla da
yapilabilir.
Soylenebilir ki saglam caligma problemi, A genisletilen bilinmeyenleriyle

saglam kararlilik problemine esittir. Bu yapiy1 asagidaki sekilde gorebiliriz.
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v
>

v
>

A

Gp(s)

A

Sonug¢ olarak lineer bozucular i¢in LFT sistemlerinin saglam kararlilik ve

saglam calisma kosullarimi acikladik. Lineer zamanla degisen bozucular i¢in ise ¢

kararlilik kriteri vardir. Bu kriter tipk1 x kararlilikta izlenen yollar gibi incelenebilir.

4.9 ¢ Kararhhk Kavram

Bir frekans/belirsizlik yapisi A € A < C™" ile LFT sistemini,

G(A)= %Tﬂ =F, [{g ﬂ,AJ =D+CA(I-AA)"'B

olarak tanimlayalm. Burada (4,B,C,D)e R™" xR xR xR ve A blok
diyagonal yap1 kiimesi de u teorisine gore

A ={diagl5,1, ,...0,1 ,A,,..,A,]:6,€C, A, e C"™ }cC™

dir.
A ’nin degismeli matris kiimesi
D ={D eC"":DA = AD,det[D]# 0,A € A}

olarak tanimlanir. Buna gore eger doniisim matrisi D e D ise durum degisken

dontistimii kabul edilebilirdir.
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4.9.1 Tanim [10]:

i.  Verilen sistem g kararlidir (A ’ya gore) ancak ve ancak (A) <1 ise.
ii. Verilen sistem ¢ kararhdir (A’ya gore) ancak ve ancak

9, (4)= %)nfD E(DAD‘1 )< 1°dir. Yani bir DeD vardir oyle ki

&(DaD™)< 1 dir.

O halde ¢ kararhilik g kararliligi saglar [9]. Bu ¢ogu kez dogrudur. Ciinkii ¢
kararlilik st st gz ’ye iyi yaklasimdir. u ve ¢ kararlilik problemleri zamanla

degismeyen ve degisen bozucular icin saglam kararlilik ve saglam c¢alisma testlerine
gore gereklilik ve yeterlilik olarak aciklanabilirler.

u kararlhilik ve ¢ kararlilik kabul edilebilir durum degisken doniistimleri altinda

E . Al A12 : A1 0 .
degismezdir [11]. Ayrica ‘nin yapisina gore ¢ (u) kararh
A, A, 0 A,

oldugu goriilebilir. Bu durum A, ve A, yapilarina gore eger 4, =0 veya 4, =0
ise A4, ve A,’nin ¢ () kararli oldugu sdylenebilir.
i veya ¢ kararlilik, transfer fonksiyonunun standart A _ normunun LFT

sistemlerine iki miimkiin genellestirilmesidir. 4 durumu i¢in

|G, = sup &(G(a))
AcBA

A 0
dir. A, = {[O A }:A e A,A, eCP”?} olsun. Eger A kararli ise (yani (A)< 1)

c

ana doniisim teoremi ile H_ calisma,

G||Oo <1 ancak ve ancak g, (4,)<1 ise
calisma kosulunu yerine getirir. H_ c¢aligmanin alternatif bir genellestirmesi ¢
caligmadir. Verilen sistem ¢ ¢aligtgmi sdylemek i¢in ¢, (Aa)<1 kosulunu

saglamasi gerekir.

@ calismanin, zamanla degisen bozucularla saglam calismaya esit oldugu [16]

nolu referanstan ulasilabilir.
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4.9.2 Teorem [9]:

i. Verilen G sistemi u calsir,

|G||OC <1’dir ancak ve ancak genisletilen
sistem matrisi 4, , u kararl ise.

ii. Verilen G sistemi ¢ calisma kosullarini yerine getirir ancak ve ancak

genisletilen sistem matrisi 4, , ¢ kararl ise.

@ calisma ||G||OC <1 kosulunu saglar.

4.9.3 Sonu¢ [9]: Eger u, (4,)= P, (4,) ise bu sistem ¢ calismay:
saglarken u calismayi da saglayabilmesi gereklidir. Bu durumun gerceklesmesi,
o A={d, :0eC}ise
o A=C"" veya
o A={diag[A,A,]:A, eC" "} C”

oldugu zaman gegerlidir.
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5. SONUC

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Bu boliimlerdeki sonuclar asagida

verilmistir.

1. Boliimde kontrol sistemi kavrami ele alinmis, klasik ve modern kontrol
sistemlerinin isleyisleri verilmistir.  Bu kontrol sistemlerinin kararhilik ve
calismalarinda yetersizlikleri aciklanmistir. Son olarak da iki kontrol sisteminin

avantaj ve dezavantajlari tablo 1-1’de 6zet olarak verilmistir.

2. Boliimde lineer sistem teorisinde énemli bir yere sahip olan kesirli dogrusal
doniigiim sistemleri (LFT) tanimlanmistir.  Lineer sistemlerin isletilmesi ve
hesaplanmasinda kolayligi ele alinmustir. LFT sisteminin bu 06zelligi, belirsiz

sistemler i¢in ayrmtili olarak incelenmistir.

3. Bolimde LFT sistemindeki belirsiz yapr bilgisi tanimlanmis, bu belirsiz

yaptya gore u kararhilik kriteri verilmistir (3.4 kisim). p kararlilik i¢in siar

kosullar1 teoremlerle 6zetlenmistir. LFT sistemleri i¢in iyi tanimlilik kosulu 3.5.1

teoremiyle, p kararlilik kriterinin bir geniglemesi olan ana doniisiim teoremi de

3.5.2 teoremi ile incelenmistir.

4. bolimde LFT sistemi i¢in saglam calisma kriteri H_ tanmimlanmis (4.4).

Saglam kararlilik kosuluna temel olusturan kii¢iik kazang teoremi verilmistir (4.7).

Son olarak da u kararlilik kosuluna es deger olan ¢ kararliliktan kisaca

bahsedilmistir.
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