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OZET

Bu calismamizda Wheeler-De Witt denklemini kullanarak evrenin ilk olusum
anlarini acgiklamaya calistik.  Wheeler-De Witt denklemi kuantum kozmolojinin
temel denklemi olup evrenin yarigap fonksiyonunu ve evrenin erken safhasinda hizla
sistigi enflasyon adi verilen slrece neden olan skalar alani bagimsiz degikenler
olarak kbul eden bir kismi turevli diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢6zimi
bize evrenin ilk anlarindaki kuantum dalga fonksiyonunu verir. Denklemin
¢cozimundeki zorluklari asmak icin “twice loosing shoe” adh bir teknik literatiirde
mevcuttur.

Bu metot, bagimsiz degiskenlerden birini, skaler alani sabit olarak kabul edip
denklemi tek bir degisken cinsinden c¢dzmeye dayalidir. Biz bu calismada farkli
olarak evrenin yaricap fonksiyonuna bagh ikinci tirevi sifir olarak kabul ettik ve
denklemimizi skaler alani degisken alarak ¢ozduk.

Bu teknik ile fiziksel olarak énemli bazi durumlari inceledik. Ayrica her iki

degiskeni de kullanarak denkleme en genel bir ¢6ziim bulmaya da calistik.

Anahtar Kelimeler: Kuantum Kozmoloji, Wheeler-De Witt Denklemi, Twice

Loosing Shoe Metodu.



SUMMARY

In this thesis we have tiried to explain the early universe era of the birth of the
cosmos. Wheeler-De Witt equation is the fundamantal equation of the quantum
equation of the quantum cosmology discipline. It has two independent variables
which are namely the radius function of the oniverse and the scalar field which
causes the inflationary period of the early universe. The solution of this equation
gives the quantum wave function of the new born universe.

In order to step over the technical difficulties of solving the equationa
technique which is called “twice loosing show” was created in the literatlire. This
method is based upon the idea that one should accept one of the independent
variables, namely scolar field as constant. As a result of this proposition one can
solve the equation wiht only one variable. We have accepted the secont derivative
with respect to the radius function ofthe universe.

This new approximation borought us the capability to solve the equation
depending only on the scalar field. By this method we have analysed some important
pysical situations and as a final idealistic effort, we tried to find a solution by using

both variables.

Key Words: Quantum Cosmology, Wheeler-De Witt Equation, Twice Loosing
Shoe Technique.
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1. GIRIS

Evrenin dogumu ve olusumunu inceleyen konuya Kozmoloji denir. Farkh
kozmolojik modeller mevcut olmakla birlikte en cok bilinen ve artik hemen her
kozmologun kabul ettigi model Big Bang (Buylk Patlama) teorisidir. [1],[2] Big
Bang, evrenin gunumdizdeki durumu incelenerek gelistirilmis fenomonolojik bir
teoridir. Evrenin gunimizde bulundugu durumu bir 6l¢liye kadar agiklar ve gelecegi
ile ilgili tahminlerde bulunur. Bu teorinin temel postulasi bitlin evrenin baslangicta
bir noktaya sikismis oldugu ve bir Biyuk Patlama ile evrenin dogumunun
gerceklesmis oldugudur. Ancak Big Bang evrenin olusumundaki mekanizmayi
aciklayamaz. Cinkl Big Bang klasik yani kuantum olmayan bir teoridir. Halbuki
evrenin dogumu kuantum fiziginin kavramlari ile aciklanabilecek bir vakadir.
Kuantum fizigi "ground state" veya "vakum durumu" yani olasi en dislk enerji
seviyesinde "vakum dalgalanmalari™ ile madde yaratimi olabilecegini ileri surer. Bu
durumu dalgalanan bir denizin ylzeyinden kdpuk balonlarinin kopmasi ve bunlarin
giderek sisip genisleyerek yukselmesi gibi anlayabiliriz. Sonsuz miktardaki vakum
enerjisinde vakum dalgalanmalari ile evren olusumlari olabilecegini iddia eden ve
bunu matematiksel olarak aciklamaya calisan M- teorisi, onun kardesi Sicim teorisi
ve benzeri matematiksel modeller mevcuttur. Hawking ve arkadaglari Sicim ve M-
teorileri ile Kozmolojiyi birlestiren Gnli calismalar yapmislardir. [4],[5]. Bu
yaklasimda evrenin dogumunu vakum dalgalanmalarina baglayan kuantum
mekaniksel denklem Wheeler-De Witt denklemidir.[6],[7]. Bu denklem evrenin
erken safhasindaki var olma olasilik yogunlugunu veren dalga fonksiyonunu evrenin
yarigap fonksiyonu ile evrenin erken safhasindaki hizli genislemesine sebep olan ve
inflaton adi verilen skaler fonksiyon cinsinden ¢ozer. Bu denklemde ¥ erken evrenin
dalga fonksiyonunu a evrenin yarigap fonksiyonunu ve 0 de inflatonu temsil eder.
¥ bagimh, ave (0) bagimsiz degiskenlerdir.

0 skaler alani Sisme (Enflasyon) teorisi olarak isimlendirilen ve Big Bang
teorisinin tamamlayicisi olarak ortaya ¢ikmis olan bir yardimci teoridir.[8],[10].

Big Bang teorisi evreni ilk olusum anindan itibaren homojen olarak kabul
eder. Ama ginimuizdeki evren homojen degildir. Galaksiler ve galaksi kiumeleri
arasinda buyuk bosluklar vardir. Bu bosluklar yani evrendeki inhomojenikler kisa bir

stre i¢in ¢ok hizl, buginkinden cok daha hizli genislemis olmasi ile aciklanir.



Boyle ani bir hacim artisi Termodinamik yasalarina gore cok hizli bir sicaklik
distsune dolayisiyla inhomojen yogunlasmalara sebep olmustur. Galaksiler gibi ¢ok
yogun ve opak cisimler olusurken bunlar arasinda cok biytk bosluklar kalmistir.
Enflasyon teorisi bu kisa siireli cok hizli genislemeye inflaton adi verilen bir skaler
alanin sebep oldugunu iddia eder. 0 ile gosterilen bu alan son dénemde sik sik adi
duyulmakta olan Higos bozonu ile iliskilidir. [10]

Biz bu calismada Wheeler-De Witt denkleminin farkli ¢éztimlerini inceledik.
incelememizde temel olarak Zhang'in kaynakcada [11] ile gosterilen calismalarini
temel aldik. Bu calismada Zhang Wheeler-De Witt denkelminin acik ve anlasilir bir
formunu vermis olup ayni zamanda denklemi "twice loasing shoe" teknigi ile fiziksel
olarak anlamli bir durum igin ¢ézmustir. "Twice loasing shoe" teknigi aslinda 2 adet
bagimsiz degiskeni olan bir kismi turevli diferensiyel denklemi degiskenlerden birini
sabit kabul ederek basitlestirmeye dayanir. Wheeler-De Witt denklemi a ile
goOsterilen evren yaricap fonksiyonunu ve 0 ile gosterilen yukarda bahsettigimiz
inflaton adh skaler alani bagimsiz degiskenler olarak kabul eder. Zhang inflatonu
sabit kabul ederek ¥ ile gosterilen evrenin dogum anindaki kuantum dalga
fonksiyonunu a cinsinden ¢6zmius ve dalga fonksiyonunu kullanarak evrenin vakum
dalgalanmalari ve olusma olasihigini 0 in degiskeni oldugu V(0 ) potansiyeline bagl
olarak bulmustur. [11] nolu referanstaki calismayi gelistiren Zhang ve Weng [12] ¥
icin daha kesin bir ¢6zim bulmaya ¢alismislardir. Biz kendi ¢alismamizda [11] ve
[12] nolu kaynaklardaki calismalari temel olarak aldik ve Wheeler-De Witt denklemi
bu makalelerde verildigi formu ile kullandik.

Biz kendi calismamizda "twice loasing shoe" tekniginden ilham aldik. Bu
metod ile uyumlu olarak ¥ nin a ya gore 2.turevini 0 alarak varsaydik. Ancak
"twice loasing shoe" dan farkli olarak a yi sabit kabul etmedik fakat ¥ nin aya gore
1.turevinin sabit oldugunu 6nerdik. Bu durumda 1.tirev keyfi sekilde ya da tiirevinin
kismi tirev oldugu hatirlanarak keyfi bir fonksiyona esit olur. Basitlik gayesiyle biz
1.turevin bir sabitte esit oldugunu kabul ettik. Bu sekilde bitin denklemimiz sadece
0 degiskeni cinsinden yazilabildi. ¥ nin sadece 0 ye bagh duruma indirgendigi bu
metot ile aslinda kismi tlrevli bir diferansiyel denklem olan Wheeler-De Witt
denklemi adi turevli bir diferansiyel denkleme donusti. Bu yolla denklemimiz cesitli

ozel fonksiyonlar cinsinden ¢dzulebilir hale gelmis oldu.



2. WHEELER DE WITT DENKLEMININ
INCELENMESI

2.1. Evrenin Dalga Fonksiyonu

Evrenin faz gecisini aciklamada Zhang'in calismasi incelenmistir. Burada

Zhang 0 2 potansiyelini en basit ve anlamli form olarak 6nerir.

» a Kozmik Ol¢iim Faktori
« 0 Skaler Alan (inflaton) alan vektérii olmak iizere

* Wheeler - De Witt Denklemi

d2¥ 6 d2 144uAf, 2 k2a4 A

da2 k2a2d02 k4 Vv 3

ifadesi elde edilmistir.
Burada amacimiz a ve 0'nin (2.1) denklemine goére simetrikler olup
olmadiklarini géstermek olacaktir.

Evrenin yarigap fonksiyonu a, potansiyel fonksiyonu V (0), a sabit parametre

olmak uzere, aralarindaki iliski a = \-/—?0-5 oldugu kabul edilir.

Burada 0 de inflaton adi verilen skaler alandir. VV (0) skaler alan olan O'nin
sadece ikinci dereceden kuvvetine sahiptir.

¢ sabit olmak Uzere;

d¥
— =C
da (2.2)
ifadesi
y =ca+ f(0) olarak yazilir. (2.3)

Burada f(0) 0'ye badh bir fonksiyon olarak kabul edilmistir. ifadenin

devaminda (2.3) ifadesi



(2.4)
olarak yazilabilir.
Bu ifadenin 0'ye godre kismi turevi alinirsa
d¥ _dF
do =do (2.5)

olarak yazilabilir.

Buna gore k* = 8t olmak uizere (2.1) denklemi

6_dF¥ 144wAf, 2 k2 A
T——r- r- kca2 — a4v(0) ¥ =0 (2.6)
8rca2d20 2 6472 v 3 j

bigimine donusur .
Bu ifadede kc diferansiyel geometride kullanilan Gauss egriligidir ve kainatin
kiresel, hiperbolik ya da diz olma bigimlerini gosterir.

kc ifadesinin;

* +1 olmasi evrenin kiresel
* -1 olmasi evrenin hiperbolik
* 0 olmasi evrenin diiz oldugunu gosterir.

» Calismamizda kc +1 segilmistir.

Bu baglamda (2.6) ifadesi gerekli islemler yapildiginda
V-(0)f"+ 2a2v(0)- —a4d4 c—_ +f(0) =0 2.7
m(2) (0) 324 0 ( )_ 2.7)

bicimine donusur.
Bu ifadede V(0) = “m20 2 biciminde ifade edilen harmonik salinim

fonksiyonu yerine konulursa ifade



______ a +f(0) =0 (28)
m20 2

bigimine donusur.

Bu ifadede \O\< 1 ve 0 < 1 olmak tizere 0 10f" ifadesi ihmal edilebilir.

Buradan yola cikarak (2.8) ifadesindeki a 2v(0) - 3 ifadesi sifira esitlenirse

e Buradan 0 ~a olur ve buradan istenilen sonug elde edilemez.

»Peki (2.3) ifadesinin devamindaki c\’}g\o- +f(0)  sifir olur mu?

Buradan yola cikarsak

(2.9)
ca £(0)
V(0) (2.10)
=£(0) (2.12)
2m20

elde edilir.

Buradan f ! gibi bir sonug elde edilir ki, bu bir olasiliktir. Buradan

(2.11) ifadesi (2.3) ifadesinde yerine yazilirsa

=2 1_q)-3 (2.2)

elde edilir. Bu ifade de bir olasilik olarak degerlendirilebilir.



= 2.13
V(0) (2.13)
ifadesine gore
a
a= (2.14)
2
yazilirsa 0 2=2—a olur. Bu ifade (2.12) ifadesinde yerine yazilirsa
m a
2c " . m2a
- 3 p 2.15
V== (L-a)n (2.15)
c(l- a
y = cd-2) -a (2.16)
a
(2.17)

Calismamizda a = a.V (0) alinirsa nasil bir ifade elde edilebilir. Bu ifadeyi

Wheeler - De Witt denkleminde yerine koyarsak

[ A 2_ 4 100
3 a El—m ﬂoxﬁkam%ﬂ' ca! ma 2+f(0) =0 (2.18)
n2a 2m40 4 4 4 96

elde edilir.
Buradan ifade gerekli islemler yapildiginda

1
—t—-o—-f"H-%nZa 2m40 4f =0  bicimine donidsir. Bu ifadedeki
nam

n2a 2n40 4 ifadesi X4 olarak kabul edilirse

-y + X4y =0 (2.21)
x 4 y
y"+X8 =0 (2.20)

Burada ifadenin Bessel denklemine gore ¢6zimi



AVoxr _9_JI c2VXr t
_ 0 ovsy, 10 pvsy
y ~N10 y A0

*Jn(x): 1 cesit Bessel Fonksiyonu

* T: Gamma Fonksiyonudur.

2.2. Wheeler De Witt Denkleminin Seri Acilimi ile
Degerlendirilmesi

(2.1) denkleminde %2¥—= 0 secilirse;
a

o¥
e —=c” y=ca+f(0) olur
5a

5% ¢
50" do

)/\s

Buradan
3l 72 kca2- 8nadv(0) [ca+F(0)] =0 olur.
4na 4 v 3
a
a=
Vv (0)
kabul edilmesi durumunda
-%Y?(P)‘f'# J ikc—+ O ndke—22 ¢ g-i--V(O) c
4na2 4 V2(0) V5(0)

- 6n3—a— V(0)f =0
V4(0)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



bigimine donusr.

\ = “m20 2 harmonik salinim fonksiyonunda 0 c¢ok klgcuk bir deger

oldugundan V2f"» 0 olup bu deger ihmal edilir ve (2.24) denklemi

9 2 6N 4 6Ti3abc 9 7i2kc.a3
-Nn %kC- 4 " (2.25)

4 V(0) V3(0) V4(0) 4 V3(0)

seklinde yazilir.

Bu denklemde bazi degerler asagida gosterilmis belli sabitler yardimiyla

yazilirsa
5 =6nak (2.26)
= -Zn%m.azg (2.27)
P =9 nXkca2 (2.28)

y=6n34 (Buraday” 0,y> 04dir).

Kabul edilen sabitlerden;
W N ke ve c'de bagimli

P~ kc 'de bagimhi (2.29)

5 A ¢ 'de bagimli degerlerdir
Bu yaklasimla (2.25) denklemi

9 Ekcaﬁ---gﬂ?f-fl 6n3a 5 9 nZkc.cal (2.30)

4 V(0)  V2(0) 4 V(0)

seklinde yazilr.



Bu denklemdeki degerlere yukaridaki ifade edilen sabitler yazildiginda

5 w
. V2(0) V(0) : . : _
(2.30) denklemi f = seklinde yazilabilir. Bu ifade gerekli
P_ y
V(0),

islemler yapildiginda

AL
f_:1:W 5 Y’l- PV (0"

2.31
y yVv(0) y J 231

bicimine donusur.

(2.31) denkleminde (1+X)n= 1+ nX biciminde binom ac¢ilimi kullanilarak

A A
WS v (2.32)
y yv@O) v vy J

f*W +WPV(0)- 5 5PV§0;

y |y yVv(0) y2v(0 (2.33)

yaklasimi olusturulabilir.
Denklem iginde keyfi bir V (0) alinarak Taylor serisine acilir. Taylor serisinde
Mclaurine acthmi gibi birinci tirev sifirdir. 0 = 0'da V(0) minimumda denge

noktasi etrafinda seriye acilir.

N
v(0)= v+ § Ivr02
50 1 2

(2.34)

olur. y = ca + f(0) denkleminde f(0) fonksiyonu yerine yazilirsa y =

ca H.\./y_-HWPV(O) S 5P bicimine dénusur.

V() vy y yv() vy



y ca > bigimine dénusur
V(0) yV(0)

Denklemde gerekli islemler yapildiginda;

y Aca _5l denklemi olusur.
v yJ V(0)
e
c---§-I a denkleminde
v vyal Vv (0)

c 2 a  olusur. (2.35)

Buradan y'nin a ile uyumlu bir sonu¢ oldugu goérilir. Bu beklenen bir
sonugtur. Peki (2.1) denklemine farkli bir bakis agisi getirsek nasil bir sonug elde
edebiliriz.

Bunun icina=aV (0) demeliyiz.

Bu varsayim eski varsayimin zittidir. Ayrica bu yaklasimda kc = +1 ve kc = -1

olasiliklari da yerine koyup denenmelidir. (2.1) denklemine tekrar geri donersek

N\
3 i H—gﬁ12 kca2v2- 8na4v5[caV +f] =0 yazilir. Denklemi V2 ile
4n2a V2 4
carparsak;
f"+9n2kc a3\/5+9n2< a2V af 8n abve 8n N =0 (2.36
anzm2 e 4" —heave—naVi =0 (2:36)

Bu denklemde V5, V7, V8 ihmal edersek, denklem
3 9
—— f"+-4 n2kc.ca2v4f =0 (2.37)

4nZa 2

bicimine dénusiir. Bu denklemi n”a” ile carparsak

10



3 9

3f"+- ndkcadv4f =0 (2.38)

4 4

f"+3ndkcadvif =0 (2.39)
bigimine donusr.

Calismamizda vyalnizca V4 potansiyel fonksiyonu kaldi. Buna gore

denklemimizde V (0) yerine harmonik potansiyel fonksiyon degeri yerine yazilirsa

f'+3nd4kcalm!08f=0 (241)
16
elde edilir. Denklem Von2a am” =t sabiti kabul edilirse
f'+kct20 & =0 (2.42)
bigimine donusr.
X=p0 secilirse 0 =—  olur. (2.43)
M

=-N-d—=p—-yazilirsa (2.42) denklemi f"+ kct20 & = 0 seklinde yazilir.
do d—doO pd—y ( ) ? y

3% 1 ketd =25 =0 (2.44)
d—2 p8

t2
e p2=— segilirse p0=t2~ M=t 15 olur.
M

* m=1t15 (2.43) denkleminde yerlerine yazilirsa denklem

d2f
d—2

+ke—8f = 0 (2.45)



bicimine donusur
Bundan sonraki asamada (2.44) denklemi kc =+1 ve Kkc =-1 segilerek iki
ayri ¢ozim vyapthr. kc: +1 secilirse (2.44) denklemi Bessel denklemi olarak

¢ozulduginde ;

9
V—r V—

Y,
10 11
V51, . bvs
(2.46)

kc: -1 secilirse (2.2.15) denklemi Bessel denklemi olarak kaynak [13]’den

¢ozilduginde

1
A

. r—s
f=c"V—f— |1 1 +c2f--110/—HI1 i1 olur. (2.47)
DV5 10 10" w5 7

Bu ¢ozlmler Bessel 1.cesit ¢ozumudir. Bu baglamda Bessel fonksiyonlari

hakkinda ek kisminda bilgi verilecektir. (2.1) denkleminde rr = ¢ sabit kabul
a

edilmesi durumunda

=0 olur. (2.48)

Buna gore denklem a= ? ) ve a=aV(0) kabullerine gore
V(0

e kc =-1, 0, 1 degerleri icin incelenirse
e ke =0icin
of=cIX1+c2 olur.
Daha once g¢alistigimiz (2.43) denklemi X = p0 ~ X =t 150 seklinde

yazilir.Burada daima t > 0 'dir. Daha 6nce basladigimiz a = aV (0) ¢6zimune geri

donersek

12



a=aV(0) (2.49)

a=a ;m 20 2 (2.50
2 2
a & owr. (2.51)
am am
*kc =0 icin
+
ci=g r J\/gm c3
ef=cVa +c2
diyebiliriz.
Burada (2.3) denklemine gore y(a) = ca + ciVa+” yazilir ve

genellestirildiginde kc =0 icin y(a) = ¢ +c2Va+”" a vyazilir. Buradan 0 =

2a 2

den X =115 +Va bicimine donusur.
am vam 2
ke = +1 icin denklemi ¢O6zmek istedigimizde daha Once Bessel
r—s\
fonksiyonlarinin 1 ¢esidi icin ¢Ozdugimuiz f fonksiyonunun icinde 1
vV 5 J

ifadelerinin yaklasik formlarini da bulmamiz gerekir.

X << 1ligin Jn formu :
Zn Z-n-2.22 Z-n-5.24
r(n +1) (+21)r(n+1) (n+21){n+2)r(n +1) olur.  (2.52)

In formu ise

zn __zZn272 Z-n-5.24
r(n +1)  (n+1)r(n+1) (n+1)(n+2)r(n +1)  olur

(2.53)

Daha onceki (2.37) ¢6zimi Jn(z) acihimina uygularsak



1 ZflOZfXSV

10 210 V5]
V51
rve10+1 10 THINTTh Y
Loy
¢l 20— 9 253
-rf 9 - :
0] 10 10 21025
-a2X
V— 2
o 1 ,—2f X572
fys\ 13&\r g V53
J1
*V5J V5]
rvic+1
# [t- n—0]
50
(2.54)
buradaki t ve n keyfi sabitlerdir.
2
J1 ia V—-a X2 (2.55)
V5]
2
X=t5 -Va (2.56)
am
19
J 1(a) ~"P"- p2a (2.57)
10 a4
2
J1(a) « PRd4-pda4 (2.58)
0
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bulunur.

XaVa oldugu bilindigine goére bu sonuclar (2.45) denkleminde yerine

yazilirsa
0 1 1 2
f=ca 1-P2a4 +Ca4 pn4s-Pdas
_a4 - _ -
Lo A
f= cip ' «® p2/7/a-p 4a (2.59)
yazilir.

Buradan y fonksiyonu;

y = ca+ cp-CP2ab5+cP2Va- cP4a2 yazilirsa a'nin kigik degerleri igin

cIiP2a5 ve cX4a2 degerleri ihmal edilebilir ve y fonksiyonu

sy = ¢ +c2ga+ca biciminde yazilir.

I 1 Bessel fonksiyonu icinde yerine konulursa kc = -1 igin
10

fx 5V
X5 XUy (2.60)
v5j v5j v5j

olur.
Bu denklemde y1 ve y2 sabitlerdir. Buradan denklem c¢6zimine devam

edildiginde Si3 S2, WIB W2 vyeni sabitleri kabul edilir ve denklem su sekilde

yazilabilir.

9

tX+82¢x2 (2.61)

15



fx 572
0v5J vbl v5 j '
19 2
f= cAVX —8_+8,X 2 +CMFX yAVX +y2X A

VX +82

Cirs1 + 8 2X 10]+ 02[11)( + C2X 11

(2.63)
1
c +c3a5+ c4-v/la+ c5a?2 (2.64)
olur.
a'nin kicuk degerleri igin,
of ~cl+ cH&
ef«clI+cMVa
olur.
Buradan ¥ denklemi;
¥ =ca+f (2.65)
¥ =ca+cl+cdVa (2.66)
¥ = cl+ c”va+chva (2.67)

seklinde yazilabilir.
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3. DALGA FONKSIYONUNUN KISMi
INCELENMESI

MERTEBEDE

5¥ c 31
52 c
5a (3.2)
i 1 .
olmak tzere (2.1) denkleminde a = V?O) ve V(0) =2—m20 2 degerleri yerine
konulursa
52 2 144 9%
39 kca2- —a41lm2 2l¥=0 (3.3)
532 4%a2502 64 % 3 2
*«a=1(0)
0 =1(a)
N
—5—550v = i e a= 3 A aziao %
5a 50 b5a V (0) m20 2
eve 0 = +J£a\a V2 olur
Vm?2
Buradan
50 Ay 2a 1 olur
SETT Vi3 '
5% g O5¥
(3.4)
"5a2' 5Sa b5a
5 50 5¥50 (3.5)
50 5a 50 b5a

17



50 2a 1 2.? -2
== o2 3.6
5a m22 M2 (36)

3 3
50 faa 12 2a 203
=+. 3 (3.7)
5a m2 2 m
3 3
50
5a m 212 m-3 m-2 4
50 _ . Mm2,3
5a 4a
(3.1) ifadesini 50 5 50 5% ifadesinde yerine koyarsak
5a 50 5a 50
2
m m2 35¥
+— 0 F— 03— (3.9)
4a 50 4a 50
m 2
3055—O +0 6202 (3.10)

ifadesi elde edilir.

Bu sonucu (2.1) denklemi igindeki o2 kisminda denklemin yerine

5az2
yazarsak
m 06- 3m 52 +3m4 55¥
16a2 16%a2 502 16a2 50
0,
---9%%(:-4612—6 A¥ + 12/036140 6¥ =0 (3.11)
4 m m

bicimine donusur.
Bu ifade \O\< 1 olmak tizere 0: Order parameter (diizen parametresi) olarak

ifade edilir.

18



*-1<0 <1 oldugu icin

4 0o 4 4
m 06<<—m—014 oldugu icin  m ,,0 4 ifadesi ihmal edilebilir.
16a 16%a 16a2

Buradan denklemimiz

48%3 4 - P2kca20 4
04 "ml 0s 8"33_ 0 %Ca _______ ¥ =0 (3.12)
16%a 16a m m

yazilir.

Denklemin her tarafini 0 ile carparsak

- 0, 0,
0 KY" + %0 + 256% a  48% kca =02 (3.13)
m10 m

Buradan ¥ =¥ 0+ s¥”" ¥ Ll ek ¢cozim ¥ 0, ¥ 1; keyfi degerler s; 1'den ¢ok
kicuk bir pertlirbasyon acilim parametresi kabul edilirse bu yaklasim bize denklemin
daha basit bir ¢ozimunu verir. (3.3) denklemine operator yardimiyla yaklasirsak

(L~ Operator olmak tzere)

0 0
0 d2 0N — + 48%4kcadd 2 16294 6

L=0"4o02 do m m10
(3.14)
L¥ =0 (3.15)
L = Lo+ SL1 (3.16)
*S a s2* 0
m
-0
]OddO 2 % Oilldd0
eL0O=0

19



162n4a 2"

48nZkc02-
o=V m
eL=Llo+sL1
¥ =¥0 +s¥] olmak Uzere

(3.15) denklemi (LO+sSL)(¥ 0+s¥ 1) =0 vyazilabilir.

eLo¥o+sLoM +sL”0 +sL1Y1=0
es?«0 olduguicin s°’L® 1 ihmal edilebilir.
eLo¥o+s (Lo¥1+LE¥ =0 olur.

Buradan Lo¥ 0= 0 igin,

elLo¥ 1+L¥o0=0 ve Lo¥1=-L¥o olur

d2ve- |0 “dT*=
ol do ©

@Vo_  Bd¥o_H o _d¥5-
do2 do do
d

---u-=n0u ve u=cen2_
do

d¥o o

do ce 2

¥o=c¢c e 2d0 +k

X2 3

ex ifadesinin Taylor agilimindan ex= 1+ x + _5"1 ----- 1—--|—-h...

3
ifade;

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

kullanilarak

20



fno2v ~no2v "n02V  “*n02V ~n0276

0
09214102,V vgV2VgVv2Vv v2yVv, v2yv,
2 2l 3 4 5 6!
Yo= ¢ 0+n 03+ n205+ n307+ n 09+ ns5 0 ]1-+_,, ik (3.20)
2 8 5 48 7 (16)(24) 9 (32)(120) 11
yazilir.
Lo¥l = -L1¥o (3.21)
0 0 -non— ¥
do 2 do
(3.20)
48n3kc02- 162n4a 2 cCo +-2—-9-;+ n82 055+ 283 077+...
m (3.22)
d2¥ dy
01 -n 0 11d¥1l ve
do
lonaz_ 48nXc02
Co +— 03+ —_ 05+ — — 07+ ————n———r 0 9+ ————r n—————— o1 +k! (323)
6 40 48)(7) (16)(24)(9) (32)(120)(11)
IX NA3 n A5 n n o n 011_
0 +- + =

03+— 05+ o7+ |
6 40 236 384 9 (32)(120) 11

Homojen kismin ¢ézimayle ilgili olarak ¥ IH= ch(0) + k yazilabilir.
Buradan homojen ve partikuler kismin ortak ¢6zimi olarak ¥1 = ¥m + ¥1P
yazilabilir.

Once homojen kismin ¢6zimunG arastiralim.
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n203 n205 n307 , 09 n ol

¥ih=c 0 + + + +- +
2 3 8 5 487 (16)24) 9 (3)(120) 1
2 42 2
it N /\
¥ on¥j --q--r-'-z-él----48n3kc12o)é2 {ch(0) +K} (3.24)
m

olur.
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4. FONKSIYONEL YAKLASIM

4.1, Denklemin Green Fonksiyonunda C6zimu

Simdi yukarida bahsedilen ¢6ziime Green Fonksiyonu yaklasiminda bakmaya

calisacagiz.
G(0,0) = ¢ G< ... 0 <0’
G>c1(0".h(0) + k1(0"
G< C2(0".h(0) + k2(0"

(G>)0=0' = (G<)0=0'

dG > dG < 1 -n02
p=e 2
vdo vo=0 v €6 /0=00 P

Sturm-Liovelle bagintisina gore denklem

py +pYy’ Loty ey =0
W(x) dx PO 3x
1
olur.

—y'tpy"+ W7y =0
dx

W¥ -n0OW ¥ =W lozndaz 48n3kc 0 2{ch +k}

m
Denklemin Sturm-Liouvelle formatina uyabilmesi icin;
*W'=-n0W

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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e W' - 1
W
o InW = - th-?
2
eW=¢ 2
o \W = p= er 720 ’
* (G>)0=0- = (G<)0=0-
de> ____dos _J02

=01 d0oo=01

Sigrama stireksizligi
e c1h(0') + ki = C2h(0") + k2

Burada 0 ' ifadesi tlrev olmayip, baska bir tanimlama ifadesidir.

C — 1 Cr *-] .
W 0]0=0" WVd0j0=0"=*i

A dh’
w0 0=0:
2 3 4 5
1420 24— 0'44— 06— —0'g+- K i (AR
2 T8 @ ) @120 000
4.7)
. 8'0=-4dh
do

ecl-c2=1 (Sigrama sireksizligidir)
Sureklilik olarak yazilirsa

ecih(0") +ki=Ch(0 ") + k2

ecl=c2+1

*(1+c2)h(0") +ki=c2h(0") +k2

«G>(1) =0

2 tane sinir kosulu ortaya cikti.
. G<(0) =0 S ya ¢
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« h(0) =0

2 3 4 5
Tt © ©
h()= 1+tc+— +— -—+

TR SN—
6 40 (7)@48) (16)(24)(9) (32)(120)(11)

1G>=ch(0) +k1
s X=ch(0) +k2
G (1)=c8+ki =0

G<(0)=c0+k2=0k2=0

ci8+ki=0

ci8=-ki — c1=-—
8

k, 1
8 | +C2 —<2= 1

- kr-11h(0) +KL =V-1-- 1jh(0") +0

k k
—81h(0') + ki = —81h(0‘) -h(0') ki =-h(0"
G=+ g h(0) -h(0"

G<

_ A‘*héo') -1 1h(0)

G>=h(0") h(80) 1

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.4)

(4.15)

(4.16)

(4.47)

(4.18)
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G<=h(0) h(g') 1 0 <0 (4.19)

Simetrik Green Fonksiyonu

2 deki denklemin

1

¥1p =JG(0,0") sag tarafi do’
0 =0'olarak
2 deki denklemin 2 deki denklemin
= sag tarafi d0'+ L1Gk sag tarafi d0" (4.20)
0-0 0-0

Bizim ¢O6zmeye calistigimiz orijinal denklem Green fonksiyonundaki
goriintlye dondstu.
(4.9) denkleminin sag tarafi = [a1 - aZc0 ]{ch(0) + k}  yazilabilir. a1 =

162w4a 2 a2=48t olmak lzere
m

Simdi (4.20) denklemine geri donersek

0]

- Jh(0") h(go) -1 [ax- a 2c0'2] {ch(0") + k}dO + jh(0) h(g') 1
0]
[al -a2kco 'Z{ch(0 ") + k}dO' (421)
0 .
e MO 1 Jh(09)[a - a Z&c02{ch(0) + k}d0 +h(0) 3 " -1
P 8 0 o 8
[al -a2kco 'A{ch(0 ") + k}d0' h=0 + (4.22)
T4, Cos, LT g7, T g T m
6 -~ 40 (1)(@8) —  (9)16)(24) (32)(120)(11)
T
'Pp= 6
| 0%
ps= 40
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Xl

T
(32)(120)(11)

h(0) « 0 +P b olmak lzere

yazilabilir.

0
vip = %+%3833-1/ %[0'+p30'3].[a|-a20‘2][c0'+cp30'3+k]d0'+

+[0+p303 39 -PM3  [a-a2kc0'2.{c0" + cp30'3+ k}dO' (4.23)
0

0
¥p %+%36?3—11 J[0"+P30 '3].[aic0" +aicp '3+alk-azc.c0'3
0

: Zdo " 10 Pry3g g - .
ac.ko '2ldo "+ [0 + p303 . + 5 0°3-1 [aic0'+aicpd '3+ (4.24)
0

+ailk-axc.c0'3-azxc.k0'2] d

0]
yap %+%‘°’6%-1’ J[ac0'2+ak 0'-a kc.k0'3+p2%0'3]d0"+
0
+ [0 +p302]'£[_K 0'2+— 0" a“hcko 3+ k@ k0 (4.25)

-a c0'-acp0'3- a k+azecc0'3+ack0'2]d0’!

¥|p %+%A033_1T a,c30 3 1_611k0 2 a chk_(_) _____ bp a,kO 4

on alc0'3 ajk 0'2 azxck0'4 p3 0'4
+[0+p303].[" e N P

ey} vl —+—alk-—-—-- (4.26)
8.3 2 2 8 4 8
a”0'2 0'4 , 0'4
- [ a cp, a kO +a kcc--—----- kck
2 1 4 1 2 4 2
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¥p P3A33 7 a_%03+_£a 202 +[0+p30 3]+

OO

+ra,/\c+_ak ) kck 1_a,kP% ac a,lﬂ?g az_kc.c__a kc.k
3 8 %o gl s e 2" 3

. N N
ate 3 Ak 3, Al o ako 28K, %]
38 28 2 1 3

+[0 +p30 3] (4.27)

ajk a”"03 ajk02
¥up 03- 12

~25~ 3

Aa,c“ail§ a kck algrP3 RS alcPS Ak + a%kcc+a2kck"

38 28 48 4 3y

Up ak02+ak ac

2 28 3

+"a,c_+_a1k.allkck a,kS3 1 RgC alcSS aK+33kCC a kck

38 28 48 48 4 4+ 3
(0 +p 3+ (4.28)

+aitk02+ alc0 3

¥ Ip« (Uzun sabit)0 + ) 02- i‘21—0 2+ P3 (Uzun sabit)03+

p Akac 0

28" 3
_ avVv . fak acn
¥ Ip« (Uzun sabit)0 + —0 2+ [p3(Uzun sabit) + —%------ —I103  (4.30)
2 V28 3y

Buradan;
¥ =¥0 +e¥l =¥0 +S(¥0 + ¥Ip)
=¥0 (1 +58) +s¥Ip (4.31)
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¥1=¥ih+¥p (4.32)
¥ih=¥ (4.33)

¥ = (1 +S)¥0 +s¥ (4.34)

k
¥0=(ch(0) +K)(1 +5s) +s[(Uzun sabit)0 + a_ 0 2+

{p3(Uzun sabit) + a” -a "j}0 3] (4.35)
Uzun sabit =
k kck P P k kek j
fac ak ajfek, akPy L BCP L p ke, KKy g
V3 28 48 48 2 4 1 4 3 J
Buradan;
a=aV(0) ve a= 2 (4.37)
vV (0) |
kosullari altinda V(0) = “m20 2 harmonik fonksiyonu ile denklemimiz

h« 0 + p30 3 seklinde elde edilir.
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5. SONUCLAR ve YORUMLAR

Evrenin olusumunda incelenen Wheeler-De Witt denklemi "twice loasing
shoe™ yontemi ile incelendiginde ortaya c¢ikan adi diferensiyel denklemi ¢ozimleri,
istedigimiz bakis acilarina uygun yaklasimlar ortaya ¢ikararak fiziksel durumlarla

Biz bu calismada grek yukarida belirttigimiz teknikler gerekse de her iki
degiskeni de kullanarak Wheeler-De Witt denklemine fiziksel anlamlar tasiyan
cozumler Uretmeye calistik. Kuantum kozmolojinin dalga fonksiyonunun skaler
alana bagl cozimlerini elde ettik. Bu ¢6zumlerin daha sonraki kuantum kozmoloji
calismalarinda faydali olacagini umuyoruz.

Gelecekte yapilabilecek bir calisma da bu tezde yaptigimizin tam tersi
yaptlip, biutln ¢ézumleri evrenin yaricap fonksiyonu cinsinden bulmak olabilir. Bu

calismanin da baska bir tez calismasinda ele alinabilecegini imit ediyoruz.
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