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OZET

SKALER VE OPERATOR-DEGERLI POISSON CEKIiRDEGI
KAVRAMLARININ BAZI GENELLEMELERI

Serap BULUT

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal

(Doktora Tezi / Tez Damismam : Do¢. Dr. Nihal YILMAZ 0ZGUR)
Balikesir, 2007

Bu c¢alismanin amaci skaler ve operator-degerli Poisson ¢ekirdegi
kavramlarinin baz1 genellemelerini vermektir.

Calisma ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diger boliimlerde
kullanilacak olan temel kavramlara yer verilmistir. Ikinci bolimde, skaler
Poisson cekirdeginin ortaya ¢ikisi ele alinmis ve bu kavramin bazi genellemeleri
incelenmistir. Ugiincii boliimde ise operator-degerli Poisson gekirdegi kavrami
ele alinip bu kavramin yeni bir genellemesi elde edilmistir.

Birinci boliimde Banach uzayi, sinirli dogrusal operator, Hilbert uzayi,
spektral yarigap, Riesz-Dunford integrali ve Banach cebiri gibi temel kavramlara
yer verilmistir.

Ikinci bolim, iki kesimden olusmaktadir. Birinci kesimde ilk olarak
skaler Poisson cekirdegi kavraminin ortaya cikisi ele alinmis ve bununla ilgili
elde edilen bazi sonuclara ve genellemelere yer verilmistir. ikinci kesimde ise
skaler Poisson ¢ekirdeginin yeni bir genellemesi tanimlanmustir.

Uciincii boliim, iki kesime ayrilmaktadir. Birinci kesimde skaler Poisson
cekirdegi yardimiyla tamimlanan operator-degerli Poisson cekirde§i kavrami
incelenmigstir. ~ Ardindan bir polinom yardimiyla operator-degerli Poisson
cekirdegi icin elde edilen bir integral esitliginin ispati polinomdan bagimsiz
olarak verilmistir.  Ikinci kesimde ise operator-degerli Poisson cekirdegi
taniminin bir genellemesi ve buna bagl olarak elde edilen bazi1 sonuglar yer
almaktadir.

ANAHTAR KELIMELER : Skaler Poisson g¢ekirdegi / Operator-degerli
Poisson ¢ekirdegi
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ABSTRACT

SOME GENERALIZATIONS OF THE CONCEPTS OF SCALAR AND
OPERATOR-VALUED POISSON KERNEL

Serap BULUT

Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Nihal YILMAZ 0ZGUR)
Balikesir - Turkey, 2007

The purpose of this work is to give some generalizations of the concepts
of the scalar and the operator-valued Poisson kernel.

The work consists of three chapters. The first chapter is assigned for
basic concepts related to second and third chapters. In the second section, it is
introduced the scalar Poisson kernel and investigated some generalizations of this
concept. In the third section, the concept of the operator-valued Poisson kernel is
introduced and a new generalization of this concept is obtained.

In the first chapter, it is assigned for basic concepts like Banach space,
bounded linear operator, Hilbert space, spectral radius, Riesz-Dunford integral
and Banach algebra.

The second chapter consists of two sections. In the first section, firstly it
is introduced the concept of scalar Poisson kernel. Afterwards some results and
generalizations related to this are considered. In the second section, it is defined
a new generalization of the scalar Poisson kernel.

The third chapter is seperated into two sections. In the first section, the
concept of the operator-valued Poisson kernel defined by means of the scalar
Poisson kernel is investigated. Following, the proof of an integral equation
obtained by means of a polynomial is given independently from the polynomial.
The second section is assigned for a generalization of the definition of the
operator-valued Poisson kernel and some results obtained related to this.

KEY WORDS : Scalar Poisson kernel / Operator-valued Poisson kernel
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SEMBOL LISTESI

Simge Adi

C Kompleks diizlem

D {ze C : |¢| <1} birim diski

BX,Y) (X, ||) normlu uzayindan (Y ,|| . ||) normlu uzayina biitiin

sinirh dogrusal doniistimlerin uzayi

*

T T operatoriiniin Hilbert-eslegi

p(T) T operatoriiniin rezolvent kiimesi

o) T operatoriiniin spektrumu

r(T) T operatoriiniin spektral yarigapi

H Hilbert uzay1

L(H) Hdan Hya biitiin simrli dogrusal operatérlerin cebiri
P (e?) Skaler Poisson gekirdegi

K, (T) Operator-degerli Poisson ¢ekirdegi



ONSOZ

Skaler Poisson cekirdegi P(r,0), analizde Onemli bir yere sahip olan

kavramlardan biridir. En iyi bilinen o6zellikleri 2m-periyotlu, ¢ift ve pozitif bir
2z

fonksiyon olmasi ve 2L I P(r,0)d@ =1 integral esitligini saglamasidir. Bu integral
T 0

esitligi skaler Poisson cekirdeginin tamimm yardimiyla elementer olarak elde
edilebilir. Ancak Taylor farkli bir bakis acisiyla bu integral esitliginin yeni bir

ispatin1 vermistir, [11].

Haruki ve Rassias, skaler Poisson ¢ekirdegi tanimini 6nce Q(;a,b) sonra da
1 27

R(O;a,b,c,d) olarak genellemisler ve dolayisiyla yukaridaki 2— J P(r,0)dg =1
T 0

integral esitliginin de genellemelerini elde etmislerdir, [7]. Aymni caligmada Haruki

ve Rassias, skaler Poisson ¢ekirdeginin genellemesi olan Q(é;a,b) 'nin kuvvetlerinin

2z
%IQ(Q;a,b)”“dﬁ seklindeki integralinin ¢Oziimiinii bir acik problem olarak
4 0

2z
birakmislardir. Bu integral 2L J.P”“(r, 0)d@ integralinin bir genellemesidir, [6].
T 0

Ayrica bu acik problemin ¢oziimii [8] numarali kaynakta verilmistir.

Bu tez calismasinda oOncelikle skaler Poisson cekirdeginin yeni bir

S(@;x,y,z,t,u,v) genellemesi verilmis ve buna bagh olarak bir integral esitligi elde

edilmistir, [1].
Diger taraftan operator-degerli Poisson cekirdegi, skaler Poisson cekirdegi

yardimiyla tanimlanan yeni bir kavramdir, [2]. Bu kavram operator teori ve

harmonik analizde pek ¢ok uygulamaya sahiptir.

Vi



2z
Skaler Poisson cekirdegi P(r,8) icin elde edilen ZL I P(r,0)d0 =1 integral
4 0
esitligine benzer olarak operator-degerli Poisson ¢ekirdegi K, (T) ig¢in de bir

2z
polinom yardimiyla 2L IK .. (T)dt =1 integral esitligi elde edilmektedir, [2].
Ty

Bu tez caligmasinda operator-degerli Poisson cekirdegi ile ilgili olarak
1 2z
2—IK,t(T)dt:I integral esitliginin ispati bir polinomdan bagimsiz olarak
Ty

verilmistir. Ayrica operator-degerli Poisson ¢ekirdegi taniminin yeni bir genellemesi
verilerek buna bagli baz1 sonuglar elde edilmistir. Bu sonuclar [2]’deki sonuglari

genellestirmektedir.
Hem danmismanim olarak atanmadan 6nce hem de atandiktan sonra bana her
konuda yardimci olan degerli hocam Dog¢. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR’e

tesekkiirlerimi sunarim.

Balikesir, 2007 Serap BULUT
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1. ON BILGIiLER

Bu boliimde, 2. ve 3. boliimlerde yararlanacagimiz bazi temel kavramlari ele

alacagiz.

1.1 Hilbert Uzaylar1

1.1.1 Tanm: X bir reel yada kompleks vektor uzay olsun. Eger |-||: X >R
doniisiimii, her x,ye X vektorleri ve herhangi bir ¢ skaleri igin

@ |20

(i) [x|=0 = x=0

i) o] = e |

(@v) [x+ y| < |« +|y| Gicgen esitsizligi)
kosullarim1 sagliyorsa bu déniisime X iizerinde bir norm, (X,||-||) ikilisine de bir

normlu uzay adi verilir, [9, s.58].

1.1.2 Tanim: Eger bir normlu uzay, normunun indirgedigi metrige goére bir

tam metrik uzay ise bu normlu uzaya bir Banach uzay: denir, [9, s.58].

1.1.3 Tanim: X ve Y bir K say1 cismi {izerinde birer vektor uzay1 olsun. Eger

T:X — Y doniistimii, her x,ye X ve her € K i¢in
() T(x+y)=Tx+Ty
(i) T(ax)=aTx
kosullarim sagliyorsa T doniigiimiine X ’den Y ’ye bir dogrusal operator denir, [9,

s.82].



1.1.4 Not: X iizerinde bir dogrusal operator, X ’den X ’e tanimh bir dogrusal

operatordiir.

1.1.5 Tammm: X, Y birer normlu uzay ve T:X — Y bir dogrusal operator

olsun. Eger her xe X icin
7] < M| (111
olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa T ’ye sinurli operator denir.
x =0 i¢in Tx =0 elde edilir. Bu nedenle x # 0 i¢in

o,

[
olur. Bu esitsizlik M ’nin en kiiciik degerinin, esitsizligin solundaki ifadenin

X —{0} iizerinden alman supremumu kadar olacagini gosterir. Bu deger ||T|| ile

gosterilir. Boylece

= sup 12
s [

olur. |T]| sayisina T operatériiniin normu (yada T 'nin operatér normu) denir. Eger
X ={0} ise |T| =0 olarak tammlanir; bu durumda 70 = 0 oldugundan 7 = 0dur.
(1.1.1y’de M =|T| alnrsa
[7-d] < 7] I

elde edilir, [9, s.91].

1.1.6 Yardima Teorem: |7/ sayisinin bir diger esiti

[7] = sup 7]
X

xe
Jf=t

sayisidir, [9, s.92].

1.1.7 Yardimer Teorem: X, Y birer normlu uzay ve 7:X — Y bir simirh
dogrusal operator olsun. Eger her xe X icin ||Tx||SM ||x|| oluyorsa ||T||SM elde

edilir.



1.1.8 Teorem: X, Y birer normlu uzay ve T: X — Y bir dogrusal operator
olsun. Bu durumda

(i) T siireklidir

(ii) 7, 0 noktasinda siireklidir

(iii) 7 smarhidir

kosullari denktir, [12, s.71].

1.1.9 Teorem: X normlu uzayindan Y normlu uzayina tanimh biitiin sinirh

dogrusal operatorlerin vektor uzayr B(X,Y),

T\ = — = b
" ” S{E}() ||x|| Su}() ” x||

) X€
x#0 HXH:I

seklinde tanimlanan operatér normuna gore bir normlu uzaydir, [9, s.118].

1.1.10 Teorem: Eger Y bir Banach uzayi ise B(X,Y) de Banach uzayidir, [9,
s.118].

1.1.11 Uyari: T:X —»Y ve S:Y — Z operatorlerinin bilesimini S7 ile

gosterecegiz. Boylece eger xe X ise STx =S(Tx)e Z olur.

1.1.12 Teorem: X, Y ve Z birer normlu uzay olsun. Eger T € B(X,Y) ve
Se B(Y,Z) ise ST € B(X,Z) dir ve
Is7l<Isl Il (1.12)

olur, [12, s.72].

1.1.13 Uyari: B(X, X) yerine kisaca B(X) yazacagiz. T € B(X) icin 1T,

TTT,... yerine ise sirasiyla 7>,T°,... gosterimini kullanacagiz.

1.1.14 Sonugc: X bir normlu uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda herhangi
bir ne IN igin

n

| <Ir (1.1.3)

olur.



1.1.15 Not: Bir X normlu uzay: lizerindeki birim operatér /, yada kisaca /

ile gosterilir.
1.1.16 Not: T ne olursa olsun 7° birim operatr olarak tanimlanmaktadar.

1.1.17 Tanmm: X, Y birer normlu uzay ve T € B(X,Y) olsun. Eger
IS=1, ve ST=1,
olacak sekilde bir S e B(Y,X) varsa T ’ye ferslenebilirdir denir. Bdyle bir § varsa

tektir ve buna 7 ’nin inversi adi verilir, 77" ile gosterilir, [12, s.72].

1.1.18 Teorem: X bir Banach uzay1 ve T € B(X) olsun. Eger ||T|| <1 ise

I —T terslenebilirdir ve B(X) normlu uzayinda,

(I—T)‘I:iT” (1.1.4)

n=0

olur, [12, s.73].

1.1.19 Sonu¢: X bir Banach uzayr olsun. X iizerinde terslenebilir olan

operatorlerin kiimesi B(X) ’de aciktir, [12, s.75].

1.1.20 Tanim: X, K say1 cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Bir
(,): XXX =>K

doniisiimii, her x,y,ze X veher e K i¢in
@) (x+y,2) =(x,2) +(y,2)
(i) (@ x,y) = a(x, y)
(i) (v, y) = (y.0)
@iv) (x,x)=20
W) (,x)=0=x=0

kosullarim1 sagliyorsa bu doniisiime bir i¢c carpim, (X,(-,-)) ikilisine de bir i¢

carpim uzayt denir, [9, s.128].



1.1.21 Teorem: X bir i¢ carpim uzay1 olmak iizere x,ye X ig¢in

|G = ] (1.15)
esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilir.
(1.1.5)’de esitligin saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul x ve y’nin dogrusal

bagimli olmalaridir, [12, s.7].

1.1.22 Yardimc1 Teorem: Bir ( X,(-,-)) i¢ ¢carpim uzayi lizerinde,
x— ||x|| =(x,x)"?

bigciminde tanimlanan || . || doniisiimii X iizerinde bir normdur, [9, s.128].

1.1.23 Tanmmm: Eger bir i¢ carpim uzayi i¢ carpiminin indirgedigi metrige

gore bir tam metrik uzay ise bu i¢ carpim uzayina bir Hilbert uzay: denir, [12, 5.23].

1.1.24 Teorem: X ve Y birer Hilbert uzay1 olmak iizere T € B(X,Y) olsun.
Her xe X veher yeY igin
(Tx,y)y = (0T y)y
olacak sekilde T~ e B(Y,X) operatorii vardir ve tektir. T  operatdriine 7 ’nin

Hilbert-eslegi denir, [12, s.76].

1.1.25 Teorem: X, Y birer Hilbert uzayi olmak iizere 7T € B(X,Y) olsun. Bu
durumda
T =T ve [T°|=|7]

olur, [12, s.78].

1.1.26 Yardimci Teorem: X, Y ve Z birer Hilbert uzay1 olsun.
(i) Eger Te B(X,Y) ve Se B(Y,Z) ise (ST)" =T"S" olur.
(ii) Eger T,S € B(X,Y) ve A, ue Cise (AT+uS) =AT +uS" olur,

[12, 5.78].



1.1.27 Yardimci Teorem: X, Y birer Hilbert uzayi olmak iizere T € B(X,Y)
olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.

() I" =1 olur.

(ii) 7 yada T~ terslenebilir ise digeri de terslenebilirdir ve (I'™") =(T")"

olur, [5, s.480].

1.1.28 Tammm: T bir X i¢ carpim uzayi {izerinde simirli dogrusal bir operator
olsun. Eger her xe X i¢in (Tx, x) = 0 oluyorsa T ’ye pozitif operator denir.
T operatoriiniin pozitif oldugu T >0 seklinde gosterilir. T =S ifadesi ise
T — S 20 oldugu anlamina gelir. Denk olarak, her xe€ X icin
T2>2S < {Tx,x)>2{Sx,x)
olur, [12, s.141].

1.1.29 Tanim: X, Y birer Hilbert uzay1 ve T € B(X,Y) olsun. Eger ||T|| <1

ise T ’ye bir daralma, ||T|| <1 ise kesin daralma denir, [12, s.143].

1.1.30 Tanim: X bir Hilbert uzay1 ve T € B(X) olsun. Eger T'T =TT =1

oluyorsa T ’ye birimsel (unitary) operator denir, [9, s.206].

1.2 Spektral Teori

1.2.1 Tanmm: X # {0} bir kompleks Banach uzay1 ve T e B(X) olsun. T
operatoriiniin rezolvent kiimesi,

p(T)={AeC: Al —T terslenebilirdir}
seklinde tanimlanir. Bu kiimenin tiimleyenine 7 ’nin spektrumu adi verilir ve o(T)
ile gosterilir, yani o(T)=C- p(T)’dir. (A -T)"' fonksiyonuna T ’nin rezolvent
fonksiyonu (yada rezolvent operatiorii) veya kisaca rezolventi denir. Bir A€ o(T)

sayisina da 7 'nin spektral degeri ad1 verilir, [5, 5.566].



1.2.2 Yardime1 Teorem: X bir kompleks Banach uzay1 ve T € B(X) olsun.
Bu durumda p(T") rezolvent kiimesi aciktir, [9, s.376].

1.2.3 Sonuc: o(T) kapalidir, [9, s.376].

1.2.4 Teorem: X bir kompleks Banach uzayr ve Te€ B(X) olsun. Her
A, € p(T) igin (A =T)™" rezolventi
AU-T)" =D (A =V [(AI-T)"1"
Jj=0
acilimina sahiptir. Bu seri,

1

M’O —A | < -1
| =17
ile belirtilen acgik diskteki her A i¢in mutlak yakinsaktir. Bu disk po(7') ’nin bir alt

kiimesidir, [9, s.377].

1.2.5 Teorem: o(7T) kompakttir ve
A< (1.2.1)

ile verilen diskte bulunur. Bu nedenle o(T) bostan farklidir, [9, s.377].

1.2.6 Tanmm: X bir kompleks Banach uzay1r ve Te B(X) olsun. T
operatoriiniin spektral yarigapi,

r(T)= sup |/1|

Aeo(T)
seklinde tanimlanir. Yani spektral yaricap, A-kompleks diizleminde merkezi orjinde

olan ve o(T) ’yi igeren en kii¢iik kapali diskin yaricapidir, [9, s.378].

1.2.7 Not: (1.2.1)’den agiktir ki bir T € B(X) operatoriiniin spektral yarigapi
icin
r) <1

olmaktadir, [9, s.378].



1.2.8 Teorem (Polinomlar icin spektral doniisiim teoremi): X bir kompleks

Banach uzayi, T € B(X) ve

rA=al +a, X'+ +a, (a, #0)

n-1
olsun. Bu durumda
o(p(T)=p(o)
olur, yani
rM=aT"+a, T+ +a,
operatoriiniin spektrumu olan o(p(T)), p polinomunun 7’ nin o(T) spektrumu
tizerinde aldig1 biitiin degerlerinden olusur; burada
peM)={peC: u=pd, e o(T)}
dir, [9, s.381].

1.2.9 Yardimci Teorem: X bir kompleks Banach uzay1 ve T € B(X) olsun.
Bu durumda (U —T)™', p(T) rezolvent kiimesindeki her A, noktasinda analitiktir.

Dolayisiyla p(T') iizerinde yerel olarak analitiktir, [9, s.389].

1.2.10 Not: p(T), T ’nin rezolventinin yerel olarak analitik oldugu en genis
kiimedir.  Gergekten rezolvent, spektrumun noktalarina analitik olarak devam
ettirilemez.

Bu asagidaki teoremden goriilebilir.

1.2.11 Teorem: X bir kompleks Banach uzayi, T € B(X) ve A€ p(T) olsun.
8(A) = inf |A—s|

seo(T)
olmak tizere

| -1)7|= L
o(A)
Anin o(T) spektrumuna olan uzakligidir. Dolayisiyla
5(A) = 0 iken “(/11 - T)““ oo

olur, [9, s.390].



1.2.12 Teorem: Eger X +# {0} bir kompleks Banach uzay1 ve T € B(X) ise
o(T) # ¢ dir, [5, s.567].

1.2.13 Teorem: X bir kompleks Banach uzay1 ve Te€ B(X) olsun. T
operatoriiniin spektral yaricapt r(T) icin

#(T) = limz \T"

n—oo

elde edilir. Bu esitlige Gelfand formiilii adi verilir, [9, s.391].

1.2.14 Tanmm: f bir E bolgesi iizerinde analitik olan kompleks degerli bir
fonksiyon, D c E bir agik kime ve C =9D porzitif yonlii basit kapali sonlu

uzunluklu bir ¢cevre olsun. T € B(X) olmak iizere o(T) € D oldugunu varsayalim.

Bu durumda f(T') operatorii
f(T)=L.jf(z)(zI—T)‘ldz (1.2.2)
27i s,

esitligi ile tammmlanir. (1.2.2) esitligine Riesz-Dunford integrali adi verilir, [5, $.568].

Spektra, Banach cebirleri kavrami ile de baglantilidir. Bir Banach cebiri hem
cebir hem de Banach uzay1 yapilarina sahiptir. Simdi, ilgili baz1 kavramlarn ele

alacagiz.

1.2.15 Tanim: A, bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. A iizerinde
AXA = A, (x,y) = xy
seklinde tanimlanan ¢arpma islemi, her x,y,z€ A ve @€ K igin
(1) (xy)z=x(yz)
(i) x(y+2)=xy+xz
(i) (x+y)z=xz+yz
(iv) a(xy)=(ax)y=x(ay)
ozelliklerini sagliyorsa A’ya K cismi iizerinde bir cebir ad1 verilir.
Eger carpma islemi degismeli ise yani her x,ye A icin
Xy = yx

oluyorsa A’ya degismeli (yada abelian) cebir denir.

9



Eger her xe A igin
ex=xe=x
olacak sekilde bir e€ A elemani varsa A’ya birimli cebir denir. Bu e elemanina ise
A’nin bir birimi ad1 verilir.

Eger A’nin bir birimi varsa bu birim tektir, [9, s.394].

1.2.16 Tanim: A hem bir normlu uzay hem de her x,ye A icin

ot < Il 1] (1.2.3)
esitsizligi ger¢eklenen ve eger bir e birimi varsa bu birimi

e =1
kosulunu saglayan bir cebir olsun. Bu durumda A’ya bir normlu cebir denir, [9,

s.395].

1.2.17 Tammm: Eger bir normlu cebir, normlu uzay olarak g6z Oniine

alindiginda tam ise bu normlu cebire bir Banach cebiri denir, [9, s.395].

1.2.18 Not: Bir X #{0} kompleks Banach uzay: iizerindeki biitiin sinirh
dogrusal operatorlerden olusan B(X) Banach uzayi, birimi / (X tizerindeki birim
operatdr) olan ve carpma islemi operatorlerin bileskesi olarak tanimlanan bir Banach
cebiridir. (1.2.3) bagintisi,

[T <[] |7

seklindedir ((1.1.2)’ye bakiniz), [9, s.396].

1.2.19 Tanmm: A birimli bir cebir ve xe A olsun. Eger x, A’da bir inverse
sahip ise yani
xx=xx"=e
olacak sekilde bir x™' € A elemani varsa x’e terslenebilirdir denir.

Eger x terslenebilir ise inversi tektir, [9, s.396].
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1.2.20 Tamim: A bir birimli kompleks Banach cebiri olsun. Bu durumda bir

x€ A elemaninin p(x) rezolvent kiimesi

p(x)={1e C: de— x terslenebilirdir}
seklinde tanimhidir. x ’in spektrumu olan o(x), p(x)’in kompleks diizlemde
tiimleyenidir, yani o(x) =C- p(x)’dir. Herhangi bir A€ o(x) sayisina x’in bir

spektral degeri denir, [9, s.396].

O halde x€ A elemaninin spektral degerleri Ade — x’i terslenemez yapan bu 4

degerleridir.

Eger X bir kompleks Banach uzay1 ise B(X) bir Banach cebiridir, dolayisiyla
Tamim 1.2.20 uygulanabilir. Boylece goriilmektedir ki Tanim 1.2.20 ile Tanim 1.2.1

birbiri ile ortiigiir.
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2. SKALER POISSON CEKIiRDEGI

Bu boliimde oncelikle iki boyuttaki skaler Poisson cekirdegi kavraminin

ortaya ¢ikisini ele alacagiz.

Birinci kesimde bu kavramla ilgili bazi caligmalari inceleyecegiz. Bu
calismalarin ilki bize skaler Poisson ¢ekirdegine bagh bir integral esitliginin farkl bir
ispatimi sunmaktadir. Bir diger calismada ise skaler Poisson cekirdeginin bazi
kuvvetlerine bagl bir integralin ¢6ziimil yer almaktadir. Bunlarin ardindan her iki

integral esitliginin genellemelerinden bahsedecegiz.

Ikinci kesimde ise skaler Poisson cekirdeginin yeni bir genellemesini

tanimlayip buna bagl olarak elde ettigimiz baz1 sonuglar ele alacagiz.

2.1 Skaler Poisson Cekirdegi

f fonksiyonu, orjin merkezli pozitif yonlii bir C, c¢emberinin icinde ve

izerinde analitik olsun.

f(z)=LfM @2.1.1)
Z

27i o ST
Cauchy integral formiilii, [3, 4, 10], f fonksiyonunun C, icindeki herhangi bir z
noktasindaki degerini, f’nin C, iizerindeki s noktalarinda aldig1 degerler

yardimiyla ifade eder. Bu kesimde (2.1.1) formiiliinden, f fonksiyonunun reel

kismu igin karsilik gelen bir formiil elde edecegiz ve bu sonucu Dirichlet probleminin

birim disk i¢in ¢dziimiinde kullanacagiz.

r,, C,’1n yarigapim belirtsin ve 0<r<r, olmak iizere z=re” alalm.

Sifirdan farkli olan z noktasinin ¢embere gore inversi, z ve orjinden gecen 1sin

12



. . 2 - . -
iizerinde bulunan ve |z,||z|=r,” kosulunu saglayan z, noktasidir. Bdylece eger s,

C, lzerinde bir nokta ise

(2.1.2)

olur. z,, C, ¢emberinin disinda oldugundan (2.1.1)’deki integrandda z yerine z,

almirsa Cauchy-Goursat teoremi, [3], geregi integralin degeri sifir bulunur. Bundan

dolay1

1 1 1
f(z)—zm,j(s - Jf(s)ds

yazilabilir. C, igin s =r,e” (0 <t <2x) kutupsal gdsterimi kullanildiginda

Fl)=—t ( S Jf(s)dt

27 s—z S§—2z,

olur. Burada rye” yerine sadelik igin s kullamlmistir.

Dikkat edilirse parantez i¢indeki carpan, (2.1.2) ifadesinin son kismina gore

— 2 2
) 1 s . rny-r

2.1.3)

5%

— = + — — 2
s—z 1-(s/2) s—z s-2 |s—z|
seklinde yazilabilir. Bu nedenle (2.1.1) Cauchy integral formiiliiniin bir bagka

ifadesi, 0 < r <r, iken

2 27
(roe

fre j (2.1.4)
o - Z|
olur. Buifade r =0 iken de gecerlidir ve bu durumda
1 2z )
fO=—— j f (rpe" ydt
bicimine gelir ki bu, (2.1.1) denkleminin z =0 i¢in kutupsal bi¢imidir.
Diger taraftan,
ls— 2" =1, —2n,rcos(t —6) +r (2.1.5)

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla eger u, f analitik fonksiyonunun reel kismi ise (2.1.4)

formiiliinden
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1 2 22 Jt
u(r,@) = [ Lo —ruD
27y " =2rrcos(t—0)+r

it (r<r,) (2.1.6)

bulunur. Buna r =r, ¢emberi ile sinirlanan acik diskte # harmonik fonksiyonu i¢in

Poisson integral formiilii denir.

(2.1.6) formiili, u(r,,t)’den u(r,6)’ya bir dogrusal integral doniistimii

tanimlar. Bu doniisiimiin ¢ekirdegi, 1/(27) ¢arpani harig, reel degerli

2_ 2
P(ry,ryt—0) = ——0 " 2.1.7)
1, —=2r,rcos(t—0)+r’

fonksiyonudur. Bu fonksiyon Poisson ¢ekirdegi olarak bilinir. (2.1.5) esitligi geregi

ayrica

2 2
r, —r

P(r,,r,t—6) = (2.1.8)

2
s =2
esitligi de yazilabilir. r <7, oldugundan P’nin pozitif bir fonksiyon oldugu agiktir.

Ustelik z/(5 —Z) ve bunun kompleks eslenigi olan z/(s— z) 'nin reel kisimlar1 ayni

oldugundan (2.1.3)’teki ikinci esitlikten

P(ro,r,t—H):Re( S j:Re(H_Zj (2.1.9)

§—2 §—Z §—Z

bulunur. Boylece C, iizerindeki sabit tutulan her bir s i¢in P(r,,r,t-8), C,

icindeki » ve €’nin bir harmonik fonksiyonudur. (2.1.7) esitliginden goriilmektedir
ki P(r,,r,t—6), t—60’nm bir cift periyodik fonksiyonudur ve periyodu 27z ’dir.

Ayrica r =0 iken degeri 1°dir.
(2.1.6) Poisson integral formiilii,
1 2
u(r,l9)=—_[P(ro,r,t—ﬁ)u(ro,t)dt (r<r) (2.1.10)
27 5
seklinde yazilabilir. f(z) =u(r,6) =1 iken (2.1.10) denklemi, P’nin
1 2
—jP(rO,r,t—B)dtzl (r<r) (2.1.11)
2 s,

ozelligine sahip oldugunu gosterir.
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Ozel halde 7, =1 alinirsa birim disk i¢in Poisson ¢ekirdegi

_ 42 n )
P(L,r,t—8)= 1=r _=P_ (") (2.1.12)
1-2rcos(t—6)+r ’

olarak elde edilir.

Bu esitlik daha sade olarak

1—r2

Pr,thn
(r.6) 1—-2rcos@+r?

(2.1.13)

biciminde de ifade edilebilir.

Biz bundan boyle (2.1.7) Poisson cekirdeginin (2.1.12) ve (2.1.13)’teki

ifadelerini kullanacagiz ve bunlan skaler Poisson cekirdegi olarak adlandiracagiz.

Dikkat edilirse (2.1.7),

Pl rt-0)=1+2Y [LJ cosn(t—6)

0

n=1

serisi yardimiyla da ifade edilebilir.

Simdi (2.1.13) yardimiyla Dirichlet probleminin D birim diski i¢in ¢éziimiinii

ifade edelim.

2.1.1 Teorem: f :9D — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) ze aD igin u(z) = f(z)

(ii) u, D’de harmonik
olacak sekilde bir u : D — R siirekli fonksiyonu vardir. Ustelik u tektirve 0< r<1,

0<6<2rx icin
i60 1 T it
u(re)=—— [ P(r,0—1)f (" )dt
2 7

formiilii ile tanimlanur, [4, 8.257].
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Simdi (2.1.11) integral esitliginin [11] numarali kaynakta yer alan farkli bir
ispatim1 verecegiz. Ancak sadelik icin (2.1.13)’ii ele alacagiz. Bu ispat metodunu

Teorem 3.1.6’da kullanacagiz.

2.1.2 Teorem: 0<r <1 icin
1 2r
— j P(r,0)d0 =1 (2.1.14)
2 sy

olur.

Ispat: Oncelikle yukaridaki (2.1.14) integral esitliginin sol tarafim F(r) ile
gosterelim. Bu durumda F(r), 0<r <1 iken r’ye bagl siirekli bir fonksiyondur.
Ayrica, F(0) =1 oldugu da aciktir.

Simdi,

1 T 1 2z
F(r)=—[P(r,0)d0+—— [ P(r, x)dx
27, 27
yazalim. lkinci integralde x =6+ 7 degisken degisimi yapilmasinmn ardindan iki

integral birlestirildiginde

z 4
F(ry=L+ Ll 4o

elde edilir. Diger taraftan,
(I+7r*)* —4r*cos’@=1-2r*2cos* -1 +r*

ve
2cos’ @ —1=cos26

esitliklerini gdz Oniine alalim. Bu durumda, ¢ =26 degisken degisimi ile

1% 1-r'
|

F(ry=—
") 1-2r°cosg+r'

. dg=F(r")

0
bulunur.

Benzer sekilde F(r) ’nin tanimi geregi

S 15 1=
F(r*)=—[P(r*,0)d0 = — . -de
27, 2w 3 1-2r"cos@+r

yazabiliriz. Bu son integrale yukaridaki yontem uygulandiginda

F(r*)=F(@*)
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elde edilir. Bu sekilde devam edilerek
F(r)=FU?), n=12,...

esitliginin saglandig: goriilir. Bundan dolay1, eger 0<r <1 ise
F(r) =lim F(r¥)=F0) =1

elde edilir. Boylece (2.1.14) ispatlanmis olur.

Son olarak, dikkat edilirse 0 < r #1 ise F(r)=—F(1/r) esitligi saglanir. Bu
sonug ve (2.1.14), bize

2
1 jP(r,e)de =—1, l<r
27

esitligini verir. ¢

Simdi Teorem 2.1.2°deki integralde P(r,8) yerine P(r,0)’nin bazi

kuvvetlerinin alinmasi durumunda elde edilen integralin ¢oziimiinii verecegiz.

2.1.3 Teorem: Eger x =2r/(1+r*)ve n=0,1,2,... ise

o 2 n+l n n
2Ljp"“(r,e)de=[1 ’J 1.4 [ X j (2.1.15)
7[()

1472 ) nl de" | (1=x?)"?

olur, [6].

Ozetleyecek olursak, D birim diski i¢in skaler Poisson cekirdegi

_ .2 o
I=r :1+22r”cosn9

P(r,0)=
(r.8) 1—2rcos@+r’ n=1

seklinde tanimlidir ve
1 27
— j P(r,0)d6 =1
27

integral esitligini saglar. Burada r, 0 <r <1 0Ozelliginde bir reel sayidir. (2.1.13)
ayrica

1-r?

Ay r—

seklinde de yazilabilir.
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Diger taraftan,

I 1_(12
1+2» a"cosnf =
nz;{ 1-2acos@+a’

(-l<ax<l)
esitligi goz ontine alinirsa (2.1.13)’tin, —1< r <1 ozelligindeki reel sayilar icin de
gecerli oldugu goriiliir. Yani

1-r?

(1-re®Y1—-re™)

P(r,0) = (-1<r<l (2.1.16)
esitligi gecerlidir ve dolayisiyla (2.1.16) i¢in
1 2z
— [P(r.6)d0 =1 2.1.17)
2 s

integral esitligi saglanir.

Eger (2.1.13) yerine (2.1.12) kullanilirsa, —1 < r <1 6zelligindeki reel sayilar

icin bu kez

_ .2 .2
Pt(e“g)— 1-r 1-r

= = —— — 2.1.18
" 1-2rcos(t—@)+r* (I—re"e)1—re™e'?) ( )

elde edilir ve (2.1.18) i¢in

1 2z »
— | P (e)dt =1
27 J. e

0

integral esitligi saglanir.

Simdi amacimiz ilk olarak (2.1.16) ve (2.1.17) esitliklerinin genellemelerini

vermektir.

2.1.4 Tanmm: a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks

say1 olmak iizere

n 1—ab
6;a,b)= : . 2.1.19
Q(6:a.0) (1—ae’®)1—be™) ( )

tanimlanir, [7].

2.1.5 Uyar1: Eger (2.1.19)’da a =r ve b =r alimrsa (2.1.19)’un (2.1.16) nin

bir genellemesi oldugu goriiliir, [7].
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2.1.6 Teorem: a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks

say1 olmak iizere
1 27
— j 0(8;a,b)d6 =1 (2.1.20)
2 s,

integral esitligi saglanir, [7].

2.1.7 Uyar: (2.1.20)’de a=r ve b=r almirsa (2.1.20)’nin (2.1.17)’nin bir

genellemesi oldugu goriiliir, [7].

2.1.8 Uyar: Dikkat edilirse (2.1.18)’in genellemesi,

i@ 1_ab
e’)= — — 2.1.21
Qa,b,f( ) (1 _aezte—lH )(1 _be—ltelﬁ) ( )

seklinde olacaktir.

Simdi de (2.1.19) ve (2.1.20)’nin genellemelerini verecegiz.

2.1.9 Tanim: a, b, ¢ ve d, sirasiyla |a| <1,

b/ <1,

c| <1 ve |d| <1 ozelliginde
birer kompleks say1 olmak iizere

L(a,b,c,d)

R(Ba,b,c,d) = : : : .
( ) (1—ae’®)1—=be®)1-ce®)Y1—de™™)

(2.1.22)

tanimlanir; burada

Lia.b.c.dymd=ab)1 - ad)1-be)1 - cd)
1—abcd

dir, [7].

2.1.10 Uyari: Eger (2.1.22)’)de ¢=0 ve d=0 alinirsa (2.1.22)’nin
(2.1.19)’un bir genellemesi oldugu goriiliir, [7].

2.1.11 Teorem: a, b, ¢ ve d, swrasiyla |a|<1, |b|<1,

c|<1 ve |d|<l

ozelliginde birer kompleks say1 olmak iizere

27
L j R(;a,b,c,d)d6 =1 (2.1.23)
27 0
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olur, [7].

2.1.12 Sonuc: Eger Teorem 2.1.11’de ¢ =a ve d =b alinirsa

1+ab
— 0.a,b)°d0 =——
jQ( ydo="—"

elde edilir; burada a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks say1

olmak tizere
1—ab
(1—ae®)(1—be™)

Q(6;a,b) =

dir, [7].

Haruki ve Rassias, Teorem 2.1.6 ve Sonu¢ 2.1.12°den hareketle asagidaki

tanim1 vermislerdir.

2.1.13 Tanim: a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks
say1 olmak iizere

1

2
:—IQ(H, ,b)"“de_— [ 1 ~ab

(1—ae®)1—be™

)J dd (n=0,1...) (2.1.24)

tanimlanir, [7].

Simdi, Teorem 2.1.6 ve Sonug 2.1.12 g6z 6niine alindiginda

I,=1 (2.1.25)
ve
1+ab
I = 2.1.26
) ( )
elde edilir.

Bunun sonucunda Haruki ve Rassias asagidaki A¢ik Problemi birakmiglardir.

Acik Problem: n=2,3,4,... icin I, ’in hesaplanmasidur, [7].

Asagidaki teorem bize bu agik problemin ¢éziimiinii verir.
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2.1.14 Teorem: a ve b sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks

saytve n=0,1, 2,... olmak iizere (2.1.24)’de tamimlanan /, ’in degeri,

[ =% _@nm))! ( ab jj (2.1.27)
"= M- HH*\1-ab

olur, [8].

2.1.15 Uyart: (2.1.27)’de n =0 ve n =1 alinirsa sirasiyla (2.1.25) ve (2.1.26)

elde edilir, [8].

2.2 Skaler Poisson Cekirdeginin Yeni Bir Genellemesi

Simdi benzer sekilde (2.1.22) ve (2.1.23)’iin yeni genellemelerini verecegiz,

[1].

x|<1,

v <1, |7 <1,

<1,

2.2.1 Tamm: x, y, 7, 1, u ve v, ul<1 ve <1
ozelliginde birer kompleks say1 olmak iizere

L(x,y,z,t,u,v)
(1—xe®)(1 - ye )1 = ze" )1 —te )1 - ue® )1 —ve™)

(2.2.1)

S@;x,y,z,t,u,v) =

tanimlayalim; burada

L(x, v, 2.0,10,v) " (= xy)d = x0)(d = xv)( ~ y2)d — yu)d = z2)(A — zv){A — fu)(1 — uv)

K(x,y,z,t,u,v)
ve
K(x,y,z,t,u,v) =1—(xz+ xu+zu) (yt + yv+1tv)
+xzu [y E+v)+2(y+v)+v (v +1)
+ ytv [xz(z+u)+zz(x+u)+u2(x+ 2)
— (X zu+ x2u+ xzu’ )y + yr'v + yn?)

+4xyztuy + x>y 2t uy?

dir.
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2.2.2 Not: Eger (2.2.1)’de u =0 ve v=0 alinirsa (2.2.1)’in (2.1.22)’nin bir

genellemesi oldugu goriiliir.

Bu yeni tanima bagh olarak asagidaki teorem elde edilir.

¥ <1, |7 <1, | <1, |u[<1 ve | <1

2.2.3 Teorem: x, y, z, 1, u ve v, | <1,

ozelliginde birer kompleks say1 olmak iizere

127r
— | SO;x,y,z,t,u,v)d0 =1
27r£ 6%,y )

olur.
Ispat: Oncelikle
LZﬂ d9
27 Y (1= xe )1 = ye )1 = ze" )1 —te )1 —ue'® )1 —ve ™
0 1( N (1= ye ) X e X X ) (222)
= ,[ 6N, i6 (fa . i6 6N, i0 ie'’d®
2miy (1—xe™)(e” —y)A—ze" )e” —t)1—ue” )(e"” —v)
elde edilir. Eger w= e’ degisken degisimi yapilirsa
ie"d0 = dw (2.2.3)
olur. Simdi
WZ
fw) = (2.2.4)

A=xw)(w=y)A=—zw)(w—1)A —uw)(w—v)
diyelim. Dikkat edilirse f(w) fonksiyonu w=1y, w=t ve w=v noktalar hari¢
|w| <1’de analitiktir; bu noktalarin her biri f(w) 'nun bir kutup noktasidir.

Bu kutup noktalart i¢in bes durum sdz konusudur:

) y#t,t#v,y#v

2) y=t#v
3) y=v#t
Ht=v+y
5) y=t=v

Simdi, sirasiyla bu durumlari inceleyecegiz.
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1. Durum: y #¢,t #v,y #v olsun.

Bu durumda (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.4) geregi

L d6

) 0N =08 o 0N e =10 0N 1, O

Ty 1(1 xe'" ) 1=ye )1 —ze" )1 —te™ )1 —ue” )1—-ve™) 225)
T R

wl=t
elde edilir; burada |w| =1 birim ¢cemberi boyunca f(w) fonksiyonunun integrali
pozitif yondedir.

R,, R, ve R,, f(w) fonksiyonunun swrastyla w=y, w=¢t ve w=v
noktalarindaki rezidiilerini belirtsin. Dikkat edilirse bu noktalarin her biri f(w)
fonksiyonunun birer basit kutbudur. Bu durumda rezidii teoremi, [3, 10], geregi

1

- [f(wdw=R, +R, +R, (2.2.6)
27 |

w‘:l
elde edilir. Simdi R,, R, ve R, rezidiilerini hesaplayalim. Sirasiyla

R, = lim [(w=)f (w)]

2
w

— lim (2.2.7)
w=y (1= xw)(1—zw)(w—1)(1—uw)(w—v)
A= x))A=20)(y = DA —uy)(y—v)
R, = lin} [(w=1)f(W)]
— lim lid (2.2.8)
wor (1=xw)(w—y)A = zw)(1 —uw)(w —v)
t2
T (A= x)(t = y) (1= zt)(1—ut)(t —v)
ve
R, =lim[(w=v)f(w)]
— lim id (2.2.9)
v (I=xw)(w = y)(A = zw)(w—1)(1 — uw)

2
1%

T A== )= ) —n(—uv)
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bulunur.
O halde (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8) ve (2.2.9)’dan

1 1
— wydw = ——— 2.2.10
27[11/;‘._‘1][( ) L(x,y,zatsusv) ( )

elde edilir.

Boylece (2.2.1), (2.2.5) ve (2.2.10)’dan
1 2
— | S@;x,y,z,t,u,v)d@ =1
27[{ (@;x,y )

sonucuna ulasilir.
2. Durum: y=t#v olsun.

Bu durumda (2.2.4),

2
w

1=xw)(w— y)2 (I1=zw)d —uw)(w—v)

fw) = (2.2.11)

bicimindedir.
O halde (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.11) geregi

12Ji’ de

2y (1-xe?)(1- ye_ig)(l— ')A —te )1 -ue®)1-ve™®)

2
:L i60 —i0\2 de i6 i —i0 (2212)
2y (I=xe”)1=ye ™) (1—=ze” )1—ue” )(1-ve™)
1

wl=1
elde edilir; burada |w| =1 birim ¢emberi boyunca f(w) fonksiyonunun integrali
pozitif yondedir.

Dikkat edilirse f(w), w=y ve w=v noktalar hari¢ |w| <1’de analitik bir
fonksiyondur. Ayrica f, w=y’de bir cift katl kutba ve w=v’de ise bir basit
kutba sahiptir.

S (w)’nun w = y’deki rezidiisiine R, ve w=v deki rezidiisiine R, diyelim.
Rezidii teoremi, [3, 10], geregi

L [fondw=R +R, (2.2.13)
2xi

‘w‘:l
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olur.

Once R,’i hesaplayalim. Cauchy tiirev formiilii, [3, 10], geregi

_ 1 w’
i (=)= zw)(1 = uw)(w—v)

2
_ {i[ w ﬂ (2.2.14)
dw\ (= xw) (A= 2w)A—uw)(w=v) J|

y{2+xy+zy+yu—y}

(w=y)* dw

1

I-xy 1-zy 1-yu y-v
(I=xy)A = zy)A—uy)(y —v)

bulunur.
R, hesaplandiginda ise

R, =lim[(w=v)f(w)]

2

= lim - (2.2.15)
v (I=xw)(w—y) (1 —zw)(1 —uw)
v2
S A—an) (=) (A=) —uv)
elde edilir.
O halde (2.2.13), (2.2.14) ve (2.2.15) geregi
1 K(x,y,z,y,u,v)
—_— d =
2z wj—lf(W) - xy)z(l —2y)* (1= yu)* A= xv)(A —uv)(1 - zv) 22.16)
B L(x,y,2,y,u,v)

bulunur. Boylece (2.2.1), (2.2.12) ve (2.2.16) geregi
1 2
— J.S(G;x, v, 2, y,u,v)dé =1
27

olur.
3. Durum ve 4. Durum:

3. ve 4. durumlar i¢in sirasiyla
1 2z
— [SB:x,y,2,t,u,y)d0 =1
2 sy

veE
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1 2r
— 1 S@;x,y,z,t,u,t)dd =1
27r£ (6:x.y )

integral esitliklerinin ispatlar1 2. durumun ispati ile aynidir.

S.Durum: y =17 =v olsun.

Bu durumda (2.2.4),

2
w

= 2.2.17
T = =) (=)l —aw) (2217

bicimindedir. Boylece (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.17) geregi

1 T de
Ty (1—xe”)1—ye )1—ze" )1 —te )1 —ue’®)1—-ve™)
17 dé
=— : : : : 2.2.18
o, (1= xe)1—ye ) (1-ze" )1 —ue') ( )
= j F(w)dw

‘w‘ 1
elde edilir; burada |w| =1 birim ¢emberi boyunca f(w) fonksiyonunun integrali
pozitif yondedir.

f(w), w=y noktas: hari¢ |w| <1’de analitik bir fonksiyondur. Dikkat

edilirse f(w), w= y’de 3. mertebeden bir kutba sahiptir. f(w) ’nun w = y’deki

rezidiisiine R diyelim. Bu durumda rezidii teoremi, [3, 10], geregi

j Ff(w)ydw=R

|wi=L

2 i

olur. O halde R’yi hesaplamaliy1z: Cauchy tiirev formiilii, [3, 10], geregi

W2 3
RS -y)’d
Ilf() i A=xw)d = zw)(1 - MW>/( v
:l|: d2 ( W2 j:|
21 dw? (A= xw)(I=zw)(L—uw) )| (2.2.19)

__ Kxyzyuy)
A-xy)’(-zy)* A —uy)’
B 1
L(x,y,2,y,u,y)
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elde edilir. Bu durumda (2.2.1), (2.2.18) ve (2.2.19) geregi
1 2
— [SB:x,y,2,y,u,y)d0 =1
2 s,

bulunur.

Boylece ispat biter. ¢

2.2.4 Sonug: Eger Teorem 2.2.3’te z=x, u=x ve t =y, v=y alinirsa

1°F (1-xy)’ d _1+4)cy+)c2y2

2 s (l—xei9)3(l— ye_m)3 (l—xy)2

elde edilir.

Ispat: Teorem 2.2.3 geregi
1 2z
1=— [$(6;x,y,2,1,u,v)d0
27 5
oldugunu biliyoruz. Ohalde z=x, u=x ve t=y, v=y igin

1 2
lz—IS(G;x,y,x,y,x,y)dﬁ

27
_LT L(x, y,x, y,x,y)
27 Y (1-xe)’ (1- ye™)?

0

1% 1—xy)°
=5 63 ( Zio )i) de
27y (I=xe”) (I—ye™ ) K(x,y,x,y,%,y)

S e DN W R )
K(x, % y,%) 225 (1-xe”)’ (1= ye™)’
(1—xy)° 1°f (1-xy)°
T ) (U dry+ 2ty 27 (-2 ) (- ye )]
(1-xy)? 1f (1-xy)°
A dyaayh) 27 (- xe?) (1-ye )

elde edilir; burada

K(x,y,xy,xy)=1-x)*(1+4xy+x*y?)
dir. Boylece

LM (1-xy)’ d9_1+4xy+x2y2
27y (1-xe®)’ (1-ye™)? (1-xy)?
bulunur. ¢

27



3. OPERATOR-DEGERLI POISSON CEKIiRDEGI

Bu boliimde operator-degerli Poisson ¢ekirdegi kavramu iizerine yapilan bazi

calismalar ele alacagiz.

Operator-degerli Poisson ¢ekirdegi kavrami skaler Poisson ¢ekirdegi kavrami
yardim ile tanimlanmaktadir. Operator-degerli Poisson ¢ekirdegi ile skaler Poisson

cekirdegi arasindaki baglant1 [2] numarali kaynakta ayrintili olarak yer almaktadir.

Biz bu tez caligmasinda operator-degerli Poisson c¢ekirdegi i¢in elde edilen

bazi sonuclar inceleyecegiz, [2]. Bu sonucglardan biri operator-degerli Poisson

2z
cekirdeginin sagladigi ZL I K, (T)dt=1 integral esitligidir. Bu esitlik,
T 0 ’

2z
p(rT) :2L Ip(ei’)Kr,(T)dt, pPE C[Z]\B integral esitliginde p polinomunun 1’e
4 0 ,

0zdes olmasi durumunda elde edilir.

Bu boliimdeki ilk amacimiz bu integral esitliginin ispatin1 bir polinomdan
bagimsiz olarak vermektir. Boylece yukarida bahsettigimiz kisitlama ortadan
kalkmis olur. Ikinci amacimiz ise operator-degerli Poisson cekirdeginin bir
genellemesini  vermektir. Boylece hem [2]’de elde edilen bazi1 sonuglar
genellestirilmis olur hem de ikinci boliimde skaler Poisson ¢ekirdegi icin verilen ilk

genellemenin operator-degerli versiyonu elde edilir.

Bundan boyle bir kompleks Hilbert uzayim #ile, # ’dan # ’ya biitiin sinirlt

dogrusal operatorlerin cebirini L(#) ile ve bunun birimini / ile gosterecegiz.
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3.1 Operator-degerli Poisson Cekirdegi

Hatirlanacak olursa, re” € D igin skaler Poisson ¢ekirdegi P,

1 1

ot Cit_ie

Pt(eig):
I-re e

r,

1—re'e”
1-r2

it —i62
1-ree

— zrneime—inﬁ + Zrne—imeinﬁ -1

n=0 n=0

seklinde tanimlidir.

Operator-degerli Poisson ¢ekirdegi ise P, (e’) yardimiyla asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir.

3.1.1 Tamm: T € L(H) dyle ki o(T) = D ve re" € D igin operatir-degerli
Poisson ¢ekirdegi K, (T)e L(H),
K (T)y=(I-re"T )" ' +(I—re"T)" =1 (3.1.1)

seklinde tanimlanmaktadir, [2].

3.1.2 Not: Dikkat edilirse
(K,,(T) =K, (T)
ve
K, (I)=K, (T")

olur, [2].

Skaler Poisson ¢ekirdegi i¢in oldugu gibi operator-degerli Poisson cekirdegi

icin de asagidaki esitlikler gecerlidir:

3.1.3 Yardimei Teorem: T € £(H) 6yle ki o(T) D igin
K, (T)=U-re"T )" U=r’T'TYI-re"T)" (3.1.2)

= —re"T)'U-rTTHUI —re"T")™" (3.1.3)
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=D e T+ e T 1 (3.1.4)

n=0 n=0

olur, [2].

T e L(H) ve bir p(z) = iakzk eC [Z]\B polinomu icin p(T) e L(H),

k=0

pM) = aT"
k=0

seklinde tanimlanir.

Aslinda, 0 <r <1 icin p(#T)’yi tammlamanin bir baska yolu daha vardir. O

da operator-degerli Poisson ¢ekirdegini kullanmaktir.

3.1.4 Yardimer Teorem: T € L(H ) 6yle ki o(T) c D olsun. Her re [0,1)
icin
1 2 .
p(T) === [ pe"K,,(Tydt, peC [l
27
elde edilir, [2].

Bir T € L(H') operatdriiniin daralma doniisiimii olmasini karakterize etmenin

de baska bir yolu daha vardir. O da yine operator-degerli Poisson cekirdegini

kullanmaktir.

3.1.5 Yardima Teorem: |T]|<1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

o(T)c D veher re" € D igin K ... (I) 20 olmasidir, [2].

Yardimc1 Teorem 3.1.4°te p polinomunun 1’e 6zdes olmast durumunda

asagidaki teoremi elde ederiz.
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3.1.6 Teorem: 0<r<1 ve T e L(H) 6yleki o(T) c D igin
1 2z
— jK”(T)dt =1 (3.1.5)
2y
olur.
Simdi amacimiz Teorem 2.1.2°deki ispat yonteminin benzerini kullanarak

(3.1.5)’in ispatim farkli bir sekilde vermektir. Bdylece (3.1.5)’deki integral

esitliginin bir polinomdan bagimsiz olarak elde edilebilecegini ispatlamis olacagiz.

Ispat: re" e D, 0<r<1 ve Te L(H) 6yleki o(T) = D olsun.

m

FOT)=—— f K, (T)dt (3.1.6)

tanimlayalim. Bu durumda F siirekli bir fonksiyondur. Ayrica, r =0 i¢in F(0) =1

oldugu agiktir.
1 V4 1 2z
F(T)=— j K, (T)dt +— j K, (T)dx
2Ty 2Ty
yazalim. Ikinci integralde x =7+ 7 degisken degisimi yapilip (3.1.1) kullanilarak

FGT)= Lj[(l —re"THY '+ (U —re™™T)" —1dt
27,

+ LJ[(I +re"THY '+ +re"T)" =1dt
27,
elde edilir. Buradan,

F(rT) = Lj[(l —re" T + (I +re"T™) " dt
27 0
+§J.[(I—re”T)l +(I+re"T) " dt (3.1.7)
0
—L 21dt
27T 0
yazilabilir. Diger taraftan,
(I=re"THY "+ +re"TH" =21 —r?e*T*)™ (3.1.8)
ve
T=re "Y' + T +re"T) " =2(I —r?e™T*)! (3.1.9)
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esitliklerini goz oniine alalim. Boylece (3.1.8) ve (3.1.9) geregi (3.1.7),
F(rT)= lj[(l —r2e" T + (I —r?e™'T?) ™" —Idt
4 0
bicimine gelir. Yukaridaki integralde ¢ = 2¢ degisimi yapilirsa
2z
F(GT)= L j[(l — T + (I =reT*)" —11d¢
27 s
olur. (3.1.1) geregi
1 2z
F(rT)=—J.K2 (T*)d¢ (3.1.10)
2ry T

yazilabilir. (3.1.6) ve (3.1.10) goz Oniine alinirsa
F(rT)=F(r’T?) (3.1.11)
elde edilir.

Benzer sekilde (3.1.6) geregi
1 2z
F(rT)=— [K. (T*)dt
2y

yazabiliriz. Bu son integrale yukaridaki yontem uygulandiginda

F(r’T*)=F('T*)
elde edilir. Bu sekilde devam edilerek

F(T)=F((rT)), n=12,...
esitligine ulagilir. ||rT|| <1 oldugundan

F(T)=limF((rT)* )=F0)=1

elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. ¢
3.1.7 Sonug: F(rT") =1 dur.

Tanmim 3.1.1 kullanilarak asagidaki yardimci teoremin ispati kolayca elde

edilebilir.
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3.1.8 Yardimc1r Teorem: T e L(H ) oyle ki o(T)c D olsun.
terslenebilir ise 0 < r <1 i¢in
K., ([T"=-K, (T)

olur.

Buradan asagidaki sonuclar verilebilir.

3.1.9 Sonug: T € L(J) 6yle ki o(T) = D olsun.
(i) Eger T terslenebilirise 0 < r <1 i¢in
F(r''T™)y==F(T")
olur.
(ii) Eger T bir birimsel operator ise 0 < r #1 i¢in
F(r'T™)==F(T™)
olur.

Ispat: (i) T terslenebilir ve 0 < r <1 olsun. (3.1.6) ve (3.1.1) geregi
) 1 2z
—F(T") === [ K, (T")dt
2Ty
1 ¥ it -1 =it ¥\ -1
=—— [ =re"T)" + (I =re'T")" ~1dt
27 g
1 2z
=—— | K, _ (T)dt
27 ! (D
elde edilir. O halde Yardimci Teorem 3.1.8 geregi
1 2z
—F(T)=— J.K L (T ™Ma
2” 0 rout

olur. Boylece (3.1.6) istenilen sonucu verir.

Eger T

(i) Eger T bir birimsel operator ise (1) geregi O<r#1 igin

F(r7'T==FGT™) elde edilir. ¢

Sonug 3.1.9’u g6z Oniine aldigimizda asagidaki teoremi elde ederiz.
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3.1.10 Teorem: T € L(H) dyle ki (T) = D olsun.

(i) Eger T terslenebilirise 0 < r <1 i¢in
1 2z
— K, (1 7)dt=-1
2y "

olur.

(i) Eger T bir birimsel operator ise r > 1 i¢in
1 2
— J.K”(T'l)dt =—1
2ry
olur.
. 1 2
Ispat: (i) Y= J.K L (THdt=F@™'T™) diyelim. Hipotez geregi 0<r <1
” 0 r ot

ve T terslenebilir oldugundan Sonug 3.1.9-(i) ve Sonug 3.1.7°den istenilen sonug elde

edilir.
1 2z
(ii) Y J.K v (T™")dt = F(rT™") diyelim. Hipotez geregi r >1 ve T birimsel
4 0

operator oldugundan Sonug 3.1.9-(ii) ve Sonug 3.1.7°den istenilen sonuca ulasilir. ¢

3.2 Operator-degerli Poisson Cekirdeginin Yeni Bir Genellemesi

Bu kesimde, (3.1.1)’deki operator-degerli Poisson ¢ekirdegi taniminin yeni

bir genellemesini verecegiz.

3.2.1 Not: (2.1.12)’deki skaler Poisson gekirdegi P, (e"”) nmn tanimi |r| <1
icin de gecerli oldugundan (3.1.1)’deki operator-degerli Poisson cekirdegi
K, ,(T)’nin tamm da |r| <1 icin gecerlidir. Boylece asagidaki tanim ve teoremi

elde ederiz.

3.2.2 Tamm: T e L(H) dyle ki 6(T) c D olsun. Operator-degerli Poisson
cekirdegi
K, (T)=U-re"T )" ' +U-re”"T)" =1 (3.2.1)
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seklinde tanimlanir. Burada r, |r| <1 ozelliginde bir reel sayidir.

3.2.3 Teorem: T € L(H) dyle ki o(T) = D olsun. Bu durumda
1 2
— jK, (Tydt=1 (3.2.2)
2Ty

elde edilir; burada r, |r| <1 ozelliginde bir reel sayidir.

Bu kesimde (3.2.1) ve (3.2.2)’nin genellemelerini verecegiz.

3.2.4 Tamm: T e L(H) dyle ki 6(T) < D olsun. Operator-degerli Poisson
cekirdegi K, ,(T) nin bir genellemesi,

0,,, (M) =U—ae"T" )" +(I—-be™'T)" =1 (3.2.3)

seklinde tanimlanir. Burada a ve b, sirasiyla |a| <1l ve |b| <1 ozelliginde birer

kompleks sayidir.

3.2.5 Not: Dikkat edilirse Q_,,(T)e L(H ) dur.

a,b.t

3.2.6 Not: Eger (3.2.3)’de a=r ve b=r almirsa gorilir ki (3.2.3),

(3.2.1)’in bir genellemesidir.
Tanim 3.2.4 yardimiyla asagidaki yardimei teorem kolayca ispatlanir.

3.2.7 Yardimc1 Teorem: Asagidaki esitlikler saglanir:
(Qu,b,t (T))* = Q7 ” (T) = Q7 N (Tk)

b,a,t a,b,—t

3.2.8 Yardimal Teorem: T € L(H) 6yle ki o(T) c D igin
.y, (T)=U—ae"T" )" (I—abT T)I—be™"T)" (3.2.4)

= -be"T)"(I-abTT I —ae"T")™ (3.2.5)
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=S ate T+ Y b T - (3.2.6)
n=0 n=0

olur.
Ispat: (3.2.3) geregi,
QM) =U-ae"T ) +(I-be"T)" =1
= —ae"TH'[I+T-ae"T I -be"T)" —(I—ae"T")]
=(I—ae"T")'[I-be"T)+(I—ae"T" )~ —ae"T I -be™T)|(I -be™T)™

= —ae"T "' (I-abT T)YI -be™T)™
olur. Boylece (3.2.4) elde edilir.

Benzer sekilde,
Qa,b,t Try=d —be""T)‘l +(I - aeitT*)_l _J
esitligi (3.2.5)’in ispatini verir.

Diger taraftan,

ae”T"H<1 ve “be'“T“ <1 oldugundan Teorem 1.1.18 geregi

sirasiyla

ZaneimT*n — (I_aeifT*)—l

n=0

ve

oo

ane—itnTn — (I _ be—itT)—l

n=0

elde edilir. Yukaridaki son iki esitlik ve (3.2.3)’ten (3.2.6) elde edilir. ¢

3.2.9 Yardime1 Teorem: T € () 6yle ki o(T) € D olsun. Bu durumda
rl<1e 0,20

olur.

Simdi, (3.2.6) yardimiyla Yardimci Teorem 3.1.4°e benzer bir sonug

verecegiz.

3.2.10 Yardime1 Teorem: T € £(H) 6yle ki o(T) D olsun. Bu durumda

q(z)e C [Z]\B icin
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1 2 .
gbT) = — [q(e")Q, ,, (Tt
27

elde edilir; burada a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks

sayidir.
N
Ispat: ¢(z) = Zakzk olsun. (3.2.6) esitligi kullanilarak ve me Z—{0} icin
k=0

2z
J' e™dt =0 esitligi goz oniine alinarak
0

1 2 ) 1 2 N
— | g(e" T)dr =— a,b*T" |dt
27[ E').q( )Qa,b,t( ) 271_ .([ (; k J

N
= z a,b*T*
k=0
=q(bT)
elde edilir. ¢

3.2.11 Sonuc: Dikkat edilirse g polinomunun 1’e 6zdes olmasi durumunda

1 2z
— | Q,,,(Ddr =1 (3.2.7)
27[;[ b

olur.

Simdi (3.2.7)’nin ispatin1 bir polinomdan bagimsiz olarak farkli bir sekilde
verecegiz. Bunun i¢in de Riesz-Dunford integralini (Tanim 1.2.14’e bakiniz)

kullanacagiz.

3.2.12 Teorem: T € L(#) dyle ki o(T) D igin
1 2z
— [0, (D=1 (32.8)
2 s,

elde edilir; burada a ve b, sirasiyla |a| <1 ve |b| <1 ozelliginde birer kompleks

sayidir.
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Ispat: (3.2.3) geregi

2r 2r
1 an o, (D)dt = 1 j[(l —ae"THY "' +(I=be™T)" = Idt (3.2.9)
2ry 27
elde edilir.

1 2r . .
I =— |UI—-ae"T ) dt,
! 27[-([( )
I —lzfr(l—be‘”T)‘ldz
oo

127[
I,=—[1at
27 s,

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

diyelim. Bu durumda (3.2.10), (3.2.11) ve (3.2.12) geregi (3.2.9),

1 2z
— Q.. (Ddt=1+1, -1,
27[;[

bi¢imindedir. Oncelikle
I,=1
oldugu aciktir. Simdi /, ve I, integrallerini hesaplayalim.

Ik olarak,

1 2z R 1 2z B B .
I =— |(U-ae"T)H)'dt=— |e"(e"I—aT ) 'dt
o ey

0

elde edilir. Son integralde z=e¢™" degisimi yapilirsa

I, = _L j(zl —aT")'dz

1
|z]=1

bulunur; burada |z| =1 boyunca integral negatif yondedir.

integrali geregi
I, =1
olur.

Benzer sekilde,

1 27 ) 1 2% ) )
I,=— |(I=be™T) " 'dt =— |e" ("I —bT) " dt
: 271"([( ) 27[-[ ( )

0

elde edilir. Eger z =e" denirse son integral
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(3.2.14)

O halde Riesz-Dunford

(3.2.15)



1, =L_ J.(zl—bT)‘ldz
i |2,

bicimine gelir; burada |z| =1 boyunca integral pozitif yondedir. Boylece Riesz-
Dunford integrali geregi

I, =1 (3.2.16)
olur. Sonug olarak (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) geregi (3.2.8) elde edilir. ¢

3.2.13 Not: Eger (3.2.8)’de a=r ve b=r alinirsa gorilir ki (3.2.8),

(3.2.2)’nin bir genellemesidir.

3.2.14 Sonuc: Eger Teorem 3.2.12’de a=r ve b=r alimrsa Teorem 3.2.3

elde edilir. Bundan dolay1 Teorem 3.2.12, Teorem 3.2.3’{in bir bagka ispatin1 verir.

3.2.15 Not: Dikkat edilirse Tanim 3.2.4’te verilen Q_, .(T), Uyar1 2.1.8’deki

a,b,t

Q,.,,(e")’mn operatdr-degerli bir bigimidir.
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SONUC

Tezde elde edilen esas sonuglar asagida verilmistir.

1-r?

(I—re®)1—re™™)

1. P(r,0)= (=1 < r <1) skaler Poisson ¢ekirdegi’nin

L(x,y,z,t,u,v)
(1—xe®)1 = ye ™)1 = ze" )1 —te )1 - ue )1 —ve™)

S(@;x,y,z,t,u,v) =

seklinde yeni bir genellemesi tanimlanmistir (Tanim 2.2.1).

27
2. J—jmﬁewe=1mngegmgmn
27 s,

2z
L J.S(Q;x, v,z t,u,v)dd =1
27

seklinde yeni bir genellemesi elde edilmistir (Teorem 2.2.3).

3. Operator-degerli Poisson ¢ekirdegi K, (T') igin
1 2
——ijnmzl 0<r<l)
2Ty

integral esitliginin farkli bir ispat1 verilmistir. Bdylece ilk ispattaki kisitlama ortadan

kaldirilmis olmaktadir (Teorem 3.1.6).

s 1% . . .
4. T operatoriiniin terslenebilir olmas1 durumunda Py '[K ., (T)dt integralinin degeri
Ty

arastirilmistir (Teorem 3.1.10).

5. Tanim 3.2.2°deki operator-degerli Poisson ¢ekirdegi K, (T) 'nin Q,, (T) ile

gosterilen yeni bir genellemesi tamimlanmistir (Tanim 3.2.4).
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6. Bir ¢ polinomu yardimiyla

1 2 .
g(bT) == [q(e")Q,,, (Tdt
27

integral esitligi elde edilmistir (Yardimci Teorem 3.2.10).

7. Yukaridaki integral esitliginde g polinomunun 1’e 6zdes olmasi durumunda

1 2
— | Q,,, (Ddt=1
27 -([ b

sonucuna ulasilmistir (Sonug 3.2.11).

2z
8. % J Q,,.(T)dr =1 integral esitliginin ispati bir polinomdan bagimsiz olarak
2 o

farkl bir sekilde verilmistir (Teorem 3.2.12).
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