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OZET

GEOMETRILERIN VE GEOMETRI OGRETIMININ GELiSiMi,
CESITLERI VE KARSILASTIRILMASI
Meryem CILDIR

Balikesir Umversntesn, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ilkogetlm Matematik Egitimi
Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi/ Tez Damsmani: Prof. Dr. Hasan Basri OZDEMIR)
Balikesir, 2007

Geometri, isminden de anlagildig; gibi, Slgmenin pratik bir bilimi olarak ortaya
¢ikmistir.  Ashnda, geometri M.O. 2000°1i yillarda Misir’da kullanilmaktaydi. Misir’dan,
konumlari ve diiz kenarlari, noktalar ve dogrulara idealize eden aksiyomatik sistemi kuran
Thales (M.O. 640-546) ile Yunanistan’a getirilmigtir.  Pythagoras ve onun 6grencileri
tarafindan da. gelistirilmistir. Hippocrates, birkag tamm ve varsayima dayanan onermeler
zinciri seklinde mantiksal bir gésterim girisiminde bulunmustur. Geometri, diinyada en
genis kabulii goren kitaplardan biri olan Elementler (Tiirkgesi: Geometrmm Temelleri)
kitabiyla Euclid (M.O. 300’lerde) tarafindan gelistirilmistir. Bugiin okullarda &gretilen
geometri, aslinda 6nemsiz birkag degisiklikle Elementler’in bir parcasidir.

Euclid digerlerinden ayrilan V. Postulat: ileri siirmesiyle yeteneginin biiyiik giiciinii
gostermistir. Euclid’in tanimma gore, diizlemsel olan iki dogru kesismiyorsa paraleldir.
Gauss ve Lobatschewsky bu tammi degistirmistir. Sonugta bazi farkli varsayimlarda
bulunmanin gerekliligi sadece son yiizyilda ortaya ¢ikmustir.

Goriiliiyor ki, yalmz Euclid geometrisinin dogru oldugu inanci bir kusag
yetistirmistir.  Biz simdi ¢ok farkli geometrileri (yani, projektif geometri, hiperbolik
geometri, eliptik geometri, afin geometri, Riemann geometrisini) de biliyoruz.

Bu ¢alismada, Euclidean ve Euclidean olmayan geometriler karsilastiriimigtir.

Anahtar Kelimeler: Eclidean geometri/ Euclidean olmayan geometri/ projektif
zzametri/ hiperbolik geometri/ eliptik geometri/ afin geometri/ Riemann geometri.



ABSTRACT

DEVELOPMENT, VARIETY AND COMPARISION OF THE
GEOMETRIES AND GEOMETRY EDUCATION

Meryem CILDIR

Bahkesir University, Institute of Science, Department of Primary School
Mathematics Education

(M. Sc. Thesis/Supervisor: Prof. Dr. Hasan Basri OZDEMIR)

Balikesir-Turkey, 2007

Geometry, as we see from its name, began as a practical science of measurement. As
such, it was used in Egypt about 2000 B.C. Thence it was brought to Greece by Thales (640-
546), who began the process of abstraction by which positions and straight edges are
idealized into points and lines. Much progress was made by Pythagoras and his disciples.
Hippocrates attempted a logical presentation in the form of a chain of propositions based on
a few definitions and assumptions. This was greatly improved by Euclid (about 300 B.C. ),
whose Elements became one of the most widely read books in the world. The geometry
taught in school today is essentially a part of the Elements, with a few unimportant changes.

Euclid showed the great strength of his genius by introducing Postulate V, which is
not self-evident like the others. According to Euclid’s definition, two lines are parallel if
they are coplanar without intersecting. Gauss and Lobatschewsky modified this definition.
The necessity of making some such assumptions has been finally established only during the
last hundred years.

It seemed to a generation brought up in the belief that Euclid’s was the only true
geometry. We now know of many different geometries which the name non-Euclidean:
projective geometry, hyperbolic geometry, elliptic geometry, affine geometry, Riemann
geometry.

In this study was compared Euclidean and non-Euclidean geometries.

Key words: Euclidean geometry/ non-Euclidean geometry/ projective geometry/ hyperbolic
geometry/ elliptic geometry/ affine geometry/ Riemann geometry.
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U= ({ z | z=x+iy, y>0}) iist yar1 diizlem
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1. GIRIS

Geometrik diisiinmenin gelisiminin belli asamalar gdstermesi geometri
Ogretimine baz1 giiclikler getirmektedir. Yapilan uluslararasi arastirmalar,
Tiirkiye’nin geometri basarisinda 38 iilke arasinda 31. olugunu gostermistir. Ayrica,

Tiirkiye diger konu alanlarina gére geometride daha diisiik bir basar1 gostermistir [1].

OKS ve OSS matematik sorular1 icerisinde de, dgrenci ve 6gretmenlerin en
fazla zorlandig1 soru tipleri geometri sorularidir. Bunun baglica nedenlerinden biri;
geometri sorularinin geometrik bilgileri igermesinin yaninda, cesitli matematik
konulartyla da iligkili alt yapida kurulmasi olabilir. Diger bir neden olarak da;
okullarda tek tip bakis acgisiyla verilen geometri bilgisinin, daha genis bir ufku
gerektiren analitik diigiinme tarzi karsisinda yetersiz kalis1 gosterilebilir. Burada,
Ogretmen faktorii de goz ardi edilmemelidir. Matematik ve geometri gibi daha ¢ok
stratejiler tizerine kurulu derslerde kalici bir basari, ancak bir 6gretmenin

rehberliginde elde edilebilir.

Iyi bir geometri 6gretimi icin de, matematik 6gretmenlerinin;

e geometri konusunda yeterince deneyim ve bilgisinin olmasi,
e Ogretecegi sinif diizeyinin en az bir ya da iki diizey ilerisinde geometri alan
bilgisine sahip olmasi,

e ileri diizeylere dgrencilerini hazirlayabilmesi gerekir [1].

Ogretmenin bilgisinin, 6gretim siirecinin iyilestirilmesinde etkili oldugu bir
gercektir. Burada Ogretmenin bilgisi iki onemli unsurdan olusmaktadir. Bunlar
geometri alan bilgisi ve Ogrencilerin geometriye iliskin biligsel siiregleridir.
Ogretmenin geometri bilgisi ve 6grencilerin biligsel siirecleri hakkindaki bilgileri
gelistikce, neyi nasil ogrettikleri gozlenebilir sekilde degismektedir. Bu nedenle,

matematik 6gretmenleri hem Ogretecekleri diizeyin 6zelliklerini bilmeli hem de ileri



diizeylere 6grencileri hazirlayabilmelidir [1]. Giiniimiiz Tiirkiye’sinde ilkogretim ve

ortadgretim kurumlarinda 6gretilen geometri, bu konuda sinirh kalmaktadir.

Bu calismada, Tiirkiye’deki ilkogretim ve ortadgretim kurumlarinda yer alan
geometrinin (Eucleides geometrisinin) yaninda, var olan diger geometri ¢esitlerinin
de hem tarihsel hem de aksiyomatik olarak gelisiminin incelenmesi ve birbirleriyle
temel yapilarinda karsilastirilmast yapilmistir.  Bdoylece, ozellikle 6grencilerin

ufkunun genisletilmesi amag edinilmistir.

1.1 Kavramsal Cerceve

1.1.1 Geometri Nedir?

Geometri sozctuigii Yunanca geometrien (Geo: yer, metrien: Olgmek)
sozciigiinden gelmektedir. Geometri ad1 altinda ilk kez ortaya konulan bilgilere gére

geometri; “cisimlerin biiytikliik ve bicimlerini inceleyen bilim dali”dir [2, s.10-11].

Geometrinin daha ¢ok benimsenen ve Alman Matematikcisi Felix Klein’a ait
olan daha genel bir tanimi1 da soyledir: S bir ciimle, G de S yi kendisine doniistiiren
doniigsiimlerden meydana gelen bir grup olmak iizere, S ciimlesinin G nin elemanlari
olan doniisiimler altinda degismez (invaryant) kalan Ozeliklerinin incelenmesine

geometri denir. [2,s.10-11]

Bu tanim geometriyi, cebirsel bir kavram olan bir doniistimler grubuyla
birlestirmek zorunlulugunu ortaya ¢ikarir. Doniisiimler de genel olarak geometrik
kavram olmayan noktalarin koordinatlari yardimiyla formiillestirilebilirler. Bu
sebeple, Klein’in tanimi geometriyi bagimsiz ve kendine Ozgii yontemlerle
incelenebilen bir dal olarak diisiinmek fikrine aykir1 goriindiigiinden, geometri
alaninda calisan bazi bilim adamlan tarafindan elestirilmektedir. Buna karsin, bu
tanim genel bir geometri tanimi olarak diisiiniilebilecegi i¢in geometri kavramina

daha genis bir acidan bakilmasini miimkiin kilar [2, s.10-11].



Bugiin matematigin biitiin dallarinda yaygin olan soyut ve aksiyomatik
yontem geometriye de sinirlar1 belirsiz denebilecek boyutlar kazandirmistir.
“Onceden dogrulugu varsayilan bir takim basit Onermelerden (aksiyomlardan)
hareketle elde edilebilecek biitiin sonuglari incelemek” bigiminde bir ifade géz 6niine
almirsa, bu ifade teorik matematigin bircok dallarin1 ve bu arada geometriyi de igine
alan genel bir tanim olarak diisiiniilebilir. Bu genel ifade icinde geometri, bazi1 6zel
aksiyomlar ve bu aksiyomlar icinde bulunan baz1 geometrik kavramlarla

belirlenmektedir [2, s.10-11].

Bu durumda, matematik ve geometrinin kurulus sistemindeki benzerlikler, bu

iki bilimi ayr ayn ele almanin sakincasini ortaya koyar.

1.1.2. Geometri Ogretimi

Okul programlarinda geometrinin genis yer tutmasinin baglica nedenleri soyle

ele alinabilir [3].

a) Insanin cevresini saran esya ve varliklarin cogu geometrik sekil ve
cisimlerdir. Ayrica insan isini ya da meslegini yiiriitiirken geometrik sekil ve
cisimler kullanilir. Bu varliklardan en etkili sekilde yararlanmak, bunlar1 tanimaya,

esyanin sekli ile gorevi arasindaki iliskiyi kavramaya dayanir [3].

b) Uzay1 tanmima ve uzayla ilgili yeteneklerin (¢izim yapma, model iiretme,
modelde degisiklik yapma, g¢evre diizenleme gibi) gelisimi temelde geometrik

diisiincelerden beslenir [3].

¢) Giinliikk hayatta insanlarin ¢6zmek zorunda kaldiklar1 basit problemlerin
pek cogunun (ev dekorasyonu, cerceve yapma, duvar kagidi kaplama, boya yapma,

depo yapma gibi) ¢6ziimii temel geometrik beceriler gerektirir [3].



d) Soyut diisiinme yeterliligini heniiz kazanmamis olan, 6zellikle ilk&gretim
diizeyi birinci kademe Ogrencilerinin cesitli kazamimlart somut geometrik

etkinliklerle 6grenmesi daha istendik, hizli ve kalic1 olmaktadir.

Bu 6neminden dolayi, ilkdgretimin ilk kademesinden itibaren tiim siniflarinda
geometri Ogretimine genis yer verilir. Geometrik bilgiler diger Ogretim
basamaklarinda, ozellikle problem c¢ozme calismalarinda yardimci Ogretim alani

olarak kullanilir [3].

Geometri Ogretimiyle ilgili iki temel yaklasim vardir. Bunlardan biri,
parcadan biitiine (tiimevarim kapsaminda); Ornegin, noktadan cisme giden
yaklasimdir. Ogretimde geometrinin tanimsiz kavramlari olarak adlandirilan nokta,
dogru, diizlem ve uzay kavramlarinin Once tamitilmasi ve bunlar tanindikga,
elemanlart bu kavramlar olan sekillerin (1s1n, dogru pargasi, aci, tiggen, vb. diger
diizlemsel sekillerin) tamitilmasi seklinde bir sira izler. Diger yaklasim ise,
cocuklarin egya ve cisimleri 6nce kavradiklan diigiincesinden yola c¢ikarak, 6gretime
biitiinden baslayip daha sonra parcalarin tanitilmasina (tiimdengelim kapsaminda)
yer veren yaklasimdir. Bu yaklagimda 6rnegin once cisimler; daha sonra yiiz, ayrt,

kose, vb. kavramlar verilir [3].

1.1.2.2 Geometrik Diisiinmenin Gelisimi

Cocukta geometrik diisiinmenin nasil gelistigine iliskin genel kabul goren bir
calismada, Hollandali egitimciler Pierre ve Dina Van Hiele Geldof tarafindan,
geometrik diisiinmenin gelisiminin bes basamakta diisiiniilebilecegi gosterilmistir.
Her c¢ocuk bu basamaklardan aymi yaslarda olmasa bile sirayla geger. Bir
basamaktaki  geometrik  etkinliklerle ugrasma diger basamaga  gecisi
kolaylastirmaktadir. Bu diizeyler yaslarla dogrudan baglantili degildir. Bireysel
farkliliklar burada da ortaya ¢ikmaktadir. Ancak her insan geometrik gelismeyi bu
strraya gore yasamaktadir. Ogretmenin bu basamaklar1 bilmesi, uygun egitim-
ogretim etkinlikleri diizenleyebilmesi bakimindan 6nemlidir. Aksi halde 6grenciler

ornegin, “Kare ayni zamanda bir eskenar dortgendir.” ciimlesini ilgili gelisme



basamagina gelmeden bu bilgiyi 0grenirlerse bunu ezbere akilda tutabilmekte, fakat

kullanmakta problem yasamaktadirlar [3].

Hiele’ler gelisme i¢in bes diizey Onermis, bunlart 0, 1, 2, 3 ve 4 diizeyler

olarak adlandirmislardir [3].

1.1.2.2.1 0 Diizey (Gorsel Diizey)

Bu basamaktaki cocuklar geometrik sekil ve cisimleri bir biitiin olarak
algilarlar. Cocuk icin “kare karedir”’. Cocuk, bu sathada 6zellik ve ayritlar biitiine

yapisik olarak algilamaktadir. Kose, geometrik seklin kosesi olarak anlamlidir [3].

Bu evredeki ¢ocuklara geometri 6gretiminde fiziksel gereclerin sunulmasi,

cocuklarin bunlarla oynamalar1 ve kullanmalar1 gerekir. Bunun icin;

e Calisilan sekillerin  cocugun giinliik yasaminda rastlanabilen
cesitlerine yer verilmelidir.

e (Cocuklara geometrik esya ve sekilleri yapmalari, ¢izmeleri igin
firsatlar verilmelidir.

o Geometrik esya ve sekillerle ilgili gozlem ve diisiincelerini
anlatmalari i¢in olanak saglanmalidir..

¢ Bir kavramin 6gretimi yapilirken tanim yapmaktan kaginilmali, bunun
yerine ¢ocuklarin {izerinde ¢alisilan sekil ve cisme 6rnek gostermeleri

on planda tutulmalidir [3].

Bu etkinlikler yani O diizeyi, ilkdgretimin 1., 2. ve 3. siniflar1 i¢in uygun
etkinliklerdir. Diger siniflarda da, yeni tanitilan kavramlar icin (5. sinifta koni) bu

tiir etkinliklere bagvurulabilir [3].



1.1.2.2.2 Diizey 1 (Analiz Diizeyi)

Bu safhadaki c¢ocuklar sekillerin 6zelliklerini analiz etmeye baslarlar ve
sekillerin 6zelliklerini tiimiiyle agiklayabilirler. “Yamugun dort kenart vardir. Dort
acist vardir. Iki kenart birbirine paraleldir. Kapali bir sekildir.” gibi. Yamugun bir
sekilde, ozelliklerin bir araya gelmesi hali oldugunu anlarlar [3].

Bu diizeydeki ¢ocuklar sekillerle ilgili baz1 genellemelere ulasabilirler.
Omegin “Eskenar dortgenin dort es kenart vardir.”, “Yamugun iki kenari
paraleldir.” gibi. Bunun yaninda sekil siniflar1 arasindaki iligkileri goremezler.

“Dikdortgen aym zamanda bir paralelkenardir.” gibi [3].

Egitim-6gretimde bu safthada bir onceki diizeyin c¢alismalarinin bir devami

olarak,
e Yararlanilan esya ve sekillerin degisik 6zellikleri {izerinde konusma,
anlatma, bunlarin listesini ¢ikarma,
e Kullanmilan geometrik esya ve sekilleri Olgme, tamimlama, sekli
bozarak baska bir sekle cevirme,
e Esya ve sekilleri goz oniinde tutarak siniflandirma ve adlandirma,
bunun yani sira bu sekiller {iistiine problem ¢6zme calismalari
yapilmalidir [3].
1.1.2.2.3 Diizey 2 (informal Cikarim Diizeyi)
Bu diizey, sekil siniflar1 arasinda bag kurabilmenin gelistigi evredir.
Ornegin; “Yamuk iki kenart paralel olan dortgendir.”, “Dikdértgen agilart 90 ar

derece olan paralelkenardir.” gibi. Cocuklar sekilleri, sekillerin karakteristik
ozelliklerini kullanarak siniflayabilirler. Fakat aksiyomatik sistemi kullanamaz ve
cikarim yapamazlar. Bu safhada cocuklar 6zelligi veya ayrit1 biitiinden ayr1 olarak

diisiinebilirler [3].



[Ikogretimin ikinci kademesi cogunlukla bu basamaga denk gelmektedir. Bu

safhadaki ¢ocuklar;

e Kullandiklar1 geometrik esya ve sekillerin neden faydali olduklari,
hangi 6zelliklerinin ne ise yaradig: iistiine konusturulmali,

e Sekiller ve esyalarin iistiine gozleme dayali konusmalari icin ortam
hazirlanmali,

o Sekil ve modellerle ilgi c¢izim yapma, sekil siniflarinin ortak
ozelliklerini sOyleme, genellemeye varma, hipotez kurma, hipotez test

etme gibi etkinliklere yer verilmelidir [3].

1.1.2.2.4 Diizey 3 (Formal Cikarim)

Cocuklar bu donemde bir aksiyomatik yapiy1 kullanabilirler ve bu sistem
icinde kendi kendilerine ispat yapabilirler. Bir teoremin farkli uygulamalarim
gorebilirler. Bu diizeydeki biri icin sekillerin 6zellikleri, sekil ve cisimden bagimsiz

bir hale gelir. Bu donem genel olarak lise yillarina karsilik gelir [3].

1.1.2.2.5 Diizey 4 (En Ust Diizey)

Bu diizeydeki 6grenciler farkli iki aksiyomatik sistem arasindaki iliskileri ve
farkliliklar1 gorebilirler. Ogrenciler bu diizeyde geometriyi bir bilim olarak ele alip
caligabilirler [3]. Bu diizeye erisebilenlerin sayisi, genellikle diger diizeylere gore

daha azdir.



1.1.2.3 Geometrinin Kurulusu

Geometri alt1 temel kavram {izerine kurulur. Bunlar séyle siralanabilir:

e tanimsiz terimler (nokta, dogru, diizlem, uzay, kiime)
e tanimh terimler

® Onermeler

e aksiyomlar

® teoremler

e (elde edilen) sonuglar [3].

Bu kavramlar kisaca soyle tamtilabilir:

1.1.2.3.1 Tanmimsiz Terimler

Aksiyom ya da teorem kavramlarinin anlasilabilmesi icin Oncelikle
Onermenin anlasilmast gerekir.  Yani Onermeyi olusturan kelimelerin veya
matematiksel ifadelerin bilinmesi gerekir ki, onerme anlagilsin. Bu kelime ve
matematiksel ifadelerin anlagilabilmesi icin tanimlar kullanilir. (Ornegin; agi, iicgen
gibi kavramlar tanimlanir.) Bu yapilirken de bagka kavramlar kullanilmak
zorundadir. Bu kavramlar da daha bagka kavramlara dayanacagindan sonunda bazi

kavramlar tanimsiz olarak kabul edilir.

Eucleides’in aksiyomlarinda, kaginilmaz olarak ne anlama geldigi tam belli
olmayan tanimlanmamis (ancak terminolojide bulunmasi gereken) tanimi verilmeyen
bu terimler, biliniyor varsayilip diger yapilar anlasilmaya calisiimalidir. Tanimi
verilmeyen bu terimlere tamimsiz (asal terimler) denir. Asal terimler olmadan

matematik bilimi olusturulamaz [4].

Asal terimler igin cesitli secenekler kullanilabilir. Eger T kavramindan S

kavrami ve S kavramindan da T kavrami tanimlanabiliyorsa, T terimi asal terim



olarak kabul edilecegine S terimi asal terim olarak kabul edilebilir ya da tam tersi

yapilabilir. Bu ise gorecelidir [4].

Sadece “kiime” ve “elemani olmak” kavramlari asal terim olarak kabul edilip
kiimeler kuramiyla ise baslanip, geometri de dahil olmak iizere, tim matematik inga
edilebilir. Ancak, o6rnegin bir lise Ogrencisinin geometri 6grenmek icin kiimeler
konusundan baslamasi pedagojik olmaz. O halde, sadece geometriyi inga etmek i¢in
Eucleides geometrisinde “nokta”, “dogru”, “diizlem” gibi asal terimler kabul edilir.
Ama bu asal terimlerin kiimeler kuramindan hareketle matematiksel olarak

tanimlanabilecegi de bilinmelidir [4].

Tamimsiz terimler okullarda sezgisel yolla kazandirilir. Yani bunlar

etkinliklerle 6grencilere sezdirilir [3].

1.1.2.3.1.1 Nokta

Her sekil ve cisme bir nokta kiimesi olarak bakilabilir. Noktanin kendisi
geometrinin en temel elemanidir ve tamimsizdir. Yani noktayr bagka bir seyden
yaralanarak tanimlama imkan1 yoktur. (Tanimsiz terimlerden dogru, diizlem ve uzay1

ise nokta yardimiyla anlatma imkam vardir.) [3].

Eucleides geometrisinin bu kavrami tanimsiz terimler arasinda yer alir.
David Hilbert’ten ©nceki matematikgiler, diger iki kavram gibi noktayr da
tanimlamak i¢in biiyiikk caba sarf etmislerdir. Bazi matematikcilerin “nokta” igin
vermis olduklart tanimlara bakilirsa, bu tanimlarda agiklanmasi daha zor olan baska

kavramlarin yer aldig1 kolayca goriilebilir [5].

EUCLID: “Nokta parcasiz nesnedir.”
LEGENDRE: “Cizgilerin ucuna nokta denir.”

ROCHE: “Cizgilerin arakesitine nokta denir.”



Goriildiigii gibi noktanin taniminda agiklanmasi pek de kolay olmayan
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“parca”, “cizgi”, “u¢”, “arakesit” gibi kavramlar yer almaktadir [5].

Noktanin ne demek olduguna sozlikten bakilirsa, ©Ornegin Tirk Dil
Kurumu’nun sozliigiinde nokta icin su tanim bulunur: “Nokta: Hicbir boyutu

olmayan igaret.” [6].

Noktanin tanimi boyut kavramina dayandirildigr i¢in, boyutun anlamina da
bakilirsa su tamimla karsilasilir: “Boyut: dogrularin, yiizeylerin veya cisimlerin
olciilmesinde ele alinan iic dogrultudan yani uzunluk, genislik ve derinlikten her

biri.” [7].

“Boyut” kavraminin “dogru”, “yiizey”, “ol¢i”, “dogrultu”, ‘“uzunluk”,
“geniglik”, “derinlik” gibi kavramlara; sonu¢ olarak da “nokta” taniminin “dogru”
kavramina, “dogru” taniminin da “nokta” kavramina dayandirildigi goriilir. O halde,

“nokta”, “dogru” ve “diizlem” kavramlar tanimsiz terimler olarak kabul edilmelidir

[5].
Nokta, okullarda; kalemin kagittaki izi, tebesirin tahtadaki izi, kiiciik bir kum
tanesi, toz seker zerrecigi gibi bir sey olarak anlatilmalidir. “Ciimle sonunda”, “bazi

harfleri yazarken” nokta kullaniriz gibi ciimleler ¢cocuk zihninde nokta hakkinda bir

fikir olusturur. Noktalarin biiyiik harfler kullanilarak adlandirildig: belirtilir [3].

Sekil 1.1: Noktanin tanitilmasi
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1.1.2.3.1.2 Dogru

Dogru kavrami da bagka bir tamimsiz terimdir. Ancak matematikgiler, bu

kavrami da tanimlamaya ¢alismiglardir [5].

EUCLID: “Dogru, noktalarina gore diizgiin yayilan nesnedir.”

HERON: “Sabit tutulan iki nokta etrafinda dondiiriildiigiinde durumunu
degistirmeyen nesneye dogru denir.”

GRASSMANN: “Hareketi esnasinda yoniinii koruyan bir noktamin ¢izdigi
cizgiye dogru denir.”

LEGENDRE: “Dogru, iki nokta arasindaki en kisa yoldur.”

BARBARIN: “Iki noktastyla tamamen belirli nesneye dogru denir.” [5].

Bu tamimlardaki durum da noktadaki gibidir. Yani, bu tamimlarda da

aciklanmasi daha zor olan baska kavramlar bulunmaktadir [5].
Dogru, okullarda; cetvel yardimiyla sik¢ca koydugumuz noktalardan olusan
bir nokta kiimesi olarak anlatilabilir. Dogrunun her iki uctan sonsuza gittigi

belirtilmelidir. Bunun i¢in noktalarin ¢iziminde kullanilan cetvelin ¢cok uzun oldugu

durumun hayal edilmesi yeterlidir [3].

ooooooooooo

Sekil 1.2: Cizgi bir nokta kiimesidir

Bir dogru, iizerine konulan iki harf ile adlandirilir ve gosterilir. Her iki

yonden sonsuza gittigini gostermek icin cogunlukla iki ucuna da ok isareti konur [3].
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Sekil 1.3: AB dogrusu

1.1.2.3.1.3 Diizlem

Geometrinin baglarinda verilebilecek sonuncu tanimsiz terim diizlemdir [5].

EUCLID: “Diizlem, dogrularina gore diizgiin yayilan nesnedir.”

LEIBNIZ: “Iki noktaya uzakliklari esit olan noktalarin geometrik yerine
diizlem denir.”

THEON - SIMSON - LEGENDRE: “Diizlem, herhangi iki noktasindan
gecen dogruyu icine alan yiizeydir.”

DUHAMEL: “Bir noktadan bir dogruya dik olarak c¢izilen dogrularin

geometrik yerine diizlem denir.” [5].

Nokta ve dogru tamimsiz olarak alinip, diizlemi tamimlamak adina Gauss-

Crelle-Veronese-Peano-Veblen tarafindan 6nemli ¢calismalar yapilmistir [5].

Burada da diizlem, Hilbert’in caligmalarinda oldugu gibi tanimsiz terim

olarak kabul edilecektir [5].

Diizlem okullarda anlatilirken &grencilerin dikkati masanin yiizii, kagidin
yiizli, cam yiizeyi, simf tahtasinin yilizeyi, durgun su yiizeyi iizerine cekilir ve

bunlarin her bir yonden sonsuz olmasi hali diisiindiiriiliir [3].

Diizlemin bir noktalar kiimesi oldugunu kavratmak i¢in kagit veya cam
iistiine firga ile boya taneleri piiskiirtmek veya piiskiirtmeye devam etmek suretiyle
kagit ylizeyinin nokta seklindeki boya tanecikleriyle kapandigin1 gostermek uygun
bir calismadir. Bu calismayi izleyen ¢ocuklar “Diizlem bir nokta kiimesidir.” fikrine

ulasir [3].

12
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Sekil 1.4: Diizlem ve uzay birer nokta kiimeleridir

Uzay1 anlatmak i¢in ise; toz seker, tuz veya kum dolu bir kavanozdan
yararlanilabilir. Her kum tanecigi bir nokta ve kavanozun cok biiylik oldugu
diisiiniiliirse noktalarin uzay1 nasil doldurdugu anlasilir [3]. Ayrica tiim galaksileri

icine alan, astronomik bir terim olan “uzay” 6rnegi verilebilir.

1.1.2.3.2 Taniml Terimler

Tanimli terimler, tanimsiz terimlere ve kendisinden daha Once tanimlanan
terimlere bagl olarak dil ve mantik kurallan i¢inde tanmimlanan terimlerdir. Dogru

pargasi, yar1 dogru, ag1, ticgen, dortgen, vb. bunlara 6rnek olarak verilebilir [3].

Bir dogru ve iizerinde iki nokta verildiginde, dogru iizerindeki bu noktalar ve
bu noktalarin arasinda kalan tiim noktalarin kiimesine dogru parcast denir.
Sekill.5’teki dogru parcast [AB] biciminde gosterilir ve “AB dogru parcasi”

biciminde okunur [3].

Sekil 1.5: [AB]
Bir dogru ve bu dogru iizerinde bir nokta verildiginde, bu nokta ve dogrunun

bir tarafinda kalan tiim noktalarin kiimesine isin denir. Sekil 1.6’daki 1s1n [AX

seklinde gosterilir ve “AX 151n1” seklinde okunur [3].
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Sekil 1.6: [AX
Buraya kadar verilen tanimlarin yapilmasi i¢in tamimsiz terimler yeterlidir.

Tanimli terimler ve tanimsiz terimlerin birlikte kullanildigi tanimlara 6rnek

olarak a¢1 ve iicgen tanimlan verilebilir [3].

Baslangic noktalar1 aymi olan iki 1smmin birlesim kiimesine ag¢: denir.

Sekill.7’deki a¢i, AOBveya BOA seklinde gosterilir ve “AOB veya BOA agis1”

olarak okunur [3].

0 >
B

Sekil 1.7: AOB veya BOA

Diizlemde herhangi {icii dogrusal olmayan ii¢ noktanin ikiser ikiser

A
olusturdugu dogru parcalarinin kiimesine iiggen denir. Sekil 1.8’deki iicgen ABC

seklinde yazilir ve “ABC ii¢geni” seklinde okunur [3].

B C

A
Sekil 1.8: ABC
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Verilen ag1 ve iicgen tanimlarinin yapilmasinda tanimsiz terimlere ek olarak
tamml terimler de kullanilmistir [3]. Ornegin; a¢1 tammlamrken “1s1n” tanimli

terimi, ticgen tanimlanirken de “dogru pargasi” tanimli terimi kullanilmistir.

1.1.2.3.3 Onerme

Dogru ya da yanls, bir hiikiim bildiren ifadelere énerme denir. Ornegin, bir
onceki ciimle de bir onermedir. Hiikiim bildiren ifadelere dilimizde “Gnerme”
denmese de, o ciimle matematiksel anlamda bir 6nerme olur [5].

>

“Karenin kenar uzunluklart birbirine esittir.” ciimlesi de bir onermedir ve
hatta dogru bir énermedir. “Istanbul sehri Afrika kitasindadir.” onermesi yanlistir,

ama sonucta bir onermedir.

Onermede bildirilen hiikiim dogruysa onermeye dogru onerme, yanligsa

yanlis 6nerme denir.

Onermeler soru, emir, iinlem, istek bildirmezler. Ciinkil bu ifadeler hiikiim

bildirmez [5].

1.1.2.3.4 Aksiyom

Geometrinin aksiyomatiklestirilisi sadece matematik tarihinde degil, insanlik

tarihinde de bir devrimdir [4].

Dogrulugu tartisilmadan, ispatsiz kabul edilen 6nermelere aksiyom denir. Bu
tanim “Aksiyomlar dogrudur” ifadesinden farklidir. Aksiyomlar, sadece kabul
edildiklerinde dogrulugu tartisilmayan Onermelerdir. Hic¢ kimse aksiyomlar1 kabul

etmek zorunda degildir. Ama kabul edildiklerinde, artik tartisilamazlar [4].
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Aksiyomlar olmadan matematik ortaya c¢ikmaz. Ciinkii matematik
timdengelime dayalidir, yani genelden Ozele iner. Matematik bilimiyle ugrasanlar
daha once kanitlanmis olan 6nermelere ¢ikarim kurallari denilen bazi akil yiiriitme
(ispat) yontemleri uygulayarak farkli yeni 6nermeler ispatlar. Bu c¢ikarim kurallan
Oyle kurallardir ki, eger uygulandiklar1 onermeler dogruysa, o zaman elde edilen
(yani ispatlanan) yeni onerme de dogrudur. Yalmiz buradaki “dogru”, mantiksal

anlamdaki dogrudur [4].

Daha oOnce ispatlanmis Onermeler yoksa, yeni bir &nerme ispatlanamaz.
Ciinkii ¢cikarim kurallarinin uygulanacagi onermeler olmalidir. Hicbir ¢ikarim kurali
dogrudan bir Onermeyi vermez, sadece baska Onermeler temel alinarak yeni

onermeler elde edilebilir [4].

Aksiyomlar olmadan ilk onerme ispatlanamaz. Aksiyom yoksa ve heniiz
hicbir teorem ispatlanmamigsa, yani daha isin en basinda, ¢ikarim kurallarinin
uygulanabilecegi bir 6nerme mevcut degildir. Bir baslangi¢c noktasi bulanmasi
zorunludur. Varsayim olmadan bir gergege ulagsmak miimkiin olmayacaktir. Bir

gercege de ancak bir baska gercekten hareket edilerek ulasilabilir [4].

Boylece aksiyomlar olmadan ilk ispata baslanamaz. Dolayisiyla kabul
edilmis aksiyomlar olmadan birinci Onermenin ispatlanmast miimkiin degildir.

Aksiyomlar da bu yiizden gereklidir [4].

1.1.2.3.4.1 Aksiyomlarn Ozellikleri

Aksiyomlarin Bagimsizhg flkesi: Her diisiiniilen fikir aksiyom olarak kabul
edilemez. Bir aksiyomun diger aksiyomlardan hareketle ispatlanamiyor olmasi
istenir. Ciinkii ispati olan bir 6nerme ispatsiz kabul edilemez. Ornegin; Pisagor
Teoremi Eucleides aksiyomlarindan hareketle ispatlanabildiginden, Pisagor
Teoreminin bu aksiyomlar arasinda bulunmasi yakisik almaz. Buna aksiyomlarin

bagimsizlig ilkesi denir [4].
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Aksiyomlarin Dogrulugunun Varsayilmasi: Aksiyomlar, ispatlanamayan
ama “dogrulugu su gotiirmeyen” onermelerden olusmalidir. Ornegin hi¢ de acik
olmayan Morley Teoremi, ispatlanmig bir teorem olmasa dahi, bir aksiyom olarak
kabul edilemez. Ancak belirtilmelidir ki, bilimin “siiphe” temeline dayandirilmasi

sonucunda, aksiyomlarin bu son 6zelligi artik aranmamaktadir [4].

1.1.2.3.5 Teorem

Dogrulugu ispatlanabilen 6nermelere teorem denir. Teoreme bir Ornek

verelim:
Teorem 1.1: Herhangi bir iicgende i¢ acilarin olciileri toplami 180° dir.

Ispat:

ﬁ vjr

Sekil 1.9: Teorem 1.1’in ispatinin ¢izimi

Ucgenin herhangi bir kosesinden gecen ve bu kosenin karsisindaki kenaria

paralel olan bir dogru cizilir. I¢ ters agilarin 6zelligi geregince, bu kosede olusan ii¢
acinin bir dogru ag1 olusturdugu goriiliir. Dolayisiyla @+ f+6 =180° olur.
Ornekte de goriildiigii gibi, teoremler dogrulugu ispatlanabilen Gnermelerdir.

1.1.2.3.6 Sonuclar

Teoremler yardimiyla bazi genel hiikiimlere varilabilir. Bu hiikiimler, ortak

durumlarda hep ayni sonucu verdikleri i¢in sonug olarak adlandirilir.
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2. YONTEM

Bu boliimde, geometrinin epistemolojik analizi yapilacaktir. ~ Boylece
geometrinin tarih boyunca gecirdigi asamalardan bahsedilecektir. Bu yapilirken,
geometrinin gelisimine katkida bulunan matematik bilim adamlarinin yasam
Oykiilerine de yer verilmistir. Geometri tarihsel siireci dikkate alinarak hazirlanan bu

calismada, veriler nitel bir bakis acisiyla degerlendirilmistir.

Ayrica bu tarihsel siirecte geometri g¢esitlerinin ortaya ¢ikis nedenleri ve

gelisimlerine de deginilecektir.

Asagida oncelikle geometrinin kurucular1 hakkinda genel bilgi verilecektir.

2.1 Geometrilerin Kuruculari

2.1.1 Tales [Thales] M.O. 640-546

Geometrinin uygulamali fen derslerinden piir matematigin bir dali olmasi
dontisiimii Eski Yunan bilginleri tarafindan gergeklestirilmistir. Bu bilimsel ve
ispatl geometri iizerine ilk disiplinli caligmay1 Miletli (Bkz. Sekil A.1ve Sekil A.4)
Thales’in yaptig1 sOylenir. Thales, belki de tiiccar oldugu i¢in, geng¢ yaslarinda Misir
ve Orta Asya’y1r dolagmis ve oralarda o siralarda kullanilan 6lciim tekniklerinin
hepsini 6grenerek memleketi Yunanistan’a donmiistiir. Onun Onemli geometriciler
arasinda bulunmasinin sebebi ise, Misirlilarin sezgisel olarak bulduklar1 6nermelerin
dogruluguna mantikli agiklamalar getirme yetenegidir. Yoksa Thales’in buldugu
onermeler geometrinin en basit kurallaridir. Proclus, Eudemian Summary isimli
eserinde ¢apin, ait oldugu cemberi iki esit parcaya bolmesini Thales’in buldugunu
sOylemistir. Giiniimiiz standartlarinda Thales’in ispatlar1 gecerli degildir. Hatta bu
ispatlarin  Eucleides tarafindan yasaklandigi soylenmektedir. Fakat Thales,
onermelerin dogrulugunu o giine kadar yapilanlar gibi sezgisel yolla ya da deneme-
yanilma ile degil, sebep-sonug iliskisine dayandirmaya calisan ilk kisi olmasi

bakimindan 6nemlidir [5].
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D. E. Smith, Thales’in geometri alanindaki calismalarn icin: “Thales
olmasaydi, Pisagor —bdyle bir Pisagor- , Pisagor olmasaydi da Plato —bdyle bir

Plato- olmazdi.” demistir [5].

2.1.2 Pisagor [Phytagoras] M.O. 560-480

Phytagoras, Thales 6lmeden 6nce, bir Yunan adasi olan Samos’ta (Bkz. Sekil
A.1) diinyaya gelmistir. Thales’in dgrencisi oldugu diisiiniilmektedir. Phytagoras
tim Akdeniz iilkelerine ve Hindistan’a gitmistir. Filozofik yaklasimi da daha c¢ok
Hint uygarligina yakindir. Avrupa’ya geri dondiigiinde italya’nin giineyinde bulunan
bir Yunan kolonisi olan Croton’a go¢ ederek burada “Pisagorcular” isimli bir tarikat
kurmustur. Yaklasik 200 yil siiren bu tarikatin iiyeleri tarafindan bugiin Phytagoras
adiyla anilan gelismelerin gerceklestirildigi de soylenmektedir. Thales’in aksine
Phytagoras, cogu ispatsiz olarak geride pek ¢ok onerme birakmistir. Phytagoras’un
Oliimiinden sonra Pisagorcular, Thales’in yanlilar1 ve karsitlar1 manasina da gelen,

akousmatikoi ve mathematikoi olmak iizere ikiye ayrilmislardir [5].

2.1.3 Chios’lu Hipokrates M.O. 460-380

Hipokrates, bir Yunan adasi olan Chios’ta (Bkz. Sekil A.1) dogmustur. Bu
ada, Phytagoras’un dogdugu yer olan Samos Adast’na (Bkz. A.1) olduk¢a yakindir.
Bu sebeple, Hipokrates’in Pisagorcular’dan etkilenmis olabileceg8i diisiiniiliir.
Yasaminin biiyiikk bir bolimiinii bir geometri ustasi olarak Atina’da gecirmistir.
Burada geometri dersleri verirken “Geometri’nin Ogeleri (Elements of Geometry)”
isimli, her biri daha once verilen teoremlerle ispatlanabilecek sekilde diizenlenmis ilk

kitap olarak bilinen eserini yazmistir. Ancak bu eseri daha sonra kaybolmustur [5].
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2.1.4 Plato M.O. 427-348

Aristokrat bir ailenin ¢ocugu olarak Atina’da (Bkz. Sekil A.1) diinyaya
gelmistir.  Yirmili yaslarinin baslarinda, egitiminde biiyiik rolii olan Sokrates ile
tanigmistir. Plato’nun Yunan felsefesindeki iistiin konumu ¢ogu kez matematigin ve
geometrinin gelisimindeki roliinii gélgede birakmustir. M.O. 388 yilinda, o dénemin
en iinlii bilim adamlarim tek cati altinda toplamak amaciyla Akademi’yi kurmustur.
Akademi’nin giris kapisinin lizerine “Geometri bilmeyen giremez” yazisin1 asmasi ve
“Matematik ruhu saflastirip yiiceltir’ demesi, matematigi ne kadar sevdigini ve

onemsedigini gosterir [5].

2.1.5 Eudoxus M.O. 400-347

Karadeniz’deki Cnidus Adasi’nda (Bkz. Sekil A.5) diinyaya gelmistir. 23
yasinda Atina’ya tasmip Plato’nun Akademi’sine kaydolmustur. Kendi adiyla
giiniimiize hicbir yazisinin ulagamamis olmasina ragmen, Eucleides’in Elements
isimli eserinin 5. , 6. ve 12. kitaplarinin temellerinin Eudoxus’un ¢alismalar1 oldugu
soylenmektedir. Ayrica aksiyomlar, postulatlar ve tanimlar yardimiyla aksiyomatik

bir sistem kuranlar arasinda ismi ilk gecenlerdendir [5].

2.1.6 OKlid [Eucleides] M.O. 330-275

Eucleides, heniiz Antik Cag’da Geometri’nin kurucusu olmustur. Kendisi
Megara’lidir (Bkz. Sekil A.1). Bir Antik Yunan filozofu olarak kabul edilmektedir.
Ancak O’nun yasadigi yer yine Anadolu topraklaridir. Megara Okulu’nun
kurucusudur ve yoneticisidir. Ayni zamanda burada dersler de vermistir. Bu tam bir

felsefe okulu olup burada matematige de yer verildigi bilinmektedir [8].

Eucleides’in geometri anlayisi ve ona yaklasgimi, bulundugu ¢ag itibariyle bir
devrim sayilmaktadir. Aksiyomatik yaklasim ilk kez Eucleides ile ortaya ¢ikmustir.
Bu ustalik isteyen iste basarili olan Eucleides, gercek bir geometri kurmustur. Bu
geometri, yiizyillardir giiciinden bir sey kaybetmemis ve tiim tarihler boyunca

Eucleides Geometrisi ya da Diizlem Geometri olarak anilmistir [8].
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Bu Yunan filozofu, yasammin neredeyse tamamuni, Iskenderiye’de
gecirmistir.  Iskenderiye Okulu O’nun hem ogrencilik hem de hocalik yillarini

gecirdigi bir yer olmustur [8].

M.O. 1II. y.y.’in icinde gecen bu yasam siiresince O iinlii eserlerini
vermistir. En {inlii eseri Stoikheia yani diger adiyla Elements olarak bilinmektedir.
Bunun Tiirkcedeki karsih@ Geometrinin Temelleri (Ogeleri) olmaktadir. Bu eser,
diizlem geometrinin kurulup tamtildigi eserdir. Tamami 13 ciltten (kitaptan)
olusmaktadir. Ancak bu kitap {lizerinde hayli spekiilatif tartismalar da yapilmistir.
“Kitaplarin tamami Eucleides tarafindan mi1 yoksa bir kismu Megara Okulu
mensuplart tarafindan mi1 yazilmigtir?” sorusu, bu tartismanin konusunu olusturur.
Nitekim Hypsikles bu kitaba sonradan iki kitap daha ekleyen kisi olarak kabul edilir.

Bu ise kesin olarak bilinmektedir [8].

Kitabn ilk dort cildi “diizlem geometri”ye ayrilmistir. Ik ciltte, cokgenler ve
cembersel sekillerden soz edilip,. bunlara ait temel 6zellikler belirtilmektedir. ikinci
cilt, “geometrik cebir” denilen yeni bir kavrami giindeme getirmistir. Bu kavram ile
tiim niceliklerin geometrik olarak incelenebilmesi ongoriillmiistiir. Buradaki amac,
geometrik sekillerin sadece pergel-cetvel kullanilarak olusturulmasidir. Besinci kitap
daha karmasik bilgilerle doludur. Bu kitapta, oran-orant: ile ilgili konularin yaninda,
olciim kurami’na iliskin bilgiler de yer almistir. (Bu kitabi1 Knidos’lu Eudoxus’a
atfedenler vardir.) Altincl kitap diizlem geometri’yi ve ozellikle benzer sekilleri
konu edinmistir. Yedinci, sekizinci ve dokuzuncu kitaplar, aritmetik ile tam sayilar
hakkindaki konulara ayrilmis olarak goriilmektedir. Onuncu kitabin anlagilmasinin
olduk¢a giic oldugu sdylenmektedir. Bu kitapta oran disi sayilarin smiflamasi
bulunmaktadir. Son kitap ise uzay geometri’ye ayrilmistir.

Goriilityor ki, modern bilim ¢aginin gereksinmesi olan pek cok bilgiye daha o
caglarda ulasilmis ve temel geometri bu sekilde kurulmustur [8]. Eucleides’in sozii
edilmeye deger baska yapitlar1 da vardir. Bunlar:

-Dedomena (Veriler),
-Porismata (Gergekler),
-Peri Dhiaireseon (Kanonun boliinmesi),

-Optika (Optik) dir [8].
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Bu listedeki ilk iki kitap, Stoikheia’y1 tamamlayan on ikinci ve on tgiincii
kitaplardir. Ucgiincii kitap miizikle ilgili olup, Optik ise o caglarda moda olan bir

calismadir [8].

Eucleides geometrisinin bir diger oOzelligi de, ortaya cikis1 ile sadece
matematikcilerin degil, fizik¢ilerin geometrisinin de kurulmus olmasidir. Bilindigi
gibi, Eucleides geometrisinin bulunmasindan sora fizikte de belirgin sayilabilecek

diizeyde gelismeler olmustur [8].

Eucleides Aksiyomlar: olarak bilinen iinlii bes aksiyom kisaca su sekilde

diizenlenmistir:

1) Herhangi bir noktadan herhangi bir noktaya giden bir dogru ¢izmek,

2) Bir dogru i¢inde, siireklilikle sonlu bir dogru meydana getirmek,

3) Herhangi bir noktadan herhangi bir uzaklikta bir cember ¢izebilmek,

4)Biitiin dik acilarin birbirlerine esit olduklarini kanitlamak,

5) Bu gerektirim i¢in 6zel not: daha 6nceki dordiine dayanarak kanitlamanin
ya da bunlara baglhh olmadigin1 gostermenin olanaksizligi... [8]. (“3.1.1.1.2
Eucleides Geometrisinin Aksiyomlar1” boliimiinde bu konuya daha genis yer

verilecektir.)

Bu sonuncu aksiyom, “paralellik aksiyomu” olarak da anilmaktadir. Bu
aksiyom ytizlerce yil sonra yeniden yorumlanacak ve farkl olarak ele alindiginda, bu
aksiyomdan Euclideen Olmayan Geometriler ortaya ¢ikacakur. [3, 8 s.14-16.]

2.1.7 Bolyai [Farkas Bolyai] (1775-1856)

Macar matematik¢i 1775’te Bolya’da dogmustur. Giintimiizde buras1 Sibiu

yakinindaki Buia’dir [8] (Bkz. Sekil A.3).

Bolyai, Gauss ile simif arkadasidir. Bu arkadagligi ilerleyen yaslarinda

mektup arkadasligi ile devam etmistir [8].
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Bolyai, Eucleides’in paralellik aksiyomunu ispatlamak icin cesitli
girisimlerde bulunmustur.Bu konuda {iinlii Tentamen adiyla taninan: “Tentamen
Jjuventutem studiosam in elementa matheseos purae introducendi” isimli eserini

yayimladi [8].

Daha sonra oglu Janos Tentamen’in ilk iki cildi i¢in bir ek yayimlamistir.
Burada paralellik aksiyomunu farkli bir bicimde ele alarak yeni bir geometri
kurdugunu agiklamistir. Janos’un mutlak geometrisi bir bakima hiperbolik geometri
ile denktir, es anlamlidir. Bu geometri, “bir dogrunun disindaki bir noktada, bu
dogruya paralel olan sonsuz sayida dogrunun var oldugu” varsayimina dayanir. Bu

ise “Fuclidean olmayan geometri” ile dogrudan iliskilidir. [3, 8, 5.219.]

2.1.8 Lobatschewsky [Nikolay ivanovi(; Lobatschewsky] (1793-1856)

Bir Rus matematik¢i olan Lobatschewsky 2 Kasim 1793’te Rusya’da
Makariev eyaletinin Nijni-Nogvorod kentinde diinyaya gelmistir [8] (Bkz. Sekil
A.6).

Yiiksek ogrenimini Kazan Universitesi’'nde yapmistir. Calismalari icinde en
onemlisi, kuskusuz kendi adiyla kurdugu geometri olan “Lobatschewsky
Geometrisi”dir. Bu geometri aslinda bir Euclidean olmayan geometridir. Gauss ve
Bolyai gibi, ancak onlarinkinden daha farkli bir yontem kullanarak yeni bir geometri

kurmustur. Bu geometriyi daha sonra Klein, hiperbolik olarak nitelendirmistir [8].

Eucleides’in tiim aksiyomlarim1 kabul etmis, sadece sonuncu “paralellik”

aksiyomunu su sekilde yeniden diizenlemistir:

“Bir C noktas1 ve bir d dogrusu verilsin. C den gecen iki dogru simif1 vardir:
d yi kesen dogrular sinifi; d yi kesmeyen dogrular simifi.” Bu iki simif arasindaki
sinir, d nin paralelleri denilen ve d nin C den gecen dikmesiyle bir dik a¢1 olusturan

iki dogrudan olusmaktadir [8].
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Lobatschewsky calismasin1 1826’dan itibaren ¢esitli dillerde yazili olarak
duyurmus ve daha sonra bu bilgileri “Pangéometrie” adlh kitabinda bir araya

getirmistir. [3, 8, s.246-247.]

2.1.9 Gauss [Carl Friedrich Gauss] (1777-1855)

Gauss, fakir bir is¢i ailenin cocugu olarak 1777 yilinda Almanya’nin
Braunschweig (Bkz. Sekil A.7) kentinde diinyaya gelmistir. Dedesi bu kentte 1740
yilinda fakir bir insan olarak gelmis ve bahgivanlik yapmustir. U¢ oglundan Gerhard
Dietrich’in oglu gelecegin iinlii matematik¢isi “Gauss” olmustur. Babas1 fakirligin
verdigi giic yasami nedeniyle ¢ocuklarini okutmaktan ¢ok calistirmak istemistir. Iste
babasinin bu direnciyle karsilasan Gauss hi¢cbir zaman okuma azmini yitirmemis ve
direnmistir. Bunun yaninda babasina saygi gostermeyi de ihmal etmemistir.. Heniiz
geng yaslarinda bile, bilimle ugrasmak ve bunun i¢in okumak istemistir. Annesi ise
kendisine bu konuda ¢ok daha anlayigh davranmistir. Dayisi, iinlii bir dokuma ustasi
olan Friedrich Benz, kendi alaninda bir deha idi. Kiz kardesi Dorothea otuz dort
yasindayken 1776°da bir evlilik yapmis ve bir yil sonra oglu Gauss dogmustur. Bu
cocugun vaftiz adi “Johann Friedrich Carl Gauss”tur. O daha sonra eserlerini
imzalarken “Friedrich Carl Gauss” adini kullanmistir. Adindaki Friedrich kismu
dayis1 tarafindan konulmustur [8]. Bu isim benzerligi nedeniyle karisiklik ortaya

cikabilmektedir.

Gauss daha ¢ocuklugundan itibaren ileride biiyiik bir bilim adami olacagim
daima belli etmistir. Annesi biitiin dmriince buna inanmis, ogluna en biiyiik destegi
de yine annesi saglamistir. Yedi yasina bastigi yil okul ile tamigmistir. On yasina
bastiginda onun i¢in bir sans dogmus ve “aritmetik sinifi’na ge¢mistir. Bu smifta
matematikle biraz daha fazla ilgilenme firsati yakalamistir.

Bir giin derste onlara su soru sorulmustur:

81297+81495+81693+...+100899=?
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(Bu toplamdaki sayilar arasindaki fark birbirine esit ve 198’dir. Bu sekildeki
terimlerin sayis1 ise 100’diir.) Ogretmenleri daha problemi tahtaya yazip yerine

otururken Gauss problemi ¢ozmiistiir [8].

1791’de Gauss c¢ekingen ve sempatik tavirlariyla Diik’tin  hayranligim
kazanmig ve Gauss’un biitiin 6grenim masraflarimi Diik iistlenmistir. Boylece Gauss
artik siradan okullarda degil, Collegium Carolinum gibi bir kolejde okuma sansini
yakalamistir. ~ Koleje basladiginda Latinceyi cok iyi biliyordu ve sonraki
calismalarinda da bu dili kullanmistir [8]. Gottingen Universitesi’nde 1795-1798
yillar1 onun yasamindaki en verimli yillardir. Bu yillarda matematik¢i Bolyai
kendisine yakinlik ve ilgi gostermistir. Gauss’un “Euclidean olmayan geometriler”

hakkindaki ¢caligmalarini yakindan izleyen Bolyai bu cizgiyi devam ettirmistir [8].

Gauss’un Onemli calismalarindan biri de kompleks (karmasik) sayilar

hakkindadir. Herhangi bir cebirsel denklemin koklerinin; a,b € IR olmak iizere ve

i’= -1 olan bir say1 ise, a + ib seklinde gosterilebilecegini ispatlamistir. Ayrica a ve b
nin reel olmalartyla saymnin “reel diizlem” ile iliskisi kurularak buradan yeni bir
analitik gosterim ortaya koymustur ki buna Gauss Diizlemi denilmektedir. a+ib ile

gosterilen bu tiir yeni sayilara kompleks sayilar denilmistir [8].

Gauss Diizlemi, birbirini O (baslangic) noktasinda dik kesen iki yonlii
dogrunun belirttigi diizlem olarak tanimlanir [8]. Yatay eksen ‘“reel sayilar” ve
diisey eksen ise “imajiner sayilar1” igeren birer yonlii dogrudur. a sayilar yatay eksen
izerinde, b sayilari ise diisey eksen iizerinde isaretlenir. Bu biiyiikliikler, diizlemdeki
bir karmagik noktay1 gosterecek sekilde, eksenlere cikilan dik dogrular yardimiyla
belirginlesecektir [8].

Durum geometrisi, kompleks degiskenli fonksiyonlara bagli bir geometri
olarak da bilinen “Hiperbolik Geometri’yi bu sekilde olusturan Gauss’un bu konuda
bilime kazandirdig1 eseri “Disquisitones Arithmeticae” adim tagimaktadir. [3, 8§,

$.226-235.]
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2.1.10 Riemann [Georg Friedrich Bernhard Riemann] (1826-1866)

Bir papazin dort ¢ocugundan ikincisi olarak diinyaya gelmistir. Hannover’in
(Bkz. Sekil A.2) kiiciik bir koyiinde 17 Eyliil 1826’da dogmustur. Annesini
cocukken kaybetmistir. Fakir bir ailede biiyiimiistiir. Buna ragmen ¢ok mutlu bir
cocukluk gecirmistir. Aile i¢indeki baglar1 ¢ok kuvvetlidir. Ancak iirkek ve biraz da
insanlardan ayrik biiyiimiiglerdir. Bu iirkek tavirlar zamanla kimilerine sempatik
gelmeye baslamistir. Zekasinin derecesini anlamakta kimse zorluk ¢ekmemistir.
Babas1 onlarin yetismesiyle yeterince ilgilenmistir. Hatta ilk temel bilgileri ondan
almiglardir. Alt1 yasindayken ciddi bir sekilde aritmetik ile tanigmis, bu ondaki
matematik ilgisinin ortaya ¢ikmasi i¢in bir sans olmustur. On yasina geldiginde bir
0zel ogretmenden yiiksek derecede aritmetik ve cebir 6grenmis, bir siire sonra da
hocasin1 gecmistir. Hocasindan daha hizli ve daha giizel yanitlar bulabilir diizeye
gelmistir. On dort yasina geldiginde Gymnasium’un ii¢lincii sinifina girmek iizere
Hannover’e biiyilk annesinin yanma gitmistir.  Okula yerlestiginde ailesinden
ayrildigr icin c¢ok uzilmiistir. Maddi sikintt ve ailesine bagliligindan sehirde
pansiyonda kalmaktan vazgecmis, okul ile evinin aras1 biraz uzak da olsa bu yolu her
giin yliriiyerek gidip gelmeyi goze almistir. Bu onu yorsa da mutlu etmistir. Bir siire
sonra bu durumu bilen ve iiziilen ibranice dgretmeni onu evine pansiyoner olarak
almistir.  Onun durumunu bildigi i¢in gostermelik bir kira almistir. Bu sirada
hocasinin bilgisinden yararlanmis ve adeta 6zel ders alir gibi Ibranice’ yi cok iyi

Ogrenmistir [8].

Lise miidiirii, Riemann’daki yetenegi sezmistir. Ona, 6zel kiitiiphanesini acip
hatta isterse matematik derslerine girmeyebilecegini sOylemistir. O da bunu cok iyi
degerlendirmis ve bu saatler de dahil, firsat buldugu tiim zamanlarda miidiirii
Schmalfuss’un kiitiiphanesine gitmistir. Burada cok o©nemli ve gii¢ kitaplar
bulmustur. Ornegin, Legendre’nin “Sayilar Teorisi” (Théorie des Nombres) adl1 859
sayfalik kitabin1 okumustur. Kiitiiphanesini acan miidiir merakla kendisine “Nereye
kadar okudunuz?” diye sordugunda yanit1 “Tamamini... Gercekten takdire layik bir
kitap; onu tamamen anladim.” olmustur. Riemann bu konuda dogru soylemistir.
Yasami boyunca bu kitap hakkinda soylediklerinin hepsi de dogru ¢ikmistir. Bu

ornek, onun bir okuyusta bu kadar kapsamli ve zor bir eseri anlayip
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Oziimsemesindeki yetenegini ortaya koymasi bakimindan oOnemlidir. Bu eser
sayesinde “Sayilar Teorisi”ne yonelmistir. Ilk cahismalarin1 bu alanda yapmus,
tamami sekiz sayfa olan makalesinde Legendre’nin verdigi bir formiiliin genel
anlamda incelenmesi yer almistir. Bu ¢alisma gelistirilerek Riemann Hipotezi olarak
adlandirilacaktir. Bu hipotez, 1859 yilinda Berlin Akademisince basilmistir. Bu
gerceklestiginde Riemann otuz ii¢ yasindaydi. Bu hipotez iizerinde bircok
matematik¢i calismistir. Bu konuda en 6nemli aciklamayi ve kaniti, simdiye kadar
en iyi sekilde yapan matematikginin Ingiliz G. H. Hardy oldugu konusunda bir¢ok
kisi ayn1 fikirdedir [8].

Riemann, on dokuz yasinda oldugu 1846 yilinda filoloji ve teoloji 6grenimi
gormek iizere Gottingen Universitesi'ne yazilmistir. Universitede izledigi dersler
arasinda onun en ¢ok ilgisini cekenler matematik dersleri olmustur. Boylece
matematige yonelmistir. Babasindan bu konuda egitim almak i¢in izin almis ve o da
bunu onaylamistir. Bu karar iizerine matematik egitiminin en giicli verildigi
Berlin’e giderek oradaki iiniversiteye yazilmistir. Bu iiniversitede Jacobi, Steiner,
Dirichlet ve kendisinden sadece ii¢ yas bilyiik olan Eisenstein’in 6grencisi olmustur.
Bu miithis kadro ona ¢ok seyler katmis ya da bir bagka degisle, o bu miithis kadrodan
en iyi sekilde yararlanmistir. Riemann Berlin Universitesi’'nde iki yil kalmistir.
Sonra matematik doktorasimi hazirlamak tizere 1849 yilinin sonlarinda Gottingen’e
geri donmiistiir. Herkesin matematikle ilgilendigini diisiindiigii bir sirada fizikle,
daha sonra da felsefeyle ilgilenmistir. Bu konularla ilgisi ¢evresinin genislemesine
yaramis ve bu arada yeni arkadas ve dostlar edinmistir. Bunlar arasinda Wilhelm

Weber ona en yakin olanlardan biriydi [8].

1850 yil1 onun i¢in dnemli bir ¢ikis yili olmustur. Heniiz yirmi dort yasinda
sOhret basamaklarimi ¢ikmaya baslamistir. Aym yil 6nemli bir iddiada bulunup
“Gravitasyon Yasasi’na elektrik, manyetizm veya termostatik arasindaki farki
gozetmeksizin belirgin noktalarin elemanter yasalarindan itibaren siirekli bir madde
ile dolu bir uzayda olusan olaylara kadar ilerleyebilecek ve iyice sinirlandirilmis tam
bir matematik teorisinin kurulabilecegi” sonucuna varmistir. Buna benzer iddialar
tireterek uzay geometrisine yaklasmaya baslamistir. Fizik c¢alismalarna kendisini

Oylesine kaptirmistir ki, bir ara Weber, Listing, Ulrich ve Stern ile birlikte “Fizik-
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Matematik Enstitiisii”’ne iiye yazilmistir. Burada Listing’le birlikte kompleks
degiskenli fonksiyonlar teorisine, topolojik yoOntemlerin girisinde temel fikirleri

olusturmustur. Riemann boylece bu konuyu bir adim daha gelistirmistir [8].

1851 yilinda doktora tezini vermistir. Tezin konusu “Kompleks degiskenli
fonksiyonlarin bir genel teorisinin ilkeleri”dir.  Universitede bagimsiz ders
verebilmek i¢in ¢esitli asamalardan ge¢mesi gerekmistir. Bu nedenle zaman zaman
sikintili giinler gecirmistir.  Weber’ in asistan1 olarak gérev yapmaya baslamistir.
1854 yilinda bir deneme konferansi (ya da dersi) vermesi gerekmistir. Bu dersin
konusu “Geometrinin esasini olusturan hipotezler hakkinda” dir. 1855 yilinda
Gauss’un oliimii iizerine onun kiirsiistine Dirichlet gecmistir. Riemann i¢in yardimci
profesorliik kadrosu istenmigse de iiniversite buna yanasmamistir. Bu durum onu
hem iizmiis hem de maddi yonden sikintiya sokmustur. Neyse ki 1856 yilinda isler
biraz diizelmistir. Calismalarim1 bir yandan da devam ettirmistir. Bu siire iginde
calistigr ve eserler tirettigi konular: “Abelyan fonksiyonlar, hipergeometrik seriler,
diferansiyel denklemler ...” olmustur. Bunlarin bir kismin1 Gauss’un {inlii eserinden
izlemistir. 1857 yilinda yardimci profesorlitk kadrosuna nihayet atanabilmistir. Bu
onu maddi degilse de manevi yonden, kismen de olsa tatmin etmistir. Dirichlet 1859
yili Mayis ay1 icinde Olmiistiir. Sag iken Dirichlet, Riemann’a sahip c¢ikan
insanlardan biri olmustur. Oliimii sonrasinda da Riemann onun yerine getirilmistir.
Bu 6nemli ve saygi goren bir mevkidir. Gauss’ta oldugu gibi rahat caligabilmesi igin
ona rasathanede bir oda verilmistir. O artik matematikteki otoritesini kabul ettirmis
ve yeteri kadar taminmistir. Nitekim Berlin’e yaptigi bir seyahatte Kummer,
Borchardt, Kronecker ve Weierstrass tarafindan karsilanmis, kendisine biiyiik ilgi
gosterilmistir. Bilim Akademileri onu seref iiyesi yapmak icin davet iistiine davet
gondermislerdir. Londra’da Royal Society ile Fransa’da Francaise des Sciences’a
iye olmasindan seref duyduklar bildirilmistir. 1860’da Paris’e gitmis, orada Hermit
ile tamigsmistir. Hermit onu en cok takdir edenlerden biridir. 1860 yili, Fizik-
Matematik i¢in 6zel bir y1l olmustur. Bu yil i¢inde Riemann, “Isinin iletkenligine
dair” adh teziyle, bugiin “izafilik Teorisi” denilen kavramin temellerini atmuistir.

Bununla iliskili olarak “Kuadratik diferansiyel sekiller sistemi”’ni kurmustur [8].
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Profesor olduktan sonra biraz rahat etmis, biraz da kendine giiveni gelmistir.
Otuz alt1 yasinda iken kiz kardesinin arkadasi Elise Koch ile evlenmistir. Ancak bu
evlilikten birka¢c ay sonra, 1862 yili Temmuz ayinda plorize denilen hastaliga
tutulmus, iistelik yanhs tedavi gordiigiinden, iyilesecegine daha da kotii olmustur.
Onun Italya’nm yumusak ikliminde iyi olabilecegi diisiincesiyle, dostlarinin gayret
ve destegi ile Italya’ya gitmis ve kis1 orada gecirmistir. Ilkbahar aylar1 geldiginde
lilkesine donmiistiir. Hastalig1 gececegine agirlasmustir. Tekrar italya’ya donmiistiir
ve kiz1 Ida Pisa’da dogmustur. Kis ¢ok siddetli gectiginden, bir de sarilik olmustur.
Italya’da kendisine bir iiniversite is teklifinde bulunmus, ancak o sagh@m ileri
siirerek bunu nezaketle reddetmistir. Gottingen Universitesi ona sahip ¢ikmis ve
maddi yonden destek olmustur. O kist Pisa’da gecirmis, 6zlemi iistiin geldiginden

bir ara tekrar iilkesine, Almanya’ya donmiistiir [8].

Omriiniin son zamanlarim Italya’da Majeur Golii kenarindaki Selesca’da
gecirmistir. 1866 yilinda heniiz kirk yasinda oldugu sirada, son bulundugu
Selesca’da yasama veda etmistir.  Arkadaslari onu, oldiigii Italya’da topraga
vermiglerdir [8]. Riemann’in geometri alanindaki en 6nemli ¢alismasi ise kendi
adiyla anilan Riemann Geometrisi’dir. Bu geometri Euclidean olmayan

geometrilerden biridir. [3, 8, 5.289,294.]

Baslica geometri kurucularinin hayatlarindan ve geometriye sagladiklar
katkilardan kisaca bahsedildikten sonra, gelecek boliimde geometri cesitleri hakkinda
genel bir bakis agist sunulmaya calisilacaktir. Bu amagla Euclidean geometri ve

Euclidean olmayan geometriler ele alinacaktir.

2.2 Smirhlklar

Geometri cesitleri; aksiyomlari, genel tanimlari, modelleri ve metrikleri
bakimindan incelenirken, trigonometrik kavramlara ve hacimlere yer verilmemis,
afin geometrinin bir alt geometrisi olan Minkowskian geometri ile sonlu geometriler

inceleme disinda birakilmstir.
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3. BULGULAR

Geometrideki aksiyomatik sistemin kurucusu olan Eucleides ile baslayan
geometri seriiveni, 5. Postulati’na farkli yaklagimlar getiren diger bilim adamlar ile
cesitlilik kazanmistir. Eucleides geometrisinden “Paralellik Postulat1” ile ayrilan bu
cesit geometriler ortak olarak “Euclidean Olmayan Geometriler” adiyla bir baghk

altinda toplanabilir.

Bu boliimde, bu iki ana baslik altinda yer alan geometri ¢esitleri aksiyomatik

ve yer yer de karsilastirmali olarak incelenecektir.

3.1 Geometri Cesitleri

Geometri ¢alismalarinin bir kisminda 6l¢ii araglart kullanilir, bir kisminda
kullanilmaz. Olgmeye yer verip vermemesine gore geometriyi iki baslik altinda ele

almak miimkiindiir. Bunlar 6lcii dis1 geometri ve ol¢iisel geometridir [3].

Olcii dis1 geometri; geometrinin bir &lgme ve hesap yapmaya ihtiyag
gostermeyen, tanim yapma, Ozellikler belirleme, ¢ikarimlar yapma, ispatlama gibi
etkinlikleri iceren kismidir. Kapsami ¢ok genistir. Diizlemin bir nokta kiimesi
oldugunu anlatma, dogru pargasim1 tamimlama, ayni dogruya paralel olan iki
dogrunun birbirine paralel oldugunu ispatlama, iiggenin ii¢ i¢ agiortayinin bir noktada

kesistigini gosterme, vb. olcii dis1 geometri konular1 arasindadir [3].

Olgiisel geometri; geometrinin sekil ve cisimlerle ilgili 6lgmeler yapma,
O0lcme sonuglan iizerinde veya verilen Olgiiler iizerinde bir hesaplama yapma, bu
hesaplamalara dayanarak bir diisiincenin dogrulugunu gosterme tiiriinden
etkinliklerini igeren kismidir. Bir prizmanin boyutlarinin olgiiliip alan ve hacmini
hesaplanmasi, bir iiggenin i¢ acilarinin Olciileri toplamimin 180° olduguna agilar

Olciip toplamak suretiyle ulasma birer olciisel geometri etkinligidir [3].
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Egitim-6gretimde olgiisel geometri ile ol¢ii dis1 geometri siirekli i¢ icedir.
Ornegin bir iicgenin alaninin bir kenar ile o kenara ait yiiksekligin carpiminin yarisi
oldugunu ispatlamak oOl¢ii disi, bu sonucun bir uygulamasini yapmak O0Ol¢iisel

geometri kapsamindaki birer etkinliktir [3].

Cizim calismalarimin bir kismi 6lgiisel, bir kism1 da 6l¢ii dis1 geometri ile
ilgilidir. Olgiileri verilen bir iicgenin cizilmesi 6lciisel, 6lcii verilmeden herhangi bir
diisiinceyi tasarlamak i¢in yapilan ¢izimler 6l¢ii dist geometri icindedir. “Bir acinin
kollarindan aym uzaklikta, kosesinden belli bir uzaklikta kac nokta vardir?” gibi.
[Ikogretim diizeyinde bir diisiinceyi dogrularken sik sik dlgmeden yararlamilir. “Bir
iicgende iki kenarin uzunluklari toplamu iiciinciiniin uzunlugundan biiyiiktiir.”
yargisina ulasmak icin verilmis degisik iicgenlerde kenarlar Olctiiriilerek kisa
kenarlar toplami ile uzun kenar olg¢iileri bir tabloda karsilastirilabilir. Boylece kurali
ogrencilerin elde etmesi saglanir. Ciinkii bu diizey formal ispat yapmaya heniiz

uygun degildir [3].

3.1.1 Euclidean Geometri

Euclidean geometri dogru, cember, paralel dogrular, acilar, benzer iicgenler,
diizgiin ¢okgenler, diizlemler, vb. gibi konulan inceleyen ve okullarimizda orta
O0grenim boyunca bugiin bile okutulmakta olan geometridir. Bu isimle anilmasinin
nedeni yaklasik olarak M.O. 300 yillarinda bu geometrinin temellerinin iskenderiyeli
Eucleides tarafindan sistematik olarak 13 kitap halinde islenmis olmasindandir. Bu
kitaplardan 1, 2, 3, 4 ve 5. dogru ve cemberlerin diizlem geometrisine; 11, 12 ve 13.
uzay geometrisine (bu arada da kati cisimlerin geometrik Ozelliklerinin

incelenmesine) ayrilmis bulunmaktadir [2].

Bu geometri iic temel kavrama dayandirilmistir: tanimlar, aksiyomlar ve
postulatlar. Tanimlar, anlasilan anlamda, yani kendine 6zgii bir takim 6zelikleri olan
geometrik nesneleri belirlemek ya da digerlerinden ayirmak i¢in onlara kisaca ad
vermekten ibarettir. Bununla birlikte Eucleides’in orijinal tanimlarinda olduk¢a ¢ok

belirsizlik ve eksiklikler vardir. Ornegin, dogruyu tamimlayan “cizgi genisligi
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olmayan bir uzunluktur’ ve “dogru her noktada kendisinin aym kalan ¢izgidir’
ifadeleri gercekte dogru denilen cizgilerin varligindan s6z etmektedir. Aksiyomlar,
dogrulugundan siiphelenmeksizin ispatsiz olarak kabul edilen temel 6nermelerdir.
Postulatlar da aksiyomlar gibi ispatsiz kabul olunan ama dogruluklarina o zamanki
anlayisa gore, aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan temel Onermelerdir.

Giintimiizde bu cesit temel onermeler arasinda ayinnm yapilmamaktadir. [2, s.11-12.]

Euclidean geometri 6ncelikle aksiyomatik olarak incelenecektir:

3.1.1.1 Aksiyom Sistemleri

Eucleides geometrisi icin simdiye kadar diizenlenen ii¢ tane aksiyom sistemi

vardir. Bunlardan birincisi Eucleides’inki olup 8 + 5 = 13 aksiyomdan olugmustur.

Bu sistemin aksiyom sayis1 bakimindan eksikligi XIX. Yiizyillda Gauss ve Pasch
tarafindan fark edilmis ve matematikg¢ilerin yeni bir aksiyom sistemi kurma cabalari
boylece baslamustir.  Ozellikle Pasch ile baslayan inceleme Hilbert tarafindan
sonuclandirilmis ve Hilbert’in 21 aksiyomdan olusan aksiyom sistemi kurulmustur.
Son ve iigiincii sistem ise Birkhoff tarafindan diizenlenmis ve SMSG (School
Mathematics Study Group - Okul Matematigi Inceleme Grubu) tarafindan
benimsenmistir. Giiniimiiz liselerimizde okutulan geometri, lise miifredatimizda
yapilacag yetkililerce belirtilen kapsamli yenilik 6ncesinde, bu son sistem iizerine

oturtulmustur [5].
Bu aksiyom sistemlerinden ilk 6énce Hilbert’in aksiyom sistemi, daha sonra

Birkhoff’un aksiyom sistemi ele alinmistir. Son olarak da Eucleides aksiyomlarina

deginilmistir.
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3.1.1.1.1 Hilbert’in Geometri Aksiyomlari

Hilbert, 1899’da Geometri’nin Temelleri (Grundlagen der Geometri) adl
eserinde Eucleides’in yapmak istedigini (bugiinkii anlamda) ¢ok daha matematiksel

olarak yapmustir [4].

Hilbert’in kabul ettigi asal terimler; nokta, dogru, diizlem, iistiinde/igeriyor,
arasinda, es olmak iizere 6 tanedir. Bu terimlerin anlamim anlamaya c¢aligmak
yersizdir. Bunlar tanimsiz terim olarak kabul edilir. Bunun yaninda, 6rnegin
“icgen”i matematiksel olarak bu asal terimleri kullanarak tamimlamak gerekir,

“licgen”i tammlamadan “licgen”den s6z edemeyiz [4].

“Nokta” elbette sezgilerimizle algiladigimiz “nokta” yerine kullanilirken, tam
matematiksel tanimi sadece geometri kullanilarak verilemez. “Nokta” matematigin

olmasa da, geometrinin asal terimlerinden biridir [4].

[lk ii¢ terim (yani nokta, dogru ve diizlem) nesne isimleriyken, son ii¢ terim
ise iki ya da iic nesne arasindaki olas1 iligkilerin isimleridir. Ornegin bir dogru bir
diizlemin tstiinde olabilir ya da olmayabilir, bir nokta bir dogru ya da bir diizlem
tistiinde olabilir ya da olmayabilir, bir nokta diger iki noktanin arasinda olabilir ya da
olmayabilir. Eglik iliskisi ise “dogru parcalar’” ve “acilar” arasindaki bir iligkidir.
Iki dogru parcasinin ya da iki aginin es olmasi, sezgisel olarak o dogru parcalarmin

uzunluklarinin ya da o agilarin 6l¢iilerinin esit olmasi anlamindadir [4].

Hilbert’in ilk aksiyomu sOyledir: “Verilmis herhangi iki noktay1 igeren bir

dogru vardir” [4].

verilen iki nokta

., bu iki nokradan
., gegen dogru

“a

“

Sekil 3.1: Hilbert’in ilk aksiyomunun gosterimi
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Bu aksiyomun, Eucleides’in birinci aksiyomuyla arasinda fark yoktur. Ancak

Hilbert, dogru ve nokta kavramlarmin tanimlanmadan verilmesi gerektigini

sOylemistir [4].

3.1.1.1.1.1 Konum (Kapsam) Aksiyomlari

Hilbert’in ilk iki aksiyomunu tek bir aksiyomda toplamakta bir sakinca yoktur

[4].

Aksiyom 3.1-2: Verilmis herhangi iki degisik noktay: iceren tek bir dogru
vardir [4].

A ve B noktalarindan gecen bu dogruya AB adi verilsin [4].

Aksiyom 3.3: Her dogru en az iki nokta icerir. Ayrica, aynt dogru iistiinde

olmayan (yani dogrusal olmayan) en az ii¢c nokta vardir [4].

P noktalar kiimesi ve L de dogrular kiimesi olsun. Bir A nesnesinin nokta
oldugunu belirtmek i¢in P(A), bir ¢/ nesnesinin dogru oldugunu belirtmek i¢in L( /)
yazalim. Eger bir A noktasi1 ¢ dogrusunun iistiindeyse (ya da ¢ dogrusu A noktasini

iceriyorsa) o zaman A € ¢ yazalim. O zaman, “verilmis herhangi iki degisik noktay1

iceren bir dogru vardir” dnermesi sdyle yazilabilir: P(A) ve P(B) ise, 0yle bir ¢ vardir

ki

L(¢),Ae / veBe (.

Matematiksel dilde bu da soyle yazilir:

VA,B((PAAYAPB)) —» FLL()AAe I ABe ()
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Hilbert’in dikkat ettigi bu son yazilimdir. Ancak 6nemli olan, aksiyomlar
yukaridaki gibi bicimsel olarak yazmak degil, aksiyomlarin boyle bicimsel olarak
yazilabilecegini bilmektir. Yukaridaki bicimsel yazilimin okunusu soyledir:

V A: A ne olursa olsun

V B: B ne olursa olsun
P(A): [eger] A bir noktaysa
A ive

P(B): B bir noktaysa,

— !0 zaman

3¢ :6yle bir £ vardir ki,
L(¢): ¢ bir dogrudur

A ive

Ae (: A, ¢ dogrusundadir
A ive

B e 7 :B, ¢ dogrusundadir [4].

Sezgisel olarak ve alisageldigimiz egitimde bir dogru, iistiinde bulunan
noktalar kiimesidir. Ama Hilbert’in sundugu bicimde bir dogru, noktalar kiimesi
olarak tanimlanmamistir, hatta hi¢ tanimlanmamis ve tanimsiz terim olarak
almmistir.  Ancak bir dogru iistiindeki noktalarin kiimesi olarak algilanilabilir.
Nitekim, birinci aksiyoma gore, iki dogrunun sadece iki noktas1 ortaksa bile bu iki
dogru birbirine esit olurlar ve ikinci aksiyoma gore de her dogrunun {istiinde en az iki
nokta vardir. Bundan boyle bir dogru, iistiindeki noktalarin kiimesi olarak kabul

edilsin [4].

Ayni uygulama diizlemler icin de yapilabilir. Her diizlem, iistiindeki

noktalarin kiimesi olarak algilanabilir [4].

Aksiyom 3.4-5: Dogrusal olmayan herhangi tic noktayi iceren tek bir diizlem

vardir. Her diizlemde en az bir nokta vardir [4].
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A, B ve C yi iceren bu bir tane diizleme bundan sonra ABC adi verilsin. Bir
diizlemde dogrusal olmayan ii¢ nokta oldugunun bilinmedigi kabul edilsin. Bu,

aksiyomlar yardimiyla ispatlanabilir [4].

Aksiyom 3.6: Iki nokta bir diizlemdeyse, o iki noktadan gecen dogrunun tiim

noktalari da o diizlemdedir [4].

Yukaridaki aksiyomlardan, bir dogruyu ve o dogruda bulunmayan bir noktay1

iceren tek bir diizlemin oldugu ispatlanabilir [4].

Aksiyom 3.7: Eger iki diizlemin ortak bir noktast varsa, ortak bir bagka

noktast daha vardir [4].

Yukanidaki aksiyomlardan kesisen iki diizlemin bir dogruda kesistikleri
ispatlanabilir. BOylece geometrinin boyutunun iicten bilyiikk olmadigi anlasilir.
Yoksa tek noktada kesigen diizlemler olurdu, 6rnegin dort boyutlu geometride x =y

=0 ve z =t = 0 diizlemleri sadece (0, 0, 0, 0) noktasinda kesisirler [4].

Aksiyom 3.8: Ayni diizlemde olmayan dort nokta vardir [4].

Bu aksiyom tek diizlemi olan geometrileri kapsam disinda birakmak igin
yazilmigtir. Yani diizlemin boyutu en az ii¢ olmalidir. Boylece bu aksiyomlarin

tanimlandig1 diizlem tam ii¢ boyutlu olacaktir [4].

3.1.1.1.1.2 Siralama Aksiyomlari

“Arasindalik” kavrami tamimsiz kabul edilmistir. Arasindalik iic nokta
arasinda bir iligkidir. Sezgisel olarak “A noktast B ve C noktalar1 arasindadir”
demek, bu ii¢ nokta ayn1 dogru iistiindeler, birbirinden degisikler ve A noktasi ger¢ek

hayatta hissettigimiz anlamda B ve C noktalar arasindadir olarak yorumlanmalidir

[4].
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Eger A noktast B ve C noktalan arasindaysa, bunu A-B-C gibi gorsel olarak

gosterilebilir [4].

Aksiyom 3.9: Eger bir A noktast B ve C noktalarmin arasindaysa, o zaman
bu iic nokta birbirinden degisiktir ve dogrusaldirlar. Ayrica A noktast C ve B

noktalarmin da arasindadir [4].

Bu aksiyom, arasindalik iligkisinin tahmin edildigi gibi bir iliski oldugunu

gosterir. Son kisim B-A-C ise C-A-B dir [4].

Aksiyom 3.10: Herhangi iki nokta arasinda bir baska nokta vardir [4].

Bu aksiyom noktalarin “yogun” oldugundan bahsetmektedir [4].

Aksiyom 3.11: Dogrusal ii¢ nokta verildiginde bunlardan biri ve sadece biri

diger ikisinin arasindadir [4].

Bundan boyle A ve B arasindaki noktalar kiimesi [AB] olarak gosterilsin. Bu
kiimeye ayrica A ve B noktalar1 da eklensin. Aksiyom 3.9’dan, [AB] nin her
noktasinin AB dogrusunda oldugu anlasilir. [AB] ye dogru parcast veya (kapali)
aralik denir [4].

Sekil 3.2: Dogru iizerindeki [AB]
Aksiyom 3.12: A, B ve C dogrusal olmayan iic nokta olsun. (, ABC

diizleminde bir dogru olsun. Eger (, [AB] nin bir noktasindan geciyorsa, o zaman

L, [AC] ya da [BC] nin de bir noktasindan gecer [4].
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Sekil 3.3: “Bir noktadan gegme” kavraminin gosterilmesi

Arasindalik iligkisi dikkat edilirse, her dogru iizerinde birbirinin zitti iki

siralama verir [4].

3.1.1.1.1.3 Eslik Aksiyomlari

Eslik de siralama gibi bir iliskidir. Bu, iki dogru parcasi (ya da daha sonra
tammlanacak olan iki ag1) arasindaki bir iliskidir. “Iki dogru parcasi es” demek,

sezgisel olarak, bu dogru parcalarinin uzunluklar birbirine esit demektir [4].

Eslik aksiyomundan bahsedilebilmesi igin, bir dogrunun herhangi bir

“tarafinda olma” kavramindan s6z edilmelidir.

A herhangi bir nokta ve ¢, A dan gegen herhangi bir dogru olsun. ¢ iistiinde

A dan degisik herhangi bir B noktas1 alinsin. A nin B ve C noktalarinin arasinda

oldugu C noktalar kiimesine A nin ¢ deki bir tarafi denir. A nin bir dogru iizerinde

iki taraf1 vardir [4].

c 4 B
bs— — +
A'nin bir tarah
B a4 ¢
- — -

A’nin diger tarafy

Sekil 3.4: A min bir dogru tizerindeki iki tarafi
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A nin B yi igeren tarafina AB igini adi verilir. AB 1s1min baslangi¢c noktast A
dir. AB’nin bir dogru degil de bir 1sin oldugunu belirtmek i¢in [AB sembolii
kullanilir [4].

Aksiyom 3.13: A ve B iki farkli nokta olsun. (, herhangi bir dogru ve A’,
(iizerindeki herhangi bir nokta olsun. O zaman A’ noktasinin ¢ deki herhangi bir
tarafinda [AB] ve [ A" B’ ] dogru pargalarinin es oldugu bir B’ noktas1 bulunabilir
[4].

Sekil 3.5: Bir dogru parcasinin uzayda, uzunlugu bozulmadan istenildigi gibi yerinin
degistirilebilmesinin gosterilmesi

Bu aksiyom, bir dogru pargasinin uzayda, uzunlugu bozulmadan istenildigi

gibi yerinin degistirilebilecegini soyler [4].

Aksiyom 3.14: Eger iki dogru parcast iiciincii bir dogru parcasina esse, o

zaman o iki dogru pargasi da estir [4].

Eger [AB] ve [CD] dogru parcalar esse (eslik tanimsiz bir terim olarak kabul
edilmisti), bu ifade [AB] = [CD] olarak gosterilir [4].

Aksiyom 3.15: A, B ve C noktalart dogrusal olsun. Sadece B noktasmin
[AB] ve [BC] dogru parcalart iistiinde oldugunu varsayalim. A, B ve C' aym
ozellikleri saglayan ii¢c nokta olsun. Eger [AB] = [A" B'] ve [BC] = [B' C’" ] ise, o
zaman [AC] = [ A" C"] olur [4].
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Sekil 3.6: Dogru parcalarinin esligi

Sirali verilmis ti¢ degisik A, B, C noktasina ABC denir ve ABC agist olarak

okunur. B noktasina, Zz% nin tepe noktast denir. A/B\C , [BA ve [BC isinlartyla
(BA, BC) olarak da ifade edilebilir [4].

Sekil 3.7: ABC acis1

ABC yazilimi, hem bir noktadan gecen bir diizlemi, hem bir aciy1, hem de bir
ticgeni temsil eder. Bu ii¢ yazilim arasinda semboller kullanilarak ayrim yapilabilir.

Yani, ABC diizlemi ifade ediyorsa (B) ile (bu sembol “B diizlemi” olarak okunur),

aciy1 ifade ediyorsa ABC ile ( bu sembol de “ABC agis1” biciminde okunur) ya da

A
icgeni ifade ediyorsa ABC ile (bu sembol de “ABC iicgeni” seklinde okunur)
gosterilir [4].

a bir diizlem ve /¢, o diizleminde bir dogru olsun. A ve B noktalar, o
diizleminde olan ama ¢ de olmayan iki nokta olsun. Eger [AB] dogru parcasi /
dogrusunu kesmiyorsa, A ve B noktalar1 ¢ nin ayni tarafindadir denir. o
diizleminde olan her ¢ dogrusu «’da olan ama ¢ de olmayan noktalar1 kesismeyen
iki alt kiimeye ayirir. Bdylece ¢ nin aym tarafinda ya da ayr taraflarda olan

noktalardan s6z edebiliriz [4].
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Aym tarafra olan nolealar Avn raraflarda olan nokralar

Sekil 3.8: ¢ dogrusunun ayni ve ayr tarafinda olan noktalar

Eslik iliskisi tamimsiz olarak agilara da uygulanabilir [4].

Aslinda dogru parcgalariin esliginden agilarin esligi (ii¢ kenarn da birbirine
olan es iicgenler sayesinde) tanimlanabilir. Dolayisiyla eslik iliskisi sadece dogru
parcalart icin tanimsiz olur ve acilarin egligi daha sonra bir tanim olarak verilebilir.
Ancak burada Hilbert’in aksiyomlarindan bahsedildigi i¢in acilarin esligi (Aksiyom
3.17’de) verilecektir [4].

Aksiyom 3.16: ABC bir a¢t olsun. A, B ve C nin dogrusal olmadiklarin
varsayalim. (, bir « diizleminde bir dogru olsun. A" ve B, liizerinde iki farkli
nokta olsun. 7, ( nin « diizleminde bir tarafi olsun. O zaman © de dyle bir C’
noktasi vardir ki, A" B" C” ve ABC agilart estirler. Ayrica, eger C”bu ézellikleri
saglayan bir baska noktaysa, A" C" dogrusu A" C” dogrusuna esittir [4].

£'nin 7 tarah

Sekil 3.9: Es acilar

41



Hilbert bir iicgeni {AB, BC, CA} dogru parcalart kiimesi olarak
tamimlamistir.  Ayrica bir iicgenin ii¢ dogru parcasinin dogrusal olmadigini

varsaymistir. Eger birbirinden farkli dogrusal olmayan ii¢ nokta A, B ve C ise {A, B,

A A A A
Cliicgeni ABC olarak yazilir. ABC liggeni BCA, CAB, vb. gibi de yazilabilir [4].

A A
Aksiyom 3.17: Eger ABC ve A'B'C’ iicgenleri icin, [AB] = [A"B’],

[AC] = [A"C’] ve BAC = BAC eslikleri gegerliyse, o zaman ABC = ABC’
esligi de gecerlidir [4].

Bu aksiyom icin mutlaka bir licgenden s6z etmek gerekmez. Bu aksiyom

icgensiz de yazilabilir [4].

Sekil 3.10: Es iiggenler

3.1.1.1.1.4 Paralellik Aksiyomu
Aksiyom 3.18: ¢ herhangi bir dogru ve A, { de olmayan herhangi bir nokta
olsun. O zaman A ve ( yi iceren diizlemde bulunan, A dan gecen ve [ ile
kesismeyen en fazla bir dogru vardir [4].
,_,r"’"-‘.

Sekil 3.11: Paralellik
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Eucleides’in ilk dort aksiyomundan yola cikilarak ispatlanmaya c¢alisilan, bu
calismalarin sonucunda geometri ¢esitlerinin bulunmasina sebep olan aksiyom, bu

“paralellik aksiyomu”dur [4].

3.1.1.1.1.5 Siireklilik Aksiyomlari

Buradaki iki aksiyom bir dogrunun gercel sayilarla kodlanabilecegini

soylemektedir [4].

Aksiyom 3.19 (Archimedes Aksiyomu): [AB] ve [CD] herhangi iki dogru
parcast olsun. O zaman oyle bir k dogal sayist vardir ki, [CD] ye es k tane dogru
parcasi, A dan baslanarak ardi ardina [AB isininda pegsi sira siralandiginda, B

noktast gecilir [4].

Sekil 3.12: Archimedes Aksiyomu’nun sekli

Bu aksiyom gercel sayilarin su 6zelligini ifade eder: € > 0 ne kadar kiiciik bir

say1 olursa olsun, eger n dogal sayis1 yeterince biiyiik alinirsa, n. € sayis1 her gercel

say1y1 geger [4].

Bir sonraki aksiyomun neden gerekli oldugu agiklanirsa, onceki aksiyomlari
kullanarak, bir birim uzunlugunda bir dogru parcasi verilmigse o zaman iki birim
uzunlugunda bir dogru pargasi insa edilebilir.  Hatta V2 uzunlugunda bir dogru

parcasi da insa edilebilir. Ama 7z, e, 27 uzunlugunda dogru parcalar1 onceki
aksiyomlarla insa edilemez. Bir sonraki aksiyom da bu uzunlukta dogru pargalarinin

inga edilebilecegini sdylemez, ama en azindan o aksiyom kullanilarak bu uzunlukta
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dogru pargalarinin oldugu ispatlanabilir. Bu aksiyomda, Hilbert’in verdigi sekli cok

karisik oldugu i¢in, Dedekind’in ifadesi yer alacak:

Aksiyom 3.20: (Dogrunun Tamhg) [Dedekind] / herhangi bir dogru
olsun. (£, ( ’nin noktalari kiimesi olarak alindiginda) S; ve S, kiimeleri su ozellikleri

saglasin:

1. 1 =508,

2.85nNnS=09,

3.8#2D0,85#0 ,

4. A, Be S; ise [AB] c S/,

5. A, Be Syise [AB] c S:[4].

O zaman oyle bir O € { noktasi vardir ki, her A e S;,Be S,,A#0, B#
O icin O noktast A ile B arasindadir [4].

WVar oldugu séylenen
/| O nokrasy

Sekil 3.13: Dogrunun Tamligi’nin sekli

Dolayisiyla Eucleides’in yapmak istedigini ama tam olarak yapamadigini
Eucleides’ten 2000 kiisur yil sonra Hilbert yapmistir ve iic boyutlu geometrinin
aksiyomlarin1 vermistir. Matematikte bu aksiyomlar1 saglayan bir sistem elbette
vardir ve kiimeler kuramindan hareketle ispatlanabilir.  Kiimeler kuramindan
hareketle dogal sayilar kiimesi N ve gercel sayilar kiimesi R tanimlanabilir.
Ardindan geometrinin noktalari R’ kiimesinin elemanlar1 olarak tamimlanabilir.
Dogru, diizlem, arasindalik, iistiindelik gibi kavramlar1 da tanimladiktan sonra elde
edilen sistemin bu boliimde adi gecen aksiyomlart sagladigi kolayca ispatlanabilir

[4].
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3.1.1.1.2 Eucleides Geometrisinin Aksiyomlari

Matematigi aksiyomatik olarak yazili ilk yansitan Eucleides’dir. Bin yildan
fazla Bati’da ders kitab1 olarak okutulan “Elemanlar” isimli kitabinda geometri igin

su bes aksiyomu vermistir:

1. Herhangi iki noktadan bir dogru gecer

2. Herhangi bir dogru parcas1 sonsuza kadar bir dogru olarak uzatilabilir

3. Bir dogru pargasi verildiginde; merkezi verilen dogru parcasinin bir

ucunda olan, yaricapi ise verilen dogru parcasi olan bir cember ¢izilebilir

4. Tum dik agilar estir

5. Eger iki dogru pargast iiciincii bir dogru pargasini, dar i¢ agilariin toplami
iki dik acidan az olacak bicimde keserse, o zaman ilk iki dogru parcasi yeterince

uzatilirsa, iictincii dogrunun toplanan i¢ agilarinin oldugu tarafta kesisirler [4].

Birinci aksiyom; “Verilen iki noktadan bir dogru gecer” demektedir. Yalniz
dikkat edilirse bu aksiyom, iki noktadan bir tek dogrunun gectigini soylemez; bu iki
noktadan gecen en az bir dogru oldugunu sdyler. Iki noktadan bir tek dogrunun

gectiginin ise diger aksiyomlar kullanilarak ispatlanmasi gerekir [4].

verilen iki nokta

", bu iki nokradan
. gegen dogru

W

,

Sekil 3.14: Birinci Eucleides Aksiyomu’nun sekli

Ikinci aksiyom; “Bir dogru parcasi, sonsuza kadar bir dogru olarak

uzatilabilir” demektedir. Yine dikkat edilirse, dogru pargasinin bir tek dogru olarak
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uzatilacagim soylemez. Dogru pargasinin bir tek dogru olarak uzatilacaginin diger

aksiyomlar kullanilarak ispatlanmasi gerekir [4].

verilen dogru
pargasi

dogru pargasini
sonsuza kadar
uzatan dogru

T

Sekil 3.15: Ikinci Eucleides Aksiyomu’nun sekli
Uciincii aksiyom; “Bir dogru parcasi verildiginde; merkezi verilen dogru

parcasinin bir ucunda olan, yaricapr ise verilen dogru parcasi olan bir ¢cember

cizilebilir’ demektedir. Sekil 3.16’dan bu rahatca goriilebilmektedir [4].

—rm—
— .

verilen dogru
rgasimin
ir ucu

/
\\ Gizilebildigi
. o sovlenen gember

[

Sekil 3.16: Uciincii Eucleides Aksiyomu’nun sekli

Dordiincti aksiyom; “Tiim dik acgilar estir” demektedir ve burada “eslik”
sozcuigii karsimiza c¢ikar. Bu aksiyom bir dik a¢imin bir bagka dik acinin iistiine
(6telenerek, dondiiriilerek ve bir dogruya gore simetrisi alinarak, yani mesafeleri

degistirmeyen doniisiimler uygulanarak) tasinabilecegini belirtir [4].

N i
% 37° déndiir
atele
\S/ .
-
-
-

-
-
-
-
-
simetrisini al

Sekil 3.17: Dordiincii Eucleides Aksiyomu’nun sekli
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Besinci aksiyom; “Eger iki dogru pargasi tigiincii bir dogru pargasini, dar ic
acilarinin toplami iki dik agidan az olacak bicimde keserse, o zaman ilk iki dogru
parcgasi yeterince uzatilirsa, tigiincii dogrunun toplanan i¢ acilarinin oldugu tarafta
kesisirler” demektedir. Bu aksiyom anlasilmasi zor aksiyomlardan biridir. Bu
aksiyom ‘“Paralel olmayan dogrular kesisir ve kesisim noktast da dogrularm birbirine

yaklastigi taraftadir” seklinde diisiiniilebilir [4].

kesigim noktas: {iigiineil
dc\?}uuun cilarinin

\ﬁ\\“-\. bulundugu balgede)
|

'\-.\_\ matilan dofiru pargalan

verlen iki dogru pargas

toplam 180°" den
kirgitk olan ig agilar

figineil dogru

Sekil 3.18: Besinci Eucleides Aksiyomu’nun sekli

3.1.2 Euclidean Olmayan Geometriler

Eucleides geometrisinin en 6nemli postulati sudur: Baska iki dogruyu kesen
bir dogru bu iki dogruyla aym tarafta, toplamlar: iki dik acidan kiiciik i¢ acilar
meydana getirirse bu iki dogrunun uzantilart acilarin iki dik acidan kiiciik oldugu
tarafta kesigirler. Buna gore, bir dogruya paralel olan ve bu dogru disinda verilen bir
noktadan gecen bir tek dogru vardir. Eucleides diizleminde kesisen d ve d’
dogrularin1 goz oOniine alinsin. d ve d’ niin noktalarini, bu dogrulardan hicbiri
tizerinde bulunmayan bir M noktas1 yardimiyla birbirine sdyle eslensin: d iizerindeki
herhangi x noktasina MX dogrusu ile d” niin ortak (arakesit) noktas1 karsi gelsin

(Buna M merkezli izdiisiim denir) [2].
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d’

Sekil 3.19: Paralellik Postulati’nin gosterimi

Buna gore d nin A, B, C, ... noktalar1 d” niin A", B’, C’, ... noktalarina
eslenir (Sekil 3.19). Burada su sorulara cevap aranacaktir. MS dogrusu d” ne paralel
olacak bicimde secilmisse d nin S noktasina d” niin hangi noktasi karsilik gelir? MT’
dogrusu d ye paralelse d nin hangi noktas1 T ye eslenir? Eucleides diizleminde bu
sorulara cevap olacak noktalar bulmak miimkiin degildir. Bu ve benzeri diisiinceler
matematikcileri Eucleides geometrisinde bir bosluk olabilecegi diisiincesine
yoneltmis ve paralellik postulati kugku ile karsilanir olmustur. Bu nedenle, 6nceleri
bu postulatin ispat edilebilecegi sanilarak bu yonde caligmalar yapilmis ama sonug

alinamamstir. [2]

Daha sonralar1 F. Bolyai (1802-1860), N. I. Lobatschewsky (1792-1856) ve
C. F. Gaus (1777-1855) tarafindan paralellik postulatinin ispat edilemeyeceginin,
onun miimkiin hallerinden yalniz bir tanesi oldugu goriilmiistiir. Daha ag¢ik sdylemek
gerekirse, aksiyomlarin gerceklerden ¢ok varsayimlar oldugu anlasilmis ve bu sonug
yepyeni geometrilerin dogmasina yol agmistir. Ornegin, yukaridaki sorulart olumlu
cevaplayabilmek i¢in Eucleides postulatim1 “diizlemde herhangi iki dogru en az bir

ortak noktaya sahiptir” varsayimi ile degistirmekle eliptik (gercel projektif)
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geometrinin temeli atilmistir. Bu alanda paralelligin s6z konusu olmadig1 bir
geometri ilk kez B. Riemann (1826-1856) tarafindan gelistirilmistir. Bundan bagka
Eucleides postulati yerine “bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel
dogru cizilebilir” varsayimini almakla hicbir celiskiye diismeyen ve Eucleides
geometrisi kadar dogru olan baska geometrilerin (Bolyai-Lobatschewsky

geometrisinin) varligi da gosterilmistir [2].

Eucleides geometrisinden paralellik o6zelligi ile ayrilan bu c¢esit tiim
geometrilere, yani Eucleides geometrisi disindaki her geometriye Euclidean olmayan

geometri denir [2].

Bir dogruya ayni diizlem icinde, bu dogru disindaki bir noktadan “bir tek”,
“hi¢” ya da “bircok” paralel dogru cizilebilen geometriler yalmzca Eucleides
geometrisi, eliptik geometri ve Bolyai- Lobatschewsky geometrisi degildir. Bunlar
sirayla afin, projektif ve hiperbolik geometri denilen daha genel geometriler igin
birer ornektir. Biitiin bu geometriler paralellik postulat1 iizerindeki degisikliklerden

hareketle genellestirme ve soyutlama yoluyla kurulmustur denilebilir [2].

3.1.2.1 Projektif Goemetri

Projektif geometri deyimindeki projektif (izdiisel) sozciigiiniin Ingilizce
projection (izdiisiim) sozciigiinden geldigini, izdiisiimiin de 6zel bir doniisiim ¢esidi
oldugunu bilinmektedir. (Sekil 3.19 ile boyle bir doniisiim tanimlanmaktadir). Ug
boyutlu Eucleides uzayinda da boyle doniisiimler kolaylikla tanimlanabilir. Yalniz
boyle bir doniisiimiin uzaydaki her nokta ve dogru icin anlamli olmasi, ayni
diizlemde bulunan dogrulara iligkin paralellik kavramimin ortadan kaldirilmasi
gerekir. Bu doniisiimler projektif geometride ¢cok onemli olup, gercekte projektif
geometri bu cesit doniisiimler (izdiisiimler) altinda degismez kalan oOzeliklerin
incelenmesi olarak tamimlanabilir. Bu da bize Klein’in geometri taniminda s6zii
edilen doniisiim grubunun, projektif geometri i¢in hangi doniisiimlerden olustugunu
acikca gosterir. Izdiisiimler altinda degismez kalan ozeliklerin (projektif

degismezlerin) neler oldugunu birka¢ 6rnekle soyle agiklansin:
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Uc boyutlu Eucleides uzayr goz oniine alinsin. Bu uzayin herhangi bir
diizlemi (diizlemde dogrular i¢in paralellik kavramini ortadan kaldirmak i¢in) soyle
genigletilsin: Bu diizlemde birbirine paralel biitiin dogrularin kesistigi kabul edilen
sonsuzdaki bir nokta diizleme katilsin. Boylece diizleme her dogrultuda bir yeni
nokta katilmis olur. Bu yeni noktalarin hepsi sonsuzdaki dogru denilen yeni bir
dogru iizerinde oldugu da kabul edilerek bu dogru da diizleme katilsin. Sonra bu
genisletme yontemiyle uzaydaki her diizlem genisletilsin. Son olarak bu uzaya tim

yeni (sonsuzdaki) dogrular1 {izerinde bulunduran bir (sonsuzdaki) diizlem katilsin [2].

Boyle elde edilen uzayda asagidaki doniisiimler diisiiniilsiin: D ve D’ bu
uzayda iki diizlem olsun. D ve D’ disindaki bir M noktast yardimiyla D nin X

noktasi, MX dogrusu ile D" diizleminin ortak noktasina izdiisiiriilsiin:

M merkezli bu izdisim altinda D diizlemindeki bir dikdortgen D’
diizleminde herhangi bir dortgene doniigiir. D iizerindeki bir cemberin goriintiisii de

genel olarak bir cember degildir [2].

Buradan su sonuglar elde edilir: 1ki nokta arasindaki uzaklik, iki dogrunun
dikligi ya da iki dogru arasindaki aginin genisligi, bir iiggenin alani, iki dogru
parcasinin  (ya da dogrunun) paralelligi merkezsel izdiisiimler altinda
degisebilmektedir. O halde bunlar projektif ozelikler degildir. Aym sekilde
cemberin sekli de boyle doniisiimler altinda korunmadig i¢in, gember bir projektif
kavram olarak diisiiniilemez. Gercekten uzaklik, diklik, paralellik, ... v.s. gibi Ol¢iiye

dayanan karam ve 6zelikler projektif geometride hi¢bir rol oynamazlar [2].

Buna karsin, sozili gecen tipte doniisiimler altinda, bir nokta her zaman bir
noktaya, bir dogru iizerindeki noktalar bir bagka dogru iizerindeki noktalara (yani
dogrular dogrulara) doniigiir. Yine, aym dogru iizerinde olmayan ii¢ nokta ayni
ozelikte lic noktaya, bir noktadan gecen dogrular bir noktadan gegen dogrulara

doniisiir [2].
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Dolayisiyla, bir noktanin bir dogru iizerinde bulunmasi ve bir dogrunun bir
noktadan ge¢mesi projektif ozelikler; nokta, dogru, liggen, arakesit alma, noktalari

birlestirme projektif kavramlardir [2].

Projektif 6zeliklerin ol¢ii kavramindan yoksun (ya da tamamen bagimsiz)
olmas1 onlara genellik kazandirir. Dolayisiyla bu 6zelikleri inceleyen projektif

geometri de diger geometrilere gore daha ¢ok genel olmak durumundadir [2].

Iki ya da daha yiiksek boyutlu gercel uzaylarda izdiisiimler altinda degismez
kalan ozelikler XVIII. Asirda projektif geometri olarak incelenmistir. Bugiin
projektif geometri; kendisinden diger geometriler gelistirilebilecek genellikte olan,
matematigin yerlesmis bir dalidir. Diger biitiin geometriler projektif geometriden
cesitli ozellestirmelerle elde edilen alt geometriler olarak diistiniilebilirler [2, s.10-

15.].

3.1.2.1.1 Reel Projektif Geometri: Temelleri

Geometride elemanlar genellikle noktalar ve dogrulardir. Elemanlarin
kiimesi de bir figiirle isimlendirilir. Iki figiiriin arasindaki bir benzerlikten
bahsedilebilir. Benzerligin ilk figiiriinii ikinci figiire doniistiiren bir islem gibi
sayilmasi daha uygundur. (lyi bilinen drnekler rotasyon, yansima, ters ¢evirme ve
karsilik gelmedir.) Benzerliklerden bahseden genel uygulama o6zellikle Grup
Teorisi’nde yer alir. Fakat asagidaki taslak amaca yetecektir. Benzerlik 0 gibi biiyiik
Yunan harfleriyle gosterilir. FO=F" yazilis1 F" ne F figiiriiniin 0 ile baglanmasi (veya
F nin benzer figiiriiniin F” oldugu ) anlamindadir. Eger ikinci bir benzerlik olarak F
figiirii, F, figiiriine ¢ ile bagliysa, bu F'¢ = F veya F¢ = F/ seklinde yazilabilir ve
Fyi F ne 06¢ carpimu ile baglar, denir. Her elemani birbirine baglayan bayagi
benzerlik “6zdeslik” olarak isimlendirilir ve I ile gosterilir. (0 ile ¢arpimin yine

kendisi olan 0 ettigi gibi.) Eger 0¢=I ise, 0 mn tersi ¢ olur ve ¢=6" seklinde

yazilir. (Boylece FO=F" bagintis1 F = F'8"" e esit olur.) Baz1 yazarlar FO yerine 0(F)

yazar. (F nin fonksiyonunu gostermek i¢in bu kabul edilen notasyonlardan birindeki
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nottur. Burada sinx=x" oldugunda x=sin"'x"yazilmaktadir. F i F" ne 0 ile
baglayan benzerlik, (F, F") figiir ¢iftini (F;, ") ne baglayan diger bir ¢ benzerligi
ile bagliyken bulunuyorsa, F; ve F, arasindaki benzerlik ¢ yi 0 icine doniistiiriir
denir. F'=F'¢=F60p=F¢ '0p oldugundan, bu translasyon (doniisiim) benzerligi
¢'0p dir. ¢, 0 y1 kendi icine doniistiirdiigii i¢in F;, F’ ne 0 nin kendisiyle
baglanmis olabilir. O halde 0, ¢ tarafindan translasyon (doniisiim) altinda
invaryanttir. ¢ '8¢ =6 bagmtis1 8¢ =@ seklinde bir esitlikle yazilabilecegi icin 0
ve ¢ icin degisme Ozelligi vardir denir. (Biri digerine dik olmayan iki diizlemde

yansimalar dikkate alindiginda, benzerliklerin bilinen bir Ornegi gibi degisme

ozellikleri yoktur.) [9].

Klein’a gore herhangi bir geometrinin 6zelligi, invaryant olan bagintilan
altinda benzerlik ¢esidi tarafindan belirlenmesidir. Ornegin, Euclidean Geometri
“benzerlik translasyonlar1 (doniisiimleri)” altinda invaryanttir. Bu baslhik sadece
Eliptik ve Hiperbolik Geometriler ile ilgilidir. Fakat diger bazi geometriler bu
geometriler ile birbirine yakin oldugundan karistirilmaktadir ve dikkatli olunmasi
gerekmektedir. Euclidean Geometride 6nemli bir rol oynayan benzerlik kavramui,
Euclidean olmayan her iki geometrideki hi¢cbir analoga (benzesime) sahip degildir.
Diger taraftan paralellik kavrami (bir diizlemdeki dogrular i¢in) her iki Euclidean ve
Hiperbolik Geometriye de aittir. Fakat Eliptik Geometride paralellik kavrami yoktur.
Bolyai Janos, Euclidean ve Hiperbolik Geometride ortak olan genis 6nerme grubuna
Mutlak Geometri adim vermistir. Once Mutlak geometri, paralelligin essizligini

(benzersizligini) reddetme veya onaylama yoluyla iki boliime boliiniir [9].

Mutlak ve Eliptik Geometri arasindaki zitlik, agikca siralama teorisinde
goriilmektedir. Her iki geometride “dort nokta”nin siralanigini, ayni dogrultuda olan
dort noktanin birbirinden ayn iki ¢ift olarak dizilmesi ile tanimlanabilir. Mutlak
Geometride bu, ayn1 dogrultuda olan ii¢ noktadan birinin diger ikisi arasinda yer
aldigr belirli “iic nokta”dan alnabilir. Fakat Eliptik Geometride tiim dogrular
kapalidir ve bu yilizden siralama goriisiinde ii¢ noktadan biri 6zellesmemistir.

Siralama “dizi(seri)”’den ¢ok “devir(dénme, doniis)” dir [9].
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Caglar boyunca, eski Misir ve Euclid’ten Poncelet ve Steiner’a, geometri
kongriians bagintisinin terimler icinde tanimlanan Ol¢iim kavrami iizerine
kurulmustur. Von Staudt (1798 -1867) ilk kez bu kavram olmaksizin Mantiksal
Geometriyi kurmanin miimkiin oldugunu gostermistir. Onun zamanindan beri, “bir p
dogrusu iizerinde bulunan bir A noktasi” veya “bir A noktasindan gegen bir p
dogrusu” deyimlerinde oldugu gibi ifade edilen ¢ok basit daha basit “bulunma”

bagintisi iizerine ilgiyi odaklama egilimi artmistir [9].

Kongriians1 atlayan Euclidean Geometri Afin Geometri olarak adlandirr.
Ciinkii Euclidean Geometride pek ¢ok sekil kongriians agisindan tanimlanmistir.
(Ornegin eskenar iicgen, cember, konik kesiti) Afin Geometride kongriianstan
bahsedilebilecegi ¢ok az goriilebilir. Afin Geometrinin igeriginin Euclidean
Geometrininkinden daha az zengin oldugu dogrudur, fakat Afin Geometride
konikleri tanimlamak ve Ornegin elips, parabol ve hiperbol olmak iizere ii¢ tipe
ayirmak miimkiindiir. 5. postiilat belirli parcalarin (bir digerine paralel olma seklinde
isimlendirilen) ve alan Olciimlerinin karsilastirilabilmesiyle indirgenmis bir
kongriians cesidini tanmimlamaya izin verir. Fakat “diklik” goriisii tamamen eksiktir.
Dikligin uygun tanimiyla Euclidean Geometrinin tiimii yenilenebilir. Tanimlamanin
degistirilmesiyle Minkowskian Geometrinin yerine Ozel Bagmti (Relativity)

Teorisinde kullanilan 4 boyutlu durumu tiiretilebilir [9].

Benzer olarak, kongriians1 icermediginde (atladiginda) Eliptik Geometri, Reel
Projektif Geometri olur. Projektif Geometri, (Euclidean Geometrinin noktalarla
sonsuzluga genisletildigi gibi), Eliptik Geometrinin kendinden ¢ok uzun zaman once
gelistirilmistir ve hala bu alanda bu alanda yaygin olarak calisilmaktadir. Simetride
“Duality Ilkesi” geregince ciftlerde olan ©nermelerin olusturulmasinda Afin
Geometriden iistiindiir. Dahasi, bahsi gegen diger tiim geometrileri kapsar. Clinkii
diklik taniminin uygulanmasiyla Eliptik Geometrinin metrik 6zellikleri yenilenebilir
ve tamimlamanin degistirilmesiyle hiperbolik geometrinin yerine tiiretilebilir. Yine,
(i¢ boyutlu durumda olan) bir diizlemin veya (iki boyutlu) bir dogrunun
ozellestirilmesiyle Afin Geometri ve buna dayanarak da Euclidean ve Minkowskian
Geometrileri tiiretilebilir. Asagidaki “soyagaci”nda her bir geometri (ilkinden

ayrilarak) bazi1 6zellesme cesidiyle kendi kusagiyla tiiretilir [9].
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Projektif

Eliptik Afin Hiperbolik

Euclidean Minkowskian

Sekil 3.20: Geometri cesitleri soyagaci

Reel Projektif Geometrinin temellerinin arastirnlmasinda Pieri, Vailati ve
Dedekind aksiyomlar1 kullanilir. Bu durumda “nokta ve dogru” olmak {iizere iki

tanimsiz eleman ile “aitlik ve ayirma” olmak iizere iki tanimsiz bagint1 vardir [9].

3.1.2.1.2 Aitlik (Konum) Aksiyomlari

1. En az iki nokta vardir

2. Herhangi bir nokta tek bir dogruya aittir

Boylece dogru A ve B gibi 2 nokta tarafindan tanimlanir ve bu noktalarin
bitistirilmesiyle soylenir, AB ile gosterilir

3. AB dogrusunda A ve B noktalarinin arasinda en az 1 nokta vardir

Bir dogruya ait olan noktalar, dogru {iizerinde veya dogrusal olarak
adlandirilir. Bir dogru {iizerindeki noktalarin smiflandirilmas: “aralikli” olarak

1simlendirilir [9].

4. AB dogrusuna ait olmayan en az 1 nokta vardir

Bir noktaya ait olan dogrular, bu noktadan gecen veya Uyusan Dogrular
olarak isimlendirilir. Boyle iki dogru Karsilasan veya Kesisen Dogrular olarak

isimlendirilir. Bir araligin bu noktalarinin bu araliga ait olmayan bir C noktasiyla

birlestirilmesiyle dogrular C merkezli diiz bir ¢izgi halinde goriiliir. Bir diizlem; diiz
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bir c¢izginin dogrulan {iizerindeki noktalarin, bu nokta c¢iftlerinin birlestirildigi

dogrularla birlikte siniflandirilmasidir [9].

5. Eger A,B,C dogrusal olmayan 3 nokta, D noktas1 B ve C den baska BC
tizerideki bir nokta, E noktas1 da C ve A dan baska CA {izerindeki bir
nokta ise; D, E, F dogrusal olmak iizere AB dogrusu iizerindeki bir nokta

F dir

Dogrularmin her birinin iizerindeki tiim noktalar iceren bir diizlem asagida
verilmistir. Icinde igerdigi herhangi bir dogru tarafindan esitligi iyi tanimlanabilir. 3
dogrusal olmayan nokta veya ait olmayan nokta ve dogru teriminde bir diizlem ABC
veya A, ile gosterilir. Bir diizlemdeki noktalar veya dogrular “es diizlemli” olarak

isimlendirilir [9].

6. Bir ABC diizleminde olmayan en az bir nokta vardir

7. Herhangi iki diizlem bir dogruda kesigir [9].

Ustteki aksiyomlardan nokta, dogru ve diizlemler icin tiim konum
onermelerini ortaya ¢cikarmak miimkiindiir. Eger p ve q dogrular kesisiyorsa, onlarin
ortak noktalar1 (p,q) ve diizlemleri pq ile gosterilir. Iki dogru kesismiyorsa birbirine
paralel olduklar1 s6ylenir. Bir dogruya 6zgii diizlemler bu dogrudan geger denir veya
Es Eksenli olarak sdylenir. Bir p dogrusundan gecen diizlemlerin sinif1 bir eksensel
¢izgi olan p ekseni ile isimlendirilir. Dogrularin bir sinift olan ve bir O noktasindan

gecen diizlemler, O merkezli bir y1gin (veya demet veya yildiz) ile isimlendirilir [9].

“Serbestlik dereceleri” gz Oniinde tutuldugunda, bir noktanin higbir
boyutunun olmadigi, bir dogrunun bir boyutlu oldugu ve bir diizlemin iki boyutlu
oldugu soylenir. Dogrular diiz bir cizgiyle ve aym sekilde diizlemler bir eksensel
cizgi ile, paralel olan (konumca) bir dogrunun kesit ¢izgisiyle gosterilen bir araligin
noktalar ile belirtilir. Bu mantikla, araliklar ve ¢izgilerle birlikte tek boyutlu ilkel
sekiller tamimlanir. Benzer sekilde diizlemler ve yiginlar, bir yiginin diizlemleri ve
dogrularinin kesitleri olan bir diizlemin noktalar1 ve dogrulan iki boyutlu formlardir

ve li¢ boyutlular uzayin tiimiidiir [9].
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Projektif Geometrideki en 6nemli benzerliklerden biri perspektiftir. Bu, es
diizlemli iki dogru veya iki diizlem arasinda onlarin sirasiyla ayni diiz cizgi veya
yiginin fakli kesitlerinin bagintisiyla kurulmus bir benzerliktir. Dogrular olmasi
halinde, bir araligin digerinin icinde ve perspektif icinde oldugu soylenen bu iki
araligin diiz bir cizgi tasarisi oldugu sdylenir (Sekil 3.21, ¢izginin merkezi O olan).

Paralel olan noktalar formiille agagidaki gibi gosterilir: [9].

ABC..=A'BC'... veya ABC..=A'B'C’...

A

Sekil 3.21: Merkezi O olan ¢izgi

Sekil 3.22: Dogrunun ¢ember gibi sembolize edilmesi

Ikinci belirsiz bagint1, bir dogrunun iizerindeki iki cift noktadan soz eder.

Asagidaki Vailati’de, A ve B nin C ve D yi ayirmasi anlaminda AB || CD sembolii

kullanilir. (Bu bagintinin 6nemi, dogruyu bir ¢cember gibi sembolize etmesiyle acik¢a

goriilmektedir.) [9].
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3.1.2.1.3 Ayirma Aksiyomlari

1. Eger A,B,C ayni dogrultuda olan ii¢ nokta ise, en az bir D noktast
icin AB||CD olur

2. Eger AB||CD ise; A,B,C,D dogrusal ve farklidir.
3. Eger AB||CD ise; AB|| DC dir.
4. Eger A,B,C,D dogrusal dort nokta ise; ya AB| CDya

AC || BDveya AD || BC dir.
5. Eger AB||CDve AD|| BX ise; AB|| CX tir.

6. Eger AB||CDve ABCD—=A'B'C'D’ ise A'B’||C’D’ diir.

A

Bu aksiyomlarin sonuncusundan AB || CD bagintisinin CD || AB anlamina

geldigi sonucu ortaya c¢ikar. Ayirma aksiyomlarinda 5°te X yerine C konursa ve

ayirma aksiyomlarindan 2’de kullanmilirsa, AC || BC hesaba katilmadiginda
AB|| CD bagintis1 oldugu goriiliir. Ayirma aksiyomlarindan 1, yani varlik aksiyomu,

noktalarin sonsuzlugunu korumanin en dogal yolunu araya eklemektedir. Buna gore,
yukaridaki aksiyomlar Vailati tarafindan verilenleri hige sayarak daha degisiktir.

(Veblen ve Russell’dan alint1 yapilmistir.) [9].

Robinson, asagidaki Veblen ve Robinson’un ¢esitli perspektiflerinin
kombinasyonu i¢in A semboliinii kullanir. Asagidaki Von Staudt bu sembolii icat
eden kisidir. Gegen iki tanimin esit olabilecegine karsin, farkli tanimlama tercih

edilir (Gergel Geometride) [9].

Eger A,B,C dogrusal ii¢ nokta ise; AB/C parcast AB || CX i¢in X noktalarinin
bir simift gibi tanimlanir. Boylece AB/C parcast C yi icermez. Bu parca A ve B ug

noktalariyla bir “aralik” olarak isimlendirilir ve AB/Cile sembolize edilir. Eger X
ve Y, AB/C ye ait ise; XY/C araliginin AB/Cnin icinde oldugu soylenir ve eger
XY/C ye ait ise (6rnegin eger XY || CDise) AB/C icindeki X ve Y nin arasinda bir

D noktas1 yer alir. (Ya X veya Y cakisabilir ya da A veya B cakisabilir. Diger
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durumda ya AX ||BY veya AY ||BX olur.) Boylece bir aralik veya bir parca

faktoriinii sinirladiginda ““iic nokta” sinifin1 gegerli kilar [9].

3.1.2.1.4 Siireklilik Aksiyomu

Bos olmayan iki kiimenin icindeki bir parcamn tiim noktalarinin her boliimii
icin Oyle ki herhangi birinin iki noktast arasinda digerinin hicbir noktasi
bulunmuyorsa, bu kiimenin her diger noktasi ve diger kiimenin her noktasi arasinda

bulunan bir kiimenin bir noktast vardir [9].

3.1.2.1.5 Modeller

Bir aksiyomlar sisteminin tutarli olusundan konusuldugunda, mantiksal
olarak aksiyomlarin sonucunda ortaya ¢ikan iki teoremin hicbir zaman celiskili
olamayacag1 demek istenir. (“Tiim dogrular esittir.”” ve “Bazt dogrular kendine
diktir”” ifadelerinde oldugu gibi.) Agikca tiimdengelimin sonsuz sayida olasi
zincirlerinin herhangi ikisinin bir c¢eliskiye sebep olup olmadigin1 gérmeyi
tamamlayamayacagimizdan tutarlilik icin dogrudan hicbir test yoktur. Dolayl1 bir
test icin orijinal sistemin tanimsiz elemanlart gibi ayni aksiyomlari saglayan
nesnelerin bir kiimesi olan bir “model” kullanilir. Orijinal sistemin icerdigi herhangi
bir ¢eliski modelde de bir celiski ile ifade edilir ve kesin var olan nesneler olduk¢a bu
celigki bulunmaz. Bu nesneler tutarliligi olmus farz edilen baska bir soyut sistem
icindeki (tanimli veya tamimsiz) elemanlar veya matematigin alam1 disindaki
mantiklar icin gercekligi kabul edilen fiziksel nesneler olabilir. Onceki durumdaki
tutarliik varsayimi sadece bu modelin bir modeli araciligir ile dogrulanabilir.
Boylece tutarliligin her sorusunun eninde sonunda diisiincelerle acgiklandig1 gibi,

fiziksel diinyanin 6zelliklerine dayandirildigi uygun bir sekilde iddia edilebilir [9].
Burada reel projektif geometri i¢in ii¢ model verilistir. Birincisi afin geometri

acisindandir.  Afin geometrinin tutarliligt genellikle Kartezyen koordinatlar

(“modelin modeli”) araciligiyla kurulur.  Ikincisi dogrudan sayi sisteminden
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bahseder. Uciinciisii mutlak geometri acisindandir. Mutlak geometri, “belli”

postulatlara dayanan fiziksel uzayla dogrudan karsilastirmaya yoneltir [9].

Kurulan ilk modele gore, paralellerin ¢izgilerini ve yiginlarin1 kapsayan bir
bicimdeki gibi afin uzayda (veya tercihen Euclidean’de) eksensel cizgiler ve yiginlar

tanimlanir ve sonra asagidaki gibi bir sozliik kurulur [9].

Reel projektif uzay Afin uzay

Nokta Yigin

Dogru Eksensel ¢izgi

Bir dogru iizerinde bir nokta Bir yiginin diizlemleri bir ¢izginin
bulunur diizlemlerini kapsar

Iki nokta bir dogru belirtir Iki yigmin bayagi (basit) diizlemleri bir

¢izgi olusturur

Bu modelin kurulusu, “sonsuzlukta bir diizlem” kabuliine “ideal” noktalarin
ve diizlemlerin eklenmesiyle afin (veya Euclidean) uzaydan projektif uzay1 klasik
olarak tiiretmeye esittir. Ciinkii boyle noktalar paralel dogrularin yiginlarinin
merkezleri olarak ortaya ¢ikar ve bu dogrular paralel diizlemlerin ¢izgilerinin

eksenleri olarak ortaya ¢ikar [9].

Dogrudan aritmetige basvurma homojen koordinatlar kullanilarak yapilir. Bu

kez uygun sozliik asagidadir [9]:
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Reel projektif uzay Reel say1 sistemi

A noktasi (ag,a1,a,a3) olarak verilen bir dortlityle
orantilt olan, reel sayilarin sirali dortliilerinin
bir sinif1

p dogrusu P23Po1+P31Pp+P12Pg3= 0 denklemini saglayan

{P23,P31,P12,P01,P02,P03} olarak verilen bir
altiliyla orantili olan, reel sayilarin sirali
altililarinin bir sinift.

(Py,=-Py, ve bu yiizden P,,=0 olsun diye
uygunluk i¢in P, gibi tanimlariz.)

p dogrusu iizerinde bulunan A V nin iki degeri (ve bu nedenle tiimiiyle dort)
noktasi icin agPy,+a;Pyy+asPay+aszP3,=0

AB dogrusu {aobl—albo, aobz—azb(), aob3—a3b0, a2b3—a3b2,
asbj-aibs, ajby-asby }

ABIICD A nin ve aymi sekilde b nin, ¢ nin ve d nin iki
bagimsiz homojen lineer denklemi saglamasi;
kendi oranlar olan a,/a,, c,/c, by/b,, dy/d,
saglamasi veya bazi dairesel permutasyonlar
saglamasi1 bu nedenle, iyi secilmis v nin en az
biri i¢in kesinlikle artan biiyiikliikte olmasi

Eger iki boyutlu projektif geometriyi tek bir diizlem olarak diisiinmeyi
saglayabilirsek, siradan uzayda (metriksel kavramlar olmaksizin) bir nokta

sayesinde, iiciincii bir model dogrular ve diizlemlerden olusur [9].
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Reel projektif diizlem Sabit bir 0 noktasinin civarinda Euclidean
veya Euclidean olmayan uzay

A noktasi 0 dan a dogrusu

AB dogru ab diizlemi

Aralik Diiz ¢izgi

Diiz ¢izgi Eksensel ¢izgi

Ucgen 3 diizlemli

Konik 2. derece ve daha yiiksek dereceli koni

Bu ilk modelin sahip olmadigi simetrinin avantajina sahiptir. Dahasi, bir
yiginin geometrisi “S. Postulat” kullanilmaksizin gelistirilebilir; aslinda bir yi8in
projektif geometrideki gibi mutlak geometride de aym seydir. Fakat iic boyutlu bu
modele uyum saglamak i¢in mutlak (veya Euclidean) hiper uzaymin ozellikleriyle
benzer olan herhangi biri i¢in tamamen saglanan dort boyutlu modeldeki bir nokta

sayesinde dogrularin ve diizlemlerin “hiper-y1gin1” hesaba katilmak zorundadir [9].

3.1.2.1.6 Dualite (ikilik) Ilkesi

A, B, C noktalar1 dogrusal olmayan ii¢ nokta olmak iizere bir ABC tiggeninin
koseleri olarak isimlendirilir. Onun kenarlar1 BC, CA, AB olmak iizere ii¢ dogrudur.
Benzer olarak; A, B, C, D es diizlemli olmayan dort nokta olmak iizere bir ABCD
dort yiizliistiniin koseleridir. Onun kenarlar1 AD, BD, CD, BC, CA, AB olmak iizere
alt1 dogru ve onun yiizleri BCD, CDA, DAB, ABC olmak iizere dort diizlemdir [9].

Diizlemde Dualite ilkesi 6nemli duran her tanmimi ve dogru duran her teoremi
dogrular. “Nokta” veya “dogru”’yu degistirdigimizde degisikliklerin sonucu olarak
ifade tarzinda birkac diizenleme yapariz. Bunun anlami, dogrularin geometrisi

noktalarin geometrisi i¢in bir model kurar. Asagidaki tanima bir 6rnek getirelim:
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Es diizlemli dort nokta A, B, C,
D nin ti¢ii dogrusal olmamak iizere:

AD, BD, CD, BC, CA, AB
kenarlar icin alti dogrusuyla bir ABCD
tam dortgeninin koseleridir.  “Karsit”
kenarlarin arakesit noktalari:

(AD, BC), (BD, CA), (CD, AB)
olarak adlandirilan kosegen noktalar
diye isimlendirilir ve diyagonal iiggenin

koseleridir [9].

Uzayda Dualite ilkesi “nokta” ve

Es diizlemli dort dogru a, b, ¢, d
nin {i¢ii ayn1 olmamak tizere:

(a, d), (b, d), (c, d), (b, c), (c, a), (a, b)
koseleri icin alt1 noktasiyla bir abcd tam
dort kenarlisinin kenarlandir.  “Kargit”
koselerin birlesimi:

(a, d), (b, ¢), (b, d), (c, a), (c, d), (a, b)
olarak adlandirilan kosegen dogrulari
diye isimlendirilir ve diyagonal iliggenin

kenarlaridir [9].

“diizlem”in benzer degisimine izin verir.

Boylece Konum Aksiyomu 7 ve 2 ile dual uzaydir. Burada diger bir 6rnek sudur:

A, B, C, D, E es diizlemli
olmayan bes nokta olmak iizere, kenarlar
icin AB,..., DE on dogrusuyla ve yiizleri
icin ABC,..., CDE on diizlemiyle bir
ABCD tam besgeninin koseleridir. Her

bir kenar ii¢ yiiz tizerinde bulunur.

a, B, v, 0, € dordii ayn1 olmayan
bes diizlem olmak iizere, kenarlar igin
(a, B),..., (8, €) on dogrusuyla ve koseler
icin (a, B, v),..., (y, 9, € on noktasiyla
bir afyde tam bes yiizliistiniin yiizleridir.

Her bir kenar ii¢ koseyi kapsar.

Dualite Ilkesi’ni dogrulamak icin aksiyomlarm kendi duallerini (ikililerini)

beraberinde getirdikleri ileri siiriiliir. Ornegin Konum Aksiyomu 5 ve 2’nin dual-

diizleminin ispatlanmasim saglar [9].
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3.1.2.1.7 Herhangi iki Es Diizlemli Dogrunun Kesisimi

Bu projektif geometriyi afin geometriden agikc¢a ayiran sonugtur. Bu sonug,

olas1 paralellerin kuralina aykiridir [9].

Bir teoremin ispatlanmasinda, aslinda orijinal teoremin ispatlanmasinda her
adimda mekanik olarak dualizeyle bir ispati kagida dokebilmek i¢in daha fazla
kanisiklik olmadan dual-uzay sodylenebilir. Benzer agiklama diizlemin disindaki
noktalar kullanilmaksizin ispatlanabilen herhangi bir dual-diizlem teoremini icerir.

Bununla birlikte Desargues’in Teoremi ve onun tersi dikkate alinirsa:

Teorem 3.1: iki es diizlemli Teorem 3.2: iki es diizlemli
ticgenin  koselerinin  paralel olmast {iiggenin kenarlarinin  paralel olmasi
durumunda paralel koselerin birlesim durumunda paralel kenarlarin
noktalar1 ayn1 ise paralel olan kenarlarin arakesitleri dogrusal ise paralel kdselerin

arakesitleri dogrusaldir. birlesim noktalar1 aynidir.

Bu dual teoremlerin herhangi biri, diizlemden ayrilmaksizin diger birinden
ortaya cikabilir. Fakat ilk ispat aslinda ii¢ boyutlu oldugundan bu amag¢ igin
diizlemde Dualite ilkesi’ne basvurmak mantikli degildir [9].

Iki boyutlu projektif geometrinin aksiyomlarinin yeterli bir kiimesini elde
etmek icin Teorem 3.1 (es diizlemli kelimesini ¢ikararak) ile Konum Aksiyomu 5-7
degistirilebilir. O halde, Dualite ilkesi siiphesiz saglanir [9].

3.1.2.2 Eliptik Geometri

3.1.2.2.1 Genelde Eliptik Geometri

Klein’in Eliptik Geometrisi, es diizlemli iki dogrunun arakesitinin genelde tek

bir nokta oldugu bir metrik geometridir. Bu geometriye yaklagsmanin bir metodu,
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asagidaki gibi belli aksiyomlan saglayan tamimsiz bir kongruans bagintisini

tanitmaktir [9].

Aksiyom 3.21: Verilen bir dogrunun iizerindeki herhangi bir D noktasindan,
her biri verilen bir AB parcasina eslenik olan iki parca CD ve DE olmak iizere, iki

parca ayriabilir [9].

O halde, Euclid’in 6zdesligine benzer énermelerin bir zinciri genisletilebilir
ve tiim dogrularin sinirh ve esit oldugu sonucu ¢ikartilabilir. Bir dogru sonsuzdur ve
herhangi iki nokta iki “biitiinler” parcay1 belirler. Eger bunlar esitse, her biri bir
“dik” parcadir ve bu iki nokta “eslenik” olarak isimlendirilir. Verilen bir diizleme
dik olan tiim bu dogrular, diizlemde her noktaya eslenik olan belli bir noktada ¢akisik
olarak bulunur. Tersine, verilen bir noktaya eslenik olan noktalarin yeri bir
dizlemdir. Boylece bu, noktalar ve diizlemler arasindaki “uniform kutupsallik”

olarak isimlendirilen bir ¢esit tanimdir [9].

Reel projektif geometrinin her aksiyomunun eliptik geometride de gecerli
oldugu ileri siiriiliir. Bu aksiyomlar kolayca benimsenir ve bir uniform kutupsalligin
ozel ilgi alani olarak kabul edilir. Bu mutlak kutupsallik once keyfi olarak secilir,
sabit tutulur ve bir eslenik translasyon (doniisiim) bu kutupsallifi kendisine
doniigtiiren bir kolineasyon gibi tanimlanir. Kongruansin tiim aksiyomlar sonra
ispatlanabilen teoremler olur.  Basitlikteki bu artis 6nemlidir. ~ Ozellikle bu
aksiyomlar (bir parcanin yeri essiz olarak belirlenen) Euclidean geometridekilerden
daha karmasiktir. Dahasi reel projektif geometrinin tiim teoremleri hem de eliptik
geometridekileri kesinlikle tutar ve baska teoremlerin sonuclar i¢in 6nemli bir temel

olusturur (“Eslenik translasyonun (doniisiimiin)” diger ismi izometridir.) [9].

Eger eliptik geometriyi sadece iki boyutta gelistirilmek istenirse reel projektif
diizlemle baglanir ve bir eliptik kutupsalligin 6zel ilgi alam olur. Bir tek dogrunun
geometrisini dikkate alan bir icerik olusturulsun. Mutlak kutupsalligin yerine mutlak
bir involusyon (karisiklik) alinsin. Bu, baslangigta reel projektif dogrudaki herhangi

bir eliptik involusyon (karigiklik) olsun, fakat ilk kez secildiginde tiim goriisler
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tamamen korunur. Bu tamimla, onun c¢iftleri bu dogruyu “dik parcalarina” ayiran

konjuge (benzer) noktalardir [9].

Benzer olarak, sonsuzlukta bir diizlemde 6zel bir eliptik kutupsallik (veya
involusyon (kanisiklik)) ile “afin” geometriden Euclidean geometri tiiretilebilir.
Aslinda afin uzayin sonsuzda bir diizlemdeki noktalarin ve dogrularin geometrisi
projektiftir.  Oysa FEuclidean uzaym sonsuzda bir diizlemdeki noktalarin ve

dogrularin geometrisi eliptiktir [9].

3.1.2.2.2 Modeller

Iki boyutlu eliptik geometri, Euclidean uzayda bir dogru ve diizlem y1gminin
olusturdugu bir modelle gosterilir. Bir boyutlu eliptik geometri i¢in benzer bir
model, Euclidean diizlemde diiz cizgi meydan getirir.  Eslenik noktalar dik
dogrularla temsil edilmis olur. Fakat bu bir boyutlu durumda istisna olarak bagka
basit model elde edilebilir. Aslinda eliptik dogrunun geometrisi tipik bir cemberin
geometrisiyle 6zdestir. Noktalar cap boyunca zit yerde olunca “konjuge (eslenik)”

olur [9].

Bu modelin elemanlar bir konik iizerinde tanimli izdiisiimselliklerin olas1 bir
sonucuyla ilgili olabilir. Ciinkii bir ¢cember bir koniktir ve bir konik {izerindeki
herhangi bir involusyon (karisiklik) ciftinin birlestigi dogrular tipki bir cemberin cap1
gibi tasiir. Bu kuadrik (ikinci dereceden bir yiizey) i¢in benzer bir teori degildir ve

sonug olarak bir kiire iizerindeki eliptik diizlemi bire-bir temsil etmez [9].

Eliptik geometrinin kendi soyut dogasimi vurgulamak i¢in asagidaki sozliikte

oldugu gibi iki model yan yana yerlestirilebilir:
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Eliptik dogru Sabit bir O noktasinin Bir ¢emberin ¢evresi

civarindaki Euclidean
diizlem
Nokta O dan gecen dogru Cember iizerindeki nokta
Parca (segment) Act Yay
Biitiinler parcalar Biitiinler agilar Major ve minor yaylar
Dik parca Dik A¢1 Yarim daire
Translasyon (doniisiim) O etrafinda donme Merkez etrafinda donme
Bir noktada yansima O dan gegen bir dogruda Bir ¢capta yansima
yansima

Modellerin bu konunun mantiksal gelisiminin bir pargasi olmadig1 agikca
anlasilabilir, fakat sadece grafikler gibi anlamlandirmaya yardim eder (Her iki model
Sekil 3.23’te kullanilir). Reel projektif geometri kadar tutarli olan eliptik geometri
“3.1.2.1.1 Reel Projektif Geometri: Temelleri’nden beri hi¢bir yeni varsayimdan

olusmadig i¢in artik herhangi bir tutarlilik sorusu yoktur [9].

Sekil 3.23: Euclidean ve eliptik modellerin kullanim1

3.1.2.2.3 Yansimalar ve Translasyonlar (Doniisiimler)

Bir Q eliptik involusyonla (karisiklikla) her projektiflik permute edildiginde

her biri eliptiktir, ama involusyon (karisiklik) veya hiperbolik involusyon (karisiklik)
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degildir. Q bir mutlak involusyon (karigiklik) oldugunda (varsayildigi gibi), bu
hiperbolik involusyon (karigiklik) bir “yansima” ve bu eliptik projektiflik bir
“translasyon (doniisiim)” olarak isimlendirilir. Benzer teorem soylendiginde bu, A
ve B herhangi iki nokta i¢in her alinan A dan B ye; o®@g bir tek yansimasi, o'W bir
tek translasyon (doniisiim)ii vardir. A ve B eslenik oldugunda 6zel olarak AW = Q

olur [9].

Iki izdiisiimselligin sonucu Q ile her biri permute edildiginde, Q ile kendisi
permute edilir. (Ayrintili olarak; Q00 = 0Q0 = 00 Q dir.) Bundan dolayi, iki
yansima sonucu veya iki translasyon (doniisiim) sonucu bir translasyondur
(dontisiimdiir). Fakat bir yansimanin sonucu bir translasyon (doniisiim) sonucu bir
yansimadir. Bir dogru iizerinde herhangi iic nokta A, B, C olmak iizere sembol

olarak [9].

AP pOc = A¥c=a¥BBYc (3.1)
ADPpBY¥c= APc = A¥5 BDc (3.2)

seklinde gosterilir [9].
Bundan dolay1, A5 = 5Wa apacik gercegi ile uyum iginde [9].

APa=1 (3.3)
ifadesini igerdigi i¢in gosterimi genisletmek dogaldir. Fakat o®a, A ve AQ nokta
ciftinin involusyonudur. Bu A da (veya AQ da) “yansima” olarak adlandirilir. 5®gp
olmasi i¢in A ve B degistirilir. g®4 olmasi i¢in de aymi sekilde A ve B degistirilir

[9].

Eger ®@ herhangi bir yasima ve ¥ herhangi bir translasyon (doniisiim) ise, @Y

bir yansima oldugunda ¥ = ® ®¥ olur. Bundan dolay1 [9].

Her translasyon (doniistim) biri keyfi olarak secilen iki yansimanin bir

sonucudur [9].
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Yine @Y i¢in bir yansima olduguna gore [9].
Yov=0 (3.4)
ifadesi periyot ikidendir [9].
Boylece eger AY = B ve BO = C ise, o halde AD = AY ®¥Y = BOY = C¥Y

dir. Bu son D noktasi, Sekil 3.23’teki gibi asagidaki (eslenik parcalar igin

benimsenen tanimi dogrulayan) teoremi ortaya ¢ikarir [9].

A¥Ys= c¥pve p@c = 2Dp (3.5)

bagintilart esittir [9].1kinci bagint1 B ve C arasinda simetrik olduguna gore, baska

esit bagintt AW¢ = g¥p dir [9].

“Yansima” ve “translasyon (doniisiim)” kelimelerinin kullanimi Euclidean
geometrideki tistteki teoremleri i¢ine alan ispatlarla agiklanir. Fakat bu ispat metodu
hicbir mutlak involusyon (karisiklik) ve hicbir eslenik noktayr icine almayan
Euclidean dogrusu icin epey farklidir.  Euclidean geometride, herhangi iki
translasyon (doniisiim) permute edilebilir, fakat iki yansima hicbir zaman (tek
boyutta) permute edilemez. Eliptik geometride benzer sonuglar sdyledir: [9].

¥ ve ¥ iki translasyon (doniisiim) ve A herhangi bir nokta olsun [9].

B=AVY,C=AY,D=C¥ (3.6)

tanimlansin. Sonra s\Wp = ¢¥p ( = V) bagintisi g¥p = A%¥c ( = ") bagintisina esit

oldugunda B¥ =D olur. Boylece

APY =D =AY Y (3.7)

olur ve dahas1 Y¥ = A¥Yp= Y dir. Buradan;
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Herhangi iki translasyon (doniisiim) permute edilebilir [9].

Diger yandan, eger ,®@p ve @ yansimalar1 permute edilebilirse,

A\PC = A(DB B(DC = B(DC A(DB = C(DB B(DA = C\PA (38)

dir [9]. (3.5)’le (B i¢in C ve D i¢in A ile) bu, c®@c = o4 ile gosterilir. Boylece eger

A ve C farkli ise, eslenik olurlar ve o®@c = Q olur. Buradan,

Aksiyom 3.22: Eger iki yansuma permute edilebilirse, onlarin sonuclar

mutlaka bir involusyondur [9].

3.1.2.2.4 Bir Parcanmin Uzunlugu

Bir parganin uzunlugunu eslenik doniisiim altinda degismez kalan ve
stralanmis parcalarin toplamsal bir 6zelligi arastirilir.  Ornegin; AC parcasinda B

bulundugunda, [9].

AB + BC=AC 3.9

dir. AW g%¥c = A%Pc olduguna gore, A y1 B ye doniistiirmek icin  translasyonunun
(doniisiimiiniin) yiikseltilme kuvveti dikkate alinir. Kesin olarak, eger A¥p = Q"
(0<n<2) ise, A uzunluk birimine bagli olan keyfi bir sabit oldugunda AB pargasi niA

uzunlugundadir denir ve

AB =n\ (3.10)
biciminde yazilir. (Bir parca ve uzunlugu i¢in ayn1 AB semboliiniin kullanilmasi
sonucu higbir karigiklik meydana gelmez. Bu baglamda genellikle demek istenen

anlam gosterilir.) ki parca eger sadece ve sadece ayn1 uzunlukta ise eslenik olduklart

hemen anlasilir [9].
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Eger A ve B eslenikse, AB = A dir ve tam dogrunun uzunlugu soyle iki

parcanin siralanmasiyla elde edilir:
AB +BA =2) (3.11)

Elbette A ve B eslenik olmasa bile, daha kisa par¢a “dar” olarak ve daha uzun
parca “genis” olarak isimlendirildiginde AB + BA tam dogrudur. Dar parganin
uzunlugu A ve B arasindaki “uzaklik” olarak isimlendirilir [9].

Bir birimin iyi se¢imi, A uzakligi 6zel bir rol oynadig i¢in Euclidean
geometrideki keyfiligin aymi ¢esidine sahip degildir. Aslinda A nin mantikli bir
sec¢imi belirli formiiliin goriiniisiiniin ¢ok basitlestirilmesiyle bulunur [9].

3.1.2.2.5 Capraz Oran Kosullarinda Uzakhk

Dogrunun noktalar1 reel sayilar ve o tarafindan araliksiz olarak homojen
olmayan bir koordinat veya apsis(x) degeri ile temsil edilebilir. Bir eliptik
involusyonun (karigikligin) en basit sekli sudur:

xx’+1=0. (3.12)

Mutlak involusyon (karisiklik) Q oldugunda temel noktalar F,, P, P, olarak se¢ilsin
[9].

O halde eslenik noktalarin tipik bir ¢iftinin apsisi ¢+ ve —t~' olur. Involusyon

(kanisiklik) soyle cift noktalardir:

xx'—%(r—t_l)(x+x_l)—l:0. (3.13)
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Bu ifade bu yiizden genel “yansima”dir, fakat F, da yansima soyledir:

x+x=0 (3.14)

Bu iki yansimanin birlesimi, (3.13)’te x yerine —x yazilmasiyla [9].

xx'—%(t—t'l)(x—x')+1=0 (3.15)
veya
(X" =) /A +xx") =2t I(1-1%) (3.16)

seklinde genel translasyon (doniisiim) elde edilir [9].

Bu trigonometrik yerine koyma ile basitlestirilebilir. Aslinda x=tan¢,

xX'=tan&’, 1= tan%& konulursa tan({’—&)=tané elde edilir. Bu yiizden su

denklik yazilabilir:
E'=E+0(modr). (3.17)

Tanjant fonksiyonu genellikle Euclidean geometri terimlerinde tanimlanmig
olmasina ragmen zorlukla gosterilmesi gerekir. Ancak L =1+y* (x = 0 oldugunda
y = 0 ile) gibi diferansiyel denklemi yoluyla analitik olarak rahatlikla tanimlanabilir
[9].

0<¢& <7z ile herhangi bir & sayisi igin apsisi tané olan (&) tanimh bir
noktadir. & nin durmadan éﬂ'den 7 ye 0 dan arttirildig: gibi, tan& de 0 dan o a

arttirthr ve sonraQ dan geriye negatif degerler boyunca arttirilir. Bu arada (&)

noktasi n, 0 dan 2 ye durmadan arttirildiginda siirekli Q" translasyonu (doniistimii)
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yoluyla bu dogruyu tanimlar. Eger Q" ve Q" orijini (0) dan sirasiyla (&) ve (0) ya

cevrilirse, Q"™ birlesimi “3.1.2.2.5 Capraz Oran Kosullarinda Uzakliga” uygun

olarak (0) dan (£+8) ya gevrilir. Bu yiizden & ve n orantili olarak artar ve Q", (0)

dan (%ﬁn)ye cevrilir. Bir bagka deyisle, parcanin uzunlugu (0) dan (£+8) ya

“3.1.2.2.4 Bir Parganin Uzunlugu”ndaki gosterimle & ye orantilidir. Bu oranti da

kesinlikle 2&A/ 7 dir [9].

alir:

€ nin terimlerinde translasyon (doniisiim) ile (3.14) daha cok bilinen bigimler

x4+ (x—x")cot@+1=0 (3.18)
veya
x’ — _xcos@+siné
—xsin@+cosf (3.19)

Iyi secilmis temel noktalardan bagimsiz olan uzunluk icin bir formiil elde

etmek icin, verilen bir par¢anin u¢ noktalar1 kendi eslenikleriyle olusturuldugunda

capraz oran hesaplanir. Ug noktalar1 (£) ve (77) olan bir AB pargasi dikkate alinsin.

A" ve B’ eslenik noktalarn (& i%ﬂ') ve (ni%ﬂ) dir. Bu dort noktanin apsisleri

tan&, tan7, -cot&, -cotn diir. Bu yiizden soyle olur [9]:

s ppn _ (tang—tanp)(=cot & +cotn) _ (tan7—tan &) £ (3.0
(a4’ 55} (tan&+coty)(—cotE—tanyy)  (I+tanzyptan &) tan’(7=¢) (3-20)

Bagka bir deyisle, eger AB, 264/ uzunlugunda bir pargaysa,

{AA’, BB’} =—tan’ 6 (3.21)
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olur ve bundan dolay1 su esitlikler bulunur:

{AA',B'B} =—cot* 6, (3.22)
{AB’,A’B} = cosec’0, (3.23)
{AB’,BA’} =sin’ 0, (3.24)
{AB,B’'A’} = cos 6, (3.25)
{AB,A’B’} =sec® 6. (3.26)

Bu ¢apraz oranlarin uygun bir tanesi segilip ABA” ii¢liisiiniin anlami belirsiz

sembolle tanitmlandiginda, uzunlugun kendisi asagidaki gibi ifade edilir:
22‘ 2 AL
AB =—arccos(+,/{AB,B’A 3.27
~ (= b (3.27)

Ik modelde /1:%7[ ve ikinci modelde A= alinirsa, aginin veya yayin

radyan cinsinden 0l¢iisii, uzunluk 6l¢iisii olarak kabul edilir. O halde, tiim dogrularin

uzunlugu, sirastyla 7 veya 27 olur [9].

3.1.2.3 Tammlayic1 Geometri
3.1.2.3.1 Hiperbolik Geometri icin Klein’in Projektif Modeli

Euclidean olmayan geometri yaklasiminda iki temel tarz vardir. Bunlardan
biri Gauss, Lobatschewsky, Bolyai ve Riemann tarafindan, Euclidean geometri ile
baslatilan ve postulatlar1 degistirilen geometridir. Digeri ise Cayley ve Klein
tarafindan projektif geometri ile baglatilan ve bir kutupsallik ile digerinden ayrilan

geometridir [9].

Klein’in isleminde, mutlak geometride eger iki dogru eslenikse, bu geometri

bu kutupsalligin tipine gore eliptik veya hiperbolik olur. Eliptik durum etraflica ele
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alindiginda; gecersiz kutupsalligin uygunsuz oldugu kolayca goriilir. Bu bir yana,
bir konik veya kuadrigin (ikinci veya daha yiiksek dereceden bir yiizey) “mutlak”
olarak tanimlanma ¢esidine bir kutupsallikla izin verilir. Eger kendi kendine dik olan
dogrularin olasiliginin kurali disindaki 4.Postulat kabul edilirse, mutlagin bir kuadrik
kural1 olmadig1 bulunur ve diizlemdeki bir konigin veya uzaydaki bir oval kuadrigin

i¢ noktalarinin dikkate alinmasina yol gosterir [9].

Bir eslenik doniisiim mutlagi koruyan bir kolineasyon gibi tanimlandiginda,
eger bir AB dogrusu K ve L de mutlak oluyorsa, AB uzunlugu, Klein tarafindan
gosterildigi gibi,

e** ={AB,KL} (3.28)

ile verilerek gosterilir. « burada uzunluk birimine bagli olan bir reel sabittir. «
pozitif olarak alindiginda bu formiilin AB yi, AK ||BL veya AL||BK ye gore

pozitif veya negatif yaptigi bulunur. Her iki durumda AB uzunlugu $6yle olur:

[log{AB. KL}
e

(3.29)

Ozellikle AK =oo ise, “sonsuzluktaki noktalar” icin mutlak iizerindeki

noktalar olarak bahsedilir [9].

Sekil 3.24: A merkezli diiz ¢izgi ve q dogrusunun aymn diizlemde olmasi
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Lobatschewsky’nin “imgesel geometrisi’nin tim o6zellikleri bu geometride
bir konik veya bir kuadrigin i¢inde kolayca goriiliir. Ornegin; A merkezli diiz bir
cizginin ve q dogrusunun Sekil 3.28 ve Sekil 3.24’teki gibi ayn1 diizlemde oldugu
g0z oniinde tutulur. pve p’ paralelleri, sonsuzdaki noktalarin iizerinde oldugu q
daki A noktasinda birlesir ve ¢izgiyi iki parcaya aymrir. “Ikinci” parca, mutlak
disinda q da karsilasan dogrulardan meydana gelir. Soyle ki, hiperbolik geometri

acisindan dogrularin hicbiri q da karsilasmaz [9].

Mutlagin diginda ve iizerinde olan “ideal” noktalar cok onemlidir. Ornegin,
bir dis noktanin kutbu, kendisinden gecen herhangi iki dogrunun ortak dikmesidir.
Fakat hiperbolik geometride diizenli noktalarin tiimii mutlagin i¢ noktast olduguna
gore, Euclidean geometri biraz degistigi icin klasik cesitlerde hiperbolik geometriye
yaklagtiginda tanimlanabilen bu diger noktalar higbir sekilde agik degildir. Klein,
hiperbolik uzayin bu uzantisini iiretmek i¢in bir yontem gostermistir. Bu detaylar da
Pasch tarafindan diizenlenmistir.  Afin veya Euclidean uzaya sonsuzluktaki

noktalarinin eklenmesi 6zel bir durum gibi goriiniir [9].

Metrik kavramlarin konu disinda olmasi yeterince dogaldir. Verilen bir
noktadan cizilen verilen bir dogruya paralel olan dogrularin sayisini sdylemek icin
baska hicbir bilgiye ihtiyag duyulmaz. Bu sekilde Euclidean ve hiperbolik

geometrinin her ikisini birden kapsayan daha genel bir geometri ile ilgilenilebilir [9].

3.1.2.3.2 Disbiikey Bir Bolgede Geometri

Reel projektif geometri, “Tamamlanmamis diiz bir kenarla ne yapilabilir?”
gibi tamimlandiginda, dogrularin ciftlerinin istenen kesisim noktasinin kullanilan
kagit yapraginin disinda olmasini igermesi karmasik bir yapiya uygun oldugundan,
pratik giicliilk ihmal edilir. Digbiikey bir bolge etkeni sinirlandiginda reel projektif
geometrinin olusmasi sorusuyla bilinen bu sikinti géz oniinde tutulabilir (Ornegin,
herhangi bir dogrunun tiimiinii icermeyen, fakat icinde herhangi iki noktasiyla
tammlanan iki par¢adan birinin tiimiinii iceren bir bolge etkeni gibi). ihmal edilen

aksiyomlar sadece Konum Aksiyomu 5 ve 7’dir. (Iki dogru veya iki diizlem, secilen
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bolgenin i¢inde karsilagsmiyorsa, hicbiri karsilasmiyor, denir.)  “Tanimlayici”
geometrinin meydana gelmesi, Dualite Ilkesi’nin kaybmm iki noktayla tamimli bir
tekparcanin ispatiyla telafi ettigine gore, pratiksel ilgi kadar teoriktir. Dolayisiyla
aitlik ve konum bagintilar1 tanimlanmak yerine, her iki “lic nokta” dizisinin tek
bagintis1 veya “arada olma” terimiyle ifade edilebilir. Aslinda ii¢ noktanin dogrusal
olmasi, pratiksel arastirmada oldugu gibi, onlardan birinin diger ikisi arasinda

bulunup bulunmadigina bakilarak test edilebilir [9].

Genellikle oldukca farkli kavramlar i¢in tercih edilen (yani diizlemdeki
izdiigiimlerle kati bir figiiriin sembolize edilmesi teknigi) “tanimlayict geometri”
ismi, Russell ve Whitehead tarafindan “seri dizi geometrisi” i¢in uygun bir kisaltma

olarak benimsenmistir [9].

Tanimlayici geometrinin aksiyomlarinin bir kiimesi “3.1.2.3.3 Veblen’in
Dizi Aksiyomlari”nda verilmistir. O halde, disbiikey bir bolgenin geometrisi bir
model gorevi goriir. Fakat olas1 digbiikey bolgelerin cesitliliginin tanimlayici
geometri olarak gosterilmesi kesin degildir. Baska bir deyisle, kesinlikle bir
geometri degildir, fakat geometrilerin bir ailesidir. En ¢ok kullanilan iki bolge (iki
boyutlu durumda) bir konigin i¢ bolgesi ve projektif diizlemin digindaki bir dogruyla
tamamidir. Bunlar sirasiyla hiperbolik geometri ve afin geometride verilir. Fakat
bunlar diger olasiliklardir. Ornegin, bir iicgensel bolge ve paralel ii¢c dogrusal
kutupsallik kullanilabilir. Bununla birlikte o zaman metrik 6zellikler, dikligin daha

fazla bir simetrik bagint1 olmasindan dolay1 oldukga tuhaf olur [9].

Kongruans ve paralelligi atlayan lise geometrisinde kullanilan tanimlayici
geometri, projektif geometriden daha tamidiktir. Bundan dolay1 dncekinin, sonraki
icin aymi sekilde tersine bir model saglamasi ilgingtir. Ashinda bu iki farkli yolla
olur.  Tanimlayici uzaydaki bir nokta sayesinde dogrular ve diizlemlerin, reel
projektif geometrideki noktalar ve dogrular icin bir model olusturdugu goriiliir.
Daha genel olarak, n-boyutlu tanimlayici uzaydaki bir nokta sayesinde dogrular ve
diizlemler (n-1) boyutlu projektif uzayda noktalar ve dogrular icin bir model
olusturur. Ikinci olarak, asagidaki Pasch tarafindan detaylandirildig1 gibi, Klein’in

onermesinin, tanimlayict uzaydaki dogrularin ve diizlemlerin belli siniflarinin aym
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sayida boyutlu reel projektif uzaydaki noktalar ve dogrular icin bir model
olusturdugu goriiliir.  Aslinda bir tanimlayict uzayin verilmis olmasi, kendisi
tanimlayic1 uzayin bir parcasi olan bir projektif uzayin, yani digbiikey bir bolgenin

cizilebilmesi demektir [9].

3.1.2.3.3 Veblen’in Dizi Aksiyomlari

B

Veblen’in isleminde, bir “nokta” tanimlanmamig bir eleman ve “arada olma’
tanimlanmamis bir bagintidir. Forder’a gore, “A ve C arasinda B bulunur.” veya “A,
B, C ii¢ noktas1 BC dizisindedir.” seklindeki bu bagintiy1 ifade etmek icin [ABC]

semboliinii kullanir [9].

3.1.2.3.4 Tanimlayict Geometri Icin Aksiyomlar
Aksiyom 3.23: En az iki nokta vardir

Aksiyom 3.24: Eger A ve B iki noktaysa, [ABC] olacak sekilde, en az bir C

noktast vardir.
Aksiyom 3.25: Eger [ABC] ise, o halde A ve C farklidur.
Aksiyom 3.26: Eger [ABC] ise, o halde [CBA] dir, fakat [BCA] degildir [9].

Eger A ve B herhangi iki nokta ise, AB “parcas1” [AXB] olacak sekilde X
noktalarinin bir sinifi, yar1 dogru veya A/B “ism1” [BAY] olacak sekilde Y

noktalarinin bir smmfidir.  AB “aralig’”, A ve B u¢ noktalanyla birlikte AB
parcasindan meydan gelir ve AB dogrusu Sekil 3.25’te oldugu gibi A/B ve B/A
1sinlanyla birlikte AB araligindan meydana gelir. A/B 1sininin, A dan “ciktig1”
sOylenir. Eger kendi sinifina aitse noktalarin bir parga, 1sin, aralik veya dogru

iizerinde bulundugu soylenir. Ornegin; “dogrusallk” gibi, diger birkac sozciik
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“3.1.2.1.1 Reel Projektif Geometri: Temelleri’nde oldugu gibi aym1 anlamda
kullanilir [9].

A/B . AB ., B/

Y A X B
Sekil 3.25: AB aralif1

Aksiyom 3.27: Eger C ve D, AB dogrusu tizerinde iki nokta ise; o halde A,
CD dogrusu iizerindedir [9].

Aksiyom 3.28: AB dogrusu iizerinde olmayan en az bir nokta vardur [9].

Aksiyom 3.29: Eger A, B, C dogrusal olmayan ii¢c nokta, D ve E oyle ki

[BCD] ve [CEA] ise, o halde [AFB] ile DE dogrusu iizerinde bir F noktast vardir.
(Bkz. Sekil 3.26) [9].

Sekil 3.26: [AFB] ile DE dogrusu iizerindeki F noktasi

Eger A, B, C dogrusal degilse; ABC diizlemi, BC,CA,AB araliklan

tizerindeki noktalarin ¢iftleri ile dogrusal noktalarin sinifidir. Buradan, bir diizlemin

herhangi iki noktasinin birlesimi olan bir dogruyu igerdigi sonucu ¢ikarilabilir [9].

Aksiyom 3.30: ABC diizleminde olmayan en az bir nokta vardir [9].

Aksiyom 3.31: Bir ortak noktast olan iki diizlemin baska ortak noktalar da
vardir [9].
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Aksiyom 3.32: Bos olmayan iki kiimenin icindeki bir dogrunun tiim
noktalarinin her boliimii icin, herhangi birinin iki noktasimin arasinda digerinin
hichbir noktast bulunmuyorsa, bu kiimenin her diger noktasi ve diger kiimenin her

noktasi arasinda bulunan bir kiimenin bir noktasi vardir [9].

Bu son aksiyom, “3.1.2.1.4 Siireklilik Aksiyomu”ndan sadece “parca” yerine
“dogru”nun konulmasiyla farkhidir.  Projektif geometrideki Aksiyom 3.32°nin
kullanilamamasinin tersine, “3.1.2.1.4 Stireklilik  Aksiyomu”nun kendisinin

kullanilmasinin higbir zarar yoktur [9].

3.1.2.4 Euclidean ve Hiperbolik Geometri

3.1.2.4.1 Kongruansi Tamitma

Kongruansin tarihsel gelisimini daha yakindan tanitmak i¢in, tanimsiz ikinci
bir baginti gibi tanimlayici geometri icinde kongruansi tanitma ve aksiyomlar
seklinde 6zelliklerini belirtme yontemini ters cevirmek tercih edilmistir. Bolyai’nin
“mutlak geometri” 6nermeleri apacik bir sekilde sonug olarak ortaya ¢ikabilir. Sonra
bir reel projektif uzayda tanimlayici uzayr yerlestirme metoduyla, her kongruans

doniisiimiiyle permute edilebilen bir kutupsallik tanim1 bulunur [9].

Kongruans bagintis1 baslangicta nokta c¢iftlerini kapsar ve AB nokta ¢ifti CD
nokta c¢iftine esleniktir anlaminda AB=CD yazilir. Fakat her nokta cifti tek bir
parca tamimlayacagindan, “AB pargasi CD parcasina esleniktir.” gibi ayni formule

benzer bir okunusla hicbir karisikliga sebep olmaz [9].

Kongruansi aksiyomatik olarak tanimlama fikri Pasch’den sayesinde ortaya
cikmigtir.  O’nun aksiyomlar1 Hilbert ve R. L. Moore tarafindan basitlestirilmistir.
Aksiyomlarin sayisini bir minimuma indirgemek ugruna Aksiyom 3.24’ten gereksiz
olarak soz edilebilir. Bundan dolayi, tek tanimsiz eleman bir “nokta”, iki tanimsiz
bagint1 “arada olma” ve “kongruans”, tanimlayict aksiyomlar Aksiyom 3.23, 3.25-

3.32 ve asagidakilerle meydana gelir [9].
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3.1.2.4.1.1 Kongruans Aksiyomlari

Aksiyom 3.33: Eger A ve B farkli noktalar ise, herhangi bir C/E is1n1
iizerinde AB = CD olacak sekilde sadece bir tek D noktast vardir [9].

Aksiyom 3.34: Eger AB=CD ve CD = EF ise, AB = EF dir [9].

Aksiyom 3.35: AB = BA (Bundan dolayr AB = AB )dir [9].

Aksiyom 3.36: Eger [ABC], [A'B'C’],ve BC=B'C’ ise, AC = A'C’diir [9].

Aksiyom 3.37: Eger [ABC] ve [A'B'C’|; BC=B'C’,CA=CA,AB=A'B’
ile D ve D’ baska iki nokta iken ayni dogrultuda olmayan iki iiclii nokta ise, o halde

[BCD],[B'C'D’] ve BD =B'D’, 0 durumda da AD = A’D’ diir [9].

Kongruans bagintisinin sadece doniislii ve gecisli degil ayni zamanda da
simetrik oldugu sonucu kolayca ortaya cikar. Dahast bu baginti, nokta ¢ifti veya
parcalardan herhangi bir ¢esit figiire kolaylikla genisletilir. Gergekten karmasik olan

aksiyom sadece Aksiyom 3.37°dir [9].

Aksiyom 3.33-3.36 bir parcanin (veya bir araligin) ‘“uvzunlugunu”
tanimlamaya imkan saglar ve sonra Aksiyom 3.32 biiyiikliigiin devamli bir kiimesini

uzunluklarin olusturdugunu gosterir. Ozellikle her aralik bir “orta noktaya sahiptir.

Sonra dogal sekilde acilarin esligi tanimlanir ve “eger herhangi bir a¢t p,q, , g, den
gecen bir diizlemde herhangi bir i15in a, ise iki isindan daha ¢ok b, yoktur, oyle ki

a,b, = p,q, dir.” sonucu ¢ikarilabilir [9].

Eger a, ve a, biitiinler 1s1nlar ve b, de ayn1 baslangi¢c noktasindan ¢ikiyorsa,
a,b, ve a,b, agilarinin biitiinler oldugu soylenir. Eger a,b, = a,b, ise, o halde a, ve
b, 1smlarmin veya onlar iceren a ve b dogrularinin “dik” oldugu sdylenir ve a,b,

acis1 “dik a¢1” olarak isimlendirilir [9].

80



Parcalar i¢in AB=CD ifadesi agik¢ca uzunluklar i¢in AB = CD ifadesine
esdegerdir. Bu yiizden bir par¢a veya uzunlugu icin ayni semboliin kullanilmasindan
hicbir karisiklik ¢ikmaz. Benzer soz daha az karmagsik bir durum olmasina ragmen,

acilara da uygulanabilir [9].

O merkezli ve OP yaricapl bir “cember” O dan gecen bir diizlemdeki
OX =0OP (veya OX =OP) kosulunu saglayan X noktalarinin bir simifi olarak
tanimlanir.  Bir Q noktasinin, sayet OQ > OP ise, ¢emberin “disinda” oldugu
sOylenir. Noktalar ne ¢emberin iizerinde, ne de cemberin disinda ise “iginde” oldugu
soylenir. Eger A merkezli bir cember, ayni diizlemdeki C merkezli bir cemberin bir
i¢ noktas1 ve bir dig noktasina sahip ise, o zaman iki cember her biri AC kenari
izerinde olan en az bir noktada kesisir. O zaman “herhangi iki dik a¢inin eslenik”
oldugu anlasilir ve Euclid’in baslangic noktasina ulasilir (1-4 Postulatlariyla). Buna
gore, Euclid’in I. Onermeleri, “arakesit olmayan” ile yer degistirip “paralel”
kelimesiyle kabul edilir. Hem de A dan sirasiyla B ve C yi igeren 1sinlarla

olusturulan bir a¢1i¢in, ZBAC alisilmis gdsterimi benimsenir [9].

3.1.2.4.2 Dik Dogrular ve Diizlemler

Cayley ve Klein’in islemi, Bolyai ve Lobatschewsky’den elde edilmistir. Ilk
adim asagidaki diklik hakkindaki teoremler zinciriyle meydana gelen ideal elemanin
cesitli tiirlerini tamimlayan yiginlar ve cizgiler icin bir metrik tanimi elde edilir.

(Burada tiim noktalar, dogrular ve diizlemler normal olarak dikkate alinmistir.) [9].

Teorem 3.3: Ortak A noktasinda kesisen iki dogrunun her birine dik olan bir

dogru, iki dogrunun bulundugu diizlemde A dan gecen her dogruya diktir [9].

Euclid’in ispat1 gegerlidir. Boyle bir dogru ve diizlemin (birbirlerine) dik
oldugu soylenir [9].

Teorem 3.4: Verilen herhangi bir diizleme dik olan, verilen herhangi bir

noktadan gecen sadece bir tek dogru vardir [9].
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Euclid’in ¢izimi bdyle bir dogruyu verir (Fakat onun 6nceki ispat1 paralelleri
kullanmaktan kaginilarak degistirilmistir.). Boyle iki dogrunun tanimlandig diizlemi

dikkate alarak (Euclid’de oldugu gibi) essizligi anlasilir [9].

Teorem 3.5: Eger bir o diizlemi bir p diizlemine dik bir r dogrusunu

iceriyorsa, p diizlemi o ya dik olan bir s dogrusunu icerir [9].

Bu Teorem 3.3’ten kolayca anlasilir. p ve o gibi iki diizlemin dik oldugu

soylenir [9].

Teorem 3.6: Eger p ve o diizlemlere dikse, ( p, 0 ) dogrusuna dik olan o

daki herhangi bir dogru p ye diktir [9].

Ispat:

o, p yadik olan BC dogrusunu icersin (Bkz. Sekil 3.27). AE, (p,o0) veya
BA ya dik olan o da herhangi bir dogru olsun. A/E iizerinde, AF = AE i¢in F
alinsin.  Eslenik ticgenlerin ¢ifti dikkate alindiginda (Euclid’in ispatinda oldugu
gibi), sirasiyla BE = BF, DE = DF ve DA nin, EA ya dik oldugu sonucu ortaya
cikar. Bu nedenle hem AB ye hem AD ye dik olan EA, o ya da dik olur [9].

Sekil 3.27: p ya dik ve BC dogrusunu iceren o

Teorem 3.7: Ayni diizleme dik olan iki dogru es diizlemlidir [9].
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Ispat:
BC ve AE;, B ve A da p ye dik olan herhangi iki dogru olsun. Teorem 3.6
ile AE dogrusu (ABC diizleminde AB ye dik olan) p ye diktir. Teorem 3.4 ile AE;,

AE ile ¢akisir ve boylece BC ile es diizlemli olur [9].

Teorem 3.8: Kesisen herhangi iki diizlemin her birine dik olan bir diizlem,

onlarin ortak dogrusuna da diktir [9].

Ispat:

p diizlemi, kesisen o ve 7 diizlemlerine dik olsun. (o, 7) iizerindeki
herhangi bir C noktasindan sirasiyla (p,0) ve (p,7) ya dik dogrular ¢izilsin.
Teorem 3.6 ile bu dogrularin her biri p ye diktir. Fakat Teorem 3.4 ile p ye dik

olup C den gecen sadece bir tek dogru vardir. Bundan dolay1 bu diizlem, her iki o

ve 7 diizlemlerinde bulunur ve (o, 7) kendisi olur [9].

Teorem 3.9: Verilen herhangi bir dogruya dik olan, verilen herhangi bir

noktadan gecen sadece bir tek diizlem vardir [9].

Ispat:

Verilen A noktasi ve verilen r dogrusunun bulundugu diizlemde (veya r den
gecen herhangi bir diizlemde eger 1, A y1 igeriyorsa), A dan gegen r ya dik olan t
dogrusu ¢izilir. s dogrusu, rt diizlemine dik olan A dan gecen bir dogru olsun. Sonra
(Teorem 3.6’da p = st, o =rtile) st gerekli diizlemdir. rt lizerinde bdyle iki diizlemi
olusturan boliim goz Oniinde tutuldugunda (Euclid’deki gibi) essizlik kurulmus

olabilir [9].

3.1.2.4.3 Euclidean Paralellik Aksiyomu
Aksiyom 3.38: En az bir q dogrusu ve q iizerinde olmayan en az bir A

noktast vardir, oyle ki A dan gecen fakat q ile birlesmeyen es diizlemli birden fazla

dogru ¢izilemez [9].
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Bu, kendisi “sonsuzdaki nokta” olan tek bir ideal noktay1 iceren siradan bir
(ve bu yiizden her) dogruya isaret eder. Siradan bir diizlem bir tek ideal dogru igerir
(iki ideal noktada siradan bir dogruyu birlestiren bdyle iki nokta icin); bu yiizden
diizlem sonsuzdaki boyle iki dogru ile ideal bir diizlem olacak sekilde tanimlanir.
Benzer olarak, (ii¢c boyutlu uzayda) bir tek ideal diizlem vardir. Bu ‘“sonsuzdaki
diizlem” her ideal noktay: icerir ve her siradan noktanin diizlemi mutlak kutupsaldir.
Boylece “mutlak kutupsallik” tiim projektif uzay boyunca daima ayni sekilde

calismaz, fakat bozulur [9].

A, A, sradan iki nokta ve O ve p, swrasiyla A, A; den gecen AA; e dik
diizlemler olsun. O halde p ve p, aym mutlak kutba, yani AA; ilizerinde sonsuzda
bir noktaya sahiptir ve her dogru hem QO ye hem de p, e diktir. Bundan dolay:

herhangi boyle bir dogrunun mutlak kutupsal dogrusu ( p, p,) dir ve p de sonsuzdaki

bir dogrudan gecen her siradan diizlem, AA; tizerinde sonsuzdaki bir noktadan gecen
her siradan dogruya diktir. Baska bir deyisle, (“diisey”) dogrularin diizensiz bir

yiginina dik olan (“yatay”) diizlemlerin diizensiz bir cizgisine sahiptir [9].

Yiginlar ve cizgiler arasindaki bu benzerlik sonsuzdaki bir diizlemde iki
boyutlu bir kutupsallik gibi sayilabilir. Iki siradan dogru (veya diizlem), eger onlarin
sonsuzdaki noktalar1 (veya dogrulari) bu polaritede eslenik ise dik olur. Kendine dik
olan dogrular disarida birakildiginda, kutupsallik eliptiktir ve Euclidean geometri

icin projektif bir tanima sahiptir [9].

Her ideal nokta ayn1 zamanda sonsuzda bir nokta oldugundan, dogrular ve
diizlemler, paralellerin bir y1gimi seklindeki verilen herhangi bir diizleme diktir ve

diizlemler paralellerin bir ¢izgisi seklindeki verilen herhangi bir dogruya diktir [9].

Yukaridaki teoremin genis bir bolimii, kongruansin baz1 ekstra
aksiyomlarinin araya eklenmesiyle ispatlanmis olan siireklilik kullanilmaksizin
gelistirilmis olabilir. Bununla birlikte, burada paralellik teoremi terk edilmelidir.

Aslinda Dehn, aynt mutlak kutupsal diizleme sahip tiim siradan noktalar1 iceren
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“yari-Euclidean geometri’yi, bu diizlemin disinda ideal noktalarin var olmasina

ragmen gelistirmistir [9].

3.1.2.4.4 Hiperbolik Paralellik Aksiyomu

Aksiyom 3.39: En az bir g dogrusu ve en az bir A noktasi vardir, oyle ki A

dan gecen fakat q ile birlesmeyen iki farklt dogru cizilebilir [9].

Bu, siradan bir (ve bdylece her) dogrunun, iki (ve boylece son derece cok)
ideal noktay:r icerdigini gosterir.  “3.1.2.4.5 Mutlak”ta bu durumda mutlak
kutupsalligin bozulmadig1 sonucu ortaya ¢ikar. Ornegin, hem siradan hem ideal olan
her nokta bir kutupsal diizlem tanimina sahiptir. Bunun i¢in yapilan hazirlikta, bir
ticgenin tepe acis1t hakkindaki {inlii sonuca erisilmesini saglayan, iki boyutlu

hiperbolik geometrinin klasik teoremlerinden birkaci ispatlanir [9].

“3.1.2.4.4 Hiperbolik Paralellik Aksiyomu” ile, q ya paralel A dan ¢izilebilen
biitiinler olmayan iki 151n ve q da birlesen A dan gecen bir 151n sadece ve sadece bu
0zel 1s1nlarla olusturulan bir iiggenin i¢inde bulunur. Diger bir deyisle, Aq da A dan
gecen dogrulann diiz ¢izgisi, q da birlesen tiim dogrulardan, q da birlesmeyen tiim
diger dogrular ayiran, iki 6zel dogru olan p ve p” yii icerir (Bkz. 3.28). Tanima
gore, p ve p’ dogrulan q ya paraleldir. “q da birlesmeyen diger dogrulari”, q ya
“ultra-paralel” gibi tanimlamak uygundur. Bu dogrular iki paralel tarafindan

olusturulan “dis” acida bulunur [9].

Sekil 3.28: Aq da A dan gecen dogrularin diiz ¢izgisi, p ve p’ yii igerir
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Bir enine AB ile iki paralel dogrudan olusan figiir, sonsuzdaki M ile bir ABM
ticgeni gibi dikkate alinabilir. Bu yiizden bir “tek basina asimptotik iicgen” olarak
isimlendirilir. Benzer olarak, sonsuzdaki iki veya ii¢ kose ile bir liggen “iki kat
asimptotik” veya “iic kat asimptotik” olarak sdylenir. Siradan iiggenlerle benzerligi

Euclid’den uyarlanan Teorem 3.10 ve Teorem 3.12’de 6rneklenir [9].

Teorem 3.10: ki tek basina asimptotik iicgen ABM, A'B'M’ olmak iizere,
AB=A'B ve ZABM = Z/A'B'M’ esleniktir [9].

Ispat:

Eger A ve A" esit olmayan acilarsa, oncekinin daha biiyiik oldugu varsayilsin.
ZBAC + ZACB+ ZCB’A= ZBAD + ZEBA+ ZIBA ZBAD = ZB'’A’'M’ igin bir AD
151 cizilir ve D noktast Sekil 3.29°daki gibi BM de birlesen bu 1sinin bulundugu
yerdeki bir nokta olsun. B’M’ iizerinde B’D’= BD igin bir D’ noktasi alinsin. O
halde ABD ve A’B'D’ iiggenleri eslenik olur. Buradan,

ZB'AD" = ZBAD = ZBA'M’ (3.30)

olusu anlamsizdir. Bu yiizden ashnda ZBAM = Z/B’A’M’ olur [9].

Sekil 3.29: Teorem 3.10’un ispatinin gosterimi

AK ve AL, q ya A dan paralel ve AB, q ya dik oldugunda (Sekil 3.28’deki
gibi), bu teoremin tek basina asimptotik iicgenler olan ABK ve ABL ye
uygulanmasiyla ZBAK = ZBAL 1n esit oldugu ve dolayisiyla dar oldugu sonucu
cikarilir. Onlarin genel degeri (Teorem 3.10 ile AB uzunlugunun bir fonksiyonu

olan) AB ic¢in “paralellik agis1” olarak isimlendirilir ve II(AB) ile gosterilir (bu
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Lobatschewsky’nin gosterimidir.). AB ye dik, A dan gecen bir dogrunun aym

zamanda q ya ultra-paralel oldugu ileri siiriiliir. Boylece

Teorem 3.11: Ayni bir dogruya dik olan iki dogru diger birine ultra-
paraleldir [9].

Sekil 3.30: Teorem 3.11’in ispatinin gosterimi

Teorem 3.12: Tek basina asimptotik bir ABM iicgeninde A daki dis a¢i, B
deki i¢c acidan daha biiyiiktiir [9].

Ispat:
Sekil 3.30’daki gibi G ye AB iiretilsin ve ZFAG = ZMBA igin AF c¢izilsin.
O halde, AB nin orta noktasindan BM ye dik olan ayn1 zamanda AF ye de diktir.
Teorem 3.11 ile AF, BM ye ultra-paraleldir ve £FAG = ZMAG dir. Buradan su
elde edilir: [9].
LMAG > ZMBA . (3.31)

Gelecek teorem Saccheri’nin ikizkenar ikidikdortgenlisi ile ilgilidir [9].

Teorem 3.13: Eger ABED, AD = BE iken, D ve E acilart dik act olan basit
bir dikdortgen ise, A ve B acilart esit dar acilardir [9].
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Ispat:

Eslenik ticgenlerin ciftleri kuruldugunda, A ve B de esit olan acilar kolaylikla
goriiliir. Onlarin dar ac1 oldugunu géstermek icin Sekil 3.31°deki gibi D/E ye paralel
MA ve MB cizilir ve BEM, ADM ii¢genlerine Teorem 3.10 uygulanir. BE = AD
oldugunda E ve D de esit acilarken ZEBM = ZDAM oldugu sonucu ¢ikar. Teorem
3.12 ile A/B iizerindeki herhangi bir nokta G oldugunda ZMBA < ZMAG dir.

Buradan,
ZBAD = ZEBA < ZDAG (3.32)
olur ve ZBAD dar a¢i olur [9].
Aynmi zamanda boylece li¢ dagin tepe noktasi iizerinde arazi Slgiim cihazim

kurdugunda fiziksel uzayin dogasini tamimlamaya ¢alisan Gauss’un basarisiz oldugu

denemesinde kullandig: teoreme ulasilir [9].
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Sekil 3.31: D/E ye paralel MA ve MB
Teorem 3.14: Herhangi bir iicgenin tepe acisi, iki dik acidan daha azdir [9].
Ispat:
Euclid’e gore bir tiggenin iki acis1 dik veya genis olamaz; bagka bir deyisle,

ic acidan en az ikisi dar a¢1 olmalidir. ABC, A ve B deki dar agilariyla herhangi bir
ticgen olsun. I ve J, Sekil 3.32’deki gibi BC ve CA nin orta noktalart olsun. 1J ye
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dik olan AD, B, CF cizilsin. O halde ADJ, CFJ dik a¢il1 liggenleri esleniktir; boylece
hem de BEI, CFI esleniktir. Buradan;

AD=CF=BE (3.33)
LACB=ZJCF+ZFCI = ZJAD + ZEBI (3.34)

olur. ABC iiggeninin tepe agis1 sdyle olur:

ZBAC+ ZACB+ ZCBA = ZBAJ + £ZJAD + ZEBI + ZIBA (3.35)
=/ZBAD + ZEBA. (3.35-a)

Teorem 3.13’ten bu son agilarin her ikisi de dar acidir. Bdylece tepe agisi, iki

dik a¢idan daha azdir [9].

Sekil 3.32: BC ve CA nin orta noktalari olan I ve J

dortgenin tepe acisiin dort dik acidan az oldugu ileri siiriiliir. Ozellikle bunlar

dikdortgen degilse;
Teorem 3.15: Iki es diizlemli dogru, iki ortak dikmeye sahip olamaz [9].
Teorem 3.11°de ortak bir dikmesi olan iki es diizlemli dogrunun ultra-paralel

oldugu gosterilmisti. Tersine;
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Teorem 3.16: Herhangi iki ultra-paralel dogru, ortak bir dikmeye sahiptir
[9].

Cizim:

r ve s iki ultra-paralel dogru olsun. s tizerinde herhangi iki A ve C noktasi
i¢in, r ye dik olan AB ve CB’ ¢izilir. Eger AB = CB’ oluyorsa, istenen ortak dikme
AC ve BB’ niin orta noktalarinda birlesir (ACB’B ikizkenar ikidikddrtgenlisinin
simetrigi ile). Aksi takdirde, AB < CB’ oldugu varsayilir. Sekil 3.33’teki gibi
AB'=AB icin A ve CB’ alimir. AB ile olusturulan s, A’B’ ile aymi aciy1
olusturdugunda A" den gegen bir ¢ dogrusu ¢izilir. O halde (ispattaki gibi) s,
siradan bir D noktasinda s” noktasi ile birlesir. AD’ = A’D i¢in A/C iizerinde bir D’

noktasi alinsin. O halde DD’ niin agiortayina dik olan ayni zamanda r ye de diktir

[9].

Sekil 3.33: A'B’=AB i¢in A" ve CB’

Ispat:

L,M,M’, A gibi CB’ niin ayn1 kenar iizerindeki r,s,s” iizerinde sonsuzdaki
noktalar olsun. BM ,B’M ,B’M’ paralelleri ¢izilir. Teorem 3.10 ile ABM,A'B'M’

tek basina asimptotik tiggenleri esleniktir. Teorem 3.12 ile;

ZLB'M < ZLBM = ZLB'M’ (3.36)

olur. Buradan B'M’, CM den ge¢mesi gereken ZMB’C nin iginde bulunur. Bu

ylizden hem de A'M’ge¢melidir. Bu D yi verir ve kendileri r ye dayanan bir
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ikizkenar ikidikdortgenlisinin iki kosesi boyle bir sekilde D" nii olusturmus olur.

Istenen sonug kolaylikla anlasilir [9].

3.1.2.4.5 Mutlak

Uc boyutlu geometriye doniildiigiinde, ideal elemanlar varsayim ile
genigletildiginde su elde edilir: Paralellerin her bir yigini icin sonsuzluktaki bir
nokta, paralellerin her bir ¢izgisi i¢cin “sonsuzluktaki bir dogru”, ultra paralellerin her
bir y1gimi icin bir “ultra sonsuz nokta”, ultra paralellerin her bir ¢izgisi icin bir “ultra
sonsuz dogru”, siradan bir diizlem tanimlamayan herhangi bir ideal nokta ve
dogruyla ideal bir diizlem tanimlar. Teorem 3.9 ispatsiz kabul edildiginde asagidaki

(Euclidean geometride yapilamayan) teorem elde edilir:

Teorem 3.17: Herhangi siradan iki diizlem, mutlak kutuplardan farkhiliga

sahiptir [9].

Ispat:
Eger iki siradan p ve p, diizlemleri ayn1 mutlak kutba sahipse, p ye dik
olan her dogru p, e de dik olmalidir. Boyle iki dogru, Teorem 3.15 reddedildiginde,

onlarmn bir dikdortgen olan diizlemi tarafindan p ve p, in boliimleriyle sekillenir

[9].

Iki farkli y1ginin ortak diizlemleri olan herhangi iki p ve o diizlemlerine dik
diizlemlerin, ekseni p ve o min mutlak kutuplarini birlestiren bir ¢izgi seklinde
oldugu anlasilir. Bu ¢izginin herhangi iki diizlemine dik olan diizlemler, p ve o y1
iceren ve boylece (p,0) dan gecen tiim diizlemleri olusturan ikinci bir ¢izgi

seklindedir. Bu yiizden ikinci ¢izginin her diizlemi, sadece birincinin iki diizlemine
degil tiimiine diktir. Bdyle iki ¢izginin “karsilikli’” oldugu sdylenir. Bunlar eksenleri
mutlak kutupsal dogrular olan cizgileri 6zel durumlar olarak icgerir.  Diger
durumlarda (yani, her iki eksen de ideal oldugunda) onlar mutlak kutupsal dogrular

icin bir “tanim” saglar. Boylece iki dogru (biri veya ikisi de ideal), eger birinden
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gecen siradan diizlemler digerinden gecen siradan diizlemlere dikse, mutlak
kutupsallardir. Bu baglamda, siradan veya ideal her dogru, bir mutlak kutupsal
dogru tanimina sahiptir. Tersine; her nokta, dogrulari bir noktadan gecen dogrulara
kutupsal olan mutlak kutupsal bir diizleme sahiptir ve benzer olarak her diizlem bir

mutlak kutba sahiptir [9].

Teorem 3.18: Mutlak kutupsallik (3,3) tipindedir [9].

Ispat:

Kutupsalligin olas1 dort tipinden ikisi hemen reddedilir: Kendi kutbunu
icermeyen siradan bir diizlem oldugu icin bir gecersiz kutupsallik olamaz; kendisine
dik olan kendisi kutupsal siradan bir noktayla birlesen bir diizlem oldugu icin tip

(2,4) de olamaz [9].

"

Sekil 3.34: HD dogrusu tizerindeki eslenik noktalarin involusyonu
(karisikligr)

Kalan uniform veya (6,0) kutupsallik olasiliklarim1 disarida birakmak igin,
Sekil 3.34’teki HD dogrusu iizerindeki eslenik noktalarin involusyonu (karisikligl)
dikkate alinir. Burada ADHK; D, H, K da dik acili olan basit bir dortgendir ve
bundan dolayr A daki bir dar acidir ( Sekil 3.31’de H ve K, DE ve AB nin orta
noktalar1 olarak alinabilir). Uzaydaki mutlak kutupsallik bu “ili¢liidikdortgen”in
diizlemdeki iki boyutlu kutupsalligina neden olur. Bdylece R = (KA, HD) ideal

noktasit KH nin kutbudur. Ad nin kutbu S olarak alinsin ve D/H iizeinde sonsuzdaki
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nokta M olsun. O halde ZDAR, ZDAS ve ZDAM sirasiyla genis, dik ve dar agilar

olur. Buradan;

S(RSM )+ S(HDM) (3.37)

olur ve HD iizerindeki siradan noktalarin ¢esidi, onlarin ideal esleniklerine karsidir.
Eslenik noktalarin involusyonu (karigikligl) hiperboliktir ve iki (ideal) cift noktaya
sahiptir. Bunlardan biri daha sonra M ile dzdeslestirilir. Boylece mutlak kutupsallik

kendi eslenik noktalar1 i¢ine alir ve tip (6,0) olmaz [9].

Yukaridaki ispat 6zellikle, dar agili bir iicliidikdortgenin dordiincii acisindan
bahseden Teorem 3.13’tekine baghdir. Bu, sirayla, paralelligin 6zelliklerine baglidir
ve bdylece sonunda Siireklilik Aksiyomu’na baghdir. Siireklilik ihmal edildiginde
Dehn, uniform (buradan bir iigliidikdortgenin dordiincii agisinin genis ve bir liggenin
tepe acgisinin iki dik ac¢idan biiyiik oldugu anlasilir.) olan mutlak kutupsalliga ragmen
hala higbir siradan kesisime sahip olmayan es diizlemli dogrularin ciftlerinde bir
“Legendrian olmayan geometri”yi gelistirmistir. Izlenen bu farkli yontemle Hilbert

bu olasilig (siireklilik varsayimi olmaksizin) reddetmistir [9].

Teorem 3.18 ile noktalar1 kendine eslenik olan mutlak bir oval kuadrik vardir;
fakat bu noktalar paralellerin yiginlariyla tanimlanmis olan sonsuzdaki noktalarla
heniiz 6zdeslestirilemez [9].

Teorem 3.19: Mutlak iizerindeki noktalar sonsuzdaki noktalardir [9].

Buradan mutlagin i¢ ve dis noktalar sirasiyla siradan ve ultra-sonsuz
noktalardir ve onun kiris dogrusu ve diizlemi siradan dogru ve diizlemdir. Boylece
sonsuzdaki herhangi iki nokta, siradan bir dogruyla birlesir; baska bir deyisle,

paralellerin iki y1gininin ortak diizlemleri bir 6zel ¢izgi olusturur [9].

Teorem 3.20: Mutlagin teget dogrulari, sonsuzdaki dogrulardir [9].
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Bir A noktasindan gecen ve (A dan gegcmeyen) p diizlemine paralel dogru ve
diizlemlerin iiretegleri ve p ile mutlagin boliimiine A da birlesen bir “koni”nin teget

diizlemleri oldugu anlasilir [9].

Yukaridaki terminolojinin dogal bir uzantisi olarak, mutlagin bir teget
diizlemi veya sonsuzdaki bir noktanin kutupsal diizlemi gibi “sonsuzdaki bir
diizlem”i tamimlanir. Bdylece sonsuzdaki bir diizlem, paralellerin bir yigminin
diizlemde sonsuzdaki dogrularla kopyalanir. Diger ideal diizlemler “ultra-sonsuz”

olarak isimlendirilir ve onlar siradan noktalarin kutupsal diizlemleridir [9].

Siradan bir diizlem tizerinde sonsuzdaki noktalar, ultra-sonsuz noktalardan
ayrilan siradan (i¢) noktalar1 olan bir konik olusturur. Konigin kirigleri siradan
dogrular, tegetleri sonsuzdaki dogrular ve dis dogrular1 ultra-sonsuz olur.
Sonsuzdaki bir diizlem, sonsuzda sadece bir nokta icerir. Yani onun kutbu (degme
noktas1) ve sonsuzdaki “dogrular’in diiz bir ¢izgisini icerir. Diger noktalar1 ve
dogrulan ultra-sonsuzdur. Sonug olarak bir ultra-sonsuz diizlem yalnizca, noktalarin
ve dogrularin ultra-sonsuzunu icerir. Boylece kutupsal elemanlarin ciftleri asagidaki

gibi 6zetlenebilir:

Siradan noktalar Ultra-sonsuz diizlemler
Sonsuzdaki noktalar Sonsuzdaki diizlemler
Ultra-sonsuz noktalar Siradan diizlemler
Siradan dogrular Ultra-sonsuz dogrular
Sonsuzdaki dogrular Sonsuzdaki dogrular

Hiperbolik geometri hem tutarli hem kategoriktir. “3.1.2.3.3 Veblen’in Dizi
Aksiyomlar1”, “3.1.2.4.1 Kongruans1 Tanitma”, Teorem 3.9 Cayley’in mutlaginin
(“3.1.2.3.1 Hiperbolik Geometri I¢in Klein’in Projektif Modeli”) olusturulmasi icin
yeterli oldugundan kategoriktir (veya essizdir) ve Cayley-Klein modeli bu (kolayca
dogrulanabilen) aksiyomlar1 sagladigindan tutarlidir. Hem de Euclidean geometrinin
“3.1.2.3.3 Veblen’in Dizi Aksiyomlarn”, “3.1.2.4.1 Kongruanst Tanitma”, Teorem

3.9’a dayandig goriiliir. Buradan herhangi bir paralellik aksiyomu dizi, siireklilik ve
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kongruansin aksiyomlarmma baglhdir. Bunun anlami Euclid’in diisiincesi
korunmustur: Temel varsayimlarinin arasindaki “5. Postulat” iceren goriisii

tamamen saglanmistir [9].

3.1.2.4.6 Bir Y18in Geometrisi

Mutlak kutupsallik, merkezi kendine eslenik olmayan herhangi bir y1ginda iki
boyutlu bir kutupsalliga neden olur. Bu kutupsallik, y18inin kendi eslenik dogrusunu
(mutlagin tegetini) igerip icermemesine gore hiperbolik veya eliptik olur (Ornegin

merkezin, mutlagin disinda veya i¢inde olmasina gore). Buradan,

Teorem 3.21: Siradan bir noktadan gecen dogrularin ve diizlemlerin
geometrisi, bir diizlemdeki noktalarin ve dogrularin eliptik geometrisiyle

ozdeslestirilebilir [9].

Teorem 3.22: Bir ultra-sonsuz noktadan gecen dogrularin ve diizlemlerin
geometrisi, siradan bir diizlemdeki noktalarin ve dogrularin hiperbolik geometrisiyle

ozdeslestirilebilir [9].

Teorem 3.21°de eliptik kutupsallik, verilen noktadan gecen dik dogrularin ve
diizlemlerin arasindaki benzerliktir. Her iki durumda da dik diizlemler dik dogrularla
temsil edilir. Teorem 3.22°de verilen dogrular ve diizlemler, bir siradan (ultra-
sonsuz noktanin kutupsali olan) diizleme tamamen diktir ve onlarin bdéliimleriyle

diizlem tizerinde temsil edilebilir. Benzer olarak,
Teorem 3.23: Sonsuzdaki bir noktadan gecen dogrularin ve diizlemlerin

geometrisi, bir diizlemdeki noktalarin ve dogrularin Euclidean geometrisiyle

ozdeslestirilebilir [9].
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Ispat:
M sonsuzda verilen bir nokta ve g onun kutupsal diizlemi olsun. u« den
baska M den gecen diizlemlerin timii siradandir. 4 kendisinde, M den gecen

kutupsal dogrularin ciftleriyle paralellerin yigininda bir Euclidean metrik kuran bir

“mutlak” involusyon (karisiklik) olusturur [9].

Bu sonug, Euclidean diizlem geometrisinin her teoreminin hiperbolik kati
geometrisinde karsitinin  oldugunu gostermesi bakimindan dikkate degerdir.

Ormnegin; “3.1.2.4.3 Euclidean Paralellik Aksiyomu”nun karsit1:

Teorem 3.24: Eger bir p diizlemi bir | dogrusuna paralel ise, siradan bir

dogrudaki p de karsilasmayan | den gecen sadece bir tek diizlem vardir [9].

Bu essiz paralel diizlem elbette Im dir. m, sonsuzdaki bir (I, p) noktasinin
kutupsal diizleminin p diizlemi ile birlestigi yerdeki diizlemdir. Baska bir deyisle,

p ye dik 1 den gecen o diizlemi oldugunda, o ya dik | den gecen diizlemdir [9].

Teorem 3.21, Teorem 3.23 ve Teorem 3.24’iin ayni zamanda Euclidean
geometri i¢in ve Teorem 3.21’in Eliptik geometri icin saglandigindan bahsetmek
ilginctir.  Sekillenmesine gore bir yiginin geometrisi; bu yiginin uygunluguna,
paralellerin bir yiginina veya ultra-paralellerin bir yiginina gore eliptik, Euclidean

veya hiperbolik olur [9].

3.1.2.5 Cemberler ve Ucgenler

3.1.2.5.1 Bir Cember icin Cesitli Tanimlar

Eliptik geometri ve hiperbolik geometrinin her ikisinin de bir kutupsallikla

reel projektif geometriden tiiretildigi goriiliir [9].
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Herhangi bir dogru ve diizlemin bir y1ina, herhangi iki diizlemin bir ¢izgiye
ait oldugu bi¢ciminde “yigin” ve “eksensel ¢izgi” kavramlar1 genellestirilir.
Diizlemde bulunan bir yi1gmin bu dogrular1 “diiz bir ¢izgi” seklinde ifade edilir.
Boylece herhangi iki es diizlemli dogrular bir diiz ¢izgi olarak tanimlanir. Herhangi
bir diiz cizginin, bir eksensel ¢izginin bir diizlem bolimi gibi olusturulabildigi

goriiliir. “Cember” kavraminda benzer genellestirmeler sdyle yapilir:

Bir c¢cember, diiz bir c¢izginin dogrularinda yansimayla bir noktanin
goriintiilerinin  bir sinifidir (Baldus). Bu dogrular “cap” olarak isimlendirilir.
Onlarin ortak noktast “merkez” ve bu noktanin mutlak kutbu “eksen” olarak
isimlendirilir. Eliptik geometride de bunun kabul edildigi goriiliir. Fakat hiperbolik
geometride {ic duruma ayrilmak zorundadir: bir “uygun cember” (“3.1.2.4.1
Kongruans1 Tanitma” béliimiinde “cember”) bir siradan merkez ve bir ultra-sonsuz
eksene sahiptir; bir “horocycle” merkezi ve ekseni sonsuzda olan paralel caplara
sahiptir; bir “esit uzakliktaki egri” merkezi ultra-sonsuzken tiimii eksene dik olan
ultra-paralel caplara sahiptir. (Bazi yazarlar hiperbolik geometride genel bir cember
icin farkli olarak “cycle” kelimesini kullanir ve bir cember, bir horocycle ve

hipercember gibi li¢ ¢eside ayirir.) [9].

Iki captaki yansimalarin sonucuna gore, siirekli cesitlendirilebilen alternatif
bir tanim; eliptik geometrideki bir cember i¢in veya hiperbolik geometrideki “merkez
etrafinda siirekli bir doniisiim altindaki bir noktanin yeri” olan uygun bir ¢cember igin
bir yer degistirmedir. Bdylece aym1 zamanda bir horocycle veya bir esit uzakliktaki
egri, sirasiyla, siirekli paralel yer degistirme ve translasyon (doniisiim) altindaki bir
noktanin yeridir. Bir esit uzakliktaki egri d ad1 verilen eksenden sabit uzakliktaki bir

noktanin yeri iken, bir uygun cember R adi verilen merkezden sabit uzakliktaki bir
noktanin yeridir. Bu tamima gore, eliptik geometrideki bir cember R+ D :%7[ ile

hem uygun bir cember hem de esit uzakliktaki bir egridir ve “cap boyunca kars1”

noktalar, bir eksende yansimayla birbirlerinin goriintiileridir [9].

Hiperbolik geometride diger taraftan, bir esit uzakliktaki egri bir eksende

yansimayla agik¢a simetrik degildir. Bu istenen simetriyi elde etmek ig¢in biri
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mutlaka ultra-sonsuz olan iki eslenik captaki yansimalar birlestirilmek zorundadir.
Bu yapildiginda, bu egrinin bir Euclidean hiperbole ( veya daha ¢ok dis merkezliligi 1
ye yonelen bir elipsten meydana gelebilen iki paralel dogruya) benzer iki ayr1 kolu
oldugu goriiliir. Bu, her “iki kenar” iizerinde bir eksenden D uzakliktaki noktalardan
olusur. ilk tanima doniildiigiinde ikinci kol, (tiim caplarin ortak dikmesi olan) bir
eksenin noktalarindaki yansimayla aynmi noktanin goriintiilerinin bir sinifi olarak

tanimlanabilir [9].

Boylece herhangi bir tiiriin bir ¢emberi, kesisimleri (sonsuzda) bir merkez
olan noktalarin birinin horocycle olmasi durumuna ragmen her bir cap iki kez

birlesir. Bu a¢idan horocycle Euclidean bir parabole benzer [9].

Bir cember herhangi bir capta yansimayla simetriktir. Bir cember lizerindeki
A ve B noktalarindan gecen caplar AB “yay1r” ile esit ac1 olusturur. Tersine, bu
ozellik bazen bir ¢cemberi tanimlamakta kullanilir. (Bonola) Gauss’tan sonra AA” ve
BB’ dogrulan iizerindeki A ve B noktalart ZA’AB = ZABB’ oldugunda “benzer”
olarak ifade edilir. Eger dogrularin (siradan bir noktada) kesisimi A ve B nin kesisim
noktasindan esit uzaklikta oldugu anlamindadir. Eger onlar ultra-paralel ise, A ve B
nin ortak dikmelerinden esit uzaklikta oldugu anlamindadir. Fakat bu tanimin,
dogrular paralel oldugunda ‘“arada olma” durumunda Onemi devam eder, ciinkii
benzerlik 6zelligi paralellerin son cizgisinin tiim dogrular iizerindeki noktalar icin
gecisli olmasi hala dogrudur. Boylece tiim ii¢c durumda, bir ¢izginin dogrular

tizerindeki benzer noktalarinin yeri bir cemberdir [9].

Sekil 3.35: Bir ¢izginin dogrular {izerindeki benzer noktalarinin yeri olan
cember
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3.1.2.5.2 Ozel Bir Konik Olan Cember

Bir cemberin ¢ogu o6zelligi “her ¢cember bir koniktir” gercegini kolaylikla
ortaya ¢ikarir. (Klein) Bu, P ve Q bir eksen iizerindeki eslenik noktalarin degisken
bir ¢ifti oldugu, A = (BP, CQ) nun yeri gibi bir ¢ember elde edildiginde eliptik
geometri icin ispatlanir. Ayni ispat, hiperbolik geometrideki uygun bir ¢ember ve

esit uzakliktaki bir egriye uygulanabilir [9].

A

A C
P o Q
i'l
‘ Q
— B
"
0 W]
(]

Sekil 3.36: “Her ¢ember bir koniktir” teoreminin gésterimi

Teorem 3.25: Esit uzakliktaki bir egri, mutlaka ¢ift “degme” ye sahiptir [9].

Buradan bir horocycle bir koniktir [9].

N

Sekil 3.37: “Bir horocycle bir koniktir.” gésterimi
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Bir horocycle, esit uzakliktaki bir egrinin sinirlt bir sekli gibi gosterilebilir.
Ayn1 zamanda sonsuza cekilen bir merkezi oldugunda uygun bir cemberin sinirli bir
sekil oldugu agiktir. Aslinda Lobatschewsky bazen basitce “sinirli egri” ismini

vermistir [9].

3.1.2.5.3 Bir Ucgenin ic ve Dis Cemberleri

Genel {iiggenler ele alindiginda alisilmis terminoloji ve sembol sistemi
kullanilir. a, b, ¢ kenarlari; A, B, C acilart; h,, hy, h. yiikseklikleri; r i¢ yarigap1 ve r,,
I, Ies R, Ry, Ry, Re ligil i¢ yarigap ve dordii ¢evrel yarigapr (var olduklarinda) gosterir

[9].

BC, CA, AB ii¢ dogrusu reel projektif diizlemi dort bolgeye ayirir. Bunlarin
herhangi biri, “ABC liggeni” gibi bir dis dogru (veya i¢ nokta) adlandirilmasiyla
oldugu gibi secilebilir.  Kalan {icii ortak veya ‘“es periyotlu” iicgen olarak
isimlendirilir. Eliptik geometride es periyotlu {iggen, agilar1 A, 7 -B, 7-C iken ayn1
sekilde diger iki kenar1 7-b ve 7 -c icin a kenarina sahiptir. Hiperbolik geometride
A, B, C siradan noktalar olarak alinir ve bir ABC iiggeninin i¢ noktalarinin tamamen
siradan olmas1 goz oniinde bulundurulur. (Ornegin; p herhangi bir ideal dogru

oldugunda, ABC/p ti¢geni )

A, B, C agilarinin i¢ ve dis agiortaylari, kenar ¢iftlerinden esit uzakliktaki
noktalarin yeridir. Eliptik geometride bundan dolayi, her biri ii¢ kenarin tiimiinden
esit uzaklikli dort noktada iiciiniin takimlarinda uyusur. Bunlardan biri iiggenin bir i¢
noktast olursa, 1 “merkezdedir” diye isimlendirilir. Herhangi bir kenardan bu
noktanin uzakligi, “ic teget” ¢emberin yaricapt oldugundan r “yaricapta” diye
isimlendirilir. D&rt noktanin kalan icii 1, Iy, I. olmak iizere, “ex-merkezlerdir”.
Onlarin bir kenardan uzakliklart r,, 1, 1. olmak iizere, “ex-yarcaptir”. Dis teget

cemberler es periyotlu liggenlerin i¢ teget ¢emberleridir [9].

Bu tanimlarin ¢ogu hiperbolik geometrideki degerleri gibi kalir. Fakat dig

aciin agiortaylarimin bazi ¢iftleri paralel veya ultra-paralel olabilir. ~ Boyle bir
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durumda iicgen, iki a¢imin agiortaylariyla tanimli bir ¢izginin dogrularinda
yansimayla herhangi bir kenar1 gosterilen tegetlerinin bir dis teget horocycle’a veya

esit uzakliktaki bir egriye sahiptir [9].

Euclidean geometride oldugu gibi; s= %(a +b+c)oldugunda, A dan

cemberin i¢ teget ve dis tegetlerine uzakliklari sirasiyla,
s-a, s, S-C, s-b (3.38)

oldugu kolaylikla ispatlanabilir [9].

3.1.2.5.4 Cevrel Cemberler ve Agirhk Merkezleri

a, b, ¢ kenarlarinin i¢ ve dis orta noktalari, kose ciftlerinden esit uzakliktaki
dogrularin kareleridir. Bundan dolayi, eliptik geometride her biri tiim ii¢ kdseden
esit uzakliktaki dort nokta iizerinde igiiyle bulunur. Bu dort dogrunun “iiclii
dogrusal kutuplar1”, agirlik merkezleri G, G,, Gp, G olan kenarortaylarin uyumluluk
noktalarinit olusturur (Sekil 3.38). Aymi dort dogrunun mutlak kutuplari, bunlardan
her biri sinirlanmis olan bir ¢cemberin merkezi oldugu icin “cevrel merkezler” olarak
isimlendirilir. Dogrularin biri {iggenin disindadir ve ¢embere benzediginden “biiyiik
cevrel cember” olarak adlandirilir. Benzer olarak agirlik merkezi, bir “biiylik agirlik

merkezidir” [9].

Sekil 3.38: Kenarortaylarin uyumluluk noktasi
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Hiperbolik geometride BC, CA, AB nin orta noktalari, 9.67 ile her biri (biri
bir boliim tlizerinde ve digeri de diger bir boliim {iizerinde olan iki koseyle)
sinirlandirilmis esit uzakliktaki egrilerin eksenleri olan iic dogruyla ¢iftler halinde
birlesir. Kenarlarin dis orta noktalari, siradan olabilen ya da olmayabilen bir dogru
izerinde bulunan ii¢ ultra-sonsuz noktalardir. Buradan her biri (bir boliimiiniin
tizerindeki li¢ kosenin tiimiiyle) ya dordiincii bir sinirlandirilmis esit uzakliktaki egri,
ya smirlandirilmis bir horocycle ya da uygun bir ¢evrel cemberdir. (Sommerville)
Agirlik merkezleri i¢in, sadece “biiyiik” olan biri mutlaka siradandir, diger iiciiniin

herhangi biri sonsuzda veya ultra-sonsuzda olabilir [9].

Sekil 3.39: O cevrel merkezinin BC kenar1 disinda olmasi

O biiyiik cevrel merkez olmak iizere, OBC veya OCB acilann 6, ile
gosterilsin. Eger O, ilk es periyotlu licgenin i¢indeyse, Sekil 3.39°daki gibi 6, ve 6,

icin benzer tanimlarla negatif olarak almir. (Ornegin; eer O, BC kenar1 “disinda”

ise). O halde

6,+6, = A, (3.39)
6.+6, =B, (3.40)
6,+6,=C. (3.41)
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Buradan S=6,+6, +6. = %(A + B+ C) oldugunda soyle yazilabilir:

6, =S-A, (3.42)
6,=S-B, (3.43)
6.=S-C. (3.44)

Boylece eger, S = A ise O, BC iizerindedir. (Ornegin; B + C = A ise) Eger
B + C < Aise O ilk es periyotlu licgenin i¢indedir. Buradan,

Teorem 3.26: Biiyiik cevrel merkez sadece ve sadece A, B, C agilari diger

ikisinin toplanindan daha az ise ABC tig¢geninin icindedir [9].

3.1.2.5.5 Kutupsal Ucgen ve Diklik Merkezi

Eliptik geometride; BC, CA, AB nin mutlak kutuplarinda ikisiyle kesisen A,
B, C noktalarinin mutlak kutuplart dort yeni iiggen olusturur. Bunlardan biri
kenarlart 7-A, 7-B, 7#-C ve acgilann x7-a, 7-b, 7-c olan, ABC nin “kutupsal

icgeni” olarak isimlendirilir. Acik bir bi¢cimde, i¢ yaricap ve biiyiik ¢evrel yaricapi
%TE—R ve %ﬂ—r dir. Orijinal bir iicgen ve onun kutupsal iicgeni arasindaki

baginti simetriktir. I¢ ve dis merkezlerin her biri, digerine cevrel merkez olur.
(M‘Clelland and Preston) Aym tanim hiperbolik geometride de kabul edilebilir;

fakat bu durumda, elbette, kutupsal iicgen tamamen ultra-sonsuzdur [9].

Hesse’nin Teoremi’yle, eger BC ve CA ya A ve B den kendi dikmeleri H de
birlesiyorsa; CH, AB ye dik olur. Baska bir deyisle, “yiikseklik dogrular1” (kutupsal
bir ticgenin benzer koselerini A, B, C ile birlestiren), “diklik merkezi” denilen H

noktasinda kesigir [9].

Hiperbolik geometride genis agili bir iicgenin diklik merkezi siradan,

sonsuzda veya ultra-sonsuzda olabilir [9].
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3.1.2.6 Ac1 ve Uzakhik Formiilleri

Trigonometrinin gelismesi pek cok amag¢ icin, genel bicimde mutlak

kutupsalligin alinmas: istenir. Yani x4 =0,1,2 i¢in:

C,uv = CV/I ve c/ivc,uv = 5/1;1 (3.45)
oldugunda,
Xy =cm,xv, Xﬂ :Cvav~ (3.46)

Asagidaki bigimde (Klein’in gosterimiyle) kisaltma yapmak uygundur:
(xXy)=c,x,5, , [XY]ZCﬂVXﬂYl,. (3.47)

Buradan hiperbolik mutlak (xx) = 0 veya [XX] = 0 i¢in bir koniktir. Kutupsallik

nedeniyle tim €, ve Cﬂv nin sembolleri tersine ¢evrilerek degistirilemez. Siradan

bir nokta ve bu yiizden (siirekli degisimle) tiim siradan noktalar i¢in (xx) > O
varsayiminda genellikle hicbir kayip olmaz. Bu, hiperbolik geometride tiim ultra-

sonsuz noktalar i¢in (xx) < 0 olduguna isaret eder [9].

[X] ve [Y], (x) ve (y) nin kendi kutuplar1 olsun. Bu yiizden (3.45)’ten bagka

Y ninki ve y ninkinin arasinda benzer bir bagint1 vardir. O halde,

CuvXyYy = ny,u ve C,uVX/lYV = xVYV (3.48)
oldugu i¢in
(o) ={xY}=[XY]={Xy}. (3.49)
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Orantili olarak carpanlar (3.45)’te ve ayn1 zamanda burada verilmistir. Bu,
her bir noktanin veya dogrunun koordinatlarinda homojen denklemlerin alinmasinin

saglanmasi hicbir karisiklik ¢ikarmaz [9].

Ozellikle, dik olan [X] ve [Y] dogrulart i¢in [XY] = 0 olmas1 ve dik (veya

eslenik) olan (x) ve (y) noktalar1 i¢in (xy) = O olmasi sarttir [9].

Daha genel olarak, [X] ve [Y] dogrulari arasindaki acinin kosiniis karesi:

(X [xT
31y xx ]

(3.50)

(x) ve (y) noktalari arasidaki uzakligin kosiniisii (veya hiperbolik kosiniis):

{a}ox} ()

o} o))

(3.51)

Eliptik geometride her dogru i¢in [XX] = (xx) > 0 dir. Aslinda (xx) ve [XX]
nin her ikisi de pozitif olarak tamimlidir. Hiperbolik geometride, herhangi bir siradan
noktanin kutbu icin (Ornegin; herhangi bir ultra-sonsuz dogru icin) [XX] = (xx) > 0

dir. Bu yiizden her siradan dogru i¢in [XX] < O dir [9].

Buradan kesisen [X] ve [Y] dogrulari arasindaki “i¢” ag¢i iki geometride

sirastyla:

arccos & [ XY]

mm veya MCCOS(L)(T[YYD .

(3.52)

Ayn1 zamanda (x) noktasinin [Y] dogrusuna uzakligi [9]:
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ﬂ veya argsinh ————— {XY}|
YT T G )

arcsin (3.53)

Her zaman dikkat edildigi gibi, (x) ve (y) iki noktast arasindaki uzaklik:

arccos

M veya argcosh(—. (3.54)

Sonug olarak; [X] ve [Y] ultra-paralel dogrular: arasindaki uzaklik:

[xr]

([(xx][rr])

arg cosh (3.55)

Capraz oran terimiyle, Klein’in 6nceden tanimlamis oldugu uzakligin
(3.54)’te nasil elde edildigini gostermek ilgingtir. Cayley bu ifadeyi, bu bagintiy1

gozleyip parcgalar1 yan yana koyarak toplamsal 6zellikle géstermistir:

(xy) b (x2)

_ W) (3.56)
Jeodom oo V0 y(z2)

arcCoS ———————

(x), (¥), (z) nin aym dogrultudaki noktalar olmasit durumunda (veya aym
cinsten toplam olan [X], [Y], [Z] nin uyusan dogrular olmasi durumunda)

determinantin ortadan yok oldugunu soyle gosterir:

(xx) (xy) (xz) {XX} {XY} {XZ} XX x5||Xy Y, Z,
() () 2)=[x} {r} HZY=|yn » »|{X, ¥ Z| GS57)
(Z'x) (Zy) (ZZ) {ZX} {ZY} {ZZ} , o L||X, Y, Z,
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3.1.2.6.1 Genel Cember

Bir ii¢gen icin esitlik elde etmek amaciyla, (z) merkezinden gecen, degisken

[U] dogrusundaki yansiyan sabit (y) noktast kullanmilir. Eger (u), [U] nun mutlak
kutbuysa (uz) ={Uz} =0 igin, verilen gember (x) in yeri i¢in oldugunda,
x, =y, —2u, {yU}{uU}=y,—2u, (yu)/(uu) (3.58)

ve benzer olarak,

Vu :xﬂ—2uﬂ(xu)/(uu). (3.59)

Bu bagmnti 6nce c,,x, ile, ikinci olarak da ¢, y, ve her ikisi de ¢z, ile
carpildiginda;
(o) = () =2 (o) (yu )/ (ue) = (yy) ve (2x) = (27). (3.60)

sonucu cikarilir [9]. Bu da;

() (2x)" =(2y)" () (3.61)

Tek homojen denklemine sebep olur [9]. (Eger istenirse, (3.58)’de x, ye
orantil1 olan bir ¢arpan eklenebilir. O halde son adim onu yok etmeyi igerir.)

Buradan, g’ = (zy)2 /(yy) oldugunda;
(z) merkezli (y) den gecen cemberin denklemi:

(2x)" =g’ (xx). (3.62)
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Baska bir deyisle,

g={zy} /1 (yy) (3.63)
oldugunda, [Z] eksenli (y) den gecen cemberin denklemi:
{Zx}2 =g(xx). (3.64)

Hiperbolik geometride yukaridaki denklemler, (zz) = [ZZ] nin pozitif, sifir
veya negatif olmasina gore; uygun bir ¢cember, horocycle veya esit uzakliktaki egriyi

temsil eder [9]. (y) ile (z) ye (3.54)’iin ve (y) ile [Z] ye (3.53)’{in uygulanmasiyla;

g’ =(zz)cos* R veya (zz)cosh® R (uygun bir gember igin) (3.65)

g =[ZZ]sin* D veya —[ZZ]sinh® D (esit uzakhktaki bir egri icin)  (3.66)

oldugu goriiliir [9]. Bir horocycle olmasi durumunda g’ ve g i¢in boyle bir ifadeye
bakilamaz. (3.64)’teki denklemin olusmasi agikca, kesisim kirisi {Zx} =0 ekseninin

(3.58) ile uyusmasi ile olur [9].
Ozellikle mutlak kutupsallik kendi kuralsal bi¢imini ifade ettiginde;
(1, 0, 0) merkezli uygun bir cember:
x; =(x, +x] +x;)cos’ R veya x, =(x, —x_ —x;)cosh’R. (3.67)
(1, 0, 1) merkezli (1, 0, 0) dan gecen horocycle:

(x,—%,) =x, —x{ — x5 . (3.68)
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[0, 0, 1] eksenli esit uzakliktaki egri:
X =(x; —x; —x3)sinh’> D. (3.69)

Genel koordinatlarin kullanildig bir 6rnek i¢in, “bir noktadan gecen ¢capa dik
olan bir ¢cembere gore bir noktanmin kutupsalligr” ile ilgili benzer teorem dikkate
almir [9]. Bu (aym1 zamanda cemberin tim c¢esitleri icin) asagidaki gibi

ispatlanabilir. (3.64)’teki konige uygun (w) noktasinin kutbu;

{Zw}{Zx} = g (wx) (3.70)

dogrusudur [9]. Denklemi olusturuldugunda {Zx} =0 ve (wx) = 0 dogrulartyla (yani

bir ¢emberin ve (w) nin mutlak kutupsalligiyla) uyustugu goriilir. Buradan mutlak
kutupsalli1, (w) nin kendisi ve ¢emberin merkeziyle ayni dogrultudadir. Istenen

sonug agiktir [9].

3.1.2.6.2 Tegetsel Denklemler

(u) merkezli ve [U] eksenli harmonik tiirdeslik, dualize ile tegetsel

koordinatlarin bir doniisiimii gibi ifade edilebilir:
X, =X,-2U, {uX}/{uU}. (3.71)
Bu, dualizeyi tiiretme imkani verir, dyle ki G" = [ZY]2 /[YY] oldugunda;
bir cembere [Z] ekseni ile [Y] deki tegetin denklemi:

[zx] =G'[xX]. (3.72)
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Diger bir deyisle, G ={z¥}’ /[YY] oldugunda;
bir cembere (z) merkezli [Y] deki tegetin denklemi:
{x} =G[xx]. (3.73)
[Z] ve [Y] ye (3.52) veya (3.55); ayrica (z) ve [Y] ye (3.53) uygulanirsa,
G’ =[ZZ]cos’ D veya [ZZ]cosh® D (bir esit uzakliktaki egri icin)  (3.74)
G =(zz)sin’ R veya —(zz)sinh® R (bir uygun cember igin) (3.75)
oldugu goriiliir [9].

Boylece her iki geometride de G+ g"=(zz) ve g+G =[ZZ] dir. Aslinda
[zx] =([2Z]-g)[XX] denklemini saglayan bir konigin tegetlerinin dogrudan

saglanmasi gerekir [9].

3.1.2.6.3 Cevrel Cember ve Agirlik Merkezleri

Bir iicgenin koseleri ii¢ genel noktayla (x), (y), (z) olarak verilsin.

Kenarlarinin ve agilarinin katsay1 fonksiyonu c,, olarak tamimlansin [9].

Eliptik geometride (xx) ve [XX] pozitif tamimlandiginda, “kosegen”

katsayilart ¢y, ¢c,,,C5,.Cy,C,,,C,,  pozitiftir  ve pozitif koklerinin  karelerini
¢, €,,¢,,Cy,C,C, ile gostermek uygundur. Karsilikli determinantlar ¥ ve T

pozitiftir [9].
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Hiperbolik geometride, siradan noktalarin ve dogrularin kaynagi olan tiggenin
koseleri ve kenarlar; ¢, =./c,, ve C, :1/|C00| yazildi@inda; c,,c,,,c,, pozitif ve

Cy»C,,,C,, negatif olur. Koselerin mutlak kutupsallari, yani dogrular;

[C()()’ Cl() ’ CZ() ] ’ [C()l’ Cll’ CZI] > [C()Z ’C12’ C22] (375)

ultra-sonsuz ve boylece dis dogrulardir [9]. Buradan ¢, tamamen pozitiftir

[9]. x, =0 kenan lizerinde sonsuzdaki noktalar, ikinci dereceden;
c”xl2 +2¢,,x,x, + c22x22 =0 (3.76)
denklemiyle verilir, buradan ,Cy, = ¢, ¢,, —c}, <0 ve y yine pozitiftir [9].

(xx) de x; nin katsayisi ¢,, veya ¢, oldugundan genel gember eger Z; = gc;
ise (1, 0, 0) noktasindan ve efer Z =gc; ve Z; =gc; ise diger iki kosesinden

gecer. Buradan cevrel cember:
(cox, £ox, £oyx, )2 = (xx) (3.77)
ve eksenleri (bir ¢cevrel cemberin mutlak kutupsallari):
[co,cl,cz],[—co,cl,cz],[co,—cl,cz],[co,cl,—cz] . (3.78)
Boylece biiyiik cevrel cember [cX] = 0 veya

(Cﬂoc G, €y ) : (3.79)

Hiperbolik geometride; eger [co,cl,cz] ekseni ultra-sonsuz ise biiyiik ¢evrel

cemberdir (Ornegin; [cc] > 0 ise), eger [cc] = 0 ise bir sinirlanmis horocycle’dir [9].
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Onceki durumda, cevrel yaricap R oldugunda, (1, 0, 0) dan cevrel cembere olan
uzaklik:

C
cosh R = —=umu_ (3.80)

seklinde verilir [9]. ¢,,C,c, =9,,c, =c, igin by,
-1/2
R =argcosh|[cc] (3.81)

durumuna getirilir [9].

Eliptik geometride biiyiik ¢evrel cember daha kolay bulunur. %E—R icin

[c.¢1.¢,] dogrusuna (1, 0, 0) noktasindan olan uzaklik:

sin(%n—R}co/\/%,/[cc], (3.82)
buradan,
R =arccos [cc]_“2 (3.83)

Agirlik merkezleri (3.78)’deki dogrularin ii¢lii dogrusal kutuplar oldugunda:

I 11 I 11 I 11 11 1
[_7_7_J7(__7_7_J’(_’__’_j’[_7_7__j‘ (3'84)
C, ¢ G C ¢ ¢ )y ¢ ¢ )\e ¢ ¢

Hiperbolik geometride, son ii¢cli mutlaka siradan noktalar degildir; 6rnegin,

dordiincii eger
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G " € _ Co >§ (3.85)

CC, CCy €y 2

ise, ultra-sonsuzdur [9].

3.1.2.6.4 ic ve Dis Cemberler

Eger z; =GC,, :|G| C; ise, bir cembere [1, 0, 0] dogrusu dokunur ve eger
z :|G| C! ve z; :|G| C, ise ayni zamanda diger iki kenarlari da dokunur

(hiperbolik geometride G negatiftir). Buradan i¢ ve dis cemberler:

(C,X,£C X, £C,X,) =|[xX]| (3.86)
ve onlarin merkezleri:

(C,.C..G,),(-C,.C,.C,),(C,y,—C,,C,),(C,y, C,,—C,) (3.87)

Uzakligi(C,,C,,C,) dan [1, 0, 0] a olan i¢ yarigap:

r=arcsin(CC)™"* veya argsinh(CC)™">. (3.88)

3.1.2.6.5 Diklik Merkezi

Kenarlarinin mutlak kutuplari [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, O, 1] olan kaynak ii¢genin

kutupsal tiggeninin koseleri:

(C()()’ Cl()’ CZ() ) ’(C()l’ Cll’ C21 ) ’(COZ’ C12’ C22 ) : (389)
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Bunlar (C,,C,,,C,,C,,,C,,Cy,) diklik merkezinde birlestiginde, yiikseklik

dogrulanyla orijinal tiggenin karsilikli koselerinde
[07 Czo’_Clo]’[_Cm’O’ C()l]’[CIZ’_C()Z’O] (3.90)

seklinde birlesir. Eger C,,C,,C,, # 0 ise bu basit¢ce sdyledir:

(L;;J, 3.91)
C12 CZ() C()l

Eger C,,,C,,,C,, den biri yok olursa, iicgen dik ac¢ili olur ve diklik merkezi
zirvede cakigir. Eger onlarin birinden daha fazlas1 yok olursa, ticgen iki (veya ii¢)
dik acil1 olur ve diklik merkezi de bu durumda belirsizdir. Eger C,,,C,,,C,, den biri,

diger ikisinden isaret¢e farkliysa, (genis acili bir iicgen olmasi durumunda) diklik

merkezi disaridadir [9].
Hiperbolik geometride diklik merkezi eger;

Co , Cu +C22+ 2¢,, n 2cy n 2¢,,

2 2 2
Cl 2 CZ 0 C() 1 CZ() C() 1 C()l Cl 2 Cl 2 CZ()

<0 (3.92)

ise ultra-sonsuzdur. ¢, = ¥(C,,C,, —C) ve ¢, = N(CpyCo—CpoC,p) igin, bu

durumda esitlik;

CIICZZ + CZZCOO + COOCII _ 2C‘OOC‘IZ _ 2C11C20 _ 2C‘ZZ(jOl <

3 + 2 2 2
Cl 2 CZ() C() 1 CZ() C() 1 C() 1 Cl 2 Cl 2 CZ()

0 (3.93)

veya

C20 Cl 2 CO 1 Cl 2 COI C20 Cl 2 C20 Cl 2 COI C20 CO 1

114



veya

c2() C()l c()l ch ch c2()

<0 (3.95)
CoCir GGy GGy €y Gy GGy GGy

veya

CZOCOI +C01C12 +C12C20 <

C12 CZ() C()l

0. (3.96)

3.1.2.7 Alanlar
3.1.2.7.1 Bolgelerin Esitligi

Asagidaki gibi standart bir alan birimi terimiyle herhangi bir bolgenin
alaninin tanimlanmasi saglanir. Eger birim bolge, verilen bir bolgenin i¢inde her biri
esit olan n bolgeye (n pozitif tam say1 olmak iizere) ayrilabilirse, bir bélgenin 1/n
alanli oldugu soylenir ve eger 1/n alanh bir bolgenin m ye esit kopyasini yan yana
koyarsak bir bolgenin m/n alanli oldugu sdylenir. Bir dogal simirlama yontemiyle,

verilen herhangi bir bolgenin alan1 bir reel say1 olarak elde edilir [9].

3.1.2.7.2 Birimin Secimi
Euclidean geometride alan birimi, kenar biriminin karesidir. Euclidean

olmayan geometride sadece kare degil, ayn1 zamanda agilar1 dik olmayan “diizenli

bir dortgendir”. Bu seklin kosegenleri cizildiginde, dik acili dort ikizkenar iiggene

ayrilir. (Taban agilan i?f den farkli olan) A = B olan boyle bir ABC ti¢ggeni igin;

cosc=cos’a=cot> A (Eliptik) (3.97)
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coshc =cosh’a =cot> A (Hiperbolik) (3.98)

formiilleri verilir. Eger a sifira yaklasiyorsa, ?=2a> ve A= i?[ olan bir Euclidean

ticgene gitgide daha cok benzer. Birim, Euclidean olmayan iiggenin alani olan A

yapmak icin ayarlanirsa soyle olur:

=1. (3.99)

Hiperbolik geometride alan, birim yayin bir horocycle cinsinden pargasinin
alani iken, eliptik geometride birimin aslinda iki dik a¢ili bir iiggenin ii¢iincii agisinin
alam1 oldugu sonradan goriilir. (En son figiiriin sonsuza dogru uzatilmasi

dezavantajdir; fakat tiimiine ulasilan diger figiirlerle yerine kolaylikla konulabilir.)
[9].

3.1.2.7.3 Eliptik Geometride Bir Ucgenin Alam

Iki dogru reel projektif diizlemi, icinde iki agisal bolgeye ayirdiginda “yaylar”
olarak isimlendirilir. (Her bir yay, yiizey lizerindeki bir yaya benzemez, sadece bir
tek zirvede iki kenar1 vardir.) Eliptik geometride, eger dogrular birbirine dikse, iki
biitiinler yay esleniktir. Bir dik acili yayin boyle ikiye boliinmesi tekrarlanirsa, bir

yaywn alani, agistyla orantilt olur [9].

Eger w6, 6 agisinin bir yayinin alani ise, tiim diizlemin alani:

Uo+u(r—6)=ur. (3.100)

Herhangi bir ABC ii¢geninin alanlart A,A_,A,,A_ ile gosterilsin ve bunlar

yardimci1 yay iiggenleri olsun. O halde;
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A+A, = UA, (3.101)

A+A, = B, (3.102)
A+A, = uC. (3.103)
A+A, +A, +A, = ur. (3.104)
2A=u(A+B+C-1). (3.105)

Bu iddia alternatif olarak {inlii esitsizligin en basit ispatin1 saglar:
A+B+C>rx. (3.106)

Myl degerlendirmek amaciyla,

cosa=cot A=(1—tang)/(1+tane) (3.107)

sin2a:4tan<‘3/(1+tan$)2 (3.108)

icin A=B= iﬂ' + £ olan bir dik a¢ili iicgen dikkate alinir [9].

Esit a kenarli bir Euclidean dik acili tiggene, bu liggenin alaninin orani:

. 2
(SIZ") tai8(1+tan e). (3.109)

£, 0 ayaklasirken a icin limit g /2 dir. Buradan u# =2 dir ve

Teorem 3.27: Eliptik geometride, herhangi bir ABC ii¢geninin alant A + B +
C -7 dir [9].

Teorem 3.28: Hiperbolik geometride, herhangi bir ABC iicgeninin alant
r—A-B-C dir[9].
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Ispat:

L, M, N, Sekil 3.40’taki gibi B/C, C/A, A/B iizerinde sonsuzdaki noktalar
olsun. O halde tiglii-asimptotik iicgen LMN, dort parcaya ayrilir: Orijinal ABC
icgeni, acilart sirasiyla 7-A, 7-B, 7-C olan AMN, BNL, CLM ikili-asimptotik

ticgenleri. Buradan alan:
ABC=ur—yA-uB—uC=u(r—-A-B-C). (3.110)
Myl degerlendirmek amaciyla:

cosha=cotA=(I1+tane)/(1-tane) (3.111)

sinh’>a=4tane/(1-tane)’ (3.112)

icin A=B= iz— £ olan bir dik a¢ili iicgen dikkate alinir [9].

Sekil 3.40: L, M, N; B/C, C/A, A/B iizerinde sonsuzdaki noktalar

(3.99) durumunda;

. 2
lim,u(smhaj £ (1-tane)’ =1 (3.113)
a tan &

Bundan dolay1r ¢ =1 olur [9].
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3.1.2.7.4 Uzakhgin Diferansiyeli

“Siirekli bir egri”, koordinatlar1 bir t parametresinin siirekli fonksiyonlari olan
bir noktanin odagi gibi tamimlanabilir. Ayrica fonksiyonlarin siirekli tiirevli oldugu
varsayillir. Eger AS, (x) ve (x + Ax) noktalarn1 arasindaki uzakliksa, onun
parametreleri t ve t + At dir. Bir egri, kirik bir dogru veya ¢okgenin bir dizisinin

limiti gibi dikkate alinir, kirigleri daha kiigiik ve daha kiiciik olusturulur ve onlarin

“uzunlugu” § =lim(As/At) iken;

5}

. . As )
s=lim Y As=lim 31 -Ar —;fsdt. (3.114)
Diferansiyel geometrideki diizenlemeye gore, onu (xx) = 1 yapan

koordinatlara normallestirmek uygundur. Bunun i¢in (x) ve (y) arasindaki uzaklik

basitce:
arccos(xy) veya argcosh(xy). (3.115)

Teorem 3.29: Koordinatlarin normallestirilmesi acisindan, herhangi bir

stirekli egri boyunca uzakligin diferansiyeli;

ds® = *(dxdx) = *c,, dx,dx, (3.116)

ile hiperbolik geometri icin alt simgeyle, eliptik geometri icin tist simgeyle verilir [9].

Ispat:
Eliptik geometride (x) ten (x + AXx) e uzaklik;

cosAs:(xx+Ax):(xx)+(xAx):l+(xAx). (3.117)

(x+ Axx+ Ax) =1=(xx) oldugundan,
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2(xAx)+(AxAx) =0 (3.118)

olur. Buradan,
4sin2%As:2(1—cosAs):—2(xAx)=(AxAx). (3.119)

Af* ile boliindiiginde ve limite gecildiginde, §°=(x%) veya diferansiyellerle

gosterimiyle:
ds® = (dxdx). (3.120)

Hiperbolik geometride, benzer olarak:

cosh As =1+ (xAx), (3.121)
4sinh2%As:2(c0shAs—1):2(xAx):—(AxAx), (3.122)
ds® = —(dxdx). (3.123)

Boylece terimlerle kuralsal bigimde mutlak geometri ile koordinatlarin

normallestirilmesi yapilir. Diizlemde;

ds® =+dx; +dx] +dx; . (3.124)
Uzayda:
ds, =%dx; +dx +dx; +dx; . (3.125)
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3.1.2.7.5 Cemberlerin Alanlar: ve Yaylar1

Bir ¢cember:

X’ +x; =sin’ R veya sinh’ R (3.126)
seklindedir. Parametrik simgelerle ise sirasiyla iki geometride;
X, =CosR, x, =sinRcost, x, =sinRsint (Eliptik) (3.127)
veya
X, =cosh R, x, =sinh Rcost, x, =sinh Rsint (Hiperbolik) (3.128)
dir. Buradan,
X =0, x, =—x,, x,=x, (3.129)
ve
§=\x+ x5 (3.130)
= sinR veya sinhR. (3.130-a)
t=0dan t= @ ya integral alindiginda;
R yaricapli bir cemberin 6 acili bir yaymin uzunlugu:
s(R)=6sin R veya fsinhR. (3.131)
Euclidean geometri gibi integrasyonla alanlarin hesaplanmasi saglanir [9].
Boylece,
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R yaricapli bir cemberin 6 agili bir boliimiiniin alanz;
R
[s(r)dr=6(1-cosR) veya 6(coshR-1). (3.132)
0

Ozellikle (Bolyai) R yaricapli bir cemberin cevresi;
27sin R veya 27sinh R, (3.133)

R yarigapl bir cemberin alani;

27 (1-cosR) veya 27 (coshR—1). (3.134)
R= %7[ konulursa, eliptik diizlemin alanm1 2 7 olur (13.3 kabuliiyle).

(3.131) ve (3.132) ile, s yayli bir boliimiin alani (hiperbolik geometride),

s(coshR—l)/sinhR:stanh%R. (3.135)

3.1.2.8 Euclidean Modeller
3.1.2.8.1 “Eliptik” ve ‘“Hiperbolik”’in Anlam

Siradan Euclidean geometride merkezil bir konik, bir elips veya bir
hiperbolden herhangi biri olabilir. Herhangi merkezil bir konik icin eslenik ¢aplarin
cifti bir involusyona (merkezden gecen dogrularin karigikligma) ait olabilir; fakat
sadece hiperbol kendine eslenik caplara sahiptir. (Baska bir deyisle, hiperboliin iki
asimptotu vardir.). Bundan dolay1, herhangi bir karigiklik (ve bdylece uygun olarak
herhangi bir boyutlu projektiflik), eger kendine karsilik gelen iki elemani varsa

“hiperbolik”, yoksa “eliptik” olarak isimlendirilir. Benzer olarak bir kutupsallik,
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kendine eslenik elemanlar1 icerip icermemesine gore hiperbolik veya eliptik olarak
adlandirilir.  Sonug olarak, bir Euclidean olmayan geometri, mutlak kutupsalliginin

dogasina gore, hiperbolik veya eliptik olarak isimlendirilir [9].

Elipsler ve hiperbollerin daha dogrudan bir iligkisi Sekil 3.41°de goriilebilir
[9].

Sekil 3.41: Elipsler ve hiperbollerin iligkisi

(x, 0) veya (1, x, 0) noktast orijinden; x Euclidean uzaklikta, arctan x eliptik
uzaklikta ve argtanhx hiperbolik uzakliktadir. Bu metriklerin karsilagtirilmas,

Klein’1n bir boyutlu Euclidean geometri olmayan modelini kurar [9].

Basitce bir kosede teget olan bir dogruyla, elips bir cember ve hiperbol bir

dikdortgen olarak alinabilir [9].

Eger x,x,,x, swasiyla Euclidean, eliptik ve hiperbolik uzakliklar olmak

lizere;

X, =arctan x, (3.136)

x, =argtanhx. (3.137)

3.1.2.8.2 Uzakliklarin Diferansiyeli

Beltrami’nin modelinde; (x,/x,,x,/x,) Kartezyen koordinatlariyla bir nokta

tarafindan, (x,,x,x,) kanunsal koordinatlariyla bir nokta temsil edilir. x,=1
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konulursa; bu ifade (x,x,), (y,,y,) noktalarn arasindaki eliptik ve hiperbolik

uzakliklar olur:

arccos

0y, + 55, = arcsin (5 =3) +(x=3) + (10— xn) (3.138)
J+g +23) J(1+ 57 +33) (145 +23) (14 57 +37)

ve

argcosh

1-xy -xy, _ argsinh\/(xl —3) +(n-3) —(xy,—xy) (3.139)
2
-

\/(l—xlz—xzz)\/(l—ylz (1—x12—x§)(1—y12—y§)
Boylece (x,,x,) ve (x,+Ax,, x, +Ax,) arasindaki eliptik uzaklik:

Axlz + Ax22 + (szxl - x5Ax, )2

sin® As = 5 5 (3.140)
(14 +x22){1+(x1 +Ax,) +(x, +Ax,) }
ile verilir ve eliptik uzakligin diferansiyeli:
s d)cl2 +dx§ +(x2dxl - x,dx, )2 (1+ X )dxf —2x,x,dx,dx, +(1+x12 )dxf (3.141)
s = = .
(14 +x2) (145 +x3)
ile verilir ve benzer olarak hiperbolik uzaklik:
2 2 2 2 2

4 = dx} +dx; — (x,dx, — x,dx,) _ (1 - X, )dx1 + 2x,x,dx,dx, + (1 - X )dx2 (3.142)

(1—)612—)c22)2 (1—)c12—)c22)2

Ucg boyutlu uzay igin benzer formiiller kolayca elde edilir. O halde hiperbolik
mutlak bir kiire tarafindan, diizlemlerin Kirisleri tarafindan temsil edilir. Bu model
hiperbolik geometrinin tutarlilifinin en erken yeterli ispatin1 saglar. (Boylece

Euclid’in 5. Postulati, onun diger varsayimlarindan ortaya ¢ikamaz.) [9].
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3.1.2.8 Hiperbolik Geometri

Hiperbolik Geometri, Eucleides Geometrisinin aksiyomlarindan (Siralama,
Bag, Paralellik, Denklik, Siireklilik ve Tamlik aksiyomlarindan) paralellik aksiyomu
degistirilerek elde edilmistir. Soyle ki;

Diizlem hiperbolik geometri; diizlem Eucleides geometrisindeki paralellik
aksiyomu yani; “Bir dogru ve disindaki bir nokta verildiginde bu noktadan gecen ve
dogruyu kesmeyen bir tek dogru vardir.” yerine “Bir dogru ve disinda bir nokta
verildiginde bu noktadan gecen ve dogruyu kesmeyen en az iki dogru vardir.”
aksiyomunu almakla ede edilir. Diger Eucleides aksiyomlar1 hiperbolik geometride

de ayn1 oldugundan arada benzerlikler de vardir [4].

Eucleides geometrisinde, paralellik aksiyomuna bagli olmayan tiim sonuglar
hiperbolik geometri i¢in de gecerlidir. Bu ikisi arasindaki en 6nemli fark; hiperbolik

geometrideki bir iicgenin i¢ acilar 6lciileri toplaminin ° den kiigiik olmasidir [5].

Hiperbolik geometri i¢in ¢esitli gosterimler vardir. Bunlardan bazilar iist

yar1 diizlem, birim disk (birim ¢ember) ve Klein gosterimidir [5].

Hiperbolik geometri, hiperbolik diizlemde bulunan kiimelerin, kati
hareketlerin (dondiirme ve Oteleme gibi) olusturdugu bir 6zel doniisiimler grubu

altinda degismez kalan 6zelliklerini incelemektir [4].

Tamm 3.1: Asagidaki kosullar1 gercekleyen her IH = (IN,D,0) geometrik

yapisina bir hiperbolik diizlem ya da Bolyai-Lobatschewsky diizlemi denir:

H1: Herhangi iki noktadan gegen bir dogru vardir.

H2: Her dogru iizerinde ayni sayida nokta bulunur.

H3: Herhangi ti¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

H4: Bir dogrunun digindaki bir noktadan gecen ve bu dogruya paralel olan iki
ya da daha ¢ok (belli bir sayida) dogru vardir.

HS: (Sinirlayic1 Aksiyom) IN'cN, D' © D ve 0' C 0 olmak iizere eger
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a) M, N e IN', M#N =MN € D' ve
b) No'de D'= N e IN'
ise (IN',D', 0") = IH dir [2].

Hiperbolik diizlemin ayirici aksiyomu H4 tiir. Oysaki bu aksiyomu 3 boyutlu
Eucleides uzayr da saglar. Iste bu ve benzeri uzaylari hiperbolik sifati altinda
“diizlem” olarak diisiinmek sakincasini ortadan kaldirmak i¢in HS kisitlayici
aksiyomu konulur. Bu arada sonlu hiperbolik diizlemi belirleyen bircok esdeger
aksiyom sistemlerinin varhigi da soz konusudur. Ayrica, buradaki hiperbolik
sozcligiiniin bildigimiz hiperbol ile bir iligkisi yoktur. Yalniz tarihsel nedenlerle bir

sifat olarak kullanilmaktadir [2].

3.1.2.9.1 Sonlu Bir Hiperbolik Diizlem Modeli

Biiyiik harfler noktalar1 ve her biri ii¢ bilyiik harften olusan iicliller dogrular
gostermek lizere asagidaki sistemi diisiinelim. Burada bir noktanin bir dogru
tizerinde olmasi, bu dogruyu gosteren {iiclii igcinde noktay1 gosteren harfin bulunmasi

biciminde tanimlanmaktadir:

ABC BDE CDM DFH EFL FIK IKM
ADJ] BGH CEJ DGK EIG GIM
AHI BKL CFi DIL EHM HIL
AEK BFM CHK

AFG BI] CGL

ALM

Sistemin biitiin aksiyomlar1 sagladigi kolaylikla goriilebilir.  Ayrica her
noktadan 6 dogru gecmekte, her dogru lizerinde 3 nokta bulunmakta ve bir noktadan

digindaki bir dogruya 3 paralel ¢izilebilmektedir [2].
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3.1.2.9.2 Gercel Bir Hiperbolik Diizlem Modeli

Eucleides diizleminde bir egri ile sinirlanmis konveks bir bolge, 6rnegin bir
dairenin i¢ noktalarindan olusan bolge diisiiniilsiin. Dairenin i¢inde kalan (¢evre
izerindekiler hari¢) noktalar yine nokta olarak; dairenin kirislerinden her biri birer

dogru olarak alinsin [2].

Dairenin ¢evresi iizerinde kesisen herhangi iki kiris paralel dogrular olarak
tanimlansin. Boylece her dogruya disindaki bir noktadan gecen iki paralel dogru
cizilebilir. Kolayca gosterilebilir ki bu sistem bir hiperbolik diizlemdir [2].

Dikkat edilirse bu modelde her d dogrusuna disindaki bir N noktasindan
cizilen d;ve d, paralelleri arasindaki bolgede bulunan ¢ok sayida dogrular da d yi
kesmez. Ama bunlar yukaridaki paralellik tanimina uymazlar. Eger “ortak noktasi
olmayan iki dogru paraleldir” diye tanimlanacak olursa boyle dogrular da d ye
paralel olur ve hiperbolik diizlem aksiyomlar1 yine saglanir. [2, s. 55-57.].

3.1.2.9.3 Hiperbolik Uzaklik ve Hiperbolik Disk

Hiperbolik diizlem, yani iist yan diizlem;
U =({z | z=x+iy, y>0}) (3.143)

ile gosterilir. U nun otomorfizmalar grubu, yani elemanlart U nun hiperbolik

izometrileri olan grup;

az+b

PSL(2,R) = {TI T(z)= ca,b,c,d e R,ad —bc = 1} . (3.144)

cz+d

Eucleides geometrisinde bir yay elemaninin diferansiyeli;
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ds =|dz| (3.145)

olarak tanimlanir. (j/: [0,1] 5 U,zeU,z=x+iy, y(t) = z(t) = x(t) + iy(t)) . ¥ nin

Euclid uzunlugu;

1

7=]

0

40 (3.146)

olarak tamimlanir. Euclid geometrisinde oldugu gibi hiperbolik geometride de (H-

geometri) bir yay elemaninin hiperbolik uzunlugunun ds diferansiyeli

]
ds =—1 (3.147)
y
olarak tamimlanir (z = x + 1y, y>0). Buna gore, bir parcali siirekli

diferansiyellenebilir C egrisinin hiperbolik uzunlugu (H-uzunlugu);

m%dyj
(|dz t\Var dt
(C)=[ds=|# =£|—y|dt=£ ; dr (3.148)

olur. p ile gosterilecek olan hiperbolik metrik (H-metrik)
p:U - R, p(z,w)=Inf |} (3.149)
olur. p nun, z ile w yu birlestiren H-dogru iizerinden hesaplandig bilinir. Ayrica

[ 2=+ =]

p(z,w)=In (3.150)

|z—w|—|z— |

oldugu da bilinmektedir.
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FiU—D.fz)=2"" (3.151)

Z+1
doniisiimii U yu D birim diskine resmeder (D = {zl |Z| < 1} ).

Birim diskte bir yay elemaninin diferansiyeli;

ds = 5 (3.152)
1-[4]
ve birim diskteki H-metrik yani iki nokta arasindaki H-uzaklik:
1—zw|+|z—
p(z.w) :lnw (3.153)
[T
olur. 7,7, € PSL(2,R) igin;
b a
()= Sl 1= 2B o _[* P) g (* A (3.154)
cz+d yz+0 c d y 0

AB' (aa+bﬂ ay+bd

= , |A,B|=Tr(AB")= bp+do 3.155
ca+dp c7/+d5] [4.8] r( ) ao+bp ( )

dir ve [A,B] bir reel igcarpimdir. Bu i¢ccarpimdan A nin ||A|| normu, ||A||2 =[A,A]
ve T nin ||T|| normu, ||T||2 = ||A||2 =[A,A]=a*+b’+c*+d* seklindedir.  p

hiperbolik metrik (H-metrik) olur ve

p(z,w)=1nM (3.156)

|z—w|—|z— |
oldugu goriiliir [10].
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Tanm 3.2:
D bir kompleks iist yar1 diizlem olsun. y:[a,b]—>D egrisi i¢in,

¥(t) = x(t) +iy(¢t) oldugunda, hiperbolik uzaklik:

I =|[ %2 a G157)
y(1)
seklinde tanimlanir. Hiperbolik metrik (H-metrik) p ile gosterilmek iizere:
(3.158)

p:D* >R, p(z,w)=Inf 7]

gibi tamimlanir [11].

Teorem 3.30:

Her ge PSL(2,R), bir hiperbolik izometridir.

Teorem 3.31:
e oldugunda,

neDisin p=g(2).q=g(z).8(z)=—
_ Loy q
p(zl,zz)—p(tp,tq)—ln;-
v S|
b
i =
1w Zl// \ .
1 [
0 b P 4

Sekil 3.42: Teorem 3.31’in gosterimi
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Sonug 3.1:

Bir [ZpZz] pargasinin bir hiperbolik orta noktasi (H-orta nokta), Euclidean

orta nokta ile aym degildir.

Ispat:

Bir [ip,iq] parcasinin Euclidean orta noktasi, P ;qi noktasidir.  Fakat

Jr

[ip.iq] parcasinin H-orta noktasi, \/pgi nokasidir. Ciinkii n—L =YL g,
pPq p

Ornegin p ve q, sirasiyla 1 ve 4 olarak alinsin. O halde, Euclidean orta 2.5 iken,

hiperbolik orta (H-orta) 2 dir. Boylece yeni bir tamim verilebilir:

Tamm 3.3:

p ve q sayilarimin aritmetik ortalamasi, p ve q nun Euclidean ortalamasi
olarak isimlendirilir. p ve q sayilarinin geometrik ortalamasi, p ve q nun hiperbolik

ortalamasi (H-ortalama) olarak isimlendirilir.

Geometrik ortalama, aritmetik ortalamadan daha kiiciik oldugundan;

Euclidean orta nokta, hiperbolik orta noktanin daha iizerindedir.

[
T (p+qi/2

=]
e
-
i

Sekil 3.43: Euclidean ve hiperbolik orta
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Tamm 3.4:

r yarigapl ve z,€ U merkezli

{zeUlp(z.2)) <1} (3.160)

kiimesine, z, merkezli r yarigaph hiperbolik disk denir [10].
Teorem 3.32:

Her H-disk bir Euclid diskidir.

z, merkezli ve r yarigapli H-diskin, Euclid merkezi w, = x, +iy, ve Euclid

yarigapt 7 olmak iizere;

X, =X,, yy=Yy,coshr, r,=y,sinhr. (3.161)

e "

an

| )
) 1
Hiperbolik cap | | «(_-—|— Euclid merlea

Hiperbolik meriez

Sekil 3.44: Euclid merkezi ve H-merkez

Sekil 3.44’te de goriildiigii gibi bu diskin Euclid merkezi, H-merkezden
daima daha yukaridadir. Ciinkii coshr >1 dir [10].

132



Teorem 3.33:

Birim diskte \/Ei (D = {z | |z| < 1}) ze D olmak iizere,

{z1p(0.2) =r} (3.162)

hiperbolik diski yine orijin merkezli bir Euclid diskidir [10].
yarigapt:

Bu diskin Euclid

R=tanh%r. (3.163)

Sonug 3.2:

{zl|z]<R.Re R} (3.164)

Euclid diskinin hiperbolik yaricapi [10]:

. 3.165
R ( )

Teorem 3.34:

Birim diskte (D), z, merkezli ve r yarigapl bir hiperbolik disk, kz, merkezli
ve R yaricapl bir Euclid diskidir [10].

1-|z,|" )sinh
ke Rveksabit,A=1+sinhlr—|zo|2 sinhzlr,k: R= ( |ZO| )sm g - . (3.166)
2 2{1+(1—|z0|2)sinh22r}

1
A?
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Euclid merkezi:

Yo Yo (3.167)

1+(1—|zo|2)sinh2;r ,l+(1—|z(,|2)sinh2;r

Wy =

noktasi, Euclid yarigapt:

(1—|z0|2)sinh r

2[1+(1—|Zo|2)sinh2;r}

R=

(3.168)

3.1.2.10 Riemann Geometrisi

3.1.2.10.1 Tanitim

Tarihsel olarak, Riemann geometrisi R’ teki yiizeylerin diferansiyel
geometrisinin dogal bir gelisimidir. Verilen bir yiizey S < R’olmak iizere, S ye
teget olan vektorlerin uzunluklarinin Sl¢iimiiniin dogal bir yolu vardir; yani: S ye bir

p noktasinda teget olan iki vektoriin i¢ garp1m1<v, w>, basitge R’ teki bu vektorlerin

i¢ carpimidir. Bu tanmimla, bir egrinin uzunlugunu hesaplamanin yolu, onun hiz

vektoriiniin integralini almaktir. <,> nin tanimi, sadece S deki egrilerin

uzunluklarinin Olctilmesine izin vermekle kalmaz, iki egrinin arasindaki acinin
Olciilmesi kadar ayn1 zamanda S deki bolgelerin alanlarinin 6l¢iilmesine de izin verir
ve diger tim “metrik” fikirleri geometride kullanilir. Daha genel olarak, bu
kavramlar “geodezik” olarak isimlendirilen, S {izerinde belli 6zel egrilerin
tanimlanmasina yol acar. Geodezikler asagidaki 6zelliklere sahiptir; yeterli kapal
bir geodezik iizerinde herhangi iki p ve q noktalari verilsin. Bdyle bir egrinin
uzunlugu, p yi q ya birlestiren herhangi diger bir egrinin uzunlugundan ya kiiciiktiir
ya da esittir. Boyle egriler pek cok durumda sanki S nin “diiz dogrular1” gibi hareket

eder ve geometrinin gelismesinde 6nemli bir rol oynar [12].
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[leri siiriilen bir pe S noktasindaki i¢ carpim tamimu, iiriinler, bir ikinci

dereceden 1, sekli esit olarak p deki S nin temel sekli olarak isimlendirilir, 7,S teget

diizleminde [ » )= <v, v>,v € TPS ile tanimlanir [12].

Bu gelismenin kritik noktasi, Gauss’un 1827’de yayimlanan iinlii

calismasinda yaptig1 bir gozlemdir. Bu calismada Gauss, bir pe S noktasinda S nin
p deki teget diizleminden sapma miktarim1 Olger, ylizeyler igin egriligin bir
gosterimini tanimlamistir. Modern gosterimde, Gauss’un tanimi asagidaki terimlerle
ifade edilir. g: S — > cR*; S den R® iin S birim alani icine bir esleme ile her
pe S icin T,§’ye dik olan bir N(p)e S * birim vektoriine birlesimi tanimlansin.

Eger S yoneltilebilirse, o halde g 1iyi tanimlanmis olur ve S {izerinde
diferansiyellenebilir. =~ Gauss’un zamam boyunca, Yyiizeylerin yo&neltilmesinin
gosterimi 1iyi anlasilmamistir (ashinda, bugiin Mobius takimi olarak iyi bilinen
Mobius’un iinlii 6rneginde sunulan, 1865’e kadar iyi anlagilamamistir) ve bu yiizden

g, S nin “parcalan1” {izerinde tanimlanir. Herhangi bir durumda, g

diferansiyellenebilir  ve onun diferansiyelinin = dg,: 7,8 > 7T, S > olarak

(p)

konusulmasi olasidir. N(p), 7,S ’ye dik oldugunda, 7,S ve T, , S * iki vektor uzayi
tespit edilebilir ve boylece dg, lineer esinin determinantinin konusulmasi mantikli
olur. Gauss egrisini K(p)=det(dg,) gibi tanimlamustir ve 1760’ta Euler tarafindan

ilk olarak getirilen biiyiik egriligin iiriiniiyle anlasildig1 gosterilmistir [12].

Belki, p deki S ye dik olan diizlemlerle S nin kesisimi ve k, =maxk, ve
k, =mink, alinmasiyla elde edilen egrilerin k, egriligi géz Oniinde tutuldugunda,
bir S ylizeyinin k, ve k, biiyiik egriliklerini Euler tanimlamistir. Gauss zamaninda
bir fonksiyonun veya diger k, ve k, nin egriliginin yeterli bir taniminin yapildigi
acik degildir. Gauss, S nin egriligine gore, K =k k, se¢imini dogrulayarak yaklasik
K y1 elde etmis olmasi1 gergegini dikkate alir [12].

Gauss’un ima ettigi gercekler asagida verilmistir. ilk durumda, egrilik iistteki

gibi tanimlandiginda sadece S deki ol¢iimlerin ¢esidine baglidir. Bu sade ilk temel I
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sekline baghdir. Ikinci olarak, geodezikler tarafindan sekillendirilmis olan bir

icgenin i¢ acilarinin toplaminin 180° den farkli olusu deyimiyle, sadece iiggenin

egriligi ve alanina baghdir [12].

Tiim bunlar Gauss’un bulusunun c¢ok derin anlamlarini acik¢a fark ettigini
gosterir.  Aslinda Gauss’un zamani boyunca temel problemlerin biri, Euclid’in 5.
Postulatr’nin geometrinin diger postulatlarindan bagimsiz olup olmadigina karar
vermektir. (“Bir dogru iizerinde olmayan diiz bir dogru ve bir nokta verilsin. O
halde verilen dogruda kesismeyen bir noktadan gecen diiz bir dogru vardir.”) Simdiki
uygulamalarinin olmamasina ragmen bu soru felsefi anlamlarin asil énemine yol

gosterir. Daha Onceleri Euclid’in 5. Postulati, bir tiggenin i¢ acilarinin olciileri

toplamimin 180° ye esit oldugu gercegine esit olarak kurulmustur. Gauss’un kesfi,
diger fikirler arasinda keyfi bir cesitte (uzayr cevrelemesi dikkate alinmaksizin)
verilen ikinci dereceden bir temel sekle bagli olan olast bir geometrinin
varsayllmasii icerir. Boyle bir geometride, geodeziklere gore diiz dogrular
tanimlayan bir iicgenin i¢ acilarinin dlgiileri toplami egrilige baghidir ve Gauss’a gore
aslinda onun 180" den farkli olusu, liggenin iizerindeki egriligin integraline esit
olmasini dogrulamaktadir. Gauss bununla birlikte onun fikirlerinin gelisimine uygun
gerekli matematiksel araclara sahip degildi. (Gauss aslinda diferansiyellenebilir bir
manifoldun fikrine ihtiya¢ duymustur.) ve bu konuyu acik¢a tartismamayi tercih
etmistir. Bagimsiz olarak bir Euclidean olmayan geometrinin meydana ¢ikmasi

gercegi Lobatschewsky (1829) ve Bolyai (1831)’ye aittir [12].

Eucleides postulati hakkinda ii¢ hipotez ileri siiriilebilir. Bir diizlemde bir d
dogrusu ile buna ait olmayan bir A noktasi verildiginde;

1. A noktasindan d yi kesmemek iizere bir ve yalniz bir dogru gecirilebilir
(Eucleides).

2. A noktasmmdan d yi kesmemek {iizere sonsuz dogru gecirilebilir
(Lobatschewsky).

3. A noktasindan d yi kesmemek iizere hicbir dogru gecirilemez [13].

Dogrunun simirsiz olarak uzatilabilecegi kabul edildiginde, bu sonuncu

hipotezin bir kenara birakilmasi1 gerekir. Baska bir deyisle, iiciincii hipotez kabul
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edilirse, dogrunun da sonlu bir uzunlugu oldugunu kabul etmek gerekir. Iste

Riemann da bu hipotezi ileri siirmiistiir [13].

Riemann geometrisinde; paraleller kavrami yoktur ve dogrunun sonlu bir
uzunlugu vardir, yani dogru bir nevi kapali bir egridir. Bir liggenin i¢ agilar1 dlciileri
toplami iki dik a¢idan daima biiyiiktiir. Bu geometriyi gelistirdigimizde celismeler
yasanmaz. Ciinkii yazilis tarzlarinda yapilan bir degisimle bu geometri Eucleides

geometrisine doniistiiriilebilir [13].

Verilen bir O noktasindan gecen dogru ve diizlemler toplulugunu ele alalim

ve asagidaki “sozlik” yardimiyla bu toplulugu bir diizlem seklinde yorumlayalim:

O merkezli demet Ideal diizlem

O dan gecen dogru Nokta

O dan gecen diizlem Dogru

Iki dogru arasindaki ag1 Iki nokta arasindaki uzaklik
Iki yiizlii a1 Iki dogru arasindaki ac1

Ug yiizlii Ucgen

Bu ideal diizlemde dik olan ve yine O dan gecen diizlemlerin ilk diizleme O
da dik olan ortak bir dogrulart vardir. Bu 6zellik gosterir ki, Riemann geometrisinde

bir dogrunun dikmeleri ayn1 bir noktadan gecerler [6, 13].

Gauss’un fikirleri, hala bir manifoldun yeterli bir tamiminin yapilamamis
olmasina ragmen, tekrar 1854’te Riemann tarafindan kabul edilmistir. Riemann
sezgisel bir dil kullanarak ve ispatsiz olarak bugiin “n boyutlu diferansiyellenebilir
bir manifold” olarak adlandirilan bir tanmitimi yapmustir. Ayrica ikinci dereceden
temel bir manifold seklinin her noktasini birlestirmistir ve sonra bu durum Gaussian
egrilik fikri olarak genellestirilmistir. Bundan bagka, ispatindan sadece on yil sonra
ilk temel ikinci dereceden sekil ve egrilik arasindaki pek cok bagimtiyr belirtmistir.
Euclidean olmayan geometrilerin gelisimindeki temel sorunun, yeni fizik ve
geometri arasindaki iliskinin dolayli olarak kavranmasina Riemann’in neden oldugu

onun c¢aligmasindan agikca anlagilir [12].

137



Riemann yiizeyleri olarak adlandirilan Riemann’in ciiretli kavramlarinin
diger tam anlamm H. Weyl’in 1913’teki c¢alismasinda sadece agik¢a ortaya
koydugu, Riemann’in calismasinin sekillenmesi icin gerekli diferansiyellenebilir
manifold kavramim ileri stirmek gariptir. Bu konu bu calismada ele alinmayacaktir

[12].

Yeterli araclara ihtiya¢ duyulmasindan dolay1, Riemann geometri aslinda ¢cok
yavas gelismistir. Tegvikin bir 6nemli dis kaynagi, bu fikrin 1916°da rolativite
teorisine uygulanmasi olmustur. Bir baska temel adim Levi-Civita’nin paralellik
tanitimidir. Riemann geometrisinin tarihinin yazimi burada tamamlanmamaistir, fakat

basitge onun orijini izlenmis ve ne anlama geldiginden hareket edilmistir [12].

Bu geometrinin hareket noktasi, her bir noktasinda teget vektorlerinin
uzunluk Ol¢iimiiniin bir yontemine gotiiren diferansiyellenebilir bir manifoldun

olusudur. Bu 6l¢iim noktadan noktaya degisebile bir diferansiyellenebilmedir [12].

Diger kisimda diferansiyellenebilir manifoldlar, sayilabilirlik esasiyla

Hausdorff  uzaylarinin  oldugunun  varsayilmasiyla  dikkate  alinmstir.

“Diferansiyellenebilir”,  “C”smfi”  semboli ile M"=M oldugunda

diferansiyellenebilir bir manifold; n ile M nin boyutu gosterilmistir [12].

3.1.2.10.2 Riemann Metrikleri

Tanmm 3.5: Bir diferansiyellenebilir M manifoldu {izerinde “Riemann

=9

metrigi” (veya Riemann yapis1), asagidaki bigcimde diferansiyellenebilmesi degisen

T,M teget uzay! izerindeki bir i¢ ¢arpim <,> (bu i¢ carpim bir simetrik, ¢ift

dogrusal, pozitif-tanimli sekildir) M nin her bir p noktasina ortak olan bir benzerliktir
[12].

Egerx:U cR" 5> M, x(x,%,,...x,)=q€ x(U) ve ai(q) =dx,(0,...1,...,0)
xi

ile p etrafindaki bir koordinat sistemi ise; o halde
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0 0
<a—(q),—(q)> =g (X x,), (3.169)
X, axj ,

U iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyondur [12].

Bu tanimin koordinat sisteminin se¢imine bagli olmadigi agiktir. Riemann
metriginin diferansiyellenebilirligini ifade etmenin diger bir yolu, M nin bir V

komsulugunda diferansiyellenebilen X ve Y vektor alanlarinin herhangi bir ¢ifti i¢in
<X Y > fonksiyonu V iizerinde diferansiyellenebilir demektir. Bu tanim diger tanima

esdegerdir [12].

Genel olarak hicbir kangiklik olasiligi olmadiginda <,>p fonksiyonunda p

sembolii silinir. 8 =g j,.) fonksiyonu, x:U cR" — M, koordinat sisteminde
Riemann metriginin (veya “metrigin g, si”), “yerel temsilcisi” olarak isimlendirilir.

Verilen bir Riemann metrigi ile diferansiyellenebilen bir manifold “Riemann

manifoldu” olarak isimlendirilebilir [12].

Matematiksel yapinin herhangi bir ¢esidinin tanimindan sonra, iki objenin

ayni olmasi durumundaki bir gosterimi tanitilsin [12].
Tanim 3.6:

M ve N, Riemann manifoldlar1 olsun. Bir f:M — N difeomorfizmi (bu f,

diferansiyellenebilir bir tersiyle diferansiyellenebilir bir bire-bir i¢ine fonksiyondur),

eger:
(wv), =(df, (.df, @), .VpeM.uveT,M igin (3.170)

bir “izometri” olarak adlandirilir [12].
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Tamm 3.7:

M ve N, Riemann manifoldlart olsun. Bir f:M —>N bir
diferansiyellenebilir eslemesi, eger p nin bir U ¢ M komsulugu f:U — f(U) ya

bir difeomorfizm ((3.170)’ten) oluyorsa, pe M deki bir “yerel izometri” olur [12].

Genel olarak bir M manifoldu, M deki her p i¢in M deki p nin bir U

komsulugu ve bir f:U — f(U)c N yerel manifoldu varsa, bir N Riemann

manifolduna “yerel izometriktir” denir [12].

Ornek 3.1:

M =TR"olmak iizere, ai ile ¢(0,...,1,...,0) dzdeslestirilir. <ei,ej>:§ ile

:
X, !

4

bir metrik verilir. R", “n boyutlu Euclidean uzay” olarak isimlendirilir ve bu uzayin
Riemann geometrisi, Euclidean geometri metrigidir [12].

Ornek 3.2 (Carpim Metrigi):

M, ve M,, Riemann manifoldlar1 olsun ve carpim yapistyla M XM,
kartezyen ¢arpimi goz oniinde tutulsun. 7z, :M XM, > M, ve 7,:M XM, —>M,
dogal izdiisiimler olsun. M, XM, lizerinde bir Riemann metrigi asagidaki gibi

ortaya konur:

v(p’Q)e MIXMZ’M’VE Y}I)’q) (MIXMZ) lgln,
(u.v), , =(dmu.dmw) +(d,u,dr,v), . (3.171)

Carpim iizerindeki bir Riemann metrigini dogrulamak kolaydir. Ornegin;

§'x..xS"'=T" kabartis1 S' cR> ¢emberi iizerindeki R*> den Riemann metrigini
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olusturan se¢imiyle ve carpim metriginin alinmasiyla elde edilen bir Riemann

yapisidir. Bu metrikle 7" kabartisina “diiz kabart1” denir [12].

Bir Riemann metriginde egrilerin uzunluklarinin nasil hesaplandigim

gosterelim:
Tamm 3.8:

Bir I c R agik araligindan diferansiyellenebilir bir M manifoldu i¢ine bir
c:1 —> M diferansiyellenebilir eslemesi, parametrize edilmis bir“egri” olarak

1isimlendirilir [12].

Bir parametrize edilmis egrinin “koseler” kadar kendisiyle kesisimi

oldugunun kabul edilebildigi ileri siiriiliir [12].

Tamm 3.9:

Bir V vektor alani boyunca bir egri ¢:1 — M olmak iizere, V(t)e T, M
teget vektoriine her re I ile baglanan, bir diferansiyellenebilir eslemedir. V’nin
diferansiyellenebilir olmasi; M iizerindeki herhangi bir diferansiyellenebilir f

fonksiyonu icin, ¢t —V(#)f fonksiyonu I {izerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur, demektir [12].

dc(dij vektor alani % ile gosterilir ve “hiz alan1” (veya “teget vektor
t t

alam1”) olarak adlandirilir. ¢ boyunca bir vektdr alanimin bir M acik kiimesinin

izerindeki bir vektor alanina ister istemez genisletilemedigi ileri siiriiliir [12].

Bir c egrisini kapali bir [a,b]c] alanina sinirlama bir “parga” olarak

isimlendirilir. Eger M bir Riemann manifoldu ise, bir parcanin uzunlugu:
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b[dc dc 12
Pey=| (=,—) dt. 3.172
() J.a<dt dt> ( )

ile tanmmlanir [12].

3.1.2.10.3 Afin Bagintilar ve Riemann Bagitilar
3.1.2.10.3.1 Tamtim

Kovaryant tiirevin gosterimi ¢ok Onemli sonuclara sahiptir. Geodezik ve
egrinin temel iki goriisii, Riemann manifoldlarindan daha genel durumlar
tanimlamis olur. Bunun sonucuna gore, birinin belirli 6zelliklerle vektor alanlarinin
tiirevinin bir gosterimini tanimlayabilmesi yeterlidir. Riemann geometriden daha
genel olan (diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde ) ¢ok farkli “geometrik
yapilarin” olusturulmas tesvik edilmistir. Aymi sekilde, Euclidean geometri metrigi
afin geometrinin, daha genel olarak projektif geometrinin 6zel bir durumudur. Yani;

Riemann geometri, daha genel geometrik yapilarin 6zel bir durumudur [12].

Afin bagintilar, M {izerinde essiz olarak belirli bir afin bagint1 tanimlayan bir

M manifoldunun iizeindeki bir Riemann metriginin se¢imini saglar [12].

3.1.2.10.3.2 Afin Bagintilar

M iizerindeki C” smifinin tiim vektor alanlarinin kiimesi X(M) ve M

tizerinde tamimli C” smifinin reel degerli fonksiyonlarinin halkasi D(M) ile

gosterilsin [12].
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Tamm 3.10:

Diferansiyellenebilir bir M manifoldu {izerindeki V : X(M )XX(M ) — X(M)
bir V afin bagintisi, X,Y,Ze X(M) ve f,ge D(M) asagidaki 6zellikleri saglayan

(X,y)—>V Y ile gosterilen bir eslemedir:

DVpowZ=fVyZ+gY,Z. (3.173)
i)V, (Y+Z)=V, Y+V, Z. (3.174)
i) V., (fY)= fV, Y+ X(f)Y . (3.175)

Bu tanim Riemann yapisi kadar agik degildir. Yine de asagidaki onerme bu

durumu az da olsa agiklar:
Onerme 3.1:

M, bir V afin bagintis1 ile diferansiyellenebilen bir manifold olsun. ¢

boyunca V nin kovaryant tiirevi olarak isimlendirilen, c¢:/—>M ye

diferansiyellenebilen egri boyunca bir V vektor alanim1 ¢ boyunca diger bir %
t

vektor alanina birlestiren essiz bir benzerlik vardir, dyle ki:

D DV DW
a) —(v+w)=——+—.
dt dt dt
b) dB( ) zfl—fV+ f %; w, ¢ ve f boyunca bir vektor alan1 oldugunda I
t t t

tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyondur [12].

c) Eger V, bir Ye X(M) vektor alamyla ortaya cikiyorsa (Ornegin,

DV
V(1) =Y(c(1)) ise), o halde =z =V .Y dir[12].
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Aciklama 3.1:

V.,Y(p), X(p)nin degeri ve p deki X e teget olan bir egri boyunca Y

degerine bagl oldugunda (c) nin en son dogrusu anlam ifade eder. Aslinda Tanim

3.10 (iii), gercekten bir yerel kavram olan afin baginti kavramin1 gostermeye izin

verir. p etrafindaki bir koordinat sistemi (x,,..,x,) olarak segilip X,=—

ox,
oldugunda,
X=>xX, Y=)yX, (3.176)
i J
VY= va (ZyXJ Dy Ve X+ xX.(y)X, (3.177)
i i

Vi X, :Z X, yazlarak Fl’; nin diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugu

ko
sonucu ¢ikarilir ve buradan V,Y(p) nin x,(p),y,(p)ye bagh oldugu ve y, nin

X (y,)(p) olarak X ile tiirevlenebildigini ispatlayan ifade:

Z(ZX Y+ X () j (3.178)

Aciklama 3.2:

Yukaridaki onerme, M iizerindeki bir afin bagintinin sec¢iminin, egriler
boyunca vektor alanlarin bir tiirevi oldugu gercegine (6rnegin, (a) ve (b) nin
saglanmasi) sebep oldugunu gosterir. Baginti kavrami egriler boyunca bir tiireve
doniistiiriilen vektorlerin bir cesidini saglar. Ozel olarak M deki bir egrinin

ivmesinden konusmak olasidir [12].
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Onerme 3.1’in Ispati:
Baslangicta bir benzerligi saglayan (a), (b) ve (c) oldugu varsayilsin.
clhNxU)+#¢ ilex:UcR"—>M  bir koordinat sistemi olsun ve

(x,(£), %, (£) 0, (2)) ise 0——+ZF" e ).t€ I'min yerel bir ifadesi ve

xi:aix olsun. O halde V alam v/ =v’/(r) ve x,=x(c(r)) oldugundan

1

V= zjvj X i j=1,...,n icin yerel olarak ifade edilebilir [12].

a) ve b) ile

DV _
= —x v 3.179
— Z (3.179)
¢) ve Tanim 3.10 (i) ile
DX, =VaX; =V X
dt de/dt [ZE’X[] J
- ‘;iv X, ij=ln. (3.180)
Buradan
DV dv dx,
—_— i+ VvV, X 3.181
dt dt Z ( )

i.j

olur. (3.181) ifadesi, eger Onerme 3.1’in kosullar1 saglandiginda bir
benzerlik ise, o halde boyle bir benzerlik essizdir [12].

Varligin1 gostermek igin (1) ile x(U) da %tammlamr. (1) in istenen
t

ozelliklere sahip oldugunu dogrulamak kolaydir. Eger y(W), y(W)nx(U)# ¢ ile
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diger bir koordinat komsulugu ise, (1) ile y(W) de %tammlamr. yW)nxU)
t

daki bu tanimlar x(U) daki %nin essizligi ile kabul edilir. Bu tanim ile M nin
t

tiimiiniin iizerinde genisletilebildigi anlasilir ve burada ispat sonuglanir [12].
Giiniimiizdeki paralellik kurami dogal bir sekilde anlagilir [12].

Tamm 3.11:

M bir Vafin bagintisiyla diferansiyellenebilen bir manifold olsun. Bir
c:I — M ye egrisi boyunca bir V vektor alani, tim e [ igin %z 0 oldugunda
t

“paralel” olarak isimlendirilir [12].
Onerme 3.2:

M bir V afin bagintisiyla diferansiyellenebilen bir manifold olsun. c:/ - M ,

M iizerinde diferansiyellenebilen bir egri ve V,ise c(z,)da (z,)e I M ye teget olan

bir vektor olsun. (Ornegin V, e LM ). O halde c boyunca bir V essiz paralel vektor

alani vardir, dyle ki V (z,)=V,, (V(r), c boyunca V (z,)a paralel doniisiim olarak

isimlendirilir) [12].

Ispat:

c(I) daki durum i¢in teoremin ispatlanmis oldugu varsayimi, bir yerel
koordinat komsulugunu igerir. c([to,tl]) C M pargasi, herhangi bir ¢ e /icin
yogunlukla, hipotezlerle tamimlanabilen her bir V deki koordinat komsuluklarinin
sinirh bir sayisiyla kapsanabilir. Arakesitler bos olmadiginda essizlik icin tanimlar

cakigir. Boylece [7,,7]in tiimii boyunca V nin tanimina izin verilir [12].

Sadece bu yiizden c(I) oldugunda teoremi ispatlamak bir x:U c R" > M

koordinat sisteminin bir x(U) koordinat komsulugunu igerir.
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x(e(t))=(x(¢),....x, (r))ifadesi c(t) i¢n genel bir ifade ve X,=—/(c(s,))

J

oldugundan V, = Zjvonj olsun [12].

V (t,) =V, ile c boyunca paralel olan x(U) daki bir V vektor alaninin oldugu

varsayilir. O halde, V =) v/X

oz%z jddl; j+;%vax,xj (3.182)
saglar.
Vx X, =2, Ffj X, konulup ve ilk toplamda jile k yer degistirildiginde
%=;{%+;w%rg}xﬁo (3.183)
elde edilir [12].

v¥(¢) deki n diferansiyel denklem sistemi:

av* ¢ dx

O=—+) I'v/— |, k=1,...,n 3.184
dt Z;‘ Yodr ( )

Baglangictaki

DV DwW av' ; odw d . d

LW+ (v, ) = B LS B IS = Sy ),

<a’t >+< dt > Z,-:{altWJr dt v} dt{z,.:vw} dt< >

v ()= (3.185)
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durumlarim saglayan essiz bir ¢oziime sahiptir. O halde, eger V varsa, essizdir.
Dahasi sistem lineer oldugunda herhangi bir ¢6ziim istenen 6zelliklerle V nin varlig
(ve essizligi) ispatlandiginda tiim ¢ € [ i¢in tanimlanir [12].

3.1.2.10.3.3 Riemann Bagintilar

Tamm 3.12:

M, V bir afin bagint1 ve (,) bir Riemann metrigi ile diferansiyellenebilen bir
monifold olsun. Bir bagintinin herhangi bir diizgiin c egrisi ve ¢ boyunca herhangi p
ve p’paralel vektor alanlari ¢ifti iken (,) metrigi ile uyumlu oldugu soylenir.

{p, p’) =sabittir [12].
Tamm 3.13:

“V eger (,) ile uyumluysa, o halde genel “carpim kurali” ile i¢ carpimina

ayrilabilir” oldugunu gosteren asagidaki 6nerme ile dogrulanir [12].
Onerme 3.3:
M bir Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki bir V bagintisi,

c: I — M diferansiyellenebilen egrisi boyunca sadece ve sadece herhangi V ve W

vektor alanlari i¢in bir vektorle uyumludur [12].

i(V,W>= DY e (v.2YN e rigin (3.186)
dt dt dt

elde edilir [12].
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Ispat:
Denklem (3.186) nin Vnin (,) ile uyumlu oldugunu gosterdigi aciktir. Bu
yiizden tersi ispatlansmn. T, (M ),t,€ I nin {P,(t,),.. P, (t,)} bir otonormal (yani

her biri birim vektor uzunlugundaki herhangi iki vektoriin dik olmasi durumu) temeli

secilsin. Paralel doniigiimler tarafindan ¢ boyunca E(to),i =1,...,n vektorleri

genigletilebilir. Ciinkii V, herhangi bir 7€ [ i¢in T, (M ) nin bir otonormal temeli

2% n

olan {P(t).....P,(t)} metrigi ile uyumludur. Bu yiizden v've w', I iizerinde

diferansiyellenebilen fonksiyonlar oldugunda [12].

V=>VP,

W=>wP, i=l..,n (3.187)

yazilabilir. Buradan;

DV _sdvp

dt ~ dr '

ﬂ: ﬂg (3.188)
dt — dt

oldugu anlagilir. Bu yiizden;

DV DW ' . aw' d P d
DV \fy WA s av v L d s Lo Dy ) (3.189
<d > < dt> Z{dtw dtv} dt{sz} W) G189

t i
olur [12].
Sonug 3.3:

Bir M Riemann manifoldu iizerindeki bir V bagintis1 sadece ve sadece

X,Y,Ze X (M) igin;
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X(Y,.z)=(V.Y,Z)+(Y,V.Z) (3.190)

metrigi ile uyumludur [12].

Ispat:

V nin metrikle uyumlu oldugu varsayilsin. peEM ve

I, =" c(t,)= p.tye Iile bir diferansiyellenebilen c:/ — M egrisi olsun ve

% —, = X (p) ile diferansiyellensin. O halde;

X (p)(¥,Z) :%<Y,Z> o =Vt z) +(rV,,2) .

P keyfi oldugunda (3.190) anlasilir. Tersi aciktir [12].

Tamm 3.14:

Bir M diizgiin manifoldu iizerindeki bir V afin bagintisinin X,Y e X(M)
icin;

VY-V, X =[X,Y] (3.191)

oldugunda “simetrik” oldugu soylenir [12].

Aciklama 3.3:

Bir (U,x) koordinat sisteminde her i, j =1,...,n i¢in V nin simetrik oldugunun
ispati, terminolojiyi dogruladiginda
dx,

k
;{%+ZF§WE}X,< VX, -V, X, =[XX,]=0 (3.191-a)
LJ

bV
dt
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X =— 3.191-b
"oox ( )

ile gosterilir (ileri siiriilen (3.191-a) denklemi gercekte FI’; = Fﬁi dir) [12].
Teorem 3.35(Levi-Civita):

Verilen bir M Riemann manifoldu asagidaki kosullar1 sagladiginda M

tizerindeki V bir essiz afin bagintis1 vardir [12].

a) V bir simetriktir

b) V, Riemann metrigi ile uyumludur [12].

Ispat:
Baslangicta boyle bir V min var oldugu varsayilir. O halde;

X(Y.Z)=(V,Y.Z)+(Y.V,Z) (3.192)
Y(Z,X)=(V,Z.X)+(Z,V,X) (3.193)
Z(X.,Y)=(V,X.Y)+(X,V,Y) (3.194)

(3.192) ve (3.193) eklenip (3.194) cikarildiginda V mnin simetrik oldugunu

kullanarak;
X(v.2)+v(Z.X)-Z(X.Y)=([x.Z].Y)+([v.Z]. X)+([X.Y].Z)+2(2.V,x) (3.195)

dir [12]. Buradan ;

<Z,V,X>=%{X(Y,Z>+Y<Z,X>—Z<X,Y>—<[X,Z]Y>—<[Y,Z],X>—<[X,Y],Z>} (3.196)

olur.
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Bu ifade Vnin (,) metriginden essiz olarak tanimlanmig oldugunu gosterir.

Bu yiizden, o eger varsa essizdir. Varligi ispat etmek icin (3.196) ile V tanimlanir.

V nin iyi tammmlanmis ve istenen durumlart sagladigin1 dogrulamak kolaydir [12].
Aciklama 3.4:

Teoremle verilen bagintidan M {iizerindeki “Levi-Civita (veya Riemann)

Bagintist” olarak soz edilsin [12].

Bir (U,x) koordinat sistemi iizerindeki gosterimi ele alinsin.

Vy X, = TiX,ile U iizerinde tammlanmis I fonksiyonlarinin “U iizerindeki

V bagintisinin katsayilar” veya baginti iizerindeki “Christoffel Sembolleri” olarak

soylenmesi alisilagelmistir. (3.196) dan g, = <X . ¢ j> oldugunda [12].

1|9 d )
Ng, =—4—g, +—g, ——2g. 3.197
Z tjglk 2{8}6} g]k axj gkl an gl]} ( )

oldugu anlagilir.

(gkxm) matrisine bir ters (gkm) eklendiginde,

1 0 0 d
r=-5J%, .9, _ 9, L 3.198
; 2;{8)@ g o 83 g,,}g (3.198)

(3.198) denklemi, g (verilen metrikle) agisindan Riemann bagintisinin

Christoffel Sembolleri icin klasik bir ifadesidir. R" Euclidean uzay1 i¢in Ffj =0

elde edilir. Christoffel Sembolleri acisindan, kovaryant tiirev (3.181) den anlagilan;

k
DV s 4 sy Bily
dt Tldt SV dr
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klasik ifadesine sahiptir [12].

%, Christoffel Sembollerini iceren terimlerle Euclidean uzaydaki genel
t

tirev farklilik gosterir. Bu yiizden Euclidean uzayda kovaryant tiirev genel tiirevle

cakisir [12].

Buraya kadar; Euclidean geometri, projektif geometri, eliptik geometri,
tanimlayic1 geometri, hiperbolik geometri, afin geometri ve Riemann geometrisi ele
almmigtir.  Bu baglamda zaman zaman ikili veya c¢oklu karsilagtirmalarda

bulunulmustur.

Genel cercevede bu geometri cesitleri bir sonraki boliimde tablo halinde

karsilastirilacaktir.
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4. SONUC VE ONERILER

4.1 Sonucg

Geometri cesitleri; kuruculari, yaklasik kurulus tarihleri, temelde “5.Postulat”

bakimindan ayrildiklart noktalar bakimindan kisaca asagidaki tabloda

karsilastirilmistir:
4 . )
GEOMETRI
. I . N\ 4 N\ 4 I .
HIPERBOLIK EUCLEIDES ELIPTIK
. GEOMETRI | | GEOMETRISI | | GEOMETRI
(= BOLYAI Y ( EBUCLEIDES | |  RIEMANN
= LOBATSCHEWSKY
L =  GAUSS ) L ) L
4 N 4 .. N\ 4
1820 -1830 M.0.350 - 300 1860
\§ J \§ J \§

(" Verilen bir dogruya digindaki ) (" Verilen bir dogruya disindaki ) (" Verilen bir dogruya disindaki )

bir noktadan iki paralel dogru bir noktadan bir tek paralel bir noktadan hi¢ paralel
cizilebilir. dogru c¢izilebilir. cizilemez.
- J - J -
Ucgenin i¢ acilan 6l¢iileri Ucgenin i¢ acilar dl¢iileri Ucgenin i¢ acilar dlgiileri
toplami < 180° toplam1 =180° toplami1 >180°
- J - J -

Sekil 4.1: Hiperbolik, Euclidean ve eliptik geometrinin karsilagtirilmasi

Bu tabloda; “projektif geometrinin” diger tiim geometrileri, 6zel olarak da
“eliptik geometrinin” Riemann geometrisini ve “afin geometrinin” Euclidean
geometriyi kapsamasi sebebiyle, adi gecen projektif, Riemann ve afin geometriler bu

tabloda gosterilmemistir.  Ozellikle hiperbolik geometri, Euclidean geometri ve
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eliptik geometrinin bu tabloya alinmasi, Eucleides’in 5. Postulati’na getirdikleri bu

tic farkli varsayim sebebiyledir.

4.2 Oneriler

Tiirkiye’de ilkdgretim ve ortadgretim kurumlarinda program olarak okutulan
geometri Ogretiminin sadece Euclidean geometri sinirlarinda kalisi, cagimizin bilime
“siipheci” bakis acgist karsisinda caresiz kalmaktadir.  Bilgiye erisimin ¢ok
kolaylastig1 ve bilgiyi 6ziimsemis toplumlarin gii¢lii oldugu giiniimiiz diinyasinda;
karsilastirmali, analiz-senteze dayali, yaratict ve analitik diisiinmeyi desteklemesi
arzu edilen 6gretim sitemi iginde, geometri dgretiminin tekdiizelikten kurtarilmasi
gerekmektedir. Basmakalip bilgi yiiklemesi yapilmayan; sorgulayici, ¢ok yonlii
bakis acilartyla olaylara yaklasabilen bireyler yetistirebilmenin 6nemi agiktir. Bu
kapsamda, Euclidean olmayan geometrilerin Ogrencilere tamtildigt ve boylece

ufuklarim genis tutmalarinin saglandig programlar uygulamalidir.

Sonugta; matematik ve geometrinin aksiyomlarina yeni bir bakis agisi

kazandiran bu ¢esitliligin yer aldig1 kaynak sayisinin arttirilmasi gerekmektedir.
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5. EKLER

EK A “Unlii Geometricilerin Yasadig1 Sehirlerin Haritalarr’

’

1 2 3 L) 5 (] 1 ] 2 10
Adriati :
dredde Paconia Pontus Euxinus
Sed
Hiyria
3 Aniis HilERs Byzantiun
Jsmaru
Etyon Abdera,, - Hebrus
Macedonia
asus
L] Propontis
Th
Pieria : Afttonessos
Samothracs Thracian Chersdnestis Pl
B Zeltia e Fricus
Olynthos SEstusy” spercote
o oS Imbrog whydus
Haliacmon "~ 4 Palldne Sitinia Elaeués” sDardanus
(Phlegrae) Lrnos Hellespnt Phrygia
Epirus Hestiaeotis ‘:‘m“""' “Hamole = S
“Buthrotum e A5 ytinas _ e Scamander
Corcyral Oechalia o *Gyrton fenedos™! { Troad Dardania
o Ida da sThEDE
Dodonas Trieca P aMeliboea Antandrus, .Ad‘mmymm
C Boebels  Sogbe Lyrnessus
Pingus, n Assus,
A +lthome Lectum'
Thessaly Pherae. —_loleus Methymna’s
- Mivinces g gnesi L2 Mysia
hesprotia Thaumacs. Tonus, | Hethane b
pteleug) C2*Gizon o sMytlerie o Pergamum
"2 peparethos
Phttiotis fiztes
Alope, At oo
o Achelous Oete, Srachis Igerinthus e
0 ey et Aetol g yenus i Aegean Sea woyme
Acamania e Phocasas .+
Olenus  PamassLs rehoments
thaca Ouolian Locris Delphls PhoCS ™ Cofge Euboea - *5ord
Calydon Crisas i o aEretria aSmyma AT
Cephallen's Echinades Is. “chalds 'c"n"'"i": i Erythrae,
same Aggiurn nchestus' 4 Thebes Tlazomenae
Patraes, oThisbe  Bocota
‘Achaea i Hotidnae Capareus s Lydia  cayster  Maeonia
Erymanthus Pellene. &ithaeron Marathon, ~) ebedug  eoloph
Maupnsm:n. & — " sEieusis '&"me > ,"?E\SS,
anier M Siero® - N2 .
E e Phenous, b SRR orl  Cormestiy Ephesuis ogda
Zagynthes - stymphaluss 3 Salaris ﬁ landros Tonia
Olympia , Orchomenuse  NEMmed yconae: Aeging Y TYmietius
R T o priene
Mantineia* iy P L tess Tenos earia Fotys
Alpheus ma'l A0l e a o AT
Iyconos
+Tegea Syres
Mases w (M
Phigalias «Hermione Delos
fé oy * o i
lonian Sea pfium: -M?:::e"ar . Calydnian Js. Caria
i Messenia s “*;-'P:f“ Seriphos| e
p aygetus o Paros|
Pyloss A Amycae - Nedbs sHalicarmassus
Gerenige_Phand  Laconia Siohnoa Calymn
JHelus Cos
Augeaes, 3
Oetylus, sLas
Meos Astypalea :
e Nysirus Sy
Iolysus ¢
Taenarum ‘Malea Camirusy
G
Cythera Rhodes!
aLindus
Cretan Sea
Carpathos)
H Map of Greece & F; Dia
ern Asia Minor o
- Crossie” i
e Crate slycus ikl
» Cities in black A Dite,
Regions in red Rh?
Islands in purple Gortys +Rhytium
A Mountains in green Phassive
Waters in blue
1 Promontories in brawn
© 2000 Carlos Parada & Maicar Forlag
1 1 3 4 5 6 7 ] 9 10

Sekil A.1: Megara-Yunanistan (Eucleides), Miletus-Tiirkiye (Thales), Samos-Yunan

Adalar1 (Phytagoras), Chios-Yunan Adalar1 (Hipokrates), Atina-Yunanistan (Plato)
Haritas1 [14].
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Sekil A.2: Hannover-Almanya (Riemann) Haritas1 [15].
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Sekil A.3: Buia-Macaristan (Bolyai) Haritas1 [16].
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Sekil A.4: Milet-Tiirkiye (Thales) Haritas1 [17].
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Sekil A.5: Cnidus-Yunan Adalar1 (Eudoxus) Haritas1 [18].
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Sekil A.6: Nizhni-Nogvorod-Rusya (Lobatschewsky) Haritas1 [19].
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Sekil A.7: Braunschweig-Almanya (Gauss) Haritas1 [20].
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