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OZET

Bu c¢alismada, sirasiyla metrik tensor, kurt deligi ve Einstein Alan
Denklemleri’nin olusum asamalarina deginilmistir. Arkasindan segilen bir metrik
tensor ile birlikte Christoffel sembolleri, Riemann tensori elemanlari, Ricci Skaler
Egriligi hesaplanmis ve bdylece Einstein Alan Denklemleri’nin sag yanini olusturan
Einstein tensorii elemanlari elde edildi. Uzay-zamanin geometrisini veren bu
elemanlara karsilik madde ozellikleri hakkinda bilgi veren Morris-Thorne Enerji-
momentum tensér smir sartlarinda 2. mertebeden non-lineer kismi diferansiyel

denklem sistemi olan Einstein Alan Denklemleri’ne analitik ¢6z{iim aranmustir.

Anahtar Kelimeler: Kurt Deligi Metrigi, Einstein Alan Denklemleri,
Kurt Delikleri.



SUMMARY

In this work, respectively, metric tensor, wormhole and Einstein Field Equation
are argued. After that, with a chosen metric tensor Christoffel symbols, Riemann
tensor, Ricci scalar curvature are computed and so components of Einstein tensor
which are right side of Einstein Field Equations are obtained. Under the Morris-
Thorne boundry conditions which give information about material properties, an
analitical solution to Einstein Field Equations which are a 2"¢ order partial

differential equation system is searched.

Key Words: Wormhole Metric, Einstein Field Equations, Wormholes.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZINi

Simageler ve  Aciklamalar

Kisaltmalar

r ‘ye gore kismi (pargal) tiirev

d : Kismi (pargal) tlirev

Gap . Uzay-zamanin geometrisini veren Einstein tensorii
R . Ricci skaleri (g*°R,;,)

Rap . Ricci tensor

R} .q . Riemann egrilik tensorii

Tap . Enerji-momentum tensorii

Sy . Kronecker delta fonksiyonu (§2=9%" g.5)

F . Kuvvet

GT . Gorelilik Teorisi
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SEKILLER DIZINI

Sekil No: Sayfa
1.1:  Einstein-Rosen kopriisii modellemesi. 1



1.GIRIS
1.1. Metrik Tensor

Uzay-zamanda (X, y, z, t) ve (x+dx, y+dy, z+dz, t+dt) iki nokta olmak {izere 3

boyutlu uzayda uzaklik kavraminin bir genislemesi olan ds uzay-zaman araligi

1

e Kovaryant vektor xh = (x x1, x%, x3) =(ct, x, v, 2)

e Kontravaryant vektér  x, = (xo, X1, Xz, x3) = (ct,—x,—y,—z)
olmak iizere
dx* = (dx°, dx*, dx?,dx3) (1.1.1)
dx, = (dxo, dxq, dx,, dxs3) (1.1.2)
ifadelerinin i¢ carpimindan elde edilen
ds? = dx*dx, = c*dt* — (dx* + dy* + dz?) (1.2)

seklinde yazilabilir. Goriildiigli gibi kovaryant ve kontravaryant vektor elemanlarinin
birinci bileseni olan X-sifirinct bilesenleri zamam, diger x-birinci, ikinci ve ii¢iincii
bilesenleri ise bildigimiz 3 boyutlu uzay bilesenlerini temsil etmektedir. Bu 3 boyutlu
uzaysal kisim bilesenleri Kartezyen (X, y, z) koordinatlarla ifade edilebilecegi gibi
Silindirik (r, 0, z) veya Kiiresel (v, 6,¢) koordinatlarla da ifade edilebilir. Yukaridaki
i¢ carpim Einstein uzamsal toplam formundadir yani ds® = dx*dx, simgesinde
tekrar eden indeks p'niin, vektor elemanlarin i¢ ¢arpim sirasinda her indeks i¢in elde
edilen carpimlar1 toplamidir.
Bu yazilisa gore uzay-zamanda aralik kavrami asagidaki gibi 3 ayr1 kategoride

diistiniilebilir.



eds? >0 (zamanimsi aralik)
eds? <0 (uzaymsi aralik )

eds? =0 (is1k aralipn)

Kovaryant ve kontravaryant araliklar ise

dxt = gtvdx, (1.3.1)

dx, = gudx* (1.3.2)

seklinde birbirine doniisebilmekte ve bu doniisiimii saglayan g#* ve g,, seklinde

belirtilmis dizgelere metrik tensér adi verilmektedir. Metrik tensorle birlikte uzay-

zamanda bir aralik asagidaki sekilde tanimlanabilir.

ds? = g,,dx*dx, (1.4)

Goriildiigii gibi tanimlanan bu metrik aralik hacim, egrilik, ag1, gelecek ve
gecmis gibi kavramlar1 tanimak ic¢in kullanilan uzay-zamanin tim geometrik ve

nedensel yapisini igermektedir.
1.2. Kurt Delikleri ve Segilen Kurt Deligi Metrigi

Kurt delikleri fenomeninin ge¢misi Einstein ve Rosen tarafindan Einstein Alan
Denklemleri’nin Schwarzschild ¢oziimiinden dogan uzay-zamanin iki farkli pargasini
birlestirebilen bir topolojik yapi tasarlanma ihtiyacina dayanmaktadir. [Einstein-
Rosen, 1935] Daha sonra “Einstein-Rosen Kopriisii” adi verilen uzay-zamanin iki
farkli pargasina agilan iki agiz ve bu agizlar birlestiren bir bogazdan olusan bu
yapiya ilk kez kurt deligi yani wormhole ismi Misner ve Wheeler tarafindan 1957°de

yapilan bir ¢aligmada verilmistir [Misner and Wheeler, 1957].



Kurt delikleri uzay-zamanin farkli pargalarini birlestirebildiginden farkli
evrenlere gidebilmeye veya zamanda yolculuk yapabilmeye firsat saglayabilecekleri
diislincesi ile bilim ve bilim kurgu diinyasinda oldukga ses getirmislerdir.

Teoride evrende ¢ok sayida kurt deligi oldugu disiiniilmekteyken bunlar
Planck 6lgegi boyutlarindadir [Lemos et al.,2003]. Dolayisiyla bu derece kiiglik bir
yapidan gecip farkli bir zamana veya mekana yolculuk yapmak miimkiin degildir
fakat Morris ve Thorne bu yapinin egzotik maddelerce desteklenmesi halinde
gecislerin yapilabilecegini ¢aligmalarinda gostermistir [Morris and Thorne, 1988].
Karanlik enerji, hayalet enerji, domain wall, Chaplygin gaz ve takyon gibi pozitif
enerji yogunluklu ve negatif basingli maddelere egzotik madde denmektedir [Lobo,
2006].

Sekil 1.1: Einstein-Rosen kopriisii modellemesi.



En genel haliyle kiiresel simetrik kurt deligi metrigi Lorentzian kurt deligi

metrigidir ve asagidaki denklemle ifade edilir.

-1
b(r
ds? = e?®(Mdqt? — (1 - (T)> dr? —r2(d6? + sin?6d¢?) (1.5)

Burada ®(r) kirmiziya kaymayi, b(r) ise kurt deliginin seklini belirleyen keyfi
fonksiyonlardir ve kurt deliginin gecilebilir olmasi i¢in r koordinati, ry kurt deliginin
bogaz acikligi olmak iizere 1y <r < 4+o0o araliginda degerler almalidir. @(r)
kirmiziya kayma fonksiyonu her yerde sonlu degerler almasi gerekirken, b(r) sekil

fonksiyonu asagida verilen kosullar saglamasi gerekir [Morris and Thorne, 1988].

*b(ry) = o
eb'(ry) < 1)

eb(r)<r r>r,
1.3. Einstein Alan Denklemlerinin Olusturulmasi

Einstein’in 1915°te ilk kez yayimnladigi bir makalede Einstein Alan Denklemleri
(EAD) ile, Newton kiitle-gekim yasasina relativistik bir genellestirme getirmistir
[Einstein, 1915]. Newton Teorisi’ne gore pargaciklar kiitle-cekim kuvvetinin etkisi
ile hareket etmesi temel prensip iken Einstein’in ortaya attigi Genel Relavite
Teorisi’nde cisimler egri uzay-zamanda bir geodezik egri boyunca serbest hareket
eder.

Bu denklemler uzay-zamanin egriligini (Einstein Tensorii) enerji-momentum
dagilimina(Baski-Enerji Tensorii) esleyen on denklemden olusmaktadir. Einstein
tensoril, metrik tensor ile bagtilidir. Bu ylizden problem verilen enerji-momentum
dagilimi i¢in metrik tensorii ¢ozmek anlamini tagir.

Newton Kiitle-Cekim Teorisi’nde, kiitle-cekim potansiyelinin - maddenin
davranigini ne sekilde etkiledigine ve nasil bir kiitle-cekim potansiyeli olusturduguna
a cismin ivmesi, ¢ kiitle ¢ekim potansiyeli olmak tizere asagidaki denklem agiklik

getirir.



a= -V (1.6)

p madde yogunlugu olmak tlizere asagidaki Poisson diferansiyel denklemi

Vip = 4lGp (1.7)

kovaryant tensorel bir sekilde ifade edildiginde esitlik Einstein Alan Denklemleri’ne
dontistir.

Bu denklemler madde ve enerjinin varliginda egri uzay-zamanin yapisint
verecek ve ayni zamanda enerji-momentumun korunumu yasasina uyacaktir. Enerji-
momentum tensorii simetrik, iki indise sahip ve kovaryant tiirevi sifir olan bir
tensordiir. Boylece bu tensorle orantili, uzay-zamanin egriligini verecek bir tensorel
ifadeye ihtiya¢ duyulur [Grén and Hervik, 2007].

(1.7) Poisson denkleminin sag yan1 madde yogunlugu icerdiginden, EAD’nin
sag yani enerji-momentum tensoriinii ve sol yami kiitle-cekim potansiyelini

icermektedir.

d?x® . dx? dx¢
dt? +Fb0?' dr 0 (1.8)

Geodezik egri denkleminde, O‘L‘B katsayilar1 Christoffel sembolleri olmak {izere

uzayin (Riemann uzay1) metrigine asagida belirtildigi sekilde baglhdir.

1
Ipe = Egad(abgdc + 0:9pa — 9a9bc) (1.9)

Oklid uzayinda iki nokta arasinda en kisa mesafe olarak tanimlanan dogru
parcasi kavrami Riemann uzayinda geodezikler olarak karsimiza ¢ikar.

Geodezik denklemi ile verilen serbest parcacigin hareketi ele alindiginda

Newton limitinde (Z—f« c(isik hiz1) olarak ele alindiginda ve parametre olarak

secilen 6z zaman yaklasik olarak Newton zamanina esit oldugundan (1.8) denklemi

ile gosterilen ifade



dxt . dt dt

1

dc2 + Foocaca = (1.10)

gi — _Czl—go (111)

formunu alir. Elde edilen bu ifade Christoffel sembollerinin kiitle-gekim ivmesi
olarak ifade edilebilecegi anlamini tasir. Newton kiitle-gekim yasasinda ivme,
potansiyelin birinci tiirevinden elde edildigi gibi Christoffel sembolleri de metrigin
birinci tiirevinden elde edilir.

(1.7) Poisson denkleminin sol tarafi potansiyelin ikinci tiirevini igerdiginden
EAD’de bu yam ifade edecek tensér de metrigin ikinci tiirevi olmalidir. ki indisli ve
uzayin egriligini madde-enerji varliginda yansitmasi gereken bu tensér Riemann
tensoriinden elde edilen Ricci egrilik tensoriidiir. Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevi
sifir degildir. Bunu engelleme adina Einstein tensorii tanimlanmigtir. Einstein tensori

Ricci tensoriiniin lineer bir kombinasyonudur [Gr¢n and Hervik, 2007].

Rap = R4ap (1.12)

1
Gap = Rap — ERgab (1.13)

R%,, Riemann tensériinii, Ry, Ricci tensoriinii, G, ise Einstein tensoriinii ifade
etmektedir.

Einstein Alan Denklemleri, yiiksek hiz ve biiyiik kiitlelerde gegerli olan uzay-
zaman geometrisi ile enerji-momentum dagilimini iliskilendiren dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler kiimesidir.

Bu denklemler, uzay-zamanin egriligini (Einstein tensorii) enerji-momentum
dagilimina (baski-enerji tensoril) esdegerlik ilkesi ile esleyen denklemlerden olusur

ve en kapali haliyle asagidaki gibi ifade edilirler.

Gap = Tap (1.14)


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=E%C4%9Frisel_denklem&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Diferansiyel_denklem
http://tr.wikipedia.org/wiki/E%C4%9Frilik
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Einstein_tens%C3%B6r%C3%BC&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Bask%C4%B1_enerji_tens%C3%B6r%C3%BC&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=E%C5%9Fde%C4%9Ferlik_ilkesi&action=edit&redlink=1

Burada Ty, enerji-momentum tensoriinii ifade etmektedir. Tensor hesabina dayanan
en kapali haliyle (1.14) denklemi ile ifade edilen Einstein Alan Denlemleri’nde sag
ve sol indislerinin dorder degeri oldugundan karsimiza 256 Riemann tensor elemani
ortaya cikmaktadir. 2. mertebeden non-lineer kismi diferansiyel denklemlerden
olusan bu denklem sisteminin ¢dziimiine ulagsmak denklemlerin yapist geregi oldukca
zordur.

Bu denklemlerin uzay-zaman geometrisi ile ilgili kismina homojenlik, kiiresel,
silindirik ve ya dilizlemsel simetri gibi bazi matematiksel kosullar; madde ile ilgili
olan diger kisma da 1s1 akisi, elektromanyetik alan, ideal gaz veya vakum gibi
fiziksel kosullardan secilen bir kombinasyon yardimiyla ¢oziim yaklagimlar

yardimiyla bulunmaya ¢alisilir [Yakar, 2006].



2. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ
ELEMANLARI

2.1. Christoffel Sembollerinin Hesabi

(1.5) esitliginden ortaya ¢ikan kovaryant ve kontravaryant metrik tensorleri

—e~2¢(M 0 0 0 \
b(r)
0 1-—=) o0 0
g% = ( r ) (2.1)
0 0 r2 0 /
0 0 0 71 %sin”2%60

olmak iizere kovaryant metrik tensoriin bilesenlerini kolaylik agisindan

.goo = _p—20()

b(r)
o= (1)
0 g?2 = 12

e g3 =1r"2sin"%0

oi #j icin gV =0
seklinde ve kontravaryant metrik tensorii

/_ew(r) < bo(r)>_1 Z Z \

0 1——

Yab = T (2.2)
0 0 r? 0
0 0 0 7r%sin%0

olmak iizere kovaryant metrik tensor bilesenlerine benzer seklinde gdsterelim.

* gop = e 2%

b(r)\ 1
®011 = - T)
0g?? = 12



® g;3 = 1isin?0

Yukarida ifade edildigi gibi Christoffel sembolleri metrigin birinci tiirevinden

elde edildiginden kapali formda asagidaki esitlik ile ifade edilir.

1
Tpe = Egad(abgdc + 9:9pa — 9aGpc) (2.3)

Einstein toplam uzlasimi yardimiyla Christoffel sembollerinin agik formu asagidaki

hali alir.

1 1 1 1
Ipe = 59"°6b90c + 59“16b91c + Egazabgk + 59“36b93c

1 1 1 1 2.4
+59%0cg0 + 59" 0cgp1 + 590Gz + 5 90 Gbs @9
1 a0 1 al 1 a2 1 a3
59" 009pc = 59" 019 =59 029pc — 59" 039nc
denkleminde kismi tiirevler yerine asagidaki tiirev operatorleri uygulandiginda
0 2.5.1
N (25.1)
ot
d (2.5.2)
0, = F
9. = i (2.5.3)
27 90
0 (2.5.4)
63 =
d¢



I—gc = [gb (2.6)

(2.6) esitliginde goriildiigii gibi Christoffel sembolleri ikinci ve tiglincii bilesene gore

simetriktir.Christoffel sembollerinin sifirdan farkli olanlar1 asagidaki gibidir.

Y, =o'(r) (2.7.1)
% =o'(r) (2.7.2)
_ 1 b(T‘) ) — — @ ! r
TG0 = —§<1 - T) Oy (—e?*™) = <1 " )‘1’ (r)e*® (2.7.3)
. _1(. b® b\ _ b)) = b(r)
=3 <1 . >ar (1 . ) = 50 (2.7.4)
I, =b(r)—r (2.7.5)
I3; = (b(r) —r)sin?6 (2.7.6)
e 1 2.7.7)
r
r2, -1 (2.7.8)
, _ sin?6 (2.7.9)
13 —
5 _ sin?6 (2.7.10)
31 —
3 _ cost (2.7.11)
237 sind

10



3 cos@

sind (2.7.12)

2.2. Riemann Egrilik Tensorii

Metrigin ikinci tlirevlerini igeren, dort indisli asagidaki esitlikle ifade edilen

Riemann tensoriniin
Rgcd = acrgd — 04 gc + Fle;drgc - le;c gd (2-8)

liclinci ve dordiincti bilesenler {izerinden anti-simetriktir ve sifirdan farkl

elemanlar1 asagidaki gibidir.

Rfm = —611“20 + Fgorh_rgor& (2.9.1)

17r.b'(r)—b(r)

=—-0" (r)+ @' (r)z ) — (@ '(r))z

RY1o = 019 — T9oT1 4T TS, (2.9.2)
=" (-9 () %T' E’;(ﬁ)b_(ggr) + (2'()°

RS, =%, = &'(r)(b(r) — 1) (2.9.3)

R0 = —T9T3, = @'(r)(r — b(1)) (2.9.4)

Ry =T9 I, = &' (1) (b(r) — r)sin?@ (2.9.5)

11



R, = —T9, T, = &'(r)(r — b(r))sin?6
330 = 10* 33 ( ) (296)

R601 = _81[%0 - F%)oril"'rgﬂ%o

(1-20) a1 Q=B BN
2r(r — b(r)) r

Réw = alrcl)o + F(l)orh_r&r%)o

lqb”()(pﬂ) d’“(M) +(o'@™)" (2.9.8)

(2)-vo( 229 -2
r Zr(r - b(r)) r

rb'(r) — b(r) (2.9.9)

R%12 = 01['%2 + F%zrh - F%ZF% = o

—rb'(r) + b(r)

Ry = =011y — 3,17 + 13,15, = o

(2.9.10)

R31’13 = alrés + [%3[‘}1 - F§1F§3 (2.9.11)

rb'(r) —b(r) N sin?

= (') = Dsin®0 + (b(r) —r)sin®0 |5 e+ =

12



R31’31 = _61[‘%3 - F§3F%1 + F§1F§3

(2.9.12)
= (1 —b'(r))sin?0 — (b(r) — r)sin?6 rb’(r) = b(r) + sin’
2r(r — b(r)) r
Roz = —T4el5, = @' (r )(b(r) - 1) Zim (2.9.13)
RG0 = TgolT, = @' (r )(b(r) - 1) zim (2.9.14)
R%,, = 0,2, + T2,I2, —T1,T%, = —rz—z— ;fzg)__bb(g)) (2.9.15)
R%,, = —0,T%, —T%,I'3, + T}, I%, = r2_2 + er;g)__bb(g)) (2.9.16)
R3ys =T1,l35 = <@_ 1) sin®@ (2.9.17)
R3s3, = —Tf,I33 = (1 _@> sin®6 (2.9.18)
Rios = —Thol%s = —@'(r)e?®™ S”; i (1 —@) (2.9.19)
R3s0 = [hol3s = @'(1)e2®™) 5";26 (1 - b(:)> (2.9.20)

13



R1313 = 61['%3 - F%1F§3 + F%srgl

(2.9.21)
_ sin*0 —sin*@  (b'(r)r — b(1))sin’0
B r? 2r2(r — b(r)
R1331 = _81F§3 + FhF% - F§3F§1
(2.9.22)
_sin*6 —sin*@  (b'(r)r — b(r))sin’6
B r? 2r2(r — b(r)
(b(r) —r)sin?0 (2.9.23)
R§23 = 62['%3 - F%2F§3 + F§3F§2 =1- r
(b(r) — r)sin?6
R33p = — 0,135 + [3,1%3 — 3313, = -1+ - (2.9.24)
2.3. Ricci Tensorii
Roo = RQoo + Ri10 + R20 + Riso (2.10.1)
Ry, = Rgo1 + R%n + R%21 + Ri?'31 (2-10-2)
Rz = R3py + R312 + R32; + R3s, (2.10.3)
R33 = R9y3 + R313 + R323 + Riss (2.10.4)

Riemann tensoriiniin bilesenlerinin (2.10.1), (2.10.2), (2.10.3) ve (2.10.4)
denklemlerinde yerine yazilmasi ile elde edilen Einstein tensoriiniin bilesenlerini ve
Ricci skaler egriliginin hesaplanmasinda kullanilacak olan Ricci tensoriiniin

bilesenleri asagidaki gibidir.
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Roo = [cb” ) <1 - @) +@'(r) <—b(r) _rzr bl(r)) +(@'®)

(2.11.1)
_bON _ rb’'(r) —b(r) 1+ sin’6 _b(n) -
(1-20) - oy (2D _1250) (PO o
& ,  \T-b'(r)—b(r) 2+ sin®0 —sin*0
Riy=-2"(D+d (r) T 50) ~
(2.11.2)
(@'t 4 T~ HEDA +sin’6)

Zrz(r — b(r))

rb'(r) — b(r) — 2r + 2(b(r) — r)sin?6 (2.11.3)
2r

Ryp = @' (r)(b(r) —7) +

rb'(r) —b(r) 2sin?@

Ry3 = (b(r) — r)sin?0 |@'(r) + 27 (r — b)) r (2.11.4)

+(b'(r) — 1)sin?6

2.4. Ricci Skaler Egriligi

Metrik tensoriin elemanlar1 ve Ricci tensdriiniin elemanlarinin ¢arpimiyla elde

edilen Ricci skaler egrilinin kapali formu agagidaki gibidir.

R = gabRab (212)

Metrik tensoriin sifir olan bilesenlerinden dolayr Ricci skaler egrilinin agik

formu asagidaki gibi sade bir sekilde yazilabilir.
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R = gooRoo + 911R11 + 922R22 + 933R33 (2.13)

Gerekli elemanlar yerlerine yazilip yapilan diizenlemelerle Ricci egrilik tensorii

asagidaki halini alir.

r

R=-20" (1) (1 - @) —2(0 ()’ (1 - @>
r (2.14)

rb'(r) — b(r)r?sin*6 N 2 + sin?6
2r(r — b(r)) r3

2.5. Einstein Tensorii

Einstein Alan Denklemleri’nin sag yanini olusturan ve tamamen geometrik bir

biiyiikliik olan Einstein tensoriiniin kapali formu asagidaki gibidir.

1
Gap = Rap — ERgab (2.15)

Einstein tensOriiniin bulunmasi ile uzay-zamanin yapist yani geometrisi

hakkinda fikir sahibi olunacaktir.

2.16.1
Goo = Roo —5RJoo ( )
1 2.16.2)

G171 = Rqq ERgn (
2.16.3
G2 = Ry, — RG22 ( )
(2.16.4)

1
G33 = R33 — ERgss

Yukaridaki denklemlerde Ricci tensorii, Ricei skaler egriligi ve metrik tensor

elemanlar1 yerine kondugunda Einstein tensoriiniin elemanlari
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Goo = [q’” (r) (1 - @) + @' (r) <_b(7‘) ;zrb,(r)> + ((p’ (r))z

(1 _ @) &) ( rb'(r) —b(r) 1+ sin20> <1 B M)l £20()
r Zr(r - b(r)) r r

29(r)

” ! _ 2 e 4
+ (@ (r)(l b(r)) 2(® (1) < b(r)>+7”b () = b(r)rssin’0 o
r 2r(r —b(r)

r.b'(r) — b(r) N (rb'(r) = b(r))(1 + sin?8)
Zr(r — b(r)) 2r2(r — b(r))

+2+sin29—sin49_l(p,( )(1_Q>_2(¢( )) <1_@>

r2

Gii=—® (r)+ & (r)

rb'(r) — b(r)rzsin‘*el (1 _ M>_1

, 2
—(o'(mM) + 2= b0) .

b(r) b(r)\ @' (r)
22.1(3-0)

r

rb'(r) — b(r) — 2r + 2(b(r) — r)sin?0
2r

Gaz = @'(N)(b(r) —7) +

[‘P (r )(1 —Q> —2(e (M) ( b(r)) LTh@) —b(T)rzsin4¢9]

r ZT(T - b(r))
_ 17 " 2 b (T')T' b(T) ] b,(T)T - b(T) (D’(T)
= lcb M+ (") - ( myyey @'(1) =220 —b(r) + l

(-40)

r

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Gs3 = +(b(r) — r)sin?6 [d”(r) +

rb'(r) — b(r) N 2sin?0
Zr(r - b(r)) r l

rb'(r) — b(r)risin*

+ l(@" r) —2( ’(r))z) <1 - b(:)) +

seklindedir.

2r(r — b(r)) lrzsng (2.20)

+(b'(7‘) - 1)51"20 = Gzz
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3. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU

3.1. EAD’nin Diferansiyel Denklemler Seklinde Yazilmasi

(2.17), (2.18), (2.19) ve (2.20) denklemleri ile verilen Einstein tensor
elemanlarmin (2.15) denkleminde yerine konulmasi yani uzay-zaman geometrisinin
madde dinamigine esitlenmesi ile

(3.1)

1
Rap — ERgab = Tap

denklemi elde edilir. Metrigin sifir olan elemanlar1 denklemin sag yanini sifirlarken,
sifirdan farkli olan elemanlari ile asagida ifade edildigi gibi 4 diferansiyel

denklemden olusan bir diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

1 3.21

Ryo — ERgoo = Too ( )

1 3.2.2

Ry1 — ERgn =T ( )

1 3.2.3

Ry, — ERgzz =Ty, ( )

1 3.24

R33 — §R933 =T33 ( )
ve sag yan Morris ve Thorne’nun koymus oldugu kriterlerle

Too = p(1) (3.3.1)

T11 = _T(r) (332)

TZZ = p(T) (333)

Tsz = Ty (3.3.4)
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(3.3.1), (3.3.2), (3.3.3), ve (3.3.4) esitlikleri ile verilen ve p(r) enerji yogunlugu,
7(r) ylizey gerilimi ve p(r) basing fonksiyonlar1 olmak {izere p(r) fonksiyonunun
b(r) yardimiyla t(r) fonksiyonu b(r) ve &’(r) yardimiyla ve p(r) basing

fonksiyonu ise bu iki fonksiyonun bilesenleri seklinde tanimlanabilir.

3.2 Diferansiyel Denklem Sisteminin Coziimii

Goo = Tyo birinci nonlineer kismi tiirevli denklemi i¢in sag yan enerji
yogunlugunu ifade eder.

b'(r) (3.4)

7= p(r)

Morris ve Thorne’un sekil fonksiyonu ile ilgili sinir kosullar1 altinda

b'(r) (3.5)

r2 = pO(r)

r3 (3.6)
b(r) = Po(T)g +c

siir kosullarinda empoze edildiginde r = 0 —» b = 0 i¢in ¢ = 0 oldugu gortiliir ve

3
b(r) = po() 5 (37)

sonucu elde edilir.
G1, = Ty; ikinci Einstein Alan Denklemi igin sag yan yiizey gerilimini ifade

eder.

b b ' .

O _5(1- 22O _ (38)
r r

Oncelikle (3.8) denkleminde birinci denklemde elde edilen b(r) sekil fonksiyonu

yerine yazilir ve asagidaki gibi denklem elimine edildiginde

2\ ¢’ 3.9
pos(r>_2<1_po<g>r> @y (3.9)
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ve denklemin sol yanindaki sabit denklemin sagina atildiginda

®'(r) _ Po (r) — 37o(1) (3.10)

e

Po (1) — 37(7) (3.11)
o) = .[- 6 (1 _ Po(;’)rz) rdr
1 po(r) — 370(7) (3.12)
“= 2p0(r) 2

olmak tizere @(r) kirmiza kayma fonksiyonu

po(r)r2> (313)

qb(r)zaln(l— 3

sonucu elde edilir.

G, = T, lglinct denklemi i¢in sag yan basinci ifade eder.

b 2 @ b’ —-b 1
(1—$>[¢"(r)+(cp'(r)) ¥ f”-( (r (r)) (cp'(r)—;)]

2r(r — b(r))
(3.14)
=p(r)
(3.14) denkleminde asagidaki esitliklerin yerlerine yazilmasi ile
o o) 019
(r) = (1 - 20
3
(¢n) =0 (316)

o(1-897

" (r) = a( (_gpo(’”)) L apt ) (3.17)
)2

3
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(1_po(r)r2> —2apo(r) __4ap’mr’ | 4a’po’ o’
3

S I )

3 3

(3.18)

a 2
. 3 G Po (7‘)7”) Po(1) 2apo (1)

) S R T Y PRI | R

(3.18) denklemi elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda denklem asagidaki

forma indirgenir.

(4a—1Dp,(r) (4a®+8a)p,(r)r? 3.19
T 1 ENAL .
o(1-277)
(3.19) denkleminde (3.12) esitligi ile verilen a ifadesi yerine konuldugunda
p() =7o(r) (3.20)

sonucu elde edilir. Ugiincii denklemin kosullar1 Gz3 = T35 dérdiincii Einstein Alan
Denklemi’nin kosullarina esit oldugundan yapilan ¢6ziim G35 = T35 denklemi i¢in de

gecerlidir.
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4. SONUC

Bu c¢alismada Einstein Alan Denklemlerinin hangi bilimsel ihtiyaclar
sonucunda olustuguna deginilmis ve Einstein Alan Denklemlerinin elemanlari
secilen kiiresel simetrik Lorentzian kurt deligi metrigi ile hesaplanmistir. MORRIS
ve THORNE’nun koymus oldugu sinir sartlari altinda 4 denklemden olusan bu

denklem sistemine analitik ¢6ziim aranmustir.
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