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Bu ¢aligmanin ana amaci, Euclid geometri ile hiperbolik geometrinin temel benzer
ve farkl1 yanlarini ortaya koymaktir. Hiperbolik geometrinin de matematik egitimi agisindan
onemli oldugu ve mutlaka tizerinde durulmasi gerektigi savunulmustur.

Bu agidan ikinci béliimde; Euclid’in hayatindan, Euclid geometrisinden, zaman
icinde Euclid dis1 geometrilerin olusumundan ve bu konu ile ilgilenen matematikgilerden
bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde; hiperbolik geometri ile ilgili temel kavramlar ve gerekli
teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde; hiperbolik gosterimler tanitilmgtr.

Besinci bolimde ise hiperbolik geometri ve Euclid geometrisi ile ilgili
kargilagtirmalar verilmigtir,

Son olarakta altinc1 bolimde ise hiperbolik geometrinin ve Euclid geometrisinin

egitimdeki yeri ve 6nemi tizerinde durulmustur.

ANAHTAR SOZCUKLER : hiperbolik tiggen / hiperbolik dogru /euclid
postulatlari / hiperbolik orta



ABSTRACT

THE PLACE AND IMPORTANCE OF EUCLID GEOMETRY AND HYPERBOLIC
GEOMETRY IN EDUCATION

Bahriye Eda YILGOR

Balikesir University, Institute of Science , Department of Primary Education
Mathematics Teaching
(Math. H.L.Thesis/ Supervisor : Prof.Dr. Hasan Basri OZDEMIR )

Balikesir — Turkey , 2007

The main aim of this work is to express the main similar and different sides of
Zzclid geometry and hyperbolic geometry.

It has been defensed that hyperbolic geometry is also important in mathematics
zCucation and it must certainly be focused on.

So, in the first part life of Euclid geometry, the existance of non euclid geometries
Zzring the time and mathematicians who worked on this subject have been mentioned.

In the third part hyperbolic representations have been introduced.

And in the fourth part, comparisons about Euclid geometry and hyperbolic

zeometry have been mentioned.

KEY WORDS : hyperbolic triangle / hyperbolic line/ euclid postulates /hyperbolic
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1.GIRIS

Bu calismada ilk 6nce Euclid’in hayatindan ve Euclid geometrisinden
bahsedilmis, aksiyom ve postulatlart tanitilmigtir. Daha sonra Euclid disi
geometrilerin nasil ortaya ¢iktig1 ve ayrilma noktasinin ne oldugu iizerinde durulmus
ve hiperbolik geometrinin de bu Euclid dis1 geometrilerden biri oldugu belirtilmistir.

Uciincii boliimde bazi on bilgiler ve hiperbolik geometri ile ilgili
teoremler verilmistir. Buradaki bilgiler son boliimde yapilacak karsilagtirmalar igin
oldukg¢a 6nem teskil etmistir.

Dordiincii boliimde hiperbolik gosterimler tizerinde durulmustur. Bu
boliimde sekillere agirlik verilerek daha rahat anlasilmasi saglanmisgtir.

Son boliimde ise Euclid geometrisindeki tanim, kavram ve teoremleri
hiperbolik geometrideki karsiliklar {izerinde durulmus, hiperbolik geometrinin temel

ozellikleri iizerinde durulmustur.



BOLUM 2

EUCLID VE EUCLID OLMAYAN GEOMETRILER

Sekil 2.1 Euclid

Euclid M.O. 330-275 senesinde Iskenderiye’de yastyordu. Gelmis gecmis
matematikcilerin iginde adi geometri ile en c¢ok Ozdeslesen kisidir. Euclid
geometrisi 19. yiizyilin basina kadar rakipsiz kaldi. Euclid’in yasami konusunda
cok az sey bilinmektedir. Onceleri bir yunan kenti olan Megara’da dogdugu
sanildiysa da sonradan Megarali Euclid’in ondan yiizy1l kadar 6nce yasamis olan bir

felsefeci oldugu ortaya ¢ikmstir.

Onun bu giin dahi 6gretimimizin temelini teskil eden Eleman’larinda,
Aritmetik ve Geometrinin esas kisimlari, belirli sayida bir takim hipotezlere
dayanilarak, mantiki bir sekilde izah edilmektedir. Iskenderiye’de yazilmis olan
Elementler’in iceriginden ¢ok kapsamis oldugu konularin sunulus bi¢imi 6nemlidir;
once bir takim tanimlar, aksiyomlar ve postiilatlarla verilmis ve teoremler, bunlara
dayanarak kanitlanmistir. Boylece geometri, belirli tanim ve ilkeler cercevesinde

yapilandirilmis olmaktadir. Elementler de nokta, cizgi, yiizey ve cisim gibi



geometrik kavramlar tanimlandiktan sonra aksiyomlara gecilmistir. Aksiyom,

dogrulugu agik ve secik olan 6nerme demektir. Euclid’in aksiyomlar sunlardir;

Aksiyomlar
1.Ayn1 seye esit olan seyler birbirine de esittirler.
2.Esit miktarlara esit miktarlar eklenirse, esitlik bozulmaz.
3.Esit miktarlardan esit miktarlar cikartilirsa, esitlik bozulmaz.
4 Birbirine ¢akisan seyler birbirine esittir.
5.Biitiin parcalardan biiyiiktiir.
Aksiyomlardan sonra da postiilatlar verilmistir. Postiilat ispat edilmeksizin
dogru olarak benimsenen onerme demektir. Euclid’in postiilatlar1 sunlardir;
Postiilatlar:
1.1ki nokta arasini birlestiren en kisa yol bir dogru parcasinin uzunlugudur.
2.Bir dogru, dogru olarak sonsuza kadar uzatilabilir.
3.Bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin geometrik yeri bir cemberdir.
4 Biitiin dik acilar birbirine esittir.
5.1ki dogru bir iigiincii dogru tarafindan kesilirse icte meydana gelen acilarin

toplaminin 180 dereceden kiiciik oldugu yonde bu iki dogru kesisir.

Euclid Elementler adl1 13 kitaptan olusan eserinden ilk dort tanesi diizlem
geometriyi incelemektedir. Besincisi biiyiikliikler ve bunlarin oranlari hakkinda
genel teoriyi ihtiva eder ve bu teori altinci kitapta Diizlem Geometriye tatbik
edilmistir. Bunlardan sonraki ti¢ kitap aritmetige, onuncusu ortak dl¢iimsiiz sayilari
tasnifine ve son ii¢ kitapta Uzay Geometrisinden bahsetmektedir. 1143 yilinda bati
dillerine ¢evrildi ve okullarda gosterilmeye baslandi, halen de gosterilmektedir.
Euclid geometrisinin dayandigi hipotezler ii¢ tiirliidiir: tanimlar, postiilatlar ve
aksiyomlar. En 6nemlileri sayilabilen ve birinci kitapta bulunan postiilatlarin sayisi
bestir. Zaman i¢inde Euclid’in V. Postulati playfair aksiyomu adiyla anilir “Bagka
iki dogruyu kesen bir dogru, bu iki dogru ile ayn tarafta, toplamlar iki dik agidan
kiigiik i¢ acgilar meydana getirirse, iki dogru veya bunlarin uzantilari, ic¢ agilarin
toplamu iki dik agidan kiiciik tarafta kesisirler” ifadesi tartismalara sebep olmustur.
Euclid donemi ve oOncesinde bu ifadeye kesin olarak gecerli denemediginden

aksiyom olarak degil, postiilat olarak ifade edilmistir. [5]



Bugiin herkesin ilkel ( elementer ) geometriden saydigi ii¢ seyi Euclid’in

elementlerinde bulamiyoruz:

1. Uzunluk, alan ve hacim hesaplarini hi¢ vermemekte, baska bir deyisle
aritmetigin geometriye uygulanmasina gereksinim duymaktadir.

2. Geometrinin uygulanmasina girmemekte, cetvel ve pergelden hi¢ soz
etmemektedir. Ama bunlar yardimiyla yapilabilen ¢izimleri kuramsal
olarak var saymaktadir.

3. Kendisinden daha eskilerin bile bildikleri baz1 egriler, 6rnegin konikler,
elementler de ele alinmamistir. Ancak Euclid’in konikler iizerinde

kaybolan ayn bir kitap yazdig bilinmektedir.

Aritmetik islemlerinin Euclid’in Elementleri’ne girmeyisi anlasilabilir bir
durumdur. Ciinkii Euclid bu kitaplar1 geometri 6gretimi amaciyla degil felsefe
Ogretimi amaciyla yazmistir. Bu nedenle, Elementler metodik ders kitaplar1 degil,
sistematik akademik kitaplardir. Eskilerin bu geometri anlayisindan giiniimiize dek
ilkel( elementer ) geometri iizerinde ¢ok ugrasilan konulardan birisi olmustur. Bir
yandan pratik uygulama alanlarinda ¢ok yararh bilgiler verirken bir yandan da bu
geometrinin aksiyomatik temellere genis Olciide incelenmistir. Hatta denilebilir ki
eskilerin, yeni zaman baslangicindakilerin, 19. yiizyilin basindakilerin ve
sonundakilerin ilkel kapsadigi konularin ¢ogunda birlesebilen matematikgiler ilkel

geometriyi tanimlamakta bugiin bile anlayis birligi ic¢inde degildirler.

Yine Euclid’in paraleller aksiyomu 19. yiizyila kadar matematikcileri ¢ok
ugrastiran zorlu bir ugras alani olagelmistir. Fransiz matematik¢i D’ Alambert’in
“‘Geometri de skandal!... >* diye acikladig bu konunun aydinlhiga c¢ikarilmast 2000
yildan uzun bir zaman almistir. Gercekte Euclid bile bu akiyomdan pek hosnut
degildi. Bu hosnutsuzluk 19. yiizyilin en iinlii matematikg¢isi sayilan Karl Friedrich
Gauss ( 1777-1855 )’a dek siire gelmistir. ‘‘Euclid’in paraleller aksiyomu, 6teki 9
aksiyomdan bagimsizdir.”” Sonucunu ortaya koyan Gauss, Euclid geometrisinin

evrensel sayilan gerceklerini yikiyordu. Ciinkii; paraleller aksiyomu degistirilirse



ornegin;* bir dogruya disindaki bir noktadan sonsuz c¢oklukta paralel dogrular
cizilebilir” denilse, Euclid’in 6teki dokuz aksiyomu ile birlikte celiskisiz bir sistem
olusur. Ama bu sistemin olusturdugu geometri Euclid geometrisinden farkli olur.
Boylece, Gauss’un degimiyle “Euclidyen olmayan” bir geometri kurulmus olur.
Gauss bu kadarla yetinmeyip, evrenin hem Euclid geometrisi ile hem de Euclidyen
olmayan bir geometri ile temsil edilebilecegini soyliiyor. Bunun anlami sudur: bir
geometri, i¢inde yasadigimiz uzay hakkindaki dogrulart degil, kuramsal olarak
miimkiin uzaylar hakkindaki gercekleri inceler. Farkli iki geometrinin ayn1 evreni
temsil etmemesi i¢in de hicbir neden yoktur. Buna 6rnek olarak Gauss’un 6grencisi

olan Riemann tarafindan kurulan ve kendi adiyla anilan geometriyi diisiinelim:

Riemann, Euclid’in paraleller aksiyomunu soyle degistiriyor. “Paralel
dogrular yoktur.” Boylece Euclidiyen olmayan bagka bir geometri ortaya ¢ikiyor.
Bu geometri ile icinde yasadigimiz uzay: temsil edebiliriz. Ornegin diinyay1 bir
kiire olarak diisiiniirsek, diinya iizerindeki biiyiik ¢cemberler ( yani merkezden gecen
diizlemlerin yer yiizeyi ile ara kesitleri ) Riemann geometrisinin dogrularim
olusturacaktir.  Dolayisiyla bu geometride dogrular smirlhidir.  Oysa Euclid
geometrisinde dogrular her iki uglarindan sonsuza uzanirlar. Simdi yeryiizi
tizerinde A,B,C noktalarini alalim. Euclid geometrisinde ABC ii¢cgeni yerkiiresi
icinde kalan diizlemsel ABC iicgenidir. Reiemann geometrisindeki ABC ii¢cgeni
ise, yer yiizeyi iizerindeki kiiresel ABC ii¢genidir. Euclid geometrisinde ABC
icgeninin i¢ agilart toplami 180 derecedir. Ama Reiemann geometrisinde ABC
kiiresel tiggeninin i¢ acilarimin toplami 180 derece ile 540 derece arasinda
degisebilir. Goriildiigii gibi icinde yasadigimiz uzay bile degisik geometrilerle
temsil edilebilir. Bu geometrilerde sonuglar ¢elisik olabilir. Ama bdyle olmasi
birisinin ya da her ikisinin uzay1 temsil yetenegini yok etmez. Gercekte geometriler
evreni kesfetmekte birer aractir. Euclid geometrisinin i¢inde yasadigimiz uzayda
nedenli kullanigh bir ara¢ oldugunu biliyoruz. Benzer sekilde Riemann geometrisi
de cagdas fizikte evrenin gizlerini ortaya cikarmakta Onemli bir ara¢ olarak

kullanilmaktadir.

Euclidiyen olmayan geometrilerin kendi sistemleri icindeki degerleri

evrenin degisik amaglar i¢in temsil etme yetenekleri yaninda matematige devrimci



bir goriis getirmislerdir. 2000 yilda daha uzun bir siire i¢inde yasadigimiz evrene
ait gerceklerden, dogrulardan olusan kalenin burcu diye biline matematik anlayisi

yikildi. Bunun yerine evrenin gizlerini ortaya cikarabilmek icin insanoglunun
matematigi bir ara¢ olarak kullandigi ve uygulana bildigi yerlerde mutlaka dogru

sonuclara ulastirdig goriisii geldi.

Gauss ve Riemann’dan sonra Euclidiyen olmayan geometrilerin gelisiminde
Lobacevski, Bolyai, Ricci, Levi-Civita, Weyl gibi {iinliilerin katkilar1 biiyiik
olmustur. [11]



BOLUM 3
ON BILGILER
3.1. KARMASIK SAYILAR KUMESI:

IR gercel sayilar kiimesi olmak {izere;
C={(xy) | X,y € IR} sirali ciftlerin kiimesini alalim. Bu kiime {izerinde
sirayla esitlik, toplama ve ¢arpma diye adlandirdigimiz kuralla
1) (X, y1)=(X2, y2) & Xi1=Yy1, X2= Y2
i) (X, y1)+ (X2, y2)= (X:1+X2, Y1+ y2)
) (X, y1). (X2, y2)=(X:.X2 — y1. y2, X:.X2 + y1. y2)
biciminde tanimlanmis olsun. Uzerindeki bu kuralla birlikte diisiiniildiigiinde C ye

karmagik sayilar kiimesi denir.
Bir z=(x,y ) karmasik sayisi verildiginde x =Re (z) ve y = Im ( z ) olarak

tanimlanan sayilara sirayla bu karmasik sayinin gergel ve sanal kismi denir. [3]

3. 2. DOGRUSAL DONUSUM ( MOBIUS DONUSUMU )
a,b,c,d e C, ad-bc# 0 olmak iizere

T(z)=(az+b)/(cz+d)

Biciminde tanimlanan fonksiyona, kesirli dogrusal doniisiim ( mobius doniisiimii )
denir.

Dogrusal doniigiimlerin kiimesi PSL ( 2, C ) ile gosterilir ve bu kiime
fonksiyon bilesimi islemine gore bir grup olusturur.

¢ Bir dogrusal doniisiimiin iist yar1 diizlemi kendi iizerine resmetmesi icin

gerek ve yeter kosul a, b, ¢, d katsayilarinin gercel say1 olmasidir.



D={ ze C | Im (z) > 0 } ist yan diizlemi kendi iizerine resmeden
dogrusal doniistimlerin kiimesi PSL ( 2, IR ) simgesi ile gosterilir ve bu kiime
fonksiyon birlesimi islemine gore PSL ( 2, C )’ nin bir alt grubudur.

PSL(2,IR)={T| Tz= (az+b) / (cz+d),a,b,c,de R,ad—bc=1 }

Bu ¢alismada;

G={U |Uz =(az+b)/(cz+d),ab,c,de R, ab—bc = -1} olmak

lizere ;

G=PSL (2,IR)UG" grubu dikkate alinacaktir. [2]

3. 3. BIR DONUSUMUN SABIiT NOKTALARI

3.3.1. TANIM
V, G nin bir 6gesi olsun. V(z)=z yani z = (az + b ) / (cz + d ) esitligini

gercekleyen noktalara Vz doniisiimiiniin sabit noktalar1 denir. [2]

3.3.2 TEOREM

Bir dogrusal doniisiimiin en fazla iki sabit noktas1 vardir.

iSPAT:
24D e +(d-a)z—b=0
cz+d
—d)*+/(d-a)* +4b —d)t(a+d)* -4
cr0m g, < @O0 e @-d)E@rd)
A 2¢ 2¢

(a+d) —4 iin degerine bagh olarak denklemin en fazla iki sabit noktasi
vardir, ¢iinkii bu durumda oo bir sabit nokta degildir.

c=0= T(z) =20

A=ad#0=a#0,d#0 olmahl.

1)a=d iken T(z)=z+Db olur, bu durumda tek sabit nokta, co noktasidir.



b
d-a

ii)a#d iken 7z = ikinci bir sabit noktasidir.

Bu sekilde ¢ #0 ve c¢ =0 oldugu her iki durumda, denkleminin en fazla iki
sabit noktas1 vardir. ikiden cok sabit noktali tek dogrusal doniisiim birim
doniistimdiir.

az+b

Bir T(z)= doniisiimiinde a+d degerinin mutlak degerine bagh

cz+d
olarak PSL(2,IR)’nin 6geleri ii¢ gruba ayrilir.
1) la+dl>2 = T doniisiimiine hiperbolik denir.
2) la+dl =2 = T doniisiimiine parabolik denir.

3)la+dl<2 = T doniisiimiine eliptik denir.

3.3.3 TEOREM: PSL(2,IR) grubu iist yar1 diizlemi sabit birakir. [1]

iSPAT : T(z) = 22D
(cz+d)
T() = (az+b) cz+d _ aczz +bd + adz + bez
(cz+d) " cz+d ez +d|’
im( T(z)) = (ad —bo)y ___ ¥

lez+d]’  |ez+d|’

|cz+d|2 >0, y>0 oldugundan;

ImT(z) > 0 dir.

3.3.4 TEOREM: Bir dogrusal doniisiimiin en fazla iki sabit noktasi vardir.

[1,2]
iSPAT: L5022 d_az—b=0
cz+d
—d)FAld—a) +4 —d)FA 2y
C0 = 7y, = (a—d)F+(d—-a) +4bc =(a d)¥(a+d)

2c 2c
(a+d)* -4 iin degerine bagh olarak

e+ (d —a)z— b = 0 denkleminin en fazla iki sabit noktas1 vardir.



c=0 = T(z)= &P

A=ad#0 = a#0, d#0 olmalidir.

i)a=d iken T(z) =z + b olur. Bu durumda tek sabit nokta 0

noktasidir.

ii)azd iken z=

p ikinci bir sabit noktasidir. Bu sekilde c#0 ve c=0
—-a
az+b

oldugu her iki durumda denklemin en fazla iki sabit noktasi vardir. T(z)= y
cz+

denklemi 6zdes olarak sifira esit olursa sonsuz kokii olur, bu ise b=0, c=0, a=d yani
T(z)= z birim doniisiimii ile miimkiindiir.

Sonug: ikiden ¢ok sabit noktal1 tek dogrusal birim doniisiimdiir.

3.3.5 TANIM ( GECISLILIK)
Eger Gx= X ise yani tek bir yoriinge varsa [G,X] topolojik doniisiim grubu
gecisli (transitive ) dir denir. [2]

3.3.6 ONERME
G, IRU{eo} tizerindeki farkli noktalarin sirali ¢iftlerinin olusturdugu kiime

izerinde geg¢islidir. [2]

ISPAT: Eger p, q sonlu (p>q)iseler;

Tiz=(z—-p)/(z-q) donlisimii p noktasini 0, q noktasini o’ a
resmeder.

Toz=z +p ise {0, } kiimesini {p, o} kiimesinin ilizerine resmeder.

Boylece (0, o0 ) ¢iftinin yoriingesi biitiin siral ¢iftleri bulundurur.
3.3.7 TEOREM: PSL (2, IR ) grubu iist yar diizlemde gegislidir. [1]

ISPAT: z = x, +iy, , 2, =X, +iy,

Z-X
T, (z)= =, T,(2) = y,2+x,

Yi
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Déoniisiimlerinin bileskesi olan T,oT, doniistimii  z, noktasim  z,

noktasina gotiiren doniisiimdiir.

=X

)+ x, = Vo2 = XY, T X,
Vi Vi

T,oT, =Y,

Bu doniigiimiin belirteci A= y,.y, >0 oldugundan 7,07, € PSL (2,IR)’ dir.

3.3.8 TEOREM: PSL(2,IR) grubu cemberi cembere resmeder. [1]

ISPAT: Azz+Bz+Bz+C=0 cemberine T(z) =

Doniistimiinii uygulayalim.

—dz+b

—dz+b_—dz7+b —dz+b,
(———)+ B( )+ B(
cz—a cz—a cz—da cZ—da

A( )+C=0

(Add = Bdc—Bcd +Ccc)zZ+ (—Adb + Bad + Bbc— Cac)z +
(~-Adb+Bbc+Bda—-Cac)7+(Abb—-Bba—Bba+ Caa)=0

Yukaridaki denklem bir ¢ember denklemidir. Ciinkii; zZ ’in katsayis ile
sabit terimin katsayisi reel sayilardir ve. z  ile Zz nin katsayilar1 birbirinin

eslenigidir.

3.3.9 TEOREM: PSL( 2, IR )’nin 0geleri, reel eksene dik olan ¢cemberi yine

reel eksene dik olan ¢cembere doniistiiriirler. [1]

ISPAT: Azz+B(z+7Z)+C=0 reel eksene dik olan cembere

+
7=% b doniistimiinii uygulayalim.
cz+d
A(—dz +b)(—ciz+b)+B(—dz +b+ —ciz+b)+c ~ 0
cZ — a czZ — a cZ — a czZ — a

11



Ad* —2Bcd + Cc?)zZ + (—Adb + Bad + Bbc + Cac )z +
(=Abd + Bbc + Bad — Cca )7 + (Abb — Bba — Bba + Ca*) =0

Denklemi, yine reel eksene dik ¢ember denklemidir. Ciinkii; z ile Z’in

katsayilari reel ve birbirine esittir.

3.3.10 TEOREM: PSL ( 2, IR ) grubu, reel eksene dik olan ¢cemberlerin
(hiperbolik dogrular1) kiimesi iizerinde gegislidir. [1]

ISPAT: Q, ve Q, reeleksene dik iki gember olsun;
0, cemberinin reel ekseni kestigi noktalara a, b
0, cemberinin reel ekseni kestigi noktalara da c,d diyelim.

Teorem 3.3.6’ya gore a, b noktalarin1 ¢, d noktalarina resmeden bir Te

PSL ( 2, IR ) 6gesi vardir. Yine teorem 3.3.9° a gore reel eksene dik olan Q,

cemberinin T  altindaki resmi, yine reel eksene dik baska ¢emberdir. T(Q,)

cemberi ve ¢ ve d noktalarindan gectiginden T(Q,)= O, olur.

3.4 KONFORM VE TERS KONFORM DONUSUMLER
B, C de bir bolge olmak iizere f: B — C siirekli doniisiim olsun. Eger bir
Z,€ B noktasindan gecen ve aralarinda & acis1 yapan herhangi y,,7, egrilerinin;
f(y), f(y,) resimleri de f (z,) =w, da bilyiikliik ve yon bakimindan ¢

ile esit olan bir a¢1 yapiyor ise f fonksiyonu z, noktasinda bir direkt konform

doniisiimdiir denir.

S (¥2) J(n

Sekil 3.1 Direkt konform doniisiim

12



Eger f B nin her noktasinda konform ise f, B’de konformdur denir. Agiy1

biiyiiklitk bakimindan koruyan fakat yoniinii degistiren dontisiimlere de ters konform

doniisiimler denir. [2]
3.5 INVERSIYON DONUSUMU

TANIM: k merkezli, r yaricapli bir Q cemberini ele alalim. z diizlemde
herhangi bir nokta olsun. kz yar1 dogrusu iizerinde | 2k || -kl = * sartim saglayan z’
noktasina z noktasinin Q cemberine gore inverse noktast denir. Bu sekilde
diizlemdeki her noktaya verilen bir cembere gore invers olan noktasini karsilik

getiren doniigiime inversiyon denir. [1]

Sekil 3.2 Inversiyon Doniisiim

|2k || 2kl =1

| 7=k | |2k =1 (|Z—k| = Z—E|)

| z-k |z =2 (arg(zk) =arg (' k) =Q, arg (7-k ) = -Q)

z=k+ — 3 Merkezi ve yar1 capi bilinen ¢emberin

inversiyon denklemi.

Cember Az 7 + Bz+ B 7 + C =0 denklemi ile verildigi zaman inversiyon

denklemini bulalim.

Bu ¢cemberin merkezi = —% yari ¢apt = BB —2AC
A

7= k+ — = denkleminde yerine konulursa;
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Bl o BB_ BB -~ AC =— B_Z —C deklemi diizenlendiginde ;
A(Az+ B) AZ+B

AZZ +Bz+ BZ +C= 0 denklemi elde edilir.

Verilen bir ¢embere gore inversiyon deklemini elde etmek icin cember

denkleminde z yerine z' koyup, z' ¢ekilir.

351 ORNEK: 277 +(3+i)z+(3+i)Z +5=0

Cemberine gore inversiyon denklemini yazip 2 +1i  noktasinin inversini
bulalim.

227 +(3+1)2+(3-1)z +5=0

(27 +3+1)=(-3+1)z -5

T(z)= 7 = (—3_+i)2—5
27 +3+1i
TQ+) = =3+D2-i)-5 _ (—=10+50)(7+1i) _ 75+ 25i
22—-i)+3+1 (7-0D(T+10) 50

Bir Q ¢cemberine gore inversiyon | q ile gosterilir.
Bir ¢embere gore inversiyonun sabit noktalar1 bu c¢ember iizerindeki

noktalardir. [1]

3.5.2 TANIM.
Cember denkleminde A = 0 oldugunda bir Euclid dogrusu elde edilir.

Bz + B 7 +C=0
BZ+B 7 +C=0

7= % dogruya gore yansimanin denklemidir. [1]

Dogruya gore yansimanin sabit noktalari, dogrunun iizerindeki noktalardir.

14



3.5.3 TEOREM: Bir nokta ile verilen bir dogruya gore invers olan

noktasi bu dogrudan esit uzakliktadirlar.

ISPAT: q € Q olsun;

| lq@-q | = lIg(z)-Iq(p)l

[ ZBEmC ZBI=C| = |1 g = |uq
B B
Simdi de reel eksene gore yansimanin denklemini bulalim.

72—z _
=0 z'= 7 olur.

y =0 :
1

Cembere gore inversiyon 7,(z)=2z, T,(2)= _ABZZ—:BC seklindeki
iki doniisiimiin bileskesidir. Bunlardan ilki reel eksene gore bir yansima, ikinci ise
bir dogrusal doniistimdiir.  Birincisi acilarin biiytikliigiinii korurken yoniinii
degistirir, ikinci ise hem biiyiikliigiinii hem de yoniinii korur. Cembere gore
inversiyon bu ikisinin bileskesi oldugundan sadece agilarin biiyiikliigiinii korur,

yani ters (indirekt) konformal bir doniistimdiir.

3.6 TANIM ( iZOMETRI ):

Uzaklig1 koruyan fonksiyonlara izometri (esmetri) fonksiyonlar1 denir. [2]

3.6.1 TANIM:
Bir w=1(z) , f: C— C fonksiyonu verilmis olsun. Eger her z,,z, € C
icin;
|f( z,) — f(z,) | = | Zy- z2| oluyorsa f’ye Euclid esmetri (izometri)

fonksiyonudur, denir. [2]

3.6.2 ORNEK:

az+b

T(z)= a,b,c,d € C ve ad-bc=1

cz+
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Doniigiimi lez+d | = 1 cemberinin noktalar1 i¢in bir izometridir. Bu

cemberi C, ile gosterelim. [1]

2,2, € C1:>|czl+d| =1, |cz2+d| =1
az , + b az + b
T (z,)-T (z,)]= 1 -~ 2
cz , + d cz , + d

(ad - bc )z, — (ad — bc )z,
(cz , +d)cz, +d)

_ 20 — 2, |
|czl+d||cz2+d|

= |Zl - Z2|

3.6.3 ORNEK: Euclid dogrusuna gére yansima bir Euclid izometridir.

Bz+ Bz +C = 0 Euclid dogrusuna gore yansimanin denklemi;

T(z)=_B <

7 —
B

|T(Zl)—T(Zz)|=|_ Z;I—C__Bz—l;_ci

Il
I\l
|
N
[N

3.6.4 TEOREM:
Bir lineer doniisiim kendi izometri ¢emberini ters doniisiimiin izometri
¢emberine doniistiiriir. [1]

az+b —dz+b

ISPAT: T(z) = doniisiimiiniin tersi  T(z) = dir.
cz+ cz—a
lcz+dl=1 cemberine T(z) doniisiimiinii uygulayalim.
_ 1 _ 1 r_
c dzl + b + 4 ‘ _ , ‘ dcz +bcl+ dcz ad | -
cz —a cz —a |
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3.6.5 TEOREM:

PSL (2, IR )’nin her 68esi kendi izometri cemberine gore bir inversiyon ile L
dogrusuna gore bir yansimanin bileskesi olarak yazilabilir.

Buradaki L dogrusu, doniisiimiin izometri ¢emberinin merkezi ile ters
dontigiimiin  izometri ¢emberinin merkezini birlestiren dogru pargasinin orta

dikmesidir. [1]

.ihL

O

F s

°|

D

L J

Sekil 3.3 Izometri Cemberi

iSPAT: T (z)= ©F0
cz+d

doniisiimiiniin izometri cemberi;

|cz + d|= 1'dir .

1
e |

(n=:=-44__ 1 @

_ . d
@
¢
(7) izometri ¢cemberine gore inversiyon denklemidir.
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(8) L dogrusuna gore yansimanin denklemidir.

ror, =41 a4
C 62(7“'2)
C

c

d
—1+ac(z+c—) -1+ acz + ad

cz(z+i) cz(z+d—)

c c
_ bc + acz _c(az +b) az + b
Cz(cz+d) c(cz +d) cz +d

c

T,T,(z) =T (z)

3.7 BiRiIM CEMBER iZOMETRILERI

3.7.1 TEOREM: Birim cemberi sabit birakan ve birim ¢emberin i¢ini i¢ine
resmeden en genel lineer doniisiim:

az +

T(z)= , aa —cc =1 seklindedir. [1]

S1e

CcZ
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ISPAT: zz=1 cemberine 7(z)= az+b

doniisiimiinii uygulayalim.
cz+

(—dz+b) (—i2+b):1

cz —a Z—a

dd — cc)zZ+ (=bd + ca)z+ (-bd + ac)T+bb —aa =0

Cemberinin birim ¢ember olmas1 i¢in;

dd —cc =—-bb +aa #0 ve —bd+ca=-bd +ac =0
olmalidir.

b a _ —

—=—=A= b=Ac,a = Ad

c d

dd —cc = AdAd — AcAc = AA(dd —cc) # 0

9)ve (10) = A =x1 olmahdur.

Birim ¢emberin i¢inin i¢ine resmedilmesi isteniyor. Bu durumda T (——) =
c

oldugundan _d cemberin disinda olmalidir.
c
d -
-—{>1 ld| > | =>dd—-cc >0
c
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(10) denkleminden dd —cc >0 = A=1 olmaldr.

(11)’ wverilen T donilisiimii birim ¢emberin i¢ini icine birebir ve direkt
konformal olarak doniistiiriir. Bu doniisiimler birim c¢emberin hiperbolik

izometrileridir.
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BOLUM 4
HIPERBOLIK GOSTERIMLER

4.1. UST YARI DUZLEM GOSTERIMi

Ust yan diizlem gosterimi Poincare tarafindan verilmistir.

Sekil 4.1 Ust Yar1 Diizlem Gosterimi

4.1.1 TANIM:
H = {zeC |im(z) >0} = {x+iy/y>0} kiimesine iist yar1

diizlem denir. [ 1]

4.1.2. TANIM:

H? nin noktalarina hiperbolik nokta denir. [ 1]
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4.1.3 TANIM:
R eksenine dik olan ¢emberin H® de kalan yay pargalarina hiperbolik dogru
denir. Ozel olarak R eksenine dik olan Euclid dogrularmin H* de bulunan kisimlari

da hiperbolik dogrudur. [ 2 ]

4.1.4 TANIM:
Hiperbolik a¢1 ise Euclid anlaminda 6l¢iilen agidir. [ 1 ]
Dikkat edilirse Hiperbolik c¢emberler merkezi R {izerinde bulunan

cemberlerdir. Soyle ki;

T
—= tedet
_-__Q____z___. s e v
S ] 0l .
\ 4 |
T _ _.__,"’ |

Sekil 4.2 Reel Eksene Dik Cember

Reel eksene dik herhangi bir cember alalim. Cembere reel ekseni kestigi
noktada bir teget ¢izelim. Bir merkezden gecen dogrunun tegete degme noktasinda
dik oldugunu biliyoruz. Cizdigimiz teget degme noktasinda reel eksene dik

oldugundan merkez reel eksen iizerindedir. [ 2 ]

4.1.5 TANIM:

Ortak bir uc¢ noktasi olan iki hiperbolik dogruya paralel dogrular denir. Buna
gore hiperbolik bir dogruya disindaki bir noktadan sekilde oldugu gibi m dogrusuna
bir P noktasindan P, ve P, gibi iki paralel ¢izilmistir. [ 2 ]
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Sekil 4.3 H? de Paralel dogrular

4.1.6 TANIM:
Ortak bir hiperbolik noktasi olan (u¢ noktalar hari¢ ) iki dogruya, kesisen
dogrular denir. Sekil deki g ve 1 dogrulari, kesisen dogrulardir. [ 1 ]

Sekil 4.4 H* de Kesisen Dogrular

4.1.7 TANIM:
Uc noktalart1 da dahil hi¢ ortak noktast olmayan dogrulara kesismeyen
dogrular denir. Sekildeki dogrular g ve d kesigsmezler. [ 1 ]
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Sekil 4.5 H*> de Kesismeyen Dogrular

4.1.8 TANIM:
Dogrusal olmayan ii¢c noktayi birlestiren hiperbolik dogru parcalarinin
birlesiminden olusan sekil ile bu seklin i¢c bolgesinin birlesimine hiperbolik iiggen

denir. [ 1]

Sekil 4.6 Hiperbolik Uggen

.Ucgenin koseleri Va, Vb, Ve ile gosterilir.

Sekil 4.7.a Sekil 4.7.b
Koseleri Sonsuzda Olan H-Uggen

Hiperbolik liggenin koseleri sekildeki gibi olabilir.
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4.2 BIiRiM DiSK GOSTERIMi

—_ : e

/// '

77’
H- nokta c_,_,._./ (\_ ) /

e
/ / i
H-dogrum \é >

5> D={fzeC | z1<l}

LIS

Sekil 4.8 Birim Disk Gosterimi

Birim disk gosterimi yine iist yar1 diizlem gosterimi gibi Poincare tarafindan

verilmistir.

4.2.1 TANIM : Bu gosterimde hiperbolik diizlem olarak birim ¢emberin i¢

bolgesi alinmustir. [1]

Hiperbolik diizlem D= {ze C| |Z<1} seklinde ifade edilir.

4.2.2 TANIM : Birim ¢emberin i¢c bolgesindeki noktalara hiperbolik

noktalar denir. [1]
4.2.3 TANIM : Birim ¢embere dik olan ¢emberlerin D’de kalan yay

parcalarma hiperbolik dogrular denir. Ozel olarak merkezden gecen kirisler yani

birim ¢emberin ¢aplar1 da birer hiperbolik dogrudur. [1]
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4.2.4 TANIM : Bu gosterimde ag1; kesisen iki egrinin kesim noktalarindaki
tegetler arasindaki ac1 olarak tanimlanir. [1]
Birim disk icindeki iki hiperbolik dogrunun birbirine gore ii¢ degisik durumu

vardir.

a b c
Sekil 4.9.a Sekil 4.9.b Sekil 4.9.c
D’de Kesismeyen Dogrular ~ D’de Paralel Dogrular D’de Kesisen Dogrular

4.2.5 TANIM : Iki dogrunun ug noktas: dahil hicbir ortak noktasi yok ise
bunlara kesismeyen dogrular denir. ( Sekil 4.9.a ) [1]

4.2.6 TANIM : Iki dogrunun ortak bir u¢ noktasi var ise bu dogrulara
paralel dogrular denir. ( Sekil 4.9.b ) [1]

4.2.,7 TANIM : Iki dogrunun bir hiperbolik ortak noktasi var ise, bunlara
kesisen dogrular denir. ( Sekil 4.9.c) [1]

4.2.8 TEOREM: Ust yar1 diizlem gosterimi ve birim ¢ember gosterimi
birbirine denktirler.
ISPAT: k(z) = ﬂ doniisiimii alinirsa bu iist yar1 diizlemi birim ¢embere
z+1

doniistiiriir.
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& Z—1
z —
Z+1
+1
/
oL / / . =
N '
-1
Sekil 4.10 Sekil 4.11
Birim Cember Gosterimi |w| =1 Cemberine Dik Olan Cember
H’={ze C | im@z) >0} D={ze Cllzl<1}

k  konform ve topolojik es yapt doniisiimii oldugundan iist yar1 diizlem
gosterimindeki biitiin 6zellikler cember gosterimi i¢inde elde edilir.
Bu doniisiimle H* deki hiperbolik dogrular lwl =1 cemberine dik olan

cembere doniisiirler. [2]

4.3 KLEIN GOSTERIMi

Hiperbolik geometri icin ilk gosterim 1870

yilinda Klein tarafindan verilmistir. [1]

Sekil 4.12

Klein Gosterimi
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4.3.1 TANIM : Hiperbolik diizlem olarak herhangi bir cemberin i¢ bolgesi
alinir. [1]

4.3.2 TANIM: Hiperbolik noktalar herhangi bir ¢cemberin i¢ bolgesindeki
noktalardir. [1]

4.3.3 TANIM: Hiperbolik dogrular verilen ¢emberlerin kirigleridir. [1]

4.3.4 TANIM: Eger hiperbolik dogrularin ortak bir u¢ noktas1 varsa iki
dogruya paralel denir. [1]
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5. BOLUM
HIiPERBOLIK GEOMETRI VE OKLiD GEOMETRISiNiN
KARSILASTIRILMASI
5.1 Nokta

5.1.1 E - Nokta:

Kisimlar1 olmayan seydir. [5]

5.1.2 H- Nokta :
H ={x+ iy | y >0} olmak iizere H* deki noktalara hiperbolik nokta
denir. [1]
¢ Hiperbolik geometride diizlem tanimi agikca verildiginden bu diizlem
tizerinde bulunan her noktada hiperbolik nokta olarak agikca
tanimlanabilir. Euclid geometrisinde ise nokta tamimi yeterince

belirgin degildir.

5.2 Diizlem

5.2.1 E - Diuzlem:

Uzerinde bulunan biitiin dogrulara gére aym kalan yiizeydir. [5]

5.2.2 H- Diizlem :
H={x+ iy | y >0} , tstyan diizlem hiperbolik diizlemdir. [1]
e ki tammdan da anlagilacag: gibi Euclid diizlemi cok daha soyut
kalmaktadir. Hiperbolik diizlemde sinirlandirilmis bir alan mevcuttur.
Ust yar diizlem tammindan yola cikarak y>0 olan bolge diizlem
olarak kabul edilirken y<0 olan bdolgeyi diizlem tanimi icine

almamaktadir.
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5.3 Dogru

5.3.1 E- Dogru:

Her noktasinda kendisinin ayni kalan ¢izgidir. [5]

5.3.2 H- Dogru:
Hiperbolik dogrular verilen ¢emberin kirisleridir. ( gosterim 4.3 e gore)

5.3.3 E-Dogru Denklemi:

d: { x,y) |ax +by+c=0,abecxyelR}

5.3.4 H-Dogru Denklemi:
H: { x,y) ‘()c—a)2 + y2= r?, axrelR, y>0}

¢ Hiperbolik dogru taniminda da belirttigi gibi iki taniminda ortak olan
noktast R eksenine dik olan Euclid dogrularinin da iist yar1 diizlemde
kalan kisimlari birer hiperbolik dogru olmaktadir. Bunun disinda
hiperbolik dogrular R eksenine dik olan ¢emberin iist yar1 diizlemde
kalan yay parcalaridir. Dogru denklemlerinede dikkat edilirse
hiperbolik dogru bir yay pargast oldugundan ¢cember denkleminden

yararlanilmigtir.
5.4 Paralel Dogru

5.4.1 H-Paralel Dogru:
Ust yan diizlem gosterimini baz alirsak, ortak ug noktas: olan iki hiperbolik

dogru paraleldir. [1]

5.4.2 E- Paralel Dogru:
Ayni diizlemde bulunan ve higbir ortak noktasi olmayan dogrulara paralel
dogrular denir. [5]
e Burada Euclid geometrisi ile hiperbolik geometri arasinda ki 6nemli
farklardan biri goriilmektedir.Euclid geometrisinde paralel dogrularin

hicbir sekilde kesismeleri ve ortak noktalar1 olmamasina ragmen
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hiperbolik geometride iki dogrunun paralelliginden séz etmemiz i¢in
ortak bir u¢ noktas: olmasi gerektigini goriiyoruz. Dogru taniminda
IR eksenine dik olan Euclid dogrularinin iist yart diizlemde kalan
kistmlart da birer hiperbolik dogrudur seklinde belitmistik. Bu
tanimdan yola cikarsak R eksenine dik olan iki dogru Euclid
geometrisine gore paralelken, hiperbolik geometride ortak ug

noktalar1 olmadigindan dolay1 paralel olarak kabul edilemez.

5.5 Kesisen Dogrular

5.5.1 E- Kesisen Dogrular:

Ayni diizlemde bulunan ve paralel olmayan dogrulara kesisen dogrular denir. [5]

5.5.2 H- Kesisen Dogrular:
Ug noktalart hari¢ ortak bir hiperbolik noktasi olan iki dogruya denir. [6]

e Kesisen dogrularin taniminda gerek Euclid geometrisinde gerekse
hiperbolik geometride ortak bir noktadan bahsedilmektedir. Bu iki
tanimin benzer tarafinin olmasi yaninda hiperbolik geometride bu
ortak noktanin u¢ noktasi olmasi hari¢ tutulmustur ¢iinkii bir 6nceki
tanimda ortak u¢ noktast olan dogrular paralel olarak tanimlanmistir.
Euclid geometrisinde iki noktadan yalniz bir tek dogru gecer halbuki
hiperbolik kesisen dogru tamimina bakilirsa iki noktadan fakli iki

hiperbolik dogru gecebilir.
5.6 Kesismeyen Dogrular
5.6.1 E- Kesismeyen Dogrular:
Aynmi diizlemde bulunan ve hicbir ortak noktast olmayan dogrulara
kesismeyen dogrular denir.
5.6.2 H- Kesismeyen Dogrular:

Uc noktasi dahil higbir ortak noktas1 olmayan dogrulara kesismeyen dogrular

denir.
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e Euclid geometrisinde paralel dogrular kesismeyen dogrulardir
seklinde bir genellemeye gidilebilirken hiperbolik geometride
goriilityor ki u¢ noktast dahil hicbir ortak noktasi olmayan dogrular
kesismeyen dogrulardir seklindeki tamimdan paralel olarak kabul
edilen dogru ile kesismeyen dogru net bir sekilde farklidir.

5.7 Dogru Parcasi

5.7.1 E- Dogru Pargasi:

a—l
%

A B

¥

Sekil 5.1 Dogru Parcasi

Bir dogrunun A ve B gibi farkli noktalar ile bu noktalar arasinda kalan tiim

noktalarin kiilmesine AB dogru parcasi denir. [6]

5.7.2 H- Dogru Parcasi:
z ile w gibi iki noktay1 birlestiren hiperbolik dogrusunun bu noktalar
arasinda kalan yay parcasina hiperbolik dogru parcasi denir ve { z, w} ile gosterilir.
e Euclid geometrisi ile hiperbolik geometri tamminda aslinda biiyiik
benzerlikler olmasina karsin hiperbolik dogru pargasi taniminda bir

yay parcasindan bahsedilmektedir.

5.7.3 E- Bir Dogru Par¢asinin Uzunlugu:
Bir ( x, d ) metrik uzayinda x,y € X alalim.

d(x,y)=min{d(x,y) | x,ye X}
5.7.4 H- Dogru Parcasinin Uzunlugu:

{ z, w } dogru parcasinin uzunluguna z ile w arasindaki hiperbolik uzaklik

denir ve p(z, w)ile gosterilir. [1]
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5.7.5 TEOREM:
H de z ve w herhangi iki nokta olsun. Bunlar arasindaki hiperbolik

uzaklik bu iki noktayi birlestiren hiperbolik dogru parcasinin uzunlugudur. [1,2]

ISPAT:
PSL ( 2, IR ) grubunun hiperbolik dogrularin kiimesi iizerinde gegisli
oldugunu ve hiperbolik uzunluklarin PSL( 2, IR )’ nin altinda degismeyecegini .

Boliimde ispatlamistik.

Boylece p ve q yu birlestiren hiperbolik C, dogru pargasini sanal eksen
lizerinde alabiliriz. C, de p ve q yu birlestiren x = x(t), y = y(t),

t, <t < t, seklinde herhangi bir parcal siirekli diferansiyellenebilir egri olsun.

(x(t,) o). 0K ve

(y(tl) ,Y(E,) ) ise (0,k) noktas1 olsun.

1

-
-

X

Sekil 5.2 H Iki Nokta Arasindaki En Kisa Uzaklik

C, egrisinin uzunlugu;
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dx

dx .o dy.»
L(cy = TR TL I
‘0 y(®)
t]
dy(t)/
> I
> j[ " y(t)} dt
to
t
1 d t
> | — — dt = |1 t) [ !
o« (yw)dt = [log y(]}
= logy(t,)— log y(t,) = log % = log ]]z—l = L(C,)'dir.
0 0

Bu esitlik icin gerek ve yeterli kosul ? =0 ve % nin degismez isarete
t t

sahip olmasi, yani C, = C, olmasidir.

e Dogru parcast tanimlarinda Onemli benzerlikler bulunmaktadir.
Gerek Euclid geometrisinde gerekse hiperbolik geometride iki nokta
arasindaki uzaklik bu iki noktayr birlestiren dogru parcasinin

uzunluguna esittir.
5.8 iki Nokta Aras1 Uzaklik

5.8.1 E_ Iki Nokta Arasindaki Uzaklik:

IR iizerinde x ve y iki nokta olmak iizere, bu iki nokta arasindaki uzaklik

| X-y | *dir.

d:IRxIR — IR d(x,y)= |X-y | fonksiyonu bir metriktir ve bu
metrige Euclid metrigi denir.

IR? de ise Vx=(x,,%x,) ,y=(@,,Y,) e IR? icin;
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d( x, y ) = \/(x1 _)’1)2 + (x, —y2)2 seklindeki metrik IR? deki dogal

metriktir (Euclid metrigi). [8]

5.8.2 H- iki Nokta Arasindaki Uzaklik:
{ z, w } dogru parcasinin uzunluguna z ile w arasindaki hiperbolik uzaklik

denir ve p(z,w) ile gosterilir. [1]

5.8.3 TEOREM:

z, w e H? icin p(z,w) =In

|z = w|-|z - w]
ISPAT:
F 3
E
W z
k 1;} n g

Sekil 5.3 Iki Nokta Aras1 Hiperbolik Uzaklik

z ile w noktalarin birlestiren hiperbolik dogruya Q diyelim. Bu dogrunun

reel ekseni kestigi noktalara k ve n diyelim.

S

f—

S(z) = doniisimii Q dogrusunun imajiner eksene doniistiiriir. S(z) =

bl

z—

pi, S(W)= qi  bu sekilde bulunan pi ve qi noktalarma U % = %) . Z
q

doniisiimiinii uygulayalim.
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p p /q p
US(z)=1 , US(w)=r1 = g(z,w)= g(i, ri)=Inr

= (T fonksiyonu invariant )

T(z, w) = TG, i) =
(@ w) =T, ) r+1| r+1

P(z,w)
Inr denkleminden r= € bulunur.
ep(z,W) -1
T(z, w) = W
( ) ep(z, )+1
- W
1 + ¢ _‘
o P(zw) r(z,w)+1 _ - W
1 =T (z,w) I
- w

‘Z—W‘+‘Z—w‘

=‘Z—W‘—‘Z—W‘

|Z—W|+|Z—w|
p(z, w) =1In ‘

— bulunur. [1]
Z— W‘ —‘Z - W‘

e Ornekte de goriildiigii gibi iki nokta arasindaki Euclid dogrusu
boyunca Olciilen uzunluk hiperbolik dogru boyunca 6lgiilen

uzunluktan faklidir.
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5.9 Bir Yay Uzunlugu

5.9.1 E- Bir Yay Uzunlugu:

Euclid geometrisinde bir yay elemaninin difaransiyeli d s — |d Z| olarak
tanimlanir.
B:1—-R> |, B(t) = (x(t), y(t)), X ve 'y  siirekli par¢al

diferansiyellenebilir olsunlar. B nin uzunlugu;

L B)= j\/(dx)z +(d7y)2dt dir. [1]
dt dt

5.9.2 H- Bir Yay Uzunlugu:

Ust yar1 diizlem gosteriminde;

_ ldz |
y

ds dir

v:1—> H? parcali siirekli diferansiyellenebilir egrisinin uzunlugu:

dx. 3 dy.a
hiy)= I\](E} HE} at Cdt dir
L y

5.9.3 ACIKLAMA:

Hiperbolik diizlemde z degisken, z, sabit noktalar olmak iizere; z, IR
eksenine yaklasirken d(z,,z ) — o olur. Soyle ki;

= |
y

ds = idi z’nin IR eksenine yaklagmasi demek y nin sifira gitmesi

demektir. Dolayistyla;

dz ‘
Li ds = Li ‘— =
yl—I>no i yl—I>no y = olup d(z,.,z) - o olur.
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Bu nedenle Euclid uzunluklar: esit olan iki dogru parcasindan gergel eksene

daha yakin olanin hiperbolik uzunlugu daha biiytiktiir. [1,2,14]

5.10 Metrik

5.10.1 E- Metrik:
R" deki V xi=x, yi=y, i=1,23 ... n

n 2
Noktalarticin ~ d(x,y) = |:Z (xi — yi )2:| seklinde tanimlanan

i=1

d:R" x R" — R* fonksiyonu metriktir ve bu metrige R" deki dogal veya

Euclid metrigi denir. [8]

5.10.2 ORNEK:
IR iizerinde V x, y € IR icin d(Xx,y) = |x—y | d: IR x IR —»IR"

fonksiyonu bir metriktir. Buna R deki Euclid metrigi denir. [8]

HVx,yelR igin [x-y| >0 dir. (mutlak deger 6zelligi )

2) d(x,y) =0 =[xyl & x=y dir

3HVx,ye IR igin d(x,y) = Ixyl=ly-x|=d(y,x) (mutlak

deger ozelligi)

4)V x,y,z€ IR igin;
d(x,y) £d(x,z) + (z,y)

|x-y| <Ix-z| + |z—y|
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5.10.3 ORNEK:
IR® iizerinde V x=(x,,x,), y=(y,,y,) € IR* igin;

d (%, y) = 4/(x; = y)? +(x2 —y5)?

Seklinde tammlanan d: IR* x IR* — IR* fonksiyonu IR? deki Euclid
metrigidir.

1)V x,ye IR igin d(x,y)>0 dir. Ciinkii;

(5 =32 0. (53" 20=(5 =)'+, =37 20 dr.

2) dx V=0 = J(x;-y)+(,-y)) &
(Xl—y1)2=0 X1 =N
=
(xz_yz)zzo X, =),

(X, ) = (x,y,)

X =y
3) Vx,ye IR i¢in;
(x, _Y1)2 =(y _x1)2
(=¥, =(y, —x,)° Oldugundan;

\/(Yl —x)? +(y2 —x,)?
d(y,x)

\/('xl _y1)2 +(x2 _Y2)2

d(x,y)

4) Vxy,z € IR igin;
d(x,y) £ d(x,z)+d(zy) dir.

\/(X1 _Y1)2 + (X, _Y2)2 S\/(X1 _11)2 +(x, _22)2 +\/(Z1 —)/1)2 +(2z, —Y2)2 [8]
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5.10.3 H- Metrik:

TEOREM: Hiperbolik H® diizlemi hiperbolik uzaklik altinda bir metrik

uzaydir.

|Z—W|+|Z—w|

p(z,w)= In —
|z —w|—|z - w|

|z—W|+|z—w -

) plz,w)2 0 o — >

|z=w|-|z—w|

lz=wl+|z—w] = |z-W|-|z—w
2lz-w] = 0

|z—w| = 0

2) p(z,w) =0 o 2|z—w|:0 & z-w=0 & z=w
3) p(z,w) =p(w,z)

|Z—W|+|z—w| |W—Z|+|w—z|

In — = — = p(w,z)

|Z—W|—|Z—W| |w—z|—|w—z|

4) p(z,w)< p(z, wl) + p( w', w ) dir. Ciinkii z ile w arasindaki en kisa
uzaklik bunlar birlestiren hiperbolik dogru boyunca 6l¢iilendir. p( z, w ) en kisa

uzakliktir. 1,2,3 ve 4’ten dolayr ( H2, p ) metrik uzaydir. [2]
5.11 Acik Yuvar

5.11.1 E_Ac¢ik Yuvar:

(x,d) metrik uzayrile bir x€ X ve r>0 sayisin1 goz Oniine alalim.
B(x,r)={yeX | d(x, y)< r} kiimesine x merkezli ve r yaricaph

acik yuvar denir. Her metrik uzay bir topolojik uzaydir. & , topolojisine d

metriginin tirettigi topoloji denir. [1]
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5.11.2 H- Acik Yuvar:

(H%, p ) bir metrik uzay olmak iizere z,z, € H?

S(z,,r)={z | p(z 0» Z) < r} kiimesine agik hiperbolik yuvar denir.

Bu agik yuvarlarin kiimesinin taban oldugu bir topoloji tanimlanir. Bu
topoloji hiperbolik metrikle elde edilen topolojidir.

. Hiperbolik metrik ile elde edilen topoloji Euclid metrigi ile elde

edilen topoloji ile aynidir.

Iki topolojinin ayni oldugunu gostermek icin birinci topoloji icin taban

olusturan kiimelerin ikinci topoloji i¢in de taban olusturdugunu gostermek yeterlidir.

Yani her hiperbolik diskin bir Euclid diski oldugunu gostermek yeterlidir. [1]

5.11.3 TEOREM:
Bir hiperbolik yuvar, bir Euclid yuvaridir. [1]

ISPAT: {z | p(z,,z)=r1}, z, merkezli, r yarigaph bir hiperbolik

disk olsun.
p(ZO,Z)zr
! g ]
Sin h*5 p(z24,2) = Sin >

|z = z,/’
4im (z).im (z,)

= Sin hzlr
2
. , 1
|Z—ZO|=4y.y0 * Sin h Er
2 2 . 21
(x=x,)"+(y—y,)" =4y.y,* Sin h Er
(x-xo) + y' +y,> = 4yy, * Sin hz%r + 2yy,

(x—x0)2+ y2+y02 = 2yy, ° (2Sinh21r+ 1)
“ 2 o
~"
Cos hr

(x-xo)2 + y2 - 2yy,* Coshr + (yO.Coshr)2 = (yO.Coshr)2 - Yo
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(xX-X,) + (y—yO.Coshr)2 = yO2 (Coshzr—l)
Sinh’r
(X—X0)2 +(y-y,- Coshr)2 = yo2 Sinh’r
(Xy,Y, - Coshr) merkezli, y, . Sinhr yarigapl bir Euclid diskidir.
e Hiperbolik diskin merkezi, Euclid diskinin merkezine goére reel

eksene daha yakindir.

Simdi bunlar1 anlatabilmek i¢in baz1 drnekler izerinde duralim.

5.11.4 ORNEK:
{z] p(z, 1+4i)=0,5} hiperbolik diskin Euclid merkezi ve yaricapini
bulunuz. [1]

=1 Yo =¥, Coshr = 4. Cosh 0,5

0

4.1,2 = 48
R(yaricap) =y, . Sinhr = 4.Sinh 0,5 = 4.0,52 = 2,08
R = 2,08
(1,4, 8) merkezli ve 2,08 yaricapl Euclid diskidir.
5.11.5 TEOREM: d( z(*), z ) =R Euclid diskinin hiperbolik merkezi:

. p +R .
X4s )702—R2 ) ve yaricapt 1= lny"— > dir. [1]

ly:;2 _R2

ISPAT:x,=x, , y,=y,.Coshr , R=y,.Sinhr

yo =y .Cosh’r

R® =y .Sinh’r

_|_
(12) y2-R* = y? « (Cosh’r + Sinh@)
'
1

y;z—R2=\/y702
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Yy, =Y, - Coshr
- e +e’ - r r,. e
Yo = Yo ( ) =2y, =y,(e +e ). —
2 e
2.y, e = yo.e2r + Y,
0 = yo.e2r —2y’82 e + Yo
0=y, t0- 2y t+t
_ 2.y, F4yo =4y, _ y, FR
t,,, = = (12) den.
2y, Yo
s "+ R "+ R
= Lol e TR gy (12) den

=y = =
yo yo —\/y:;—RZ

5.11.6 TEOREM: D de orjin merkezli bir hiperbolik disk yine orjin

merkezli Euclid diskidir ve R = tanh% r dir. [1]

ISPAT: z e D olmak iizere {z| p(0,z)=r} orjin merkezli r yarigaph

bir hiperbolik disktir.
1 1
—p(0,2) = —r
> P(0.2) =+

1 1
Cosh’>= p(0,z) = Sinh> —r
> p( ) 5

1022 = Sinh? Lt
2

2
|02_ Z| -— = Sinh g lr
(=10 =]z 2
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lz|” = (1= |z|") = Sinh ;—r
|z|” (1 + Sinh 2;—;»)= Sinh 2;—;»
|Z|2.Cosh 2;—r= Sinh Zi—r
Sinh >+ r
2

= —2:> |z|2 = tanh 1—r
Cosh zir 2

|z| = tanh% r Bu da orjin merkezli R = tanh% r yaricapl

bir Euclid diskidir.

5.11.7 ORNEK: p(0,z)=3 hiperbolik diskin Euclid yarigapim bulunuz.

R=tanh%rztanh%3=tanh1,5=0,90 [1]

5.11.8 TEOREM: |z|=R Euclid cemberinin hiperbolik yaricap:
1+R

r=1In dir. [1]

ISPAT: Bir 6nceki teoremden R = tanh% r idi.

r - r 1 r
e
R = tanhEr = e%r-l_e_%r . e%r
e’ —
= R = =Re"+R=e"-1
e’ +1
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e’ (R-1) —-1-R
(R —-1) R -1
. 1+ R
e’ =
1-R
r:ln1+R(olur)
- R

5.11.9 TEOREM: D’ de z, merkezli bir hiperbolik disk k. z, merkezli
bir Euclid diskidir. [1]

ISPAT: {z | p(z,.z)=r1}
p(z,,z)=r
Sinhzl (z z)—Sinhzlr
2p 0° 2

2
|Z_ZO| —Sinhzlr

A=|zHa-|4H 2

2~z = Az -4 - Sinhzér

1
(x=x)7 +(y = y)? = A =|z| (1= x* = y*).Sinh o

1
xP=2xx, +x. + YT =2yy, + Y, = (1—|zo|2)(l—x2 —yz).SinhZEr
2 . 2 1 2 . 2 1 2 . 2 1 2 . 2 1 2
x~(1+ Sinh Er—‘zo‘ Sinh 5r)+y (1+ Sinh Er—‘zo‘ Sinh Er)—ZxxO—ZyyOHzO‘
2 . 2 1
= (I=|zo| ).Sinh 5" budenklemde;

1+Sinhzlr—
2

Z, ? Sinh® %r =A diyelim ve bu esitligin iki tarafim A

ya bolelim.
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b Afeg).Sin? r =g,
Xy —2x—2y20 =
A A A
2
X2 _ xx0+(xo)2 2 yyo_i_(&)z:

(1—|z0|2)Sinh2r—|z0|2+x_§ 5
A AT A

A(L=|z,|").Sinh” ;r—|z0|2A+|zo|2

_% _ Yoy
(x A)+(y A) e

Ikinci tarafin payim diizenlersek;

{1+ (1—|ZO|2).Sinh2%r}(1—|zo|2).5inh2 %r—|z0|2.{1+ (1=|zo|").Sinn? %r}.|zo|2

= (1—|zo|2).Sinh2%r+(l—|z0|2)2.Sinh4 %r—|zo|2 ~|zo|* (1 +]zy| ). Sinh %r+|zo|2

= (1 - |z,|"). Sinh ? ;—r(l + |zo|"). Sinh ? ;—r

2.2 . 2 1 2 1
1- Sinh =~ —r.Cosh —r
(1= |z,]) > >

i—(l — |zo|") 2 Sinh 27

2 .
(x_x_o)z +(y—ﬁ)2 _ (1—|ZO| )22.Slnh2r
A A 4A

A=l+(1—|zo|2).Sinh2%r
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Euclid merkezi

>

Xo Yo
( 2 2 1 2 1 )
1+ (1=|zo|")-Sinh 57 1+ (1—|z,| ).Sinhzar

(1=|zo|").Sinhr

R =
2{1 +(1=z,|*).Sink’ ;r}

Euclid yaricap1

hiperbolik merken {x,,»,)
sklid merkezn (ﬂy—”
A A
y=22x
Xy
Y
Sekil 5.4 D’ de Bir Hiperbolik Diskin
Hiperbolik ve Euclid Merkezi
1
A= 1+(1—|zo|2).Sinhzzr >1, x,>0, y,>0 =
X Yy
XO < X, 7°<y0:> A>1, x,<0, y, <0
X Yy
—°>)c0,X">y0 dir.
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Her iki durumda sekilden de goriildiigii gibi bir hiperbolik diskin hiperbolik

merkezi ile Euclid merkezi y = Yoy dogrusu iizerindedirler ve Euclid merkezi

Xo

orjine daha yakindir. [1,2,13]

5.11.10 ORNEK:
pl{z (0.5,0.3)} hiperbolik diskinin Euclid merkezi ve yarigapin1 bulalim.

2, = (05,03) = |z, (0.5 +(0.3)% = 0.25+0.09
= 0.34

A =1+ (1-|z,|").Sinh? %r =1+(1-0.34)=1+2.99 =3.99

=205 g1 y=2oo 03 o
A 399 A 39

z,=(0.12 , 0.07)

_(L=|zo|").Sinhr _ 0.66x10 _ 6.6 ~ 0.8 [1]
2A 2x3.99  7.98

R

5.12 Diskin Cevresi

5.12.1 H- Geometride Cevre Hesab1:
r yaricaph bir hiperbolik diskin hiperbolik ¢cevresi  27w.Sinhr’ dir. [1]

ISPAT:

dx d
2|dz | 2\/(d9)2+(dy9)2
h(c)= | -= ; do
e 1=z
Her hiperbolik diskin Euclid diski oldugunu biliyoruz.

P(0,z)=r , lz|l=R , R:tanh%r
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dx

x =R.CosH — = -R.Sin@
dé

y =R.Sin0 @ _ R.Cos6
dé

2T2A/R*.(Sin?*0 + Cos*60) *¥ 2R 227R  4nR
h(c)= | J . = [ .d6 = = :
0 1-R v 1—R 1-R 1-R
Sinh Lr
1 Cosh —r
47[.tanh 57’ 2
= 1 = Cosh er—Sinthr
1 — tanh ° Er 2 i 2
Cosh > —r
2
Sinh Lr Coshzlr
= 4T 1 : 1
Cosh —r Cosh* —r—Sinh*> —r
2 § 2 2 )
1
L1 1
= 4x .Sinh—r . Cosh—r
2 2
= 4r. % . Sinr = 2m. Sinr
5.12.2 E- Diskinin Cevresi
T dx dy 2”\/
2 2 . 2 2
=) (== - (—R.Sin@)" +(R.CosB)” .db
I\/(dﬁ) (a’l9) I

0 0

2
- VR (Sin'6+Cos§)ds _ ro [* =
0 Y
1

(x=R.Cos®6 , y = R.Sin0)
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5.12.3 ORNEK: r=0.7 olan hiperbolik cemberin ¢evresini bulunuz. [1]
C =2n.Sinr = 27.Sin0.7 = 4.76

5.12.4 ORNEK: r =0.7 olan Euclid ¢emberinin ¢evresini bulunuz.
C=2mr=2.3,14.0,7=4,40
e Goriildigi gibi yaricapt ayn1 olan Euclid diski ile hiperbolik diskin

cevreleri faklidir.
5.13 Dairenin Alam

5.13.1 E-Dairenin Alam

r yaricaph dairenin alan mr® seklinde bulunur. [6]

5.13.2 H-Dairenin Alam

r yaricapl bir hiperbolik dairenin alani;
4z Sinh( 1) ) dir. [1,2]

e Formiillerden de anlasilacagi gibi Euclid dairesinin alanin ile

hiperbolik dairenin alanlar1 birbirinden farkidir.
5.14 Ucgenin Alam

5.14.1 E-Ucgenin Alani

Euclid geometrisinde iicgenin alani, su sekilde bulunur: [6]

ah, bh ch = <=

Sekil 5.5 Euclid Uggeninin Alam
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5.14.2 H-Ucgenin Alani

5.14.3 TEOREM: Acilann a, B, Y olan bir hiperbolik ii¢ggenin hiperbolik

alani;
LA)=n-(a+ B+7) formiili ile bulunur. [2]
ISPAT: A hiperbolik iiggen olsun. Ilk 6nce A nn iki kenarmin diisey

hiperbolik dogrular1 oldugu durumunu goz oniine alalim.

L J

Sekil 5.6 H* Hiperbolik Ucgen

A nin tabani Euclid yar1 ¢emberinin bir parcasidir.
z >z+k ,keR
Z > M.z , A>0

Doéniisiimlerini uyguladigimizda bir yarim ¢emberin O merkezli ve 1

yarigapina sahip oldugunu farz edebiliriz.

Bu doniisiimler hiperbolik alani degistirmez.

Diisey dogrular hala diiseydir ve sifir agilar korunur.

A {ggeni birim ¢emberve x=p , q=x (-1 < p< q £1) dogrulan ile

sintirlanmig olsun.

P=-Cosaa=Cos(m-a) (1)
q = Cosp

Ugiincii a1 ise sifirdir.
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2

R@= (& oW fg ] Y
A y P 1_x2y

Cember birim ¢ember oldugundan x>+ y2 =1= y2 =y1-x’

q = q 1 T
HA=Jdx [y? dy=]-— | dx
p 1—x2 p Y 1-x2
1 1
B J; J1 - x 2 -dx (x=Cosh, 0<0<m
_ JE B S%n 0 40 olup)
xlo Sin B x = CosH
f
=-0 | =-B-(-1+ a) dx =-Sin6 . dO
- Bin-a Cos’6 + Sin6 = 1
= nT-a -8 1-Cos’@ = Sin°0
IL.LDURUM:
e N —
f//r"f \x\i a4 .-8?)\
) \ AN :
\ \
_|'ll/ f{ ﬁ_,g:-': \'.II
/ I ! | I- e
< =z

Sekil 5.7 H* Hiperbolik Ugcgen

PSL(2,IR) doéniisiimlerini uyguladigimizda bu reel eksen iizerindeki kose oo
a resmeder.
2HC
T,= doniislimiinii uygularsak;
z—c
Te= cxe :E: oo olur.
c—c
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Alan ve acilarin degismedigini biliyoruz. ¥ acist ve 0°ve 0° olmayan acilar

o ve B dir.

Birinci duruma doniisiir.

Alan = 1-0o.-f olur.

II.DURUM

e oy
~ =
Sekil 5.8 H? Hiperbolik Ucgen
U (A )= m-a-(y+0) W(A)=n-0-y-8-T-0-1-3
U (A, )=m-6-(-) W(A)=m-0-B-y
W(A) =L (A)-UA,) W(A)=T-(0i+B+Y) olur.

¢ FEuclid geometrisinde iicgen alani hesaplanirken bir kenar uzunlugu
ve bu kenara ait yiikseklige ihtiya¢ vardir. Hiperbolik geometride ise

icgenin acilar1 tizerinden alan hesabina gidilmektedir.

5.15 Poligon

5.15.1 H-Poligon : n tane dogru pargasi ile sinirlanan H> nin C, daki
kapanisinda bulunan bir kapali kiimeye n kenarli hiperbolik poligon denir.

Egerki dogru parcgast kesisirse kesisimin ortak noktasina poligonun kosesi
denir.Hiperbolik iiggenin 4 tiiriinii gosterelim.Uggenin koseleri IR U {o0} da duruma

gore 0,1,2,3 tane olabilir. [4]
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(@) (b) () (@
Sekil 5.9 Hiperbolik Uggen Tiirleri

5.15.2 E-Poligon

n=3 olmak iizere, herhangi iicii dogrusal olmayan, fakli A ,A,,...,A

n

noktalar verilsin.
[A1 A, ], [A2 A, ], ..... ,[An_1 A ], [An Al] dogru pargalarinin uglar1 disinda ortak
noktalar1 yoksa,

[A A ]U[A A ]u ..... U[A LA ]U[A A] kiimesine bir cokgen denir.
1772 2473 n—=1*"n |

5.15.3 H-Poligonun Alani

Acilart o, a,, 0, ...0, olan n kenarh bir hiperbolik poligonun alani ;

(n-2).m-(0oL, +0L, +0,+ ...+00 ) dir. [2]

Sekil 5.10 Hiperbolik Poligon
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LAD=7-(a; + a, +B;)

LA =n-(a)y+ a3 +Py)

n
U (a) = Zlu(Al)
=nT- (0, + 0, + 0+ ...+ B, +B,+ ;)
=nmw-2n-(a, +a, +0,+....+ )

=(n-2).w- (o, +a, +o, +..+,) dir.

5.15.4 ORNEK :
x=-1, x =1, x> +y> =9, x*>+y ’=4 hiperbolik dogrular ile

olusturulan hiperbolik dortgenin alanini hesaplayiniz.

i
4
&
/e ,
z=-1 z=1 "

Sekil 5.11 Hiperbolik Dortgen

LP)=(n-2)w-(t; + Oy + Oz +....... +0,)

Gauss- Bonnet teoremi
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Sinazgza:m”
=180° —70,5° =109,5°
B 0 4
Sll’lﬁ :T: ﬁ: 70,5

W(P)=(4-2).180° -(2x109,5° +2x60%) = 21

¢ FEuclid geometrisinde ¢okgenler diizgiin ve diizgiin olmayan olarak
ikiye ayrilir. Kenar uzunluklari esit ve agilar1 es olan cokgenlere,
diizgiin cokgen diyoruz. Diizgiin c¢okgenlerde alan hesaplamasini
ticgenlere ayirarak yapiyoruz. Fakat diizgiin olmayan cokgenleri alan
hesaplamasi yapilabilecek dortgenlere yada iicgenlere ayiramasak

genel bir alan formiilleri bulunmamaktadir.
5.16 Cember

5.16.1 H-Cember

Merkezi w, ve yaricapt r olan bir hiperbolik ¢cember w, dan

hiperbolik uzakligi r olan hiperbolik noktalarin kiimesidir. [2]

5.16.2 E- Cember
Euclid uzayinda merkezi O ve yarigapi r olan bir cember, O’dan uzaklig

r olan noktalarin kiimesidir.
5.17 Orta Nokta

5.17.1 H- Orta Nokta

[z,w], z ile w arasindaki hiperbolik dogru parcasini gdstermek iizere,
€ ¢ [z,w] ve p(z,€) = p(€,w) sartim saglayan € noktasina [z, w ]

dogru parcasinin orta noktasi denir. [1]
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5.17.2 E- Orta Nokta

C, A ile B arasinda bir nokta olmak iizere, AC| =|CB| ise C noktasina, [AB]

nin orta noktasi denir.

A(a), B(b) ve [AB] nin orta noktas1 C ise, C(a—;rbj olur.

5.17.3 TEOREM: p, q > 0 olmak tizere pi ile qi noktalarim

birlestiren hiperbolik dogru parcasinin hiperbolik orta noktast +/pg 1 dir. [1]

ISPAT: pi ile qi noktalar birlestiren  hiperbolik dogru imajiner
eksen oldugundan hiperbolik noktas1 ki gibi bir noktadir. (k> 0)

p(pi. ki) = p( ki gi) = In( £7) =In(k/)

k
L= =5 k2= pg.k=1/pq

k P

5.17.4 TANIM : Dikkat edilirse iki pozitif reel sayinin Euclid anlaminda

geometrik ortalamasina bu iki saymin hiperbolik ortalamasi denir. [1,14]

5.17.5 ORNEK: 7z, = zi,z, = 8i noktalarim birlestiren hiperbolik dogru

parcasinin hiperbolik orta noktasini ve Euclid anlaminda orta noktasini bularak

karsilastirimz. [1]

Hiperbolik orta noktast z,=+2x8i =+16i = 4i dir.
Euclid orta noktasi 75 = 21 ; 81 _ 1(;1 = 5i dir .

e Goriilityor ki hiperbolik orta nokta ile Euclid anlaminda orta nokta

farklidir.
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B+

4 — » Olklid orta nokta

4 T —» Hiperbolile orta nolcta

4T

Sekil 5.12 Hiperbolik Orta Nokta

5.17.6 ORNEK: z, = (1,3) , 1z, = (8,4) noktalarin birlestiren

hiperbolik dogru parcasinin hiperbolik orta noktasini bulunuz. [1]

ACIKLAMA:

Z,=x, tiy,, zZ, =x, tiy, gibi herhangi iki noktay: birlestiren
hiperbolik dogru parcasinin orta noktasini bulmak i¢in, bu noktalar1 birlestiren
hiperbolik dogru bir T € PSL( 2, IR ) ile imajiner eksene doniistiiriiliir.
T(z,) ile T(z,) noktalarin birlestiren dogru parcasimin hiperbolik orta noktasi
bulunur. Bulunan bu noktanin T ™' altindaki resmi verilen z, ile z,

noktalarini birlestiren hiperbolik dogru pargasinin hiperbolik orta noktasidir.

|z, — k| = |z, -k
1+3i—k| = [8+4i—k|
COZUM: 1-k)+9 = ®-k)*+16
1-2k+k>+9 = 64-16k+k’
k = 5 bulunur .
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Benzer sekilde |zl —k| =r |1+ 3i—5| =r den r = 5 Dbulunur

(1, 3) ve (8,4 ) noktalarindan gegcen hiperbolik dogru, merkezi

k=(50)
noktasi, yaricapi

r =5 olan ¢cemberdir.

F

v

Sekil 5.13

Hiperbolik Dogru Par¢asinin Hiperbolik Orta Noktasi

Sekilde goriildiigii gibi z;, ve z, noktalarindan gegen hiperbolik

dogrunun reel ekseni kestigi noktalar (0,0) ve (10,0) noktalardir.

T(z) =Z_10 doniisiimii verilen hiperbolik dogruyu imajiner eksene
Z
resmeder.
1+3i-10
77 = T(z = ——=3i
1 (@) 1+3i
. 8+4i—-10 1.
Z, = — = —i
8+ 4i 2
[z .z, ] dogru parcasinin hiperbolik orta noktasi 2o =1.221
noktasi olur.
1 10 o )
T (z2)= =z T (zy) =2, 7, = (4,4.88i) bulunur.
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5.17.7 TEOREM: Birim diskte reel eksen iizerinde alinan iki

X, ve x, noktalarii¢in [ x,,x,] dogru parcasinin hiperbolik orta noktast:

NI+ x)A+x,) - A -x)A - xy)

dir. [1
YA+ x4+ x,)  + Jd-x)d-x,) T

ISPAT: x, > x, olsun.
U(z) = Z—_i doniistimii iist yar1 diizlemi birim diske resmeder.
z+

Imajiner ekseni de reel eksene doniistiiriir.

U'z) = E— ters doniistimii ile X, ve x, noktalarim

imajiner eksen lizerindeki z;, ve z, noktalarinaresmedelim.

1+
z, =U'(x) = —i
1-x,
1+
z, = %2 bulunur.
1-x,

Teorem 5.17.3 e gbre [z,,z,] dogru parcasinin hiperbolik orta noktast:

o+ xp)a+xy)
o T (1-x)(1-x,)

noktalaridir.

x, = U(z,) oldugundan yerine konarak istenen bulunur.
5.18 Orta Dikme

5.18.1 H- Orta Dikme: [z,,z,] hiperbolik dogru parcasmin hiperbolik

orta noktasindan gecen ve bu hiperbolik dogruya dik olan hiperbolik dogruya verilen

dogru parcasinin orta dikmesi denir.

5.18.2 E- Orta Dikme :

[AB] dogru parcasinin orta noktasindan gecen ve bu dogru pargasina dik olan

dogruya verilen dogru pargasinin orta dikmesi denir.
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5.18.3 TEOREM:

Y, [z,.2,] hiperbolik dogru parcasinin orta dikmesi olsun. 7y iizerinde

alinan her z noktasii¢in p(z,z,)= p(z,2,)

ISPAT:

Z

L J

I 1

wekil 5.14
Hiperbolik Dogru Parcasinin Hiperbolik Orta Dikmesi
Sekildeki 7, ve T, iicgenleri birer dik hiperbolik liggendir. Hiperbolik

geometrideki pisagor bagintisina gore;

Coshp(z,z,) = Coshp(z,,z,)  Cosh(z,,z)
Coshp(z,z,) = Cosp(z,,z,)  Cosp(z,,z2)

%y » 12,2, ]nin hiperbolik orta noktas1 oldugundan p(z,,z,) = p(z,,2,)
dir.
Yerine yazarsak; Coshp(z,z,) = Coshp(z,z,)  olur.

Buradan, p(z,z,)=p(z,z,) bulunur.

5.18.4 TEOREM:

Orta dikme dogrusu iizerinde aliman bir noktanin dogru parcasinin ug

noktalarina olan uzakliklar esititr. [6]
ISPAT:

[ AB ] dogru parcasi ve bu dogru parcasinin orta dikmesi d olmak iizere, d

tizerinde bir C noktas1 segersek; |AC| = |CB| dir.
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d dogrusu orta dikme oldugundan;

|HB| dir.
|HC|  (6zdeslik)

4 (1) | AH
C ) |HC|

(3) m(CH A) = (CHB)
(1), (2), (3) den dolayz;

iy iy
AHC = BHC (KAK
benzerlik teoremi. )  buradan ;
v |AC| = |CB| dir.
Sekil 5.15

Bir Dogru Parcasinin Orta Dikmesi

5.18.5 TEOREM: H” de [z,,z,] hiperbolik dogru pargasinin hiperbolik

orta dikmesinin denklemi;

y2|z— zl|2 = y1|z— zz| dir. [1]

ISPAT: Bir 6nceki teoreme gore, orta dikmesi iizerinde alinan her z noktasi
igin;
r(z,2,) = p(z,2,)

Coshp (z,z,) = Coshp (z,z,)

2
Z—Z Z—Z
1+ |. .1| = 1 + |. .2
2imz .imz | 2imz .imz
2 2
=al =zl
2y.y, 2y.y,
y2|z - z1|2 y1|z - z1|2 elde  edilir .
5.18.6 ORNEK: 7 =1+2i , z,=3+i ise [z,,z,] hiperbolik

dogru parcasinin orta dikmesini bulalim. [1]
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ale-al = yila-a

lz=-1-2i"= 2J|z-3-i

(x=D7+(y=-2)"= 2.[(x=3)"+(y=-D"]
(x=5)*+y*’= 10

|z - 5]= N

5.18.7 TEOREM: Birim diskte [z,,z,] hiperbolik dogru parcasinin

hiperbolik orta dikmesinin denklemi;

A-lo.|D)z-z] = a-|g|)]z-z| dir. (1]

ISPAT:
p(z,z,) = p(z,2,)

Coshp (z,z,)= Coshp (z,z,)

2|z—zl|2 3 2|z—z2|2
(=2 D=z (1 =]z HA =]z, |
(1_|Z2|2)|Z_Zl|2 = (1_|Z1|2)|2_Z2|2

5.19 Hiperbolik Ucgenin Kenarlari ile Acilar1 Arasindaki Bagintilar

5.19.1 TEOREM: Acilan «, O, % olan bir hiperbolik iicgende asagidaki

bagintilar gecerlidir. [1]

i) Sinhb . Tano

Il
—_

ii) Coshb . Sina

Il
—

1ii) Tanhb . Seca = 1
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ISPAT: ispat iist yar1 diizlemde yapilacaktir.

y

[

&

¥

= e S e e e e

Sekil 5.16

Acilan a, 0, % Olan Hiperbolik Uggen

i) Sinhb = Sinhp( i, x + iy)
3 |i—x—iy|.|i—x+iy|
2Im (i).Im (x + iy)
A=) (14 )’

2y
-2ty 1=y Y«
2y y y oy
Tano =2 — Sinhb . Tano = ﬁ.lzl olur.
X y x
. .2
) S i~ x—iy
i1) Coshb = Coshp(1, x +iy) = 1 + 2—
-y
2 _ 2 _ _
1. X +(1-y) :1+2 2.y:y+1 y:l
2y 2y y y

Sinot =y — Coshb . Sino= —.y= 1 olur.

< | =

Sinhb Tan o
T 1> Tanhb . (] -1
iii) Cosh .Sin (%’os a')

Tanhb . Seca =1 olur.
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5.19.2 TEOREM: Acilari o, B O olan bir hiperbolik iicgende aggidaki
bagintilar gecerlidir. [1]
1+ Cos a.Cos p

i Coshc =
) Sin o .Sin
B Sinh Cosa + Cos
11 mnc = . .
) Sina.Sin
ISPAT:
r A N _t
T
A+ 1y =+ iy
N /]
\ p
\\ e
Y //
~ ’
s
« 1 PalAe .
b 0 bt -
Sekil 5.17

Acilari @, 0, B Olan Hiperbolik Uggen

V.= , V,=x'+iy', V, =x+iy

x)+(y")?=1 ve x*+y°=1
Ispat H* de yapilacaktir.

1) Coshc = Coshp(x +1iy, x'+1y")

2
‘x+iy—x’—iy"
=1+

2yy!
2yy' +x7+(x)? = 2xx + y (v —2y(y')?
2yy'

21— xx")  1—xx'
2y.y' y.y'

65



Cosat =x , Cosp=x', Sina=y , Sinf=y" oldugundan;

1-Cosa.Cosf
Sina.Sinf

Coshc = olur.

i) Sinhc = Sinhp(x +iy , x' +1iy")

_ |(x —x1)+(y—y‘).i|.|(x x4 (y+yD)i

2y.y'
i) (')
y.y'

(1-xx")?% = (y.y")? = 1+ Cosa.CosP)? — (Sina.Sinp)>
= (CosOL+ COSP) ..o, (14)

(14 ) degerini (13 ) de yerine koydugumuzda;

Cosa+ Cosf3
Sina.Sinf3

Sinhc = denklemi bulunur.

5.193 TEOREM: «a, B, % acilann olan bir hiperbolik iiggenin

kenarlar arasinda agagidaki bagint1 vardir. [1]
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ISPAT:

! Va=s+1t
\\
\ .
1] ¥
Sekil 5.18

Agilan a, B, % Olan Hiperbolik Uggen

Vec=1, Vb=ki, Va=s+it

s* + t* =1 olacak sekilde segilir ve ispat H? de yapilir. Bu sekilde segmemizin
hicbir sakincasi yoktur. Ciinkii herhangi bir dik iiggen bir T € PSL( 2,IR ) 6gesi ile
yukaridaki gibi bir dik iicgene resmedilir. PSL( 2, IR ) nin 6geleri, agilar1 ve

uzunluklar degistirmediginden, burada buldugumuz sonuglar herhangi bir dik iicgen

icinde gegerlidir.
. fi—s—it]” 142
Coshc = Coshp( ki, s +it) = 1+ = 15)
2.kt 2kt
. .2
, , li-s—if” 1
Coshb = Coshp(i,s+it) = 1+2—:— ....................... 16)
.z t
Cosha = Coshp( i, ki ) -k _ 1k 17)
p(1, % T

(15),(16) ve (17) den Coshc = Cosha.Coshb denklemi bulunur.

e Coshc = Cosha . Coshb denklemi Euclid geometrisindei

Pisagor bagmtisinin hiperbolik seklidir.
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5.19.4 E- Pisagor Bagintisi:

Bir dik iiggende, dik kenarlarin uzunluklarinin kareleri toplami, hipoteniisiin

uzunlugunu karesine esittir.

A

b a?=b>+c?

B a C
Sekil 5.19 Dik Uggen

A A
ABC ~ DE
S(CBE)=90 drr
BCE  dorkenar urgendir
Ay a.a @
A(BCE)= —5- = -

Sekil 5.20
ADCE Dikdortgeni

A A A
A(ADEC) = A(ABC) + A(DEB) + A(BCE)
A(ADEC) = Grobte) (dik  yamuk alan  formiiliinden)

(b+c2) —Eer‘C a’

_+_

2 2 2 2
b2 +2bc+c?  2bc+a’ 5 5 )
5 = 5 = b“ +2bc+c = 2bc+a

= bZ+c?= a olur.
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5.19.5 TEOREM: Acilan «, B, % olan bir hiperbolik ii¢genin iki agisi

ile bir kenar1 arasinda asagidaki bagintilar gecerlidir. [1]
i) Cosha. Sinf = Cosa
i) Coshc = Cota . Cotp

Ispat: Bir 6nceki teorem geregi Cosal = Tanhb
Tanhc
Sinf = Sinhb du.
Sinhc
Cosa _Tanhb  Sinhb Coshb 1

SinB  Tanhc  Sinhc Coshc Cosha
Cosae = Cosha Sinf3

Tanha
Tanhc

dir.

iii) Bir 6nceki teoremden Cosf =

_ Tanha Sinhc _ Sinha .Cosh

" Tanhce = Sinhb Sinhb

Cot B

Cot § = Sinha Cothb |

- = CotCot 5 = Cogha Coshh
Cot o = Sinhb Cotha 3

= Coghe

5.20 Hiperblik Geometride Siniis ve Cosiniis Teoremleri

5.20.1 TEOREM (Cosiniis Teoremi) :
Acilan a,B,y = 0 ve kenarlari a, b, ¢ olan bir hipebolik ii¢gende

asagidaki bagintilar gecerlidir.

i) Coshc= Cosha. Coshb-Sinha.Sinhb.Cosn ¥

Cosa.Cosf3 + Cosy
Sina.Sinf3

ii) Cosn c =
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5.20.2 TEOREM (Siniis Teoremi) :
Acgilann  a,f,y = 0 ve kenarlart a, b, ¢ olan bir hiperbolik ii¢gende

asagidaki bagintilar gecerlidir.

Sinha _ Sinhb _ Sinhc
Sinae  Sinf8  Siny

5.20.3 E-Siniis Teoremi:
Bir liggende her kenar, karsisindaki acinin siniisii ile orantilidir. Bu degeri, o
ticgenin cevrel cemberinin ¢apina esittir.

a b c

SinA  SinB  SinC

5.20.4 E- Cosiniis Teoremi:
Bir tiggende bir kenarin karesi, diger iki kenarin kareleri toplamindan, bu iki

kenar ile bunlar arasindaki a¢inin kosiniisii carpiminin iki kat1 eksigine esittir. [13]
a’= b*>+c’-2bc CosA
b*= a’+ ¢*- 2ac CosB

¢?’= a*+ b*-2ab CosC
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BOLUM 6

EUCLID GEOMETRI VE HIiPERBOLiK GEOMETRININ
EGITIMDEKI YERI VE ONEMi

Olaylarin algilanmasinda resim, fotograf, grafik gibi sekillerin Snemi
yadsinamaz. Bir anlamda sekil bilgisi de demek olan geometri matematik
Ogretiminde yerine hicbir sey konulamayacak seckin bir role ve Oneme sahiptir.
Matematikte higbir kavram yoktur ki uygun bir sekille anlatilamasin. Eger bir
konuyu iyi biliyorsaniz onu uygun bir sekille aciklayabilirsiniz. Sekille
aciklayamadiginiz yani, geometrik yorumunu yapamadiginiz bir konuyu iyi
bilmiyorsunuz demektir! Ulkemizde ilk ve orta Ogretimde (hatta birkaci haric
tiniversitelerimizde) Euclid geometrisi ve onun uzantilar1 olan afin uzaylar ve
differensiyel geometri konulari incelenir. Euclid dis1 geometrilerin de sadece
varligindan bir kag ciimle ile soz edilir. Oysa benzerlik, farklilik, aykirilik ve zitligin
ogretimdeki biiylik rolii inkar edilemez. Ciinkii kotiiyli bilmeden iyiyi, ¢irkini
bilmeden giizeli, kisa kavramini belirlemeden uzun kavramini anlamlandiramazsiniz.
Yine birbirine ¢cok benzeyen iki seyi ayiwrabilmek ic¢in farkliliklarim ortaya koymak
gerekir. Gelelim Euclid dis1 geometrilere. Kanatimce Euclid dist geometrilerin
sadece varligindan soz edip birakmak oldukca sakincalidir. Nitekim, ABD ve bazi
uzak dogu iilkelerinde orta 6gretim programlari Euclid dist geometrilerden bazi
orneklemelerle basitlestirilerek ~donatilmaktadir. Ogretmen yetistiren 6gretim
kurumlarinda Euclid dis1 geometriler ve Elementer projektif geometri mutlaka
okutulmaktadir. Burada su sorular sorulabilir: Euclid dis1 geometrilerin orta
Ogretimle ilgisi nedir? Bunlar hangi kapsamda ve nasil anlatilabilir? Mevcut
eksiklikler nasil giderilir?

Sorularin kisa cevabi kanaatimce sdyle 6zetlenebilir:
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Son sorudan baslarsak, eksikliklerin giderilmesi i¢in Ogretmen yetistiren
yiiksek 6gretim kurumlarinda Euclid geometrisi ve Euclidyen olmayan geometrilerin

okutulmasi gerekir.

Euclid diizleminin istenilen kadar biiyiik yaricaplh fakat gerektiginde sinirh
bir bolgede yasam uygulamast miimkiin kilan Klein Modeli tanitilarak Euclid dis1

geometri kolayca anlatilabilir.

- Bu modelde paralellik nasil tanimlanir?

- Paralel olmayan ve kesismeyen dogrular var m1?

- Paralellik aksiyomu disindaki aksiyomlar saglanir m1?
gibi sorulara cevap aranabilir.

Poincare'nin yar1 diizlem hiperbolik geometrisi tanitilir. Paralellik
aksiyomunun saglanmadigi, liggenin i¢ acgilart toplaminin 180 den kii¢iik oldugu
kolaylikla gosterilebilir.

Boylelikle 6grenci farkli geometrilerin oldugunu ve buna bagli olarak da
tanim ve teoremlerin farklilik gosterebilecegini bilir, ezberci yaklagimdan

uzaklasarak, bakis acisini ve diisiinme yetenegini gelistirebilir.[15]
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