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OZET

DUHEM HIiSTERISIS GiRiSLi DOGRUSAL SiSTEMLERIN ORANSAL
INTEGRAL KONTROLU

Beyza Billur ISKENDER
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Yrd. Dog. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir, 2007

Bilim ve teknolojinin birgok alaninda meydana gelen histerisis olgusu son
zamanlarda uygulamalar1 acisindan olduk¢a O6nem kazanmistir. Bu uygulamalar
beraberinde histerisisin istenmeyen etkilerinden kurtulmay1 getirmis ve dolayisiyla
uygun kontrol mekanizmalariin tasarimi problemi ortaya ¢ikmustir.

Histerisis yapisina sahip sistemlerden birisi olan histerisis girigli dogrusal
sistemlerin integral kontroldriine (I) dair c¢alismalar mevcuttur. Bu calismalarda
kullanilan histerisis tipleri degistirme (relay), durma (stop) operatorleri ile Prandtl-
Ishlinskii ve Preisach modelleridir. Bu tezde ise Ozellikle elektromanyetik
uygulamalar agisindan 6nemli olan Duhem histerisis girigli sistemlerin oransal-
integral kontrolii (PI) incelenmis ve sistemin verilen kosullar altinda kararli oldugu
ispatlanmistir.  Ayrica degistirme (relay) operatorii girisli dogrusal bir sistemin
girisine I ve PI kontrolii uygulanarak mevcut c¢alismalarla karsilagtirilmasi
yapilmistir. Sonug olarak PI kontroloriin daha avantajli oldugu gézlemlenmistir.

Sistem cevabinin grafiksel olarak elde edilmesi icin MATLAB programi
kullanilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Histerisis / Duhem Histerisis / Oransal-integral (PI)
Kontrolor / Kararlilik
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ABSTRACT

PROPORTIONAL PLUS INTEGRAL CONTROL OF LINEAR SYSTEMS
WITH INPUT DUHEM HYSTERESIS

Beyza Billur ISKENDER
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

( M. Sc. Thesis / Supervisor : Assist. Prof. Dr. Necati OZDEMIR )
Balikesir - Turkey, 2007

Hysteresis which is encountered in many area of science and technology, has
recently got quite importance in terms of its applications. These applications bring
along to get out of undesirable hysteresis effect and thus problem of suitable control
design has been occured.

There are some works on integral control (I) of linear system with input
hysteresis which is one of the system that has hysteresis structure. Hysteresis types
which have been used in these works are relay, stop operators, Prandtl-Ishlinskii and
Preisach models. In this thesis, proportional plus integral (PI) control of linear
systems with input Duhem hysteresis, which is specially important for
electromagnetic applications, has been investigated and it has been proved that this
system is stable under given conditions. In addition, I and PI control of a linear
system with input relay hysteresis has been studied and this work has been compared
with the other works. As a result, it has been observed that PI controller has more
advantage.

MATLAB has been used to obtain the responce of the system as graphically.

KEY WORDS : Hysteresis / Duhem Hysteresis / Proportional Plus Integral
Controller / Stability.
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1. GIRIS

Histerezis olgusu; mekanik (plastik histerezis), fizik (ferromanyetik
histerezis), faz gecisleri, hidroloji (soil-moisture histerezis), ekonomi (sok analizi)
v.b. gibi bilim ve teknolojinin ¢ok ¢esitli alanlarinda meydana gelir [27,s.14]. Buna
ragmen histerezis iizerine yapilan matematiksel c¢alismalar son otuz yila
dayanmaktadir. Bu anlamda temel teskil eden matematiksel caligsmalar ilk olarak
Krosnosel’skii ve Pokrovskii tarafindan gerceklestirilmistir [15]. Daha sonra Macki
ve digerleri [25], Brokate ve Sprekels [1], Visintin [31] ve Mayergoyz [23] yer

almaktadir.

Histerezis lizerine c¢alismalar uygulamalar ile iliski kurularak yapilmis ve
dolayistyla histerezisin istenmeyen etkilerinin nasil kontrol edilecegi problemi ortaya
citkmistir.  Bu problemi ¢6zmek i¢in degisik metotlar iceren birgok ¢alisma
yapilmigtir.  Ornek olarak Belbas and Mayergoyz [2], Sain and Spencer [28], Tao
and Kokotovi¢ [30], verilebilir. Yine 6zel olarak histerezis girisine sahip dogrusal
sistemlerin integral kontrolii lizerine mevcut ¢aligmalar ise Fliegner, Logemann ve
Ryan [8], Logemann ve Mawby [19], Logemann ve Ryan [20], Haddad, Chellaboina
ve Oh [9] dur. Bu ¢alismalarda kullanilan histerezis tipleri degistirme (relay),durma
(stop), Prandtl ve Preisach’ tir. Bu c¢alismada ise oOzellikle elektromanyetik
uygulamalar agisindan Oonemli olan Duhem histerezis girisli dogrusal sistemlerin
oransal-integral kontrolii (PI) incelenmistir.  Hodgdon [12,13], Hodgdon ve
Colemann [5,6] calismalart Duhem modelinin elektromanyetik uygulamalarda

kullanish oldugunu gdsterir.

Tez alt1 ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde, histerisis olgusu ile ilgili temel tamm ve teoremler, mevcut

histerisis operatorleri ve modelleri verilmistir.



Ugiincii béliimde, kararlilik teorisine deginilmistir. Sinirli girdi-siirh ¢ikti

kararlilik yontemi ile Lyapunov kararlilik teorisi lizerinde durulmustur.

Dordiincii boliimde, kararlilik yaricapr tanimlanmis ve kontrol sistemlerine
genellestirilmistir.  Ayrica parametrelendirilmis cebirsel Riccati denklemine gore

kararlilik yarigapinin karakterizasyonu verilmistir.

Besinci boliimde, kontrol edilebilirlik, I, P ve PI kontrol edilebilirlik
kavramlar1 tanimlanmis ve bu kontrolorlerin kazanglarimin belirlenmesi ile ilgili

teoremler verilmistir.
Altinct boliimde ise diger boliimlerde olusturulan alt yapi yardimiyla Duhem
histerisis girigli dogrusal sistemlerin PI kontrolor ile kararliligini ifade eden teoremin

ispat1 verilmistir.

Yedinci boliimde, elde edilen sonuglara deginilmistir.



2. HISTERISIS

Bu boliimde histerisis kavraminin ne oldugu, matematiksel alt yapist ve

mevcut histerisis modelleri tizerinde durulacaktir.

2.1 Histerisis Nedir?

Kokeni antik Yunanca olan histerisis (VOTEPEOVT ) teriminin kelime

anlam1 “geride kalan” veya “sonradan gelen” dir. Bu terimi ilk kez Ewing 1882 de
ferromanyetizma iizerine yaptigi ¢alismalarda kullanmistir. Kavramin tarihgesi ile

ilgili genis bilgi [31] numarali kaynakta bulunabilir.

Histerisis olgusu ¢esitli alanlarda meydana gelir. Ornek olarak mekanik
(plastik histerisis), fizik (ferromanyetik histerisis), faz gecisleri, hidroloji (soil-

moisture histerisis), ekonomi (sok analizi) alanlar1 vb. verilebilir [27,s.14].

Histerisisin matematiksel modellemesi ve histerisis kavraminin matematiksel
teorisi lizerine mevcut literatiir son otuz yila dayanmaktadir. Bu anlamdaki ilk
calismalar Krosnosel’skii ve Pokrovskii tarafindan gerceklestirilmistir [15]. Daha
sonra Macki ve digerleri [21], Brokate ve Sprekels [1], Visintin [31] ve Mayergoyz
[23] yer almaktadir.

Alandan alana, calismadan c¢alismaya degisen histerisis olgusu en genel

anlamda girdi ile ¢ikt1 arasinda hafizaya dayali dogrusal olmayan bir iligkidir [21].

S6z konusu olan girdi ve ¢ikti ifadeleri sistem teorisi terminolojisinde yer
alan kavramlardir. Hafiza kavrami ile kastedilen ise, ¢iktinin herhangi bir andaki
degerinin sadece o andaki girdi degeri ile degil onceki girdi degerlerine de baglh

olarak hesaplanmasidir.



Sekil 2.1 Histerisis ¢evrimi.

Yukarida bahsedilen girdi ile c¢ikti arasindaki iliski uygun fonksiyon
uzaylarinda tanimlanan operatorler araciligiyla anlasilir. Girdi ile ¢iktinin farkl
farkli fiziksel anlamlar1 olabilir, mesela ferromanyetik histerisiste girdi manyetik
alan iken buna bagl olarak ¢ikt1 manyetizasyon veya manyetik indiiksiyondur, ya da

mekanikte girdi gii¢ iken ¢ikt1 yer degistirmedir.

Histerisisin ¢alisma mantig1 Sekil 2.1 yardimiyla verilebilir. Sekil 2.1 de

sistem girdisi u ve ¢iktist x olmak iizere u girisinin degeri u, den u, ye kadar

arttirthirsa (u,x) ¢ifti ABC egrisini takip edecek, tersine eger u degeri u, den u, e

kadar azaltilirsa (u,x) ¢ifti CDA egrisini takip edecektir. u, <u(r)<u, iken u nun

hareketinin yonii degistirilirse (mesela artan durumdayken azalan duruma getirilirse)

(u,x) cifti. ABCDA ana c¢evrimi tarafindan simirlandirilmis H i¢ bolgesinde

(histerisis bolgesi) hareket eder. Bu davramis 6zel modeller tarafindan tanimlanir.
Girisin u, ve u, degerleri arasindaki iki deger arasinda gidip gelmesi ile olusan
cevrimlere ise kii¢iik (mindr) ¢evrimler denir. Kii¢lik ¢evrimlere bir 6rnek Sekil 2.2
de verilmistir. [21]’de olusturulmaya ¢alisilan terminolojide kiiclik ¢evrimlere izin
veren histerisis iliskilerine aktif (negatif) histerisis, digerlerine ise pasif (pozitif)

histerisis adlar1 verilmistir.



Sekil 2.2 Kiigiik histerisis ¢gevrimi.

2.1.1 Tanim (Genel Histerisis Operatorii) : Histerisis olgusu matematiksel

olarak u girdisini x ¢iktisi ile iliskilendiren
x(t)=(@(u))(r), teR, =[0,0) (2.1)

operator denklemi ile ifade edilir. @ operatoriine histerisis doniistiiriiclisti de denir

[15]. Sekil 2.3 de bu doniistiiriiciiniin blok diyagrami verilmistir.

Dikkat edilirse @ doniistiiriiclisti bir fonksiyon degildir, ¢linkii girdinin ayn1
u(t) degerine karsilik farkli x(t*) ciktt degerleri gozlenebilir [27]. (Geometrik

olarak, Sekil 2.2 de dikey olarak c¢izilen herhangi bir dogru girdi-cikti

diyagramindaki egrinin birden fazla noktasindan gecer.)

Biitiin histerisis operatorleri hizdan bagimsizdir (rate independence) ve hafiza
davraniglar1 girdi  fonksiyonunun yerel ekstremum degerleri ile tamamen

hesaplanabilir.

Hizdan bagimsizlik; girisin ekstremum noktalar1 arasindaki degisim hizinin
kollanma {izerinde bir etkiye sahip olmamasi durumunda histerisis kollarinin sadece

geemis girislerin ekstremum degerleri ile belirlenmesidir (Sekil 2.4).



Sekil 2.3 Histerisis donlistiiriiciisii.

(1) 4 u(1)4

in i
J Voo

v

t
@) x(t) 4 (b)
/ u(1)
(c)

Sekil 2.4 (a) ve (b): Ekstremum degerleri ayn1 baslangic degerleri
farkl girigler.
(¢): Bu girislere ait histerisis ¢evrimi.



Sekil 2.5 Yerel Hafizali histerisis.

Hizdan bagimsiz biitiin histerisisler iki genel sinifa ayrilir:
1. Yerel hafizali histerisisler,

11. Yerel olmayan hafizali histerisisler.

Yerel hafizali histerisisler asagidaki gibi tanimlanir:

Her t>1, i¢in x(t) ¢ikisiin degeri, ¢, amindaki x(z,) ¢ikist ve 7>¢, dan
sonraki tiim u (t) giris degerleri ile tek olarak belirlenir. Dolayisiyla sistemin biitiin

geemisi x(7,) ¢iktisi tarafindan tutulur.

Yerel hafizali histerisislerde kollara ayrilma giris u, degerini astiktan sonra
veya u, degerinin altina diistilkten sonra olusur. Hareket (play) ve durma (stop)

histerisis operatorleri yerel hafizali histerisis tiplerine ornektirler. Yerel hafizal
doniistiirticiilerin ortak 6zelligi ise, girdi-¢ikt1 diyagraminda ulasilabilen her noktanin

tek olarak tanimlanan bir duruma karsilik gelmesidir (Sekil 2.5).



Sekil 2.6 Yerel olmayan hafizali histerisis.

Yerel olmayan hafizali histerisislerde x(t) nin gelecek degerleri, (£2¢,)

sadece x(to) n degerine degil girisin gegmisteki ekstremum degerlerine de baglidir.

Boyle doniistiiriiciilerde girdi-¢ikt1 diyagramindaki her bir nokta iki veya belki de
sonsuz tane egrinin igindedir, dolayisiyla bu sekildeki bir histerisis tipi ¢iktinin

sadece o anki degeri ile 6nceden belirlenemez (Sekil 2.6) [23].

2.2 Histerisisin Matematiksel Tanimi

Asagida oncelikle histerisisin matematiksel tanimi i¢in gerekli olan bazi

kavramlar ve gdsterimler verilmistir.

Bostan farkli herhangi bir X kiimesi i¢in F (X ,R), X Tlzerinde taniml reel
degerli  fonksiyonlarm  kiimesini  gdstersin. [0,/,]cR, =[0,00) igin

ue F([O,tE],R) fonksiyonu her ¢,7 € [O,tE] i¢in

v <t iken u(7)<u(r)



kosulunu sagliyorsa u fonksiyonu [0, tE] iizerinde artan bir fonksiyondur. Eger
r<t iken u(7)<u(t)
oluyorsa u fonksiyonu [0, ] iizerinde kesinlikle artandir.

u veya —u fonksiyonlarmdan herhangi biri [0,7,] iizerinde artan ise u

fonksiyonu [0,7, ] tizerinde monotondur.

ueF([0,t,],R) fonksiyonu A={t},__:0=t,<t,<t,<..<t,=t,
pargalamigimnimn her bir [#,z,,] alt araliginda monoton ise u ya pargali monoton

fonksiyon ve A parcalamisina da u fonksiyonunun bir monotonluk pargalanisidir

denir.

Herhangi bir ue F ([O,tE],R) icin u nun standart monotonluk parcgalanisi

t, =0 ve 0<¢ <t¢, olmak lizere
t,,, = max {t elt.t;]:ult, t]iizerinde monotondur} (2.2)
seklinde tanimlanir.

[0, tE] iizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayr C ([O, tE] , R)
ile, siirekli ve parcali monoton fonksiyonlarin kiimesi ise C,, ([O,tE],]R) ile

gosterilir.  C,, ([O,tE],R) bir vektér uzayr degildir. (Ters ornek igin bkz.

[22,5.151]).

2.2.1 Tanim (zaman déniisiimil): /:R, - R, siirekli, azalmayan f(0)=0

ve lim f (t) =00 kosullarimi saglayan bir doniisiim ise f ye bir zaman doniisiimii

t—o



denir. Diger bir deyisle siirekli, artan ve Orten bir f fonksiyonu bir zaman

doniistimiidiir.

2.2.2 Tamim (Hizdan bagimsiz operatdr): Uygun her f zaman doniisiimii i¢in
(@ 1)) =(@W)(F(1). viek, @3

ozelligini saglayan @ operatoriine hizdan bagimsizdir denir.

2.2.3 Tamim (Nedensel operator): @ :C

pm

(R,,R)—> F(R,,R) bir operator
olsun. Eger her u,veC,, (R,,R) ve her zeR, igin her r€[0,7] de u(r)=v(¢)

iken her ¢€[0,7] i¢in (@(u))(t):(q)(v))(t) oluyorsa @ ye nedensel operator

denir.

2.2.4 Tamm (Hizdan bagimsiz fonksiyonel): Bir ¢:C  (R,,R)—>R

fonksiyonelinin hizdan bagimsiz olmast icin gerekli ve yeterli kosul her

ueC,, (R,,R) veuygun her f zaman doniisiimii i¢in

p(uof)=op(u) (2.4)

2.2.5 Tamm (Histerisis operatorii) : ®:C,, (R,,R)— F(R,,R) operatorii

nedensel ve hizdan bagimsiz ise @ ye histerisis operatorii denir.

2.2.6 Tamm (Izdiisiim operatorii) : o €(0,0] ve I=[0,a]c R, bir aralik

olsun. 7 €[0,7] i¢in Q. : F(LLR) > F(R,,R)

10



seklinde bir operatdr tamimlansin. Eger I=R, ise O, operatoriine izdiisiim

operatorii denir.

2.2.7 Tamm (Nihai sabit fonksiyon) : u e F(R,,R) fonksiyonu igin bir

TeR, var dyle ki u, [T,o)NR, iizerinde sabit ise u fonksiyonuna nihai sabit

fonksiyon denir.

2.2.8 Teorem : ®:C,, (R,,R)— F(R,,R) bir histerisis operatorii olsun ve
her teR, igin O, (Cpm (R+,R)) cC,. (R,,R) kosulu saglansin. Bu durumda

pm

i. Her ueC,, (R,,R) veher reR, i¢in

(@(Qru))(t)z(l)(u)(r), Vit (2.5)

i. C(R,,R)= {u eC, (R,,R):unihai sabit} olarak tanimlansin  bu

pm

durumda ¢:C (R,,R)—>R tanimh gp(u):lim(db(u))(t) fonksiyoneli hizdan

[—w

bagimsizdir ve
(@(u))(t)=p(Qu), VueC, (R,,R), VieR, (2.6)

ozelligini saglar. Tersine olarak eger ¢:C)) (R“R)—)R hizdan bagimsiz bir
fonksiyon ise (2.6) ile verilen ®:C,, (R,,R)— F(R,,R) operatdrii bir histerisis

operatoridir ve

o (u) = Tim (@ (u))(¢) @7

ozelligini saglar.

Burada tanimlanan hizdan bagimsiz ¢ fonksiyoneline, @ histerisis

operatoriiniin fonksiyonel gosterimi denir [22].

11



Ispat: @:C, (R,,R)—> F(R,,R) bir histerisis operatdri olsun.

pm

ueC, (R,,R),7eR ve s>z olmak iizere

zaman fonksiyonu tanimlansin. @ nin nedensellik ve hizdan bagimsizlik 6zellikleri

kullanilarak 7 € [z‘,s] icin

(@(Qu))(1)=(@(ue£))(e) = (@ ())(f (1)) = (@ (u))(7)

bulunur. s>7 keyfi oldugundan son esitlik i durumunu verir. ii Durumunda (2.7)

in limiti nihai sabit u girisleri i¢in vardir ve i durumundan (D(u) da nihai sabittir.
Her ueC), (R+,R) ve her f zaman doniisiimi i¢cin @ nin hizdan bagimsizlig

kullanilarak

plus 1) =lim(@(ue ))()=lim(®()) (7 (1)) = lim(@ () (1) = ()

t— t—0 t—>0

elde edilen esitlik @ nin hizdan bagimsiz oldugunu verir. i durumu kullanilarak her

ueC, (R,,R)vereR, igin

pm

(@ ())(1) = (®(Q.u)) (1) = lim (@ (Qu)) (5) = ¢ (Q)

dir, bu ise (2.6) y1 verir.

Tersine olarak  ¢:C) (R,,R)—>R hizdan bagimsiz olsun ve
®:C, (R,,R)>C,, (R,,R) (2.6) ile tammlansm. Dolayisiyla ® nedenseldir.

Ayrica her ueC,, (R,,R), her fzaman doniisiimii ve /€ R, i¢in

12



(@ (o)1) =0(0,(uo 1)) = 0((2, 1)) = 0( Q) = (@ (w))(/ (1))

elde edilir dolayisiyla @ hizdan bagimsizdir. Son olarak (2.7) yi gostermek igin
ueCn (R ,R)ahmr ve lim(®(u))(r)= }i_r)g(p(Qtu) =¢(u) elde edilir. Bdylece

t—o©

(2.7) elde edilmis olur.

2.2.9 Tanim (Kisitlama operatorii) :

F*(Z,,R)={ueF(Z,,R):u nihai sabit} olarak tammlansm ve u nun

standart monotonluk pargalanis1 0 =¢#, <t <t, <...<t, olmak iizere

R:Ch (R,R)>F"(Z,,R), (R(u))(k)= {1:;52()0 kki[%][gff

t—0
ile tanimlanan operatore kisitlama operatorii denir.

2.2.10 Yardima Teorem : u,veC,,

(R,,R) olsun. R(u)=R(v) olmas

icin gerekli ve yeterli kosul tiim zaman fonksiyonlarinin kiimesi Y olmak {izere

uo f =vog olacak sekilde f,g € Y fonksiyonlarinin var olmasidir.

Asagidaki Onerme histerisisin herhangi bir andaki degerinin girigin

ekstremum degerleri ile hesaplanabilecegini ifade eder.

2.2.11 Onerme : @:C, (R,,R)>C,, (R,,R) bir histerisis operatdrii
u,veC, (R,,R) ve teR, olsun. Bu durumda R(Qu)=R(Qv) ise

(@()(0)=(@(1)(¢) dir

13



Sekil 2.7 Degistirme histerisis ¢esitleri.

Parcali monoton fonksiyonlarin uzayr uygun bir norma goére tam

olmadigindan parc¢ali monotonluk kavrami ¢ok kisitlayici bir kosuldur. Bu durumun

asilmasi igin [31] histerisis operatdriinii C,, (R,,R) den C°(R,,R) ye ve [22] ise

C(R,,R) ye genisletmistir.

2.3 Temel Histerisis Operatorleri

2.3.1 Degistirme (Relay) Histerisis

Pasif histerisis ornegi olan degistirme histerisis, verilen stirekli, parcali
monoton u(t) girdisi igin sirast ile [@,%) ve (—oo,/] araliklarinda tamimlanan
h, (u) ve h, (u) ciktr egrilerini x(r)=(R(u))(¢) iliskisi ile takip eder. Burada &
ve [ degerleri a < f 6zelligindeki esik degerleridir ve R iliskisi i¢in bu degerler en
son atanir. u —>oo(—0) i¢in doyumdan dolay1 4, (h,) asimptotik olarak sabittir

(Sekil 2.7).

14



Degistirme histerisiste ¢iktinin hafizaya dayali davranisi asagidaki sekilde

tanimlanir.
h, (u(t)) u(t)s a;
) ez p
(R(u))( )_ h, (u(t)) u(t)e(a,ﬁ)veu(z‘(t))=a; 28
hy, (u(t)) u(t)e(a,ﬂ)veu(r(t)):[)’;

Burada 7(7)= sup{s s<tu(s)=aveyau(s)= ,B} (vani () esik degerine en son
ulagilan zamanin degeridir) olarak verilir. Eger T( t) = ( yani her s<¢? i¢in

u(s)e(a,B)) ise, modellenen fiziksel probleme bagli olarak (R (u))(t) ozel olarak

tanimlanmalidir. Yani herhangi bir esik degerine  ulasilmamissa

(R (u))(t) =h, (u (t)) veya h, (u (t)) seklinde gerektigi gibi tanimlanur.
Degistirme histerisisin histerisis bolgesi H asagidaki sekilde tanimlanir:
H={(u,x):a<u<p,h(u)<x<h,(u)} 2.9)

[21].

2.3.2 Durma (Stop) Operatorii

Durma operatorii S, , ideal elastik-plastik bir materyalin bagintis1 olarak

diisiiniilebilir ve bu yilizden genellikle elastik-plastik operatér olarak adlandirilir.
Operatore durma (stop) adir Krasnosel’skii ve Pokrovskii tarafindan verilmistir. x
ciktis1 gerilim ve u girdisi gerginlik olmak {izere bu ikisi arasindaki iligki, gerilimin
modiilii belli bir ~# gerilim veriminden (esik degeri) kiiclik oldugu stirece, dogrusal
olarak Hooke kanunu ile iligkilendirilir. Fakat gerilim bu verim degere ulastiginda,

azalan bir gerginligin etkisinde bile, sabit kalir. Dogrusal elastik davranig gerginlik
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X A
h
B L "NANAL A / > 4
-h
(a) (b)

Sekil 2.8. (a) Yay kiitlesi, (b) Yay kiitlesinin histerisis diyagrami.

arttirlldiginda tekrar elde edilir. Bu 06zellik analitik olarak durma operatorii ile

aciklanir.

Durma operatoriiniin histerisis bolgesi asagidaki sekilde tanimlanir:

H:{(u,x):—oo<u<oo,—h<x<h} (2.10)

x(t):(Sh (u))(t) durma operatdriinii tanimlamak i¢in 6ncelikle pargali

monoton siirekli bir u girdisii¢in s, :R - R
s, («) =min {h, max {~h,u}} (2.11)

fonksiyonunu tanimlamir. 0=1, <t, <t,<..<t, =t, [0,¢,] arahgmn monotonluk

parcalanisi ve x, baslangic kosulu olmak iizere S, (u) durma operatorii

i=0,1,2,...,n olmak iizere asagidaki sekilde tanimlanir [4]:

(2.12)
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A

) 4

Sekil 2.9 Piston.

2.3.3 Hareket (Play) Operatorii

Hareket operatorii P, tamamen iki element arasindaki mekanik hareket ile

iligkilendirilir. Bir boyutlu hareket bir piston olarak diisiiniilebilir. Uzunlugu 24

olan bir piston sekilde gdsterilmistir. x(t) ciktis1 pistonun merkezinin konumudur,
u(t) girisi ise plangerin (hareketli gobek) konumudur. Sekil 2.9 hareketi gosterir.
Her zaman igin |x—u|<h dir. Verilen bir u(-) girisi i¢in x(-)= (Ph (u))() hareket

operatoriiniin ¢iktisi
(B ()(e) =2 () =(S, (w))(1) 2.13)

seklindedir. Burada S, Sekil 2.8” deki stoptur. P, i¢in dogrudan bir formiil vermek

i¢cin
g, (u,x)=min [u +h,max (u—h, x)]

olarak tanimlansin. Par¢ali monoton stirekli u () girisi i¢in baslangi¢ kosulu x, ve

[0,7,] araliginin monotonluk pargalanist 0 =1, <t, <t, <...<t, =1, olmak iizere

hareket operatorii asagidaki ifade ile verilir [1].

(B, (u,x,))(£) =g, (u(t),x(2.,)), teft.t] (2.14)
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X A/4 X=u+h

Sekil 2.10 Piston hareketinin histerisis diyagrami.

2.4 Histerisis Modelleri
2.4.1 Duhem Histerisis Modeli

Bu kisitmda Duhem modeli hakkinda genel bir bilgi verilecektir. Modelin

ayrintilarina ise son bolimde deginilecektir.
Duhem modeli, c¢ikisin karakterini degistirmesinin sadece girisin yon
degistirmesine bagl oldugu gercegi tlizerinde durur ve olgusal bir yaklasim kullanir.

Model bir integral operatorii veya diferansiyel denklem araciligi ile tanimlanir.

Babuska modeli tamimlamak ic¢in asagidaki diferansiyel denklemi

kullanmastir.

x(1)= fy (u,x)ui, (¢)+ £, (u, x)ui_(t) (2.15)
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Sekil 2.11 Duhem histerisis.

Burada u, (t) = maX[O,d (t):I ve u_(t) =min I:O,u (t)] Sekil 2.11 deki egrileri iiretir.
Bauc ise bu denklemin 6zel bir durumu olan bir integral operatorii kullanir.
dx

—+a
dt

du

dt

du

g(u,x):bz (2.16)

g 1icin tipik bir secim ¢ parcali dogrusal olarak segilen bir fonksiyon olmak {izere
g(u,x)=x—-bp(u) seklindedir, dolayisiyla u(.) siniizoidal iken x(.) klasik

histerisisi bi¢imlendirir.

Macki ve digerleri Duhem modelini girdi ile ¢iktisi par¢ali monoton olan

x:q)(u):%zﬂx,u,u) (2.17)

denklemi ile tanimlamigtirlar. ¢ fonksiyonu genellikle asagidaki sekilde kabul

edilir:
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(2.18)

fp ve f, siireklidir (‘ D’ notasyonu azalan girisler i¢in ‘1’ ise artan girisler
icin kullanilmistir); bu ifade Babuska’nin versiyonuna denktir [21].

2.4.2 Prandtl-Ishlinskii Modeli

Bu model ilk olarak Prandtl tarafindan tanitilmistir, fakat ondan bagimsiz
olarak 15 yil sonra 1944 de Ishlinskii tarafindan formiile edilmistir. Bu yilizden
modeli literatiirde her iki isimle de gormek miimkiindiir. Ishlinskii modeli elastisite-
plastisite i¢in Onerilen bir modeldir. Model Sekil 2.8 (b)’ de gosterilen durma

operatorii tizerinde durur.

Ishlinskii histerisis operatoriiniin en basit ifadesi asagidaki gibidir:

()= (2()(0)= [ p()(S, () (). 2.19)

Buradaki S, operatorii 2.3.2 kisimda verilen durma operatoriidiir. p(.), ise

yogunluk fonksiyonudur.

2.4.3 Preisach Model

Preisach modelinde u manyetik alanina bagli x manyetizasyonu degistirme

histerisisin dogrusal kombinasyonu ile agsagidaki sekilde ifade edilir:

x(t)=(P(u))(#) = [[ u(e. B)(R, ,(u))(t)dad B (2.20)

azp

20



R, ;
(@.p)
(0 R, L@ N\ (1)
__________________________ N e
R, ; X—
ua.p)

Sekil 2.12 Preisach modelin blok diyagramu.

(2.20) ifadesinde (Raﬁ (u))(t) 2.3.1. kistmda tamimlanan, esik degerleri o ve £,

cikis degerleri ise =1 olan, degistirme histerisistir. ,u(a, /3’) fonksiyonu genellikle
Preisach fonksiyonu veya agirlik fonksiyonu olarak adlandirilan bir yogunluk
fonksiyonudur. Bu fonksiyon deneysel verilere bagli olarak hesaplanir.
x(1) = (P(u))(t) iliskisindeki P operatériine ise Preisach operatérii denir. Preisach
modeli, paralel bagl degistirme operatorlerini ileten bir sistemin siirekli 6rnekleyicisi

olarak yorumlanabilir.

Preisach, modelini tanimlarken matematiksel bir ifade vermemis geometrik
bir yaklasim ile kullanmistir. Simdi Preisach modelin hafiza etkisinin geometrik

yorumu verilecektir:

2.4.3.1 Preisach Modelin Geometrik Yorumu

Preisach modeli, yerel hafizali R degistirme histerisisin dogrusal

a’ﬂ

kombinasyonu ile ifade edilmesine ragmen yerel olmayan hafizaya sahiptir.
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a A
(2. 5)
! s
R, o=
ﬂ‘\\ .(a’ﬂ)
B
Sekil 2.13 Limit tiggeni.

Hafiza etkisinin geometrik yorumu, R operatorleri ile a=pf

a.p
diizlemindeki (a,,b’) noktalar1 arasinda birebir bir uyusma oldugu gergekligine
dayanir. Yani « > f yan diizlemindeki her bir (a,ﬂ) noktasi, esik degerleri bu
noktanin koordinatlart « ve S olan dzel bir R, ;, operatori ile 6zdeslenir. Bu

durum Sekil 2.13” de goriiliir. T ile gosterilen iiggene limit liggeni denir. y(a, ﬁ')

fonksiyonunun T tliggeni disinda sifir oldugu kabul edilir.

Simdi u girisi degisirken hafiza davranisinin geometrik olarak nasil

yapilandigini incelenecektir. Bunun igin dncelikle #, anindaki u(t) girisi f, dan

daha kiiclik bir degere sahip olsun. Dolayistyla T {icgeninin noktalarina karsilik

gelen butiin R, , degistirme operatdrlerinin ¢ikislari -1 e esittir. Bu ise (2.24) ifadesi

ile tanimlanan histerisisin “negatif doyum” durumuna karsilik gelir (Sekil 2.14).

Daha sonra girisin ¢, anindaki maksimum u, degerine ulasincaya kadar
monoton olarak arttirildig1 varsayailir. u(t) girisi arttirilirken esik degeri u(t) nin
ulastig1 degerin altinda olan tiim R, , degistirme operatdrlerinin ¢iktist +1 olur. Bu

durum geometrik olarak T limit {iggeninin iki kiimeye parcalanmasina yol agar (bkz.

Sekil 2.15):
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v

Sekil 2.14. Negatif doyum durumunda hafiza davranist.

(04 A o A
A (1) A (1t _
L(1) | Sa=u(h) (") a—/
A (1 ,5 A (1 ﬁ'
() (b)

Sekil 2.15 (a): Artan u girisine karsilik gelen limit tiggeni, (b): Giris yerel maksimum

degerine ulastiginda limit liggeninin pargalanisi

A o A o
A (1) A (1)
(Ll,u
(1) B=u(t) 5 A (1) s
(a) (b)

Sekil 2.16 (a), (b):Azalan u degerine karsilik gelen limit iiggeni.
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Bu kiimeler su sekilde ifade edilebilir:

h N

T

—
~

~
Il

{(05, p ) 'R, ; operatorii yukar pozisyonda}
A" (t) = {(a, p ) 'R, 5 operatorii asag pozisyonda}

A" (t) ve A (¢) bolgelerinin arasindaki simir L(7) ile gosterilir.

Bundan sonra girig, ¢, anindaki minimum u, degerine ulagincaya kadar
monoton azalsin. Girig azaltiliyorken esik degeri u(t) girisinin ulastig1 degerin
tstiindeki butiin R, , operatorleri geri dondirilir yani ¢ikiglart yeniden —1 olur. Bu

durum T limit iggeninin parcalanisini degistirir (bkz. Sekil 2.16).

A" (t) ve A (t) bolgelerini birbirinden ayiran L(t) siirinin kdseleri girigin

yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina karsilik gelir.

Bu bolgelere gore (2.20) integralini asagidaki sekilde yazmak miimkiindiir:

(0 =(P)()= [ o) (Rey )t + [] (e )(Rey (1))

A°(1)

Burada

(2.21)
(@, B) e 4 (1)=> (R, (u))(t) =1
oldugundan, integral
)= [[ u(a.)dadp~ [ u(a.p)dadp (2.22)

AT (1) A (D)
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seklinde diizenlenir. Buradan x(¢) nin T limit iiggeninin A" (7) pozitif ve A (7)
negatif kiimelerine ayrilmasina bagh oldugu goriilir. Yani x(¢), L(¢) smn ile

belirlenir. L(t) sinirt ise ge¢cmis ekstremum noktalarina gore sekillenir. Yani

Preisach modelinin ge¢gmise bagli oldugu sonucuna ulasilir.

Asagida Preisach histerisis modelinin yerel olmayan hafizaya sahip oldugu

gosterilir.

t>t" igin farkl ekstremum noktalarina sahip u, (t) ve u, (t) girisleri goz

Oniine alinsin. (2.22) den bu girislere karsilik gelen x(t) cikislar:

x(1)= ﬂ (e, B)dadp - jj p(a, B)a dp (2.23)
()= || u(a.pyadp- [[ u(a p)adp (2.24)

4" (1) 4,7 (1)

A" (t), A (¢) bolgeleri A4, (), 4, () bolgelerinden farkli oldugundan 7> ¢" igin

1
x,(t)# x, (1) elde edilir. ¢ anminda x,(¢')=x, (') olsa bile bu esitsizlik gegerlidir.
Boylece Preisach Modeli yerel hafizali olmayan bir histerisis modelidir.

2.4.3.2 Preisach Modelin Genel Ozellikleri

Preisach modelin ilk 6zelligi, pozitif doyum durumunda x* ¢ikis degerinin,

negatif doyum durumundaki x~ ¢ikisinin negatif degerine esit oldugudur, yani
xt=-x" (2.25)

dur. Pozitif doyumda u () girisi ¢, dan daha fazladir ve biitiin R, , operatorlerinin

cikislart +1 dir. Dolayisiyla (2.20) den pozitif durumda
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"= [[u(a. p)dadp (2.26)
T
ve benzer olarak negatif doyumda

x =—[[ u(a.p)dadp (2.27)

bulunur. Buradan x" =—x" oldugu goriiliir. Ayrica x™ ve x~ doyum degerleri u(t)

girisi ¢, dan istte veya S, 1n altinda ise sabit kalir. Yani x* ve x~ noktalar1 yukari

c¢ikan ve asagi inen kollar birlestikten (doyuma ulagsma) sonra yapilanir.
Preisach modelin hafiza bicimlendirme mekaniginde biitiin gegmis

ekstremum degerleri toplanmaz. Bu ekstremum degerlerinden bazilar1 ardisik giris

degisimleri tarafindan silinebilir.

2.4.3.3 Silme Ozelligi

Girigin her bir yerel maksimum degeri, ¢ koordinati bu maksimum degerinin

altinda olan L (t) nin koselerini ve her bir yerel minimum degeri ise  koordinati bu

minimumun iistiinde olan L(#) nin kdselerini siler.
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> T, T,
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U, s
/ AT, P AT,

v

Sekil 2.17 Periyodik giris degisimlerine karsilik gelen limit tiggenleri.

2.4.3.4 Eslik Ozelligi

u,(t) ve u,(t) farkli gegmislere sahip iki girig olsun. Belli bir #, amindan
sonra bu iki girisin ardistk u, ve u_ ekstremum degerleri arasinda gidip geldigi
varsayilsin. Bu periyodik giris degisimi kiigiik histerisis ¢evrimleri olusturur. u, (t)

ve u, (t) giris degisimleri Sekil 2.17” deki gibidir.

t, anindan sonra u (t) girisinin ayni ekstremum degerlerine karsilik gelen x,
ve x, ¢iktilarmin grafikleri aymdir. Fakat u,(¢) ve u,(¢) nin ge¢mis girislerinin
farkliligindan bu iki kiigiik ¢evrim x eksenine gore farkli konumdadirlar. Yani x,
ve x, ¢ikt1 degerleri farklidir. Bununla birlikte bu iki histerisis ¢evriminin es oldugu
ispatlanabilir. Bunun igin u, () ve u, () girislerinin esit olan tiim artislarinin x, (7)
ve x, () nin esit artisga sebep oldugunu gosterilmelidir. 1w, (¢) ve u, () girisleri
u_ minimum degerinden sonra ayn: oranda artsin. Yani Au, = Au, = Au olsun. Bu
durumda AT, ve AT, kiimeleri pozitif A4'(¢) ve 4, (¢) kimelerine eklenir ve

negatif 4 (1) ve 4, (¢) kiimelerinden gikarilir,
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Sekil 2.18 Es ¢evrimler.

(2.20) formiilii kullanilarak buna karsilik gelen ¢ikis artiglar:

Ax, =2{[ p(a. B)dadp
M (2.28)

Ax, :ZH,u(a,ﬂ)dadﬂ

AT,
olarak bulunur. AT, = AT, oldugundan Ax, = Ax, elde edilir.

Sonug olarak eslik 6zelligi; girisin ayn1 ardigik iki ekstremum degeri arasinda

gidip gelmesi ile olusan degisimine karsilik gelen biitlin kiigiik ¢cevrimler estir [23].
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3. KARARLILIK

3.1 Denge Noktasi

DcR" bir bolge ve f:D—>R" yerel Lipschitz 6zelligini saglayan bir

fonksiyon olmak {izere
F= (0, x(0)=x, (3.1)

otonom (zamanla degismeyen) sistemi goz Oniine alinsin.  f (xe):O sartini
saglayacak bicimde bir x, e D varsa x, ye (3.1) sisteminin denge noktas: (sabit

nokta) denir.
Buradaki amag¢ denge noktasinin kararliligin1 aragtirmaktir.

3.1.1 Tanim: Her £ >0 i¢in
lx, = x| < & iken Hx(t)—er <& V=0
olacak sekilde bir 6 =0 (5) >0 bulunabiliyorsa x, ye kararl1 denge noktas: denir.
3.1.2 Tamm: x, denge noktas: kararli ve her x, baslangi¢ kosulu i¢in
lx, — x| <7 iken }ggx(t) =x,

olacak sekilde bir 7 >0 varsa x, ye asimptotik kararli denge noktas: denir.
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Sekil 3.1 Kararli denge noktasinin geometrik yorumu.

Ispatlarda kolaylik saglamasi acisindan denge noktasi genellikle orijin
noktasinda almir. Denge noktasinin orijinde olmadigi durumlarda ise bu nokta

orijine 6telenir. x, #0 olsun ve z=x—x, degisken doniisiimii yapilsin. Buradan
z'=)'c=f(z+xe):g(z)
elde edilir ve g (0) =f (0 + xe) =0 esitliginden orijinin denge noktast oldugu

goriiliir.

3.2 Dogrusal Sistemler i¢in Kararhhk Kosulu

X = Ax, x(O)sz (3.2)

dogrusal sistemi ve bu sistemin x () =e"x° ¢dziimii géz dniine alinsin.

3.2.1 Tanim:

1. v#0 olmak tlizere A4Av=Av denklemini saglayan AeC
degerlerine 4 matrisinin 6zdegerleri denir.

il. A Ozdegerlerini Av=Av denkleminde yerine yazarak

buldugumuz v degerlerine 4 matrisinin 6zvektorleri denir.
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iii. v 0zvektori
(A=) #0,(A=A) v£0,....(A=A)"" v#0,(4-A1)"v=0, m>1

Ozelligini sagliyorsa v ye A matrisinin m. dereceden genellestirilmis 6zvektorii

denir.

3.2.2 Teorem: 7Z'(A), A matrisinin 6zdegerlerinin kiimesi olmak iizere her

Ae IZ'(A) icin Re(/i) < ® olsun. Bu durumda @ bagli 6yle bir M >0 vardir ki

He‘“ <Me™, t>0.

Ispat: x, A matrisinin m. dereceden genellestirilmis 6zvektorii olmak iizere

_ k Kk
te(A—lI)tx _ eh ! (A — /11) t N

m
eAtx — el
o k!

t

Her ¢ >0 igin herhangi bir ¢ aninda ¢*e™* smirli oldugundan

At

He X e

< Me™r ‘cos (([ml)t) +isin ((Iml)t)

x| < Me™ |
elde edilir.

3.2.3 Teorem: Her Aex(A) igin Re(4)<0 ise orijin asimptotik kararlidur.

Ispat: Her A e (A4) i¢in Re(4)<0 olsun. Bu durumda her 1 ez (4) igin

Oyle bir @ <0 vardir ki Re(ﬂ) < o dir ve yukaridaki teoremden

HeA’ < Me™
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yazilabilir. Verilen bir &£>0 igin 5:% secilirse ||x0||<5 i¢cin

HeA’XOH <M ||x0|| <M = ¢ bulunur. Yani orijin noktas: kararh bir denge noktasidir.

Simdi bir 77> 0 segilirse ||x, | <7 i¢in HeA’ xOH < Me” |x,| < Mne” elde edilir ve limit

alinirsa lime™x, =0 bulunur. Dolayistyla orijin kararli denge noktasidir [7].

t—o©

3.3 Smirh Girdi-Simirh Cikt1 Kararhhik

3.3.1 Tamim: Her # >0 igin Hu(t)” <u, <o olacak sekilde bir u, >0 sabiti

varsa u ya smirl girdi denir.

3.3.2 Tanim: Sinirh her bir girdi i¢in siirli ¢iktilar veren bir sisteme sinirl
girdi-simirhi ¢iktt kararlidir veya sadece girdi-cikti kararlidir denir. Bu kararhilik
tanimu sifir-durum cevabi icin tanimlanir ve baslangi¢c aninda duran bir sistem ig¢in

uygulanir.

Girdi cikti kararlilikta sistemin ¢iktis1 da degerlendirildiginden bu tip

kararliliga dis (external) kararlilik denir.

3.3.3 Teorem: x=Ax+Bu, y=Cx+Du dogrusal sisteminin transfer

fonksiyonunun tiim kutuplar1 sol yar1 diizlemde ise sistem sinirli girdi-sinirh ¢ikt

kararhidir.

Ispat: x=Ax+Bu, y=Cx+Du dogrusal sisteminin transfer fonksiyonu
G(s) =C (sI - A)f1 B+D seklindedir. Transfer fonksiyonunda

(sI—A)fl B ek(sI—A)

=—— 7 vazarak elde edilen
det (sI—A4) Y

G(s):mC[ek(sl—A)]B+D (3.3)
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esitliginden G(s) transfer fonksiyonunun her bir kutbunun (sI—A) nm bir

0zdegerine karsilik geldigi goriiliir. Dolayisiyla eger 4 matrisinin her bir 6zdegeri
negatif diizlemde ise sistem smirh girdi-sinirli ¢ikti kararhidir. Diger yandan (3.3)
esitligindeki miimkiin bazi sadelesmeler yiiziinden 4 matrisinin her bir 6zdegeri
transfer fonksiyonunun bir kutbuna karsilik gelmez. Yani A matrisinin

0zdegerlerinden bazilar1 sag yar1 diizlemde olsa bile sistem kararl olabilir [3].

3.4 Lyapunov Kararhlik Teorisi

Yeniden (3.1) otonom sistemi goéz Oniline alinsin ve D c R" bdlgesinin
orijinin bir komsulugu oldugu varsayilsin. V:D—>R tanimh siirekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. V' nin (3.1) sisteminin yoriingeleri

boyunca tiirevi asagidaki sekilde verilir:

; oV
V= <gradV,f> = Z—fl (x)
i=1 axi
Sistemin yoriingeleri boyunca tiirevi sistemin denklemine baglidir. (p(t, xo)

sistemin ¢ =0 anindaki x, baslangi¢ kosuluna karsilik gelen ¢oziimii ise

d

V(X)IEV(¢(EX0))|[:0

seklindedir.  Dolayistyla efer V(x) negatif ise ¥ (3.1) in ¢dziimii boyunca

azalacaktir.

3.4.1 Teorem: x=0 noktasi (3.1) sistemi i¢in denge noktasi olsun ve
DcR" bolgesi x=0 noktasin1 kapsasin. V:D—>R tanimh siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olmak iizere eger
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V(0)=0 ve xe D—{0} i¢in ¥ (x)>0 (3.4)

her x e D i¢in ¥ (x)<0 (3.5)

ise sistem x = 0 noktasinda kararhidir. Ayrica eger

her x € D-{0} igin ¥ (x)<0 (3.6)

ise sistem x =0 noktasinda asimptotik kararldir.

Ispat: Verilen bir & > 0 igin bir » € (0, 5] secilsin Oyle ki

Br:{xeR":|x||£r}cD.

a=min¥ (x) olsun. (3.4)den & >0 dir. Se(0,a) ve

Iel=r

Q,={xeB :V(x)< ]

olsun. Q, min B, nin iginde olmadigi kabul edilsin. Bu durumda bir peQ,
noktasi vardir dyle ki bu nokta B, nin simirindadir. Bu noktada V( p) >a > [ olur
fakat biitin x € R" noktalar1 igin V' (x)< 8 dir. Bu bir geliskidir, dolaysiyla Q,
kesinlikle B, nin i¢indedir. 7=0 noktasinda €, kiimesinden baslayan her yoriinge
tim />0 anlarinda Q, de kalir. Bu durum (3.5) 6zelligini kullanarak asagidaki

gibi elde edilir:

V(x(1))<0=V (x(r)) <V (x(0))< B, V120,
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Q, tikiz (kompakt) bir kiime oldugundan (Q, < R" tanimu geregi kapali ve
B 1ile sinirli oldugundan) Ek A teoremden (3.1) sisteminin tiim x(O) €Q, baslangig

kosullar1 ve her ¢>0 igin tek bir ¢dziimii vardir. V(x) siirekli ve ¥(0)=0

oldugundan bir ¢ >0 vardir 6yle ki
Ix<o=V(x)<pB
dir. Buradan
B;cQ,cB,
dir ve
x(0)eB; = x(0)eQ, = x(t)eQ, = x(1)eB,
bulunur. Dolaysiyla

Hx(O)H <= Hx(t)” <r<g, V=0

elde edilir ve bu ifade x =0 denge noktasinin kararli oldugunu gosterir. Simdi (3.6)

ifadesinin saglandig1 kabul edilsin. Asimptotik kararliligi goéstermek icin her

a >0igin her ¢>T igin Hx(t)” < aolacak sekilde bir 7>0 1 varligin1 ve t —> o

icin x(t) — 0 oldugu gosterilmelidir. Onceki kismin ispatindan, her a >0 igin
Q, c B, olacak sekilde bir >0 oldugu biliniyor. Dolayistyla ¢ — o igin
V(x(t))—)O oldugunu gostermek yeterlidir. V(x(t)) monoton azalan ve alttan

sifir noktasi ile sinirlt oldugundan

t — o0 igin V(x(t))—)cZO.
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Sekil. 3.2 3.4.1 Teoremin ispatinda gecen kiimelerin geometrik yorumu.

¢=0 oldugunu gostermek i¢in ¢>0 oldugu varsayilsm. ¥ (x) siirekli
oldugundan B, = Q_ olacak sckilde bir d >0 vardir. ¥ (x(r))—>c>0 limiti her
t>0 igin x(t) yoriingesinin B, yuvarmm disinda kaldigim  gosterir.

—y=max V(x) olarak tammlansin (bdyle bir y vardir giinkii siirekli 7 (x)

d<|f<r
fonksiyonu d <||x|<r tikiz kiimesi iizerinde maksimum bir noktaya sahiptir). (3.6)

dan —y <0. Buradan

V(x(t)):V(x(O))+.:[V(x(r))dz'SV(x(O))—j/t

sag taraf negatif kalacagindan esitsizlik ¢ >0 varsayimu ile ¢elisir [14].

3.4.2 Tamm: (3.4)-(3.6) kosullarin1 saglayan siirekli diferansiyellenebilen

V(x) fonksiyonuna Lyapunov fonksiyonu denir. ¢>0 igin tanimlanan V (x)=c

ylizeyine ise Lyapunov yiizeyi denir.
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Sekil 3.3 Lyapunov fonksiyonunun seviye yiizeyleri.

Sekil 3.3” deki Lyapunov ylizeyleri kullanilarak ispat daha anlagilir bir hale

gelir. ¥ <0 kosulu herhangi bir yoriingenin V(x)=c ylizeyinden ge¢cmesi
durumunda bu yoériingenin €, ={xe]R” :V(x)Sc} kiimesinin i¢inde hareket

edecegine ve bir daha kesinlikle disar1 ¢ikamayacagina isaret eder. ¥ <0 oldugunda

yoriinge bir Lyapunov yiizeyinden daha igte olan bir Lyapunov ylizeyine ilerler. ¢

azaldigindan V(x) =c¢ Lyapunov yiizeyi orijine dogru biiziiliir. Bu ise ydriingenin

zamanla orijine yakinsadigini gosterir.  Sadece ¥ <0 oldugunun bilinmesi
yoriingenin orijine yakinsayacaginin sdylenmesi icin yeterli degildir, fakat bu

durumda orijinin kararli oldugunun séylenmesi icin yeterlidir.

Lyapunov kararlilikta sistemin ¢iktis1 hesaba katilmadigi icin bu tip

kararliliga i¢ (internal) kararlilik denir.

343 Tanim: x#0 i¢in V(x)>0 ve V(0)=0 kosulunu saglayan
fonksiyona pozitif tanimli denir. Eger x # 0 i¢in V' (x) >0 1se fonksiyon pozitif yar1

tanimlidir. —V(x) pozitif taniml1 veya yar1 pozitif tanimli ise V(x) negatif veya

negatif yar1 tanimlidir.

Bu tanim yardimiyla Lyapunov teorisi asagidaki gibi tekrar ifade edilebilir.
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3.4.4 Teorem: Siirekli diferansiyellenebilen pozitif tanimli bir V(x)

fonksiyonu var ve ¥ (x) negatif yari tammli ise orijin noktast kararhdir, ¥ (x)

negatif tanimli ise orijin noktas1 asimptotik kararhidir [14].

3.5 Dogrusal Sistemler icin Lyapunov Teorisi

X = Ax, x(0)=0 sistemi gdz Oniine alinsin. P simetrik bir matris ve i¢

carpim R” nin genel i¢ carpimi olmak lizere V = <x,Px> fonksiyonu tanimlansin.
14 (x) = ()'c, Px> + <x, P)'c>

denkleminde x ifadesi yerine yazilir ve i¢ carpimin Ozellikleri kullanirsa

—~Q = AP+ A" P olmak iizere her x # 0 igin
V(x) = —<x, Qx>

elde edilir. Buradan Q simetrikti. —Q= AP+ A"P denklemi ise Lyapunov

denklemi olarak adlandirilir.

3.5.1 Teorem: Verilen bir Q >0 i¢in Lyapunov denklemini saglayan bir P

pozitif matrisi var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A nin asimptotik kararlt

olmasidir.

Ispat: O >0 verilsin ve Lyapunov denklemini saglayan bir P >0 matrisi var

olsun. Bu durumda tam bir Lyapunov fonksiyoneli elde edilir. Dolayistyla 4 matrisi

0

asimptotik kararli olur. Tersine A asimptotik kararli olsun ve P = IeAT’ Qe"dt olarak
0

secilsin. P iyi tammlidir ve P* = P> 0 dir ve son olarak
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esitliginden P nin Lyapunov denklemini sagladigi goriiliir [7].
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4. KARARLILIK YARICAPI

4.1 Spektral Teori, Temel Tanimlar

X karmagik bir dogrusal vektor uzay: olsun. D(4)c X tamm kiimesi ve

R(A)c X deger kiimesi olmak tizere 4:D(A)— R(A) tamml dogrusal operatdrii

verilsin. 4 e€C ve I 6zdeslik operatorii olmak iizere
A, =A1-4

operatorler demeti gz Oniine alinsin. Bu demet incelenerek 4 operatdriiniin yapisi

hakkinda genis bilgi elde edinilebilir.

Dogrusal operatorlerin spektral teorisi A sayilarinin, A4, operatoriiniin sinirh
bir tersinin bulunmasina olanak saglayan ¢oziicli kiimesinin, bu kiime ve spektrum
ad1 verilen tiimleyeni ile 4 ve varsa 4, operatorii arasindaki iliskinin aydinlatiimasi

ile ugrasir.

4.1.1 Tamm (Coziicii Kiime) : 4, = A1— A operatériiniin R, = R(4,) deger
bolgesini X normlu uzayinda yogun kilan A, operatoriiniin siirekli bir tersinin var
olmasmi saglayan A karmasik sayilarimin olusturdugu p(A) c C kiimesine A4

operatoriiniin ¢oziicli kiimesi (resolvent set) ad1 verilir.

p(A4)= {/1 eC:R, =X, A4, var ve siirekli }
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4.1.2 Tamm (Spektrum) : o (4)= p(A)' — C kiimesine 4 operatdriiniin spektrumu
denir. Bu durumda A€o (4) ise 4, yoktur veya 4,” vardir fakat siirekli degildir

yada R, # X dir [29].

4.2 Kararhlik Yaricap:
Bu kisimdaki bilgiler [10] numarali kaynaktan alinmigtir.

IK =R veya C olmak iizere kararli olmayan nxn boyutlu matrislerin

kiimesi

J,(IK)={4eIK"" :0(4)NC, =2}

N
ile tanimlansin.
<-, > , C" de tanimlanan standart i¢ carpim ve

2
>

x,yeR”

o+ iyl =l +
bu i¢ carpim ile tanimlanan normdur.

A operatoriinliin normu

|4 = mak {| 2] : = < 1K,

-1

ile tammlamir. 4 matrisinin singiiler degerleri s,(A4)>s,(4)>---2>5,(4) ile

gosterilsin. det 4 # 0 oldugunda bu degerler

-1
H

5,(4)=min{|4z|: ze IK",

=1} =7
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ile tanimlanir. Bu tanimlamalar R" < C" i¢in de gegerlidir, yani reel 4 matrisi i¢in

||A|| ve s, (A), j=12,....,n Ozellikleri R" veya C" {izerinde tanimlanan A

operatoriiniin 6zellikleri ile aynidir.

Kararlilik yaricapindaki amag¢ kararsizlik durumuna olan wuzakligin

hesaplanmasidir.

r (d)=inf{|4-U|:UeJ,(IK)}, AeIK™". (4.1)

o(A) spektrumu 4 ya bagh oldugundan J, (IK') kapalidir ve 0J, (IK) en az bir 6z

degeri sanal (imajiner) eksen iizerinde olan matrisleri kapsar. Dolayistyla herhangi
bir kararli 4 matrisi igin bir P € /K" minimum norm ‘destabilizing’ Steleme matrisi
vardir 8yle ki U=A+PeJ,(IK): |A-U|=|P|=ry(4) ve o(A+P)niR=0.

Bu tanim yardimiyla asagidaki 6zellikler elde edilir:

re (A)=0=AeJ, (IK),

ri (ad)=ar, (4),a>0,

A—>r, (A4) , IK™ iizerinde tanimhidur.
Reel 4 matrisi i¢in kararsizliktan uzaklik iki tirliidiir; ilki karmasik kararlilik
yarigapt 7. (A4) ve digeri reel kararsizlik yarigapt r, (A4) dur.

4.3 Karmagsik Kararhihk Yaricapimin Ozellikleri

5,(4)=min{|4-5].SeR™".0e0(S)}, AeR™. (4.2)

Buradan asagidaki 6zellik elde edilir:
0<r.(A4)<r(A4)<s,(4), AeR™
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4.4 Otelenmis Sistemlerin Kararhhik Yaricapi

(4.1) denklemi ile verilen karmasik kararlilik yaricapinin 6telenmis sistemlere

genigletilmis hali agsagida verilmistir [11].

AeC” olmak iizere x=Ax sistemi g6z Oniine alinsin.  Sisteme

A—> A+ KBC  formundaki bir afin parametre Otelemesi uygulansin.
BeC"™,CeC”", verilen matrisler ve K eC™” bilinmeyen bir matristir.

Otelenmis sistem
x=(A+BKC)x

seklindedir ve bu bilinmeyen statik dogrusal geri besleme ile olusturulan bir kapali

cevrim sistemi olarak yorumlanabilir.

Sistemin karmasik kararlilik yaricapt:

re =1.(4;B,C)= inf{”K

;0(4+BKC)NC, #@}.
4.4.1 Onerme : G(s)= C(s]—A)_l B olsun. Bu durumda

1

———— G#0ise,
Ve = maxHG(la)) (4.3)
00; G =0ise.
Ispat: Oncelikle bir K e C", x#0, w € R igin
(4+ BKC)x = iox (4.4)

olsun. Bu durumda
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x =(iwl - 4)" BKCx.
A kararhi oldugundan Cx #0. u = Cx olsun. Boylece

u= G(ia))Ku. (4.5)

G =0 ise bu durum bir geliskiye yol acar ve buradan 7, =c olur. Eger

G #0ise (4.5) den HG(Z(L))H ||D|| >1 bulunur ve dolayisiyla

1

o2 max ‘G(za))u '

weR

w—)HG(m))H nin maksimum degeri @, da meydana gelsin.

G (ia)o ) matrisinin singiiler deger ayrisimi asagidaki gibidir.

Burada u, eC”,vj eC",

m

=1 ve s, =HG(ia)0)H232 228

H”f cr va cn

dir. SimdiK =s;'v,, olsun, bdylece G (iw,)Ku, =u,, veya
C (i, —A) " BKu, = u,.
Eger

x=(iw,l - A4)" BKu,
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olursa Cx =u,,dolayisiyla x #0 ve
x = (iw,I — A)" BKCx

veya
(ia)ol - A)x = BKCx.

elde edilir. Buradan
o(A+BKC)NC, =@

ve

1 1
B HG(ia)0 )H ~ max HG(za))H '

weR

4.5 Parametrelendirilmis Cebirsel Riccati Denklemine Gore r, (A; B,C)

nin Karakterizasyonu
Parametrelendirilmis cebirsel Riccati denklemi:

A"P+PA-pC"C—-PBB"P=0.

[11] gbstermistir ki bu denklemin P gibi bir ¢oziimii O'(A—BBTP) c C_ saglarsa

P kararlilagtiran bir ¢oziimdiir.

4.5.1 Teorem: o(A4)cC_, r. <o, pe(—w,ré) olsun. Bu durumda

cebirsel Riccati denkleminin P, seklinde kararli tek bir ¢ozimii vardir. Ayrica
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p =r1. oldugunda cebirsel Riccati denkleminin P, seklinde tek bir ¢oziimii vardir ki

bu ¢oziim

o(4-BB"P.)<T.
Ozelligini saglar.
Her pe (—oo, ré) igin P, =P, dir.

4.5.2 Onerme: o(4)c=C_, pe(0,72] ve o(4-BB"P,)=C_ ozelligini
saglayan P cebirsel Riccati denkleminin bir ¢dzimi olsun. Bu durumda
V(x) :—<x,pr> fonksiyonu ||K||2 < p olmak iizere tim x =(A4+BKC)x dogrusal

sistemleri i¢in bir Lyapunov fonksiyonudur.

4.5.1 Teorem ve 4.5.2 Onerme’ nin ispat1 [6,s.109,112] dedir.
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5. ORANSAL-INTEGRAL KONTROL EDILEBILIRLIK
5.1 Dogrusal Sistemler i¢in Kontrol Edilebilirlik
5.1.1 Teorem: A< R"™, BeR"™” olmak iizere
)'c(t):Ax(t)+Bu(t), x(O)sz (5.1

dogrusal sisteminin kontrol edilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
rank| B AB A’B -+ A"'Bl=n (5.2)

olmasidir [3].

Kontrol edilebilen bir sistemin cevabi ¢esitli kontrol tipleri kullanilarak
istenilen sekilde degistirilebilir veya sistem kararsiz ise kontrolor yardimiyla kararl
hale getirilebilir. Bu kontrol tiplerinden birisi oransal ve integral kontrol tiplerinin
toplamindan olusan oransal-integral kontrolordiir. ~ Bu kontrolor tipi kisaca
bilesenlerinin Ingilizce karsiliklarinin bas harfleri “PI” kullamilarak gosterilir.

Asagidaki kisimda PI kontrol edilebilirlik kavrami verilmistir.

5.2 Integral (I) Kontrol Edilebilirlik
Sinirlt girdi-sinirl ¢iktr kararlilik 3.3.2 Tanim’da ve agik ¢evrimli sistemler

icin bu kararliligin kosullart 3.3.3 Teorem’de verilmisti. Asagida oncelikle kapali

cevrimli sistemler i¢in sinirh girdi-siirh ¢ikti kararliligin kosullar1 verilecektir.
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A 4

Sekil 5.1 Genel olarak kontrol edilen bir sistemin blok diyagramu.

Bu béliimde kullanilacak olan gdsterimler agagida verilmistir:

e HeraeR i¢in C, :{seC:ReS>a}.
e aeRigin M,, C, iizerinde tanimli meromorfik fonksiyonlarmn alamdir.

e aeR i¢in H,, C, lizerinde tanimli tiim analitik ve siirli fonksiyonlarin

cebridir.
e M =M, ve H =\ JH] .
a<0 a<0

5.2.1 Tamm: Ge M"™ ve K e M™ transfer fonksiyon matrisleri olsunlar

ve Sekil 5.1 deki kapali gevrim sistemi F(G,K) ile gosterilsin.  Eger

F(G.K)=GK(1+GK) ' eH” ve det(I+G(s)K(s))=0ise F(G,K) kapal

cevrim sistemi sinirh girdi-siirh ¢ikt1 kararlidir.
Tek girisli ve tek ¢ikish sistemler i¢in, yani Ge M_ ve K € M _ igin,

_GK
1+GK

F(G,K) e H” ve 1+G(S)K(S)¢O

ise F (G, K ) sistemi sinirh girdi-sinirh ¢ikti kararlidir.
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5.2.2 Tanim: F (G,K ) sistemi sinirh girdi-sinirlt ¢ikti kararli ise K, G yi

kararlilastirir denir.

523 Tamm: K(s)= 1k , kontrolérii G € M™" transfer fonksiyonunu
s

kararllastiracak sekilde bir K, € R™" matrisi varsa G integral kararlilastirilabilirdir.

5.2.4 Tanim: K (s) = lK ,» G yi integral kararhlastirilabilir ve
s
|GK (1+GK) " |(0)=1 (5.3)

ise G integral kontrol edilebilirdir. Buradaki lK , kontrolorii integral kontrol veya
s

integrator olarak adlandirilir.

5.2.5 Tamm: H” daki G nin aralarinda asal sol ¢arpanlar1 (bkz. EK C)
(D.N)e(H”)" x(H”") "gifti seklindedir oyle ki DZ0, G=D'N dir ve
DX + NY =1 sartim1 saglayacak sekilde X,Y e(Hf" )m vardir. Aralarinda asal sag

carpanlar da benzer sekilde tanimlanir. F (G,K ) sinirh girdi-sinirl ¢ikti kararl ise

G ve Knin H” da aralarinda asal sol ve sag ¢arpanlari vardir.

5.2.6 Onerme: G e M"™" integral kontrol edilebilir olsun. Bu durumda G nin

H” da (D,N ) seklinde aralarinda asal sol g¢arpanlari vardir. Boyle c¢arpanlar

arasinda bulunan her N pay1

det N(0) %0 (5.4)

Ozelligini saglar.
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Ispat: 5.2.5 Tanim’ dan G aralarinda asal (D,N ) sol carpanlarina sahiptir.

K, eR™ olmak iizere K (s)le, kontrolérii G yi kararlilastirsin ve (5.3)
s

denklemini saglasin.

H=GK (1+GK) ' ve A=lim| K (1+GK)"|(s) (5.5)

s—0

olarak tanimlansim. Bu denklemde sag tarafta yer alan ilk G igin esiti olan G=D"'N

yazilirsa

DH = NK (1+GK)' (5.6)

elde edilir. s — 0 limit alimir ve (5.3) kullanilirsa D(0)=N(0)A bulunur. D ve N

H?” tzerinde aralarinda sol asal olduklarindan
rankN(O)(A,I)=rank[D(0),N(0)]=n (5.7)

olarak bulunur. Dolayisiyla rankN (0)=n ve buradan det N(0)# 0 dur.

5.2.7 Teorem: G e (Hf’ )m ve G(0) reel bir matris olsun. Bu durumda G

integral kontrol edilebilirdir ancak ve ancak

det G(0)%0. (5.8)
Eger detG(0)# 0 ise bir K, € R™" vardir 8yle ki

o(G(0)K,)=C, (5.9)
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dir. (5.9) 6zelligini saglayan herhangi bir K, e R™ igin bir k" >0 vardir ki her

ke (O,k*) igin K, (s)= EKI olmak tizere
s

2nx2n

F(G.K,)e(H)"" ve | GK, (1+GK,) " |(0) =1 (5.10)

Teoremin tek girdili ve tek c¢iktili sistemler i¢in ifadesi su sekilde olacaktir:

GeH” ve G (0) € R olmak iizere G integral kontrol edilebilirdir ancak ve ancak
G(0)=0. (5.11)

G(O) # 0 1se yeterince kiiciik £ >0 i¢in kG(O) >0 dir.

Ispat: (5.8) kosulunun vyeterliligi 5.2.6 Onermeden ve Ge(Hf’)m

olmasindan goriiliir.  Gereklilik kosulunun ispatlanmas: i¢in K| =G"1(0) olarak

tanimlansin. Dolayisiyla (5.9) saglanir. Ayrica [16] da gosterilmistir ki dyle bir

k™ >0 vardir ki her k e (0, k*> icin K, kontrolérii G yi kararlilastirir yani
F(G.K,)e(H?)"" (5.12)
dir. Son olarak kG (0)K, n tersinebilirliginden

lim| GK, (1+GK, )" |(s) =1im G (s) kK, (s1+ kGK,) " =1 (5.13)

s—0 s—0
elde edilir bu ise (5.10) daki ikinci esitligi verir.

Logemann ve Townley [17] tek girdili ve tek ¢iktil sistemlerde k™ 1n secimi

i¢in “Pozitif Reel Lemma” olarak adlandirdiklar1 su kosulu vermislerdir:
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G
1+kReﬂZO, VRes>0. (5.14)
s

Boylelikle
k" =sup {k >0:k (4.14) ifadesini saglar} (5.15)

olarak secilir. Asagida Pozitif Reel Lemma’ nin ¢ikis noktasi verilmistir.

52.8 Tamm: M,N eC"" Hermitian matrisler (karmasik esleniginin
transpozesine esit olan matris) olmak iizere N —M pozitif tanimh (sifirdan farkli her

xeR" veya C"igin x" (N—M)x >0 ozelligi) ise M <N, N—-M negatif taniml
(benzer sekilde x" (N—-M)x<0 o6zelligi) ise M > N ile gosterilir. Eger N-M
pozitif yari tammmli (x" (N-M)x>0) ise M <N ve N—M negatif yar1 tamm

(x" (N—M)x <0)ise M = N ile gosterilir.

5.2.9 Onerme: Ge(Hf’ )m ve detG(0)#0 olsun. C_?(s):lG(s) olarak
s

tanimlansin, £ € R olmak {lizere

G* (5)=G(s)(1+kG(s)) %G(s)(uﬁc;(s)j_l (5.16)

S

yazilabilir. Bu kosullar altinda bir k> 0 vardir 6yle ki her k e (O,k*) icin

6(G")= (5.17)

1
k

dir ancak ve ancak G(0)>0 dur. &(@k ) , G* nin en biiyiik tekil degeridir.

Bu 6nerme asagidaki yardimci teoremin dogal bir sonucudur.
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5.2.10 Yardimc1 Teorem: Ge(Hf )W ve G", G nin Hermitian’1 olmak

uzere
i detG(0)#0 ve k#0olsun. Bu durumda (5.17) dogrudur
ancak ve ancak her s eC, i¢in I+kG(s)+kG" (s) =0 dur.
i. Bir k" >0 vardir dyle ki her s € C, ve her k €(0,k") igin

1+4G(s)+kG" (s)= 0 dir ancak ve ancak G(0) =0 dur.

Ayrica eger her se(O,oo) igin G(S)G]R”X” ise her seC, i¢in

1+kG(s)+kG" (s)=0 dir ancak ve ancak %I +kG () pozitif reeldir.

Ispat: i. Varsayimdan G '(0) vardir ve bdylece 6((_7‘ (0))2% dur.

Dolayistyla (5.17) elde edilir ancak ve ancak
&(Gk(s))sl, VseC, (5.18)
k
veya buna denk olarak

(I+k(_?(s))_l (_?(s)(_;H (s)(I+k(_?H (s))i1 <—, VselC, (5.19)

|~

veya
kz(_?(S)GH (S) < (I+ké(s))(l +kG" (s)), Vs eC, (5.20)

buise 1+4G (S) +kG" (s) ifadesinin pozitif yar1 tanimliligin verir.
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iii. G fonksiyonu 0 noktasinda analitik oldugundan bu noktanin civarinda kuvvet

serisi ile ifade edilebilir:
G(s)=G(0)+>.G;s' (5.21)

Bu ifadede G, € C™ ve (5.21) kuvvet serisi merkezi 0, yarigapt & olan bir B,

diskinde yakinsaktir. Dolayisiyla

11kG (s) +4G" (5) =1+ G(0)+ XG7 (0) 4kt (5), VseB,  (5.22)
S S

bulunur, H (s)= iGl.s"*1 +i G"s™ dir. Ayrica G(s), C,—B, iizerinde smrh
i=1

i=1

oldugundan bir &, >0 vardir 6yle ki
1+kG(s)+kG" (s)=0, VseC,-B,,Vke(0,k). (5.23)

Oncelikle G(0)>0 oldugu varsayilsm. Bu durumda (5.21) ve H(s) nin B,

tizerindeki sinirliligindan bir &, >0 vardir 6yle ki

I+k(_?(s)+k(_?H (s)=0, VseC,nB,, Vke(0,k,). (5.24)
k" =min(k,,k,) olarak segilirse (5.22) ve (5.23) den

1+kG(s)+kG" (s)=0, VseC,,Vke(0,k") (5.25)

elde edilir. Tersine (5.24) iin saglandig1 varsayilsin. Boylece (5.21) den herhangi bir
£eC” igin
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2Re<§,EG(o)§>+||§||2+k<§,H(s)§>zo, VseC,nB,,Vke(0,k) (5.26)
S
ve buradan her se C, N B, ve k e(O, k*) icin

%(ResRe<§,G(0)§>—ImsIm<§,G(O)§>)+||§||2 +k(EH (s)&)20 (5.27)

s
bulunur. H (s) nin B, iizerindeki siirliligindan her £ e C" igin Im<§,G(O)§> =0

ve Re<§, G(O)§> >0 sonucuna ulasilir ki bu G(0) >0 oldugunu verir [17].

5.3 Oransal (P) Kontrol Edilebilirlik

nxn

5.3.1 Yardimci Teorem: G € (Hf) ve K, e R™ olsun. Eger

5(G(s))< 1 (5.28)

ise K, G yi kararhlastirir.

Tek girdili ve tek ciktili sistemlerde 6'(G(S))<KL ise K, G yi

P

kararlilastirir.
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5.4 Oransal-integral (PT) Kontrol Edilebilirlik

5.4.1 Teorem: G € (Hf )M olsun ve K, € R™ matrisi G yi kararlilagtiracak

sekilde secilsin. Ayrica detG(O) #0 olsun. Bu durumda K, e R™" matrisleri vardir

dyle ki K,

16(0)k, |<c, (5.29)
kosulunu saglar. Her K, igin k&~ >0 vardir dyle ki her k € (0, k*) i¢in

K, (s)=§1<, +K, (5.30)

G yi kararlhilastirir.

Ispat: Varsayimdan rank ((I +G(0)K, )_1 G (0)) =n dir.  Yukardaki

teoremden (5.29) kosulunu saglayan bir K, e R™ matrisi vardir. Ayrica bu
sekildeki her K, matrisi i¢in bir &~ >0 sayis1 vardir dyle ki Sekil 5.1 de gésterilen

sistem her ke (O,k*) icin sinirlt girdi-sinirl ¢iktt kararhdir [16].
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6. DUHEM HISTEREZIS GiRIiSINE SAHIiP DOGRUSAL
SISTEMLERIN PI KONTROLU

Dogrusal olmayan girise sahip sistemlerin integral kontrolii {izerine
calismalar Logemann-Ryan-Townley [18], Fliegner-Logemann-Ryan [8], Ozdemir
[24], Ozdemir-Townley [25] dur. Ozel olarak girisin histerisis oldugu sistemlerin
integral kontrolii Logemann-Mawby [19], Logemann-Ryan [20] ve oransal integral

kontrolii ise Ozdemir-Kogkar [26] tarafindan arastirilmustir.

Bu boliimde ise 6zel olarak Duhem histerisis girisine sahip sistemlerin
oransal-integral kontrolii iizerinde durulacaktir. Dolayisiyla 6ncelikle Duhem modeli

ayrintili olarak incelecek ve ardindan dogrusal bir sistemin girisine uygulanilacaktir.

6.1 Duhem Histerisis Modeli

(X,A,u) olgiim wuzayr iizerinde tammli reel degerli f:X >R
fonksiyonlarmin olusturdugu uzay F(X,R)olsun. L”(X) uzayi, 1< p<oo olmak

tizere mutlak degerinin p. kuvveti X tizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilen f

fonksiyonlarindan olusur. Yani;

LP(X)z{feF(X,R):ﬂf(x)\” d,u<oo}cF(X,R).

X
L’ (X) uzay1 iizerindeki norm ifadesi:

1

(I ]

X

|7
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k. mertebeden tiirevi I (X ) uzayinda bulunan 1” (X )in elemanlarindan

olusan uzay ise W"” (X) ile gosterilir. Yani
W (X)={uel’ (X):D'uel’(X)|, VkeN ve Vpe[0,+x)

seklinde ifade edilebilir. W*” (X ) iizerindeki norm tanimi asagidaki sekildedir:

r(x)

k .
oy = S|
J=

ueW" (0,T) ve w, € R olmak iizere @ :(u,w,)+> w Duhem operatdrii

‘;—V:: Fi(ww)i, ()= £, (ww)i (1), w(0)=w, 6.1)
Cauchy problemi ile tammlanir. Burada 4, (¢) = max (O,L't (t)) ,u_(t)= min(O,d (t))

ve ayrica f,, f, :R*> = R negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir. (6.1) ifadesinin

her iki tarafi % ye boliinerek Duhem modelinin bagka bir ifadesi elde edilir:

fl(u,w); du >0,

6.2
f2(u,w); du <0. (62)

Ezf(u,w,a)z{

(6.1) ifadesinden f:R’ —R fonksiyonunun # ne gore birinci dereceden

homojen oldugu goriilmektedir.
6.1.1 Teorem (Duhem operatoriiniin varhg) : L:R—>R" siirekli bir

fonksiyon olmak tizere f, ve f, asagidaki kosulu saglayan siirekli fonksiyonlar

olsunlar.
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(w —wz)[fl (u,wl)—fl(u,wz)] <L(u)(w —W2)2 Yu,w,w, e R

6.3
(wl—wz)[fz(u,wl)—fz(u,wz)]Z—L(u)(wl—wz)2 Vu,w,w, e R ©3

Bu durumda her uer’l(O,T) ve her w,eR i¢in (6.1) ifadesinin

w=0 (u, wo) =0 (u) ew™ (O,T) seklinde tek bir ¢oziimii vardir.

Ispat: Bundan sonra hemen hemen her ifadesi yerine ‘h.h.h’ kisaltmasi

kullanilacaktr.

h(u,w)=L(u)w—f(u,w),  V(u,w)eR’(i=12)
olarak tanimlansin. w,,w, € R ve w, <w, i¢in (6.3) den

()= £ o, ) < ()= £ ()| € L ()i =] (1=1,2)
elde edilir; kabulden w, —w, <0 ve dolayistyla

fi(w,w))= fi(u,wy ) < L(u)(w, —w)
L(u)w, — f;(u,m) <L

bulunur. Buradan w >/, (u,w) fonksiyonu her u € R(i=1,2) i¢in azalmayandur.

Sabit bir u e W' (0,T) i¢in

p(w,t)=h (u (t),w) i, (t)+h, (u (t),w)a_ ()  VweR,(0,7)deh.h.hyerde

Ve
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olsun, bu durumda (6.1) denklemi
w(t)+o(w(r),0)=A'(t)w(z) (6.4)
seklinde ifade edilebilir.

K(&t)=ep(e™er)  veeR

olsun, (6.4) denkleminin her iki tarafi e ™ ile carpilirsa
£(t)+K(z(2).t)=0 (6.5)

elde edilir. &> K (cf,t) fonksiyonu siirekli ve azalmayan bir fonksiyon oldugundan

(6.5) denkleminin tek bir ¢oziimii vardir ve dolayisiyla buna karsilik gelen Cauchy

probleminin de tek bir ¢6ziimii vardir.

Duhem operatdrii @ nedensel ve hizdan bagimsiz oldugu i¢in bir histerisis

operatoriidiir. Ayrica ® Duhem operatérii =0 ozelligindeki u € C' ([O,T ]) ler

hari¢ C' ([O,T ]) de diferansiyellenebilirdir.

6.1.2 Onerme (®(u,w,) nin Lipschitz siirekliligi ):
VR >0 igin bir L(R)>0 var olsun dyle ki V(u,,w,)eR* (i=1,2) i¢in eger

|ui| <Rise

‘fj (ul,wl)—fj(uz,wz)‘ SL(R)(|u1 —u2|+|w1 —w2|)(j=1,2) (6.6)

olsun. Bu durumda herhangi bir w, € R i¢in W"*(0,T) deki her B, (0) yuvarinda

CD(u, WO) wh! (O,T ) deki metrige gore Lipschitz siireklidir. Yani VR >0 i¢in

60



wi=(o.1) < R olmak uzere

A(R,T)>0 Syleki Vu,u, e W"(0,T)ve |y,

Hd)(ul,wo)—QD(uz,wo)H < Z(R,T)”u1 _”2”w'-'(o,r) (6.7)

w(0,1)
dir.

Ispat: u,,u, e W' (0,T) igin |u,

<R(i=1,2)olsun. (6.6) dan

w'(0,1)

‘fl (”1 (t),w1 (I))—f, (u2 (t),w2 (t))‘ < L(R)(|u1 —u2| +|w1 —w2|)

dir.  u,—u,=u ve w,—w,=w olarak tanimlansin. 6.1.1 Teorem’den siirl

ueW"(0,T) i¢in w= d)(u,w0 ) ew"(0,T) dir. Dolayisiyla [0,7) de

1/ (1 (1), (1)) S C(R)., i=1,2

olacak sekilde bir C(R)>0 vardir. (6.1) denklemine ‘fl (y (1), w, (t))‘ ifadesi

eklenip ¢ikarilir ve liggen esitsizligi uygulanirsa hipotez ile

‘ﬂ/(t)‘ <n agi‘fl. (ul(t),w1 (t))—fl.(u2 (¢).w, (t)) +max‘ﬁ (u2 (t),w2 (t))‘

i=1,2

ifadesine ulasilir. Bu ifadede ‘ﬂ/(t)‘ = yazilirsa[0,7'| araliginda

j)-va(z')dr

o (1) < L(R) R} (2) +L(R)Rﬂ»‘v(r)\dr +C(R)i (t) (6.8)

0

elde edilir. Gronwall lemmasi (Ek B) ile uygun /(R,T) >0 sabiti i¢in [0,7] de
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e L(R)RJi(z)|+C(R)i(z)||ar

—
=
—_~
N
)
QU
S
IA
o t—

t (6.9)
<I(R,T)[(ji(z)|+|i(z)|)d=
elde edilir. (6.8) ve (6.3) birlikte ¢oziiliir ve jv;v(r)d 7| ifadesi yok edilirse
[iv(6)] < L(R)RJi ()| + L(R)RE(R,T) [ ([ (2)| + [ ()] ) =+ C (R) i (¢) (6.10)

bulunur. Son formiil yardimiyla (6.7) ifadesine ulagilir.

6.1.2 Duhem Operatoriiniin Monotonluk Ozelligi

fi»f»  (6.3) kosulunu saglayan fonksiyonlar olsunlar. Bdylece

VueWw" (0,T) igin (0,7)de

d du
—D(u, —2>0 6.11
dt (1,%,) dt (6.11)

dir. Dolayistyla @ Duhem operatorii par¢ali monotondur.

[22] bir histerisis sinifi tanimlamis ve degistirme, durma, hareket operatorleri
ile Preisach ve Prandtl-Ishlinskii modellerinin bu smifa dahil olduklarim
gostermislerdir. Daha sonra bu sinifa dahil olan histerisis girigine sahip tek girdili ve
tek ciktili kararli bir sistemin minimum kazang (low-gain) integrali altinda kararl
oldugunu gostermislerdir. Asagidaki kisimda oncelikle bu simif tanitilacak daha

sonra ise Duhem histerisisin bu sinifa dahil oldugu gosterilecektir.
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6.2 N (/) Histerisis Simfi

ueC,, (R,,R) olsun. u, [T,) arahgnda azalmayan olacak sekilde bir

T e R, varsa u ya nihai azalmayan fonksiyon denir.

®:C,, (R+,R) - F (R+,R) bir histerisis operatorii olmak tizere asagidaki

kosullar1 sagliyorsa @ operatoric N (E ) sinifindandir denir.

N1. @ bir histerisis operatoridiir.

N2. ® Lipschitz siireklidir.
N3. CD(AC(R“R)m C,. (R+,R)) c AC(R+,R).

N4. Her ueC,, (R,,R) igin ® monotondur, yani

%(q)(u))(t)u (1)20, hhhiteR,

N5. ueC,, (R,,R) nihai azalmayan ve limu () =00 ise (®(u))(r) ve (@ (-u))(1)

t—0

strastyla sup NVS(®) ve inf NVS(®) yakinsar.

N6. ueC,, (R,,R), L=lim(®(u))(¢) einf NVS(®) ve u simrhdur.

[—©

N7.Her >0 ve her ue C(R,,R) igin 6yle &, >0 vardir ki

sup ‘((D(u))(t)‘ <a+pf sup]‘u(t) , Vrel[0a).

te[O,T] te[O,z’

Duhem operatoriin N1-N4’ii sagladigr 6.1 kisimda verilmistir. Simdi N5’in

saglandig1 gosterilsin.

ueC(R,,R) nihai azalmayan bir fonksiyon ve limu(t)=co olsun. Bu

t—0

durumda bir T e R, vardir 8yle ki 1> T igin (d)(u))(t) = f, (u(t)) dir. Dolayisiyla
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— t—©

(u

lim(q)(u))(t) = sup(gc')'r(fl)) ve 11513(@(%{))0) = inf(gé'r(fl)) oldugundan her

—

lim (@ (u))(¢) =sup(gér(f,)) ve lim(®(-u))(¢)=inf(gor(f)) dir. Buradan bir
)

cC(R,,R) dizisi vardr ki n—o i¢in wu, >u dizgin yakinsar.

neZ, igin iken (®(u,))(¢), supNVS(®)ye ve (®(-u,))(z), inf NVS(®) ye
yakinsar. ¢ —> oo icin @ nin Lipschitz siirekliliginden ((D(un ))(t), supNVS(®D) ve

(CI)(—un ))(t) , inf NVS(CD) ye yakinsar. Buradan N5 saglanmis olur.

N6 i¢in, ueC(R,,R) ve lim(®(u))(r)=/€R olsun. Bu durumda bir

>

0>0 ve bir TeR, vardir 6yle ki her t>7 igin (d)(u))(t)e(l—5,l+5) dir.
Boylece bir &£>0 vardir 6yle ki her t>T igin u(t)e(¢(l)—g,¢(l)+8) dir.

Dolayisiyla u sinirlidir.

Son olarak N7’nin saglandig1 [22, Yardimci Teorem 5.1.8] den goriiliir.

Soyle ki: >0 ve ue C([O,a),]R) olsun ve />0 @ nin Lipschitz sabiti olmak

tizere @ Lipschitz siirekli oldugundan

Vrel0,a)

sup|(©(0.4)) (1) = (®(0))(1)| = £sup|( Q) (1)

teR,

dir. 2.2.8 Teorem i den

p|(@(u))(r) < sup [u(0)]+[((

tef0,7]

[0.)
elde edilir. a = ((D (0))(0) ve S =/ secilerek N7 saglanmis olur.

6.2.1 Tanm: ®:C, (R,,R)— F(R,,R) operatdrii N1-N4 kosullarini saglasin ve

@ nin Lipschitz sabiti ¢ olsun.
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E(®,u)={teR, :uveya ®(u) t amnda diferansiyellenbilir degil}
F(®u)={teR,~E(®,u):i(t)=0}, G(®,u)=E(D,u)UF(D,u)
®°:AC(R,,R)—> F(R,,R)

A%~

d

(') (t)_{E(Q(u))(t)/u(t) (R ~G(D,u)

/ teG(CD,u)

olarak tammlansin. Boylece her bir ue AC(R,,R) i¢in ®°(u) fonksiyonu

Olgiilebilirdir. @ nin Lipschitz siirekliliginden her t e R, — E i¢in

S(@)()
dir. Bu ve N3, N4 den
(@°(u))(r)€[0,¢], VueAC(R,,R),hhh teR,.

d

(@)

%(Cb(u))(t) =0 olmasin gerektirir. Dolayisiyla u € AC(R,,R) i¢in

Sﬁ‘u(t)‘ den, her teR, ve ueAC(R,R) ig¢in u(r)=0

d

E(d)(u))(t) - (®° (u))(z)u(t) VieR, —E(D,u).

Asagidaki yardimci teorem bir sonraki kisimda kullanilacaktir.
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6.2.2 Yardima Teorem: x(t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x, dogrusal

sisteminde limu (¢)=u,, ise

t—0

lim|x(¢) + 47 Bu, | = 0

dir.

Ispat: Sistemin ¢oziimii
t
x(t)=e"x, + IeA(’_S)Bu (s)ds
0

seklindedir. Her iki tarafa A 'Bu_ terimi eklenir ve elde edilen ifadenin normu

aliirsa iiggen esitsizliginden

Hx + A’lBuwH < HeA’xOH +

t
A'Bu, + J‘eA(H)Bu (s)ds
0

elde edilir. Esitsizligin limiti alinirsa, 4 kararli bir matris oldugundan tim 6z

degerleri sol yarn diizlemdedir dolaywsiyla lime®x,=0 dir.  limu(¢)=u,
t—

t—o©

kullanilarak elde edilen

lim |x+ 4 Bu, || < lim

[—w t—©

A'Bu, + J-eA(H)Buoods
0

ifadesinde yer integral ¢oziillirse

lim|x+ 47 Bu, || <1im|| 4™ Bu, — 47 Bu, | =0

t—>0 t—0

bulunur. Son ifadeden lim”x(t) + A*IBuwH =0 bulunur.

t—o©
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6.3 Duhem Histerisis Girisine Sahip Sonlu Boyutlu Dogrusal Sistemler

xeR" durum degiskeni, ueW" (O,T ) c R sistemin girdi fonksiyonu

y eR sistem ¢iktis1 ve katsayr matrisleri 4 € R™", Be R" ve C" e R" olmak iizere

zamanla degismeyen tek girdi ve tek ¢iktiya sahip

(6.12)

dogrusal sistemi tanimlansin. Burada CD(u(t)) fonksiyonu ilk kistmda tanimlanan

Duhem Histerisis operatoriidiir ve (6.12) denkleminin transfer fonksiyonu
G(s)=C(s1-4)" B (6.13)

seklindedir. Sistemin blok diyagrami Sekil 6.1 deki gibidir.

(6.12) sistemindeki 4 matrisi Hurwitz (yani biitiin 6z degerleri sol yari

diizlemde) ve G(O)z—CA’lB>O olsun. Bu 06zelligi saglayan sistemlerin sinifi

asagidaki sekilde gosterilsin:
0= {Z =(4,B,C): A Hurwitz ve G(0) > O} .

6.3.1 Teorem ( (6.12) sisteminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi):

fi(w,w) du>0

®(u,w,) nun ¢dziimii oldugu Z—W=f(u,w,u)={ﬁ(u’w) <0

u

diferansiyel denklemindeki f,(u,w) ve f,(u,w) diizgiin fonksiyonlar1 siurh

fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda (6.12) sisteminin bir tek ¢oziimii vardir.
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Sekil 6.1 Duhem girigli bir sistem blok diyagrama.

Ispat: Oncelikle (6.12) sisteminin Lipschitz siirekli oldugu gosterilmelidir.

6.1.2 Onerme kullanilarak

‘Ax1 + B (u,, w, ) — Ax, — BO (u,,w, )‘ <|4]|x, = x,|+|B| HQD (uy,wy)— ¢(u2 W )le~l(o,r)
<[4l = [+ Bl (R T ey =182y

elde edilir.

Bir ¢ = max {”A

B||I(R,T )} pozitif bir say1 olsun. Bu durumda

b

‘Ax1 + B (u;, w, ) — Ax, — BO (u,,w, )‘ < €(|x1 —x2|+||u1 —u2|| (6.14)

W”(O,T))

bulunur. x, € R baslangi¢ kosulu i¢in

‘Ax0 + BD (u, W, )‘ < ||A|| |x0| + ||B||H(I) (u, w, )H

w(0,1)

CD(M,WO) sinirli oldugundan HCD (u,w0 )H < usekilde bir >0 sayist vardir.

w(0,1)

Boylece
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| Ax, + BO (u,w, )| <|| 4] |x,| +[ Bl u<n.  (7>0) (6.15)

bulunur. (6.14) ve (6.15) den (6.12) sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir.

6.4 Duhem Histerisis Girisine Sahip Dogrusal Sistemlerin PI Kontrolii

reR sabit bir referans degeri, k, ve k, reel parametreler ve e(¢)=r—y(¢)

olmak tlizere

t

u(t)=kye(t)+k [e(r)dr +u, (6.16)

0

olarak tanimlanirsa (6.12)

)'c:Ax+B<I>(u), x(O):xoe]R”, 617
L't:—kP(CAx+CBq)(u))+kI(r—Cx), u(0)=u, eR (17

diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilir. Amag (6.17) sisteminin istenen bir

r € R referans degerine yakinsadiginin gosterilmesidir.

6.4.1 Teorem: ® Duhem histerisis operatorii, />0 @ nin Lipschitz sabiti,

2=(4,B,C)e0, kPe[O,%JJ, kle[o,%J ve reR referans degeri igin

4, = e gor (@) olsun. Her (x,,u,)€R" xR igin (6.12) sisteminin (x(.),u(.))

r
G(0)
seklinde tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢dzlim asagidaki 6zellikleri saglar:

i. lim (@ (u))(1) =4,

t—o©

. limx(¢)=—-A4"Bg,

t—©

iii. limy(¢t)=r.

t—o
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Sekil 6.2 PI ile kontrol edilen Duhem girisli bir sistemin blok diyagrama.

6.4.2 Yardimca Teorem: A4 matrisi Hurwitz, G(O) >0 olsun ve
G(s)= kPG(s)+&G(s)olarak tanimlansin. Bu durumda dyle &k, >0 ve k, >0
S

degerleri vardir ki her 0 <2k, <k, ve 0<2k, <k, igin

<1 (6.18)

ancak ve ancak her Res >0 i¢in
1+ReG (s) >0

dir.

Ispat: || =sup (6'()) olarak tanimlanir. 0 noktasi G(s)(HG(s))_1 nin

Res>0

tekil noktasidir. Hipotezden G(O)f1 vardir ve

G(0)(1+G(0)) =limG(s)(1+G(s))

s—0
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denkleminde G min karsilig1 yazilirsa

~ 1 k[

G(0)(1+G(0)) :lim(kPG(s)+—G(s)j(

s—0 Ky

s+szG(s)+k,G(s)j_l

= tim (k3G )+ £G(5)) s+ 56 () + £G())

= k1G(O)(k1G(O))71
=1

elde edilir.  Boylece (6.18) gecerlidir ancak ve ancak her Res>0 igin

&(G(s)(l + G(s))l) <1 dir veya buna denk olarak her Res >0 i¢in

~ -1

G(s)(1+G(s)) G(s)" (1+G" (5)) <1

yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

G(S)GH (S) < (1 + G(s))(l +G" (s))
elde edilir. Buradan sag taraf acilirsa
0<1+G(s)+G"(s)=1+ReG(s), VRes>0

bulunur. Ispatin diger tarafi benzer islemler tersten izlenerek tamamlanir.

6.4.3 Yardima Teorem: 4 matrisi Hurwitz ve G(0)>0 olsun. 0< 2k, <k,

ve 0< 2k, <k, igin

ise bir P e R simetrik ve pozitif matrisi vardir yle ki

71



(4,2, P2,) +(Pz,, 4,,2,) +(Cz,,Cz,) +<(A‘IB)T Pz,(47B) Pzz> =0 (6.19)

Riccati denklemi saglanir. Burada A,, =A—k,A"'BCA—k,A"'BC ve her

z,,z, € D(A4,)=D(A)=R" dir.

. ~ |4 0] .~ |A'B .
ispat: A=[O 0}, B=[ | } ve C=[k,CA+k,C kG(0)] olarak

tanimlansin. Kolaylikla goriiliir ki C (SI - 1:1)71 B= k,G (s) + 73 G (s) yi verir.
s

A

A, = A-BC olmak iizere (ﬁpl,é,é ) ucliisti kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun

matrisleridir. HG (s) (1 +G (S))_l

<1 olmak {izere (zzlpl,é,é) tgliisii igin 4.5.1

0

Teorem’ den bir P=P’ >0 matrisi vardir Oyle ki Riccati denklemi her

A

(Au2, P2, )+ (P2, 4,2, ) +(C2, G2y ) + (BT P2, BT P2,) = 0

A-k,A"'BCA—k,A"'BC —k,A"BG(0)

seklindedir. Ay = { —k CA—k.C k,G(0)
P 1 !

} olmak uzere

A

A A A P 0
A, B, C degerleri Riccati denkleminde yerine yazilirsa P = olarak
0 kG(0)

elde edilir ve Riccati denklemi

1o\ 1o\
PI<1° 2 1> “7°P[=2 1> 2 1° 2
(Apz,, Pz,)+(Pz,, Ay 2,) +(Cz cz>+<(A B) Pz,(47B) PZ> 0 _{0 0}

0 0 0 0

olarak bulunur. Yine 4.5.1 Teorem’den
<AP121,P22>+<PZI,AP122>+<C21,C22>+<( 47 B Pz, (47B) Pzz> 0
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denklemini saglayacak sekilde bir P = P" >0 ¢oziimiiniin var olugu goriiliir.

6.4.1 Teoremin Ispati: (6.17) sisteminde z(¢)=x(t)+A4 'B® (u (t)) ve

. N d :
v(t)z(D(u(t))—qﬁr degisken doniisiimii yapilirsa E(d)(u)):d(db(u))u olmak

uzere
2(t)=Az(t)+ A" Bd® (u(t))(~k,CAz - k,Cz—k,G(0)v) (6.20-a)
v(t)=d® (u(t))(~k,CAz —k,Cz—k,G(0)v) (6.20-b)
sistemi elde edilir.  (6.20) sisteminin kararliligit Lyapunov yaklasimi ile

arastirilacaktir. Hipotezden k, € (0, k; J ve k, € (0,%) oldugundan 0<k,/ <k,

ve 0<k,( <k, dir. Oyle bir u >§ sabiti vardir ki 2u > ¢ dolayisiyla 2uk, > (k,

ve 2uk, >k, olmak iizere u sabiti 0<2uk, <k, ve 0<2uk, <k, esitsizliklerini

saglar. 6.4.2 Yardimci Teorem’den

1
S_
. M

l6(s)(1+6())

elde edilir ve 6.4.3 Yardimc1 Teorem’den (6.19) Riccati denklemini saglayacak

sekilde bir P = P’ >0 matrisi vardir.
P P 0
10 wk,G(0)
olsun ve

b

i A—k,uA"'BCA—k,ud"'BC —k,uA"'BG(0)
e —k,uCA—k, uC k,11G(0)
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-1
B= {AIB}, C=[k,CA+k,C kG(0)]

olarak tanimlansin. 6.4.3 Yardimci Teorem’den P, (;IPI,E, C ) ticliisiiniin
(4,2, P2, )+ (P2, Ay %, ) + 1 (C2,,C2, )+ (BT P, BT PZ,) = 0 (6.21)

Riccati denklemini saglar. Z=(z,v) olmak iizere (6.20) sistemi asagidaki sekilde

ifade edilebilir:
E=A,Z+(u—do(u))BCz, 2(0)=%,. (6.22)

(6.22) sisteminin kararliligit Lyapunov analizi ile arastirilacaktir. Bu amagla (6.22)

sistemi i¢in
V(z)=(2(r). Pz (z)) (6.23)

fonksiyonu tanimlansin. P matrisi pozitif bir matris oldugundan her 0 # Z € R” igin
<Z(r),f’2(z')> >0, yani V pozitif tanimli bir fonksiyondur. Ayrica ¥ (0)=0 dir.

Boylelikle Lyapunov fonksiyonun olma sartlarindan ilk ikisi saglanir. Son sart i¢in V'

nin diferansiyeli alinir

v =(2 Pz)+ (2, PZ)
ve Z nin degeri yerine yazilirsa

V= <Z1P,z +(u—-dd(u))BCz, 132> +<2,

A, 2+ (- d (u)) PBCE)

i¢ carpimin 6zelliklerinden
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V =(4,2.P)+ (P2, 4,2) + 2 (B~ dd(u)) Cz, P) (6.24)

elde edilir. (6.21) Riccati denkleminden <APIZ, ~Z>+<132,1:1P12> nin karsiligt (6.24)

de yerine yazilirsa
V=-u(C5,C2,) ~(B'PZ, BT Pz, )+ 2(B (1 - d (u)) Cz, PZ)

bulunur ve bu ifadenin 0 dan ¢ ye integrali alinirsa

t

) ~2[((d® (u)-p) C2. 5" P)

0

—_
=
~
N

2/ ~ \2
elde edilir. Esitligin sag tarafina I(,u—d@(u)) (CE) eklenir ve cikarilirsa

0

V(¢)-V (0) ifadesi asagidaki seklide kareye tamamlanmus olur:

V(1)-v(0)=-

© —
—
S
3]
|
—_
=
|
QU
<)
—_
<
N—
N—
L
—_—
l\ul
N —
N~
|
© —
—
—
Q
S
—
NS
N
|
S
N—
@1
+
oo
=4
A
L1
(3]

Bu esitlik diizenlenirse

V(1)-v(0)=-

o'—.w

| 2ud®(u)~(do(u))"|(C2) —_f[[(d@(u)—y)éerBTPz]

haline gelir. Burada CZ yerine karsiligi olan k,C +kPCAz+k,G(0)v yazilir ve

j[ Cz +B PZ] >0 oldugundan bu terim ihmal edilirse
0

j(Zﬂdd) @ (u)’ )(k C+k,CAz+k,G(0)v)  (625)
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bulunur. 2u> A ve Hd(l)(u)HLw(w) </ oldugundan d®(u)<2u ve d®(u)>0 dan

2pd®(u)—d®d(u)’ >0 (6.26)

oldugu goriiliir. Bunun anlami ¥ (¢)-¥(0)<0 yani ¥ nin azalan bir fonksiyon

oldugudur. Dolayisiyla V' bir Lyapunov fonksiyonudur.

(6.25) -1 ile carpilir ve
V(¢) ihmal edilirse

t

[d®(u)’ (k,C+k,CAz+k,G(0)v) <V (0)<o0

0

(6.27)
olur. (6.26) dan dyle bir ¢ >0 vardir ki
2,ua’<l)(u)—dCI)(u)2 >edd (u)2

ve boylece

t

£[d® (u)’ (k,C+k,CAz+k,G(0)v) <V (0)<o0.

0

Son esitsizlikten d® (u)(k,C +k,CAz+k,G(0)v)e L’ (R, ) elde edilir. Bu (6.20) de

kullanilirsa, 4, A”'B, C kararli sistemin iiretici operatdrleri oldugundan

k,Cz+k,CAz e I*(R.) (6.28)
elde edilir. (6.28) ve d® () nun sirliligindan
a’q)(u)veL2 (R+) (6.29)
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dur, boylece

d®(u)(k,Cz+k,CAz)ve L'(R,) (6.30)
(6.27), (6.29), (6.30) dan ve d@(u) nun smirliligindan
dd)(u)v2 eLl(R+) (6.31)

bulunur. (6.20-b) v(t) ile ¢arpilir ve ardindan integre edilirse

W= —jd@(u)(kpCAz+k,Cz)v—ijD(u)k,G(O)v2

0 0

© ey

elde edilir. Esitliginin sag tarafi integrallenebilir oldugundan sonlu bir degerdir. Bu

t
deger v olsun. Yani J.V\'z:u ve U E [0,00) dur. Bu ifade acilir ve # — oo igin limit
0

alinirsa

t
limv? (t):vg +2lim|w=>50

t— t—0

2
elde edilir. Burada 6=0v +% dir. v nin siirekliliginden

limv(t) = Jo veya limv(t) = o

t—0 t—0

dir. lim®(u(t))=4¢, oldugunu ispatlamak igin & =0 oldugu gésterilmelidir. Celiski

—

elde etmek i¢in >0 kabul edilsin. Oncelikle limv(r) =/0 olsun (diger durum

t—

benzer sekilde ispat edilir), bu durumda v=®(u)—¢, oldugundan lim®(u)—¢, >0

dir. Yani
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lim® (u) > @

t—0

dir. 6.2.2 Yardimci Teorem’den

lim|x(¢)+ 4"B®, | =0

—

(6.32)

(6.33)

ve C nin sinirliligindan e =r—Cx olmak iizere (6.20-a) ifadesinin ¢ — o i¢in limit

alinirsa

limai(¢) =k, (r+C4"'BD,)

t—o

elde edilir. ¢, = —"__ bu ifadede yerine yazilirsa

G(0)

limu =k,G(0)(¢, -®@,) <0

[—0

bulunur. Dolayisiyla buradan

limu (t) =—

[—0
sonucuna ulasilir. @ azalmayan oldugundan

@, =lim® (u(t))=inf (im®) < 4,

t—0

olacaktir.  Bu ise (6.32) ile ¢elisir.  Yani

t—00

0=0 olmaldir.

Dolayisiyla

limqb(u(t)) = ¢, dir. Bu ispatin i. kismini verir. ii. durumu i. nin bir sonucu olarak

6.2.1 Yardimci1 Teorem’den kismindan elde edilir. iii. durumunu elde etmek i¢in y

¢iktisinin limiti alinir:
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lim y(¢)=1im Cx(¢) = CA™'Bg,

t—0 t—0

hipotezden ¢, = oldugundan lim y(¢)=r bulunur.

r
G(O) 100

Asagida Duhem histerisis girisine sahip dogrusal bir sistemin PI kontroliine
iliskin bir ornek verilmistir. Ornekteki sistem [24]’den almmmustir. Ayrica drnekte

Degistirme histerisis girisine sahip bir sistemin integral kontrolii ile oransal-integral

kontrolii arasinda karsilagtirma yapilmastir.

Ornek: Yayilim katsayis1 & >0 olan ve Dirichlet sinir kosullarina sahip, bir

noktada aktif ve duyarli, bir boyutlu [0,1] aralif1 lizerindeki bir yayilim siireci goz

Oniine alinsin. Bu sistem, asagidaki kontrol edilen kismi diferansiyel denklemi verir.
z,(t,x)=az,, (t.x)+S(x—x,)@(u(t)), y(t)=z(t.x.)

ve sinir kosullari
z(1,0)=0=2z(z,1), Vi>0.

Buradaki @, f, ve f, egrileri asagidaki gibi tanimlanan Duhem operatoriidiir.

/i :\/a+\/2—.1—\/1.1—u ve fzzm

Burada u sistem girdisidir ve

® = fi, u=0
fys u>0

dir. Sistemin transfer fonksiyonu
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N—

sinh| (1-x,) j

G(S)_smh(xb

S
m

Bir u(t)eR girdisi ve y(t)eR ¢iktis1 igin bu yayihm sistemi (6.12)
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda 4 matrisinin 6zdegerleri —an’z>, n=1,2,... ve

O6zvektorleri sin (nﬁx) ,n=1,2,3,... olmak lizere sistemin katsay1 matrisleri

sin (kzx, )

A= diyagonal(—anzﬂz), B=(b,b,,...b,), b, =+
J'sin2 (kzx)dx
0

C= (cl,cz,...,cw), ¢ = sin(kﬂxc), k=12,..
seklindedir. Sistemde a=0.1, x, =0.25, x, =3/8 olarak segilirse
1
G(0) :;(xb (1-x,))=1.5625>0

sart1 saglanir. Sekil 6.3 ve Sekil 6.4 de =1 referans degeri ve farkli k, ve &,

degerleri i¢in sistem cevabi1 verilmistir.
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y(t)

16

y(t)

0.5 H

0.4 7

15
zaman (1)

Sekil 6.3 r =1, k,=0.3, k,=0.7 degerleri i¢in sistemin cevabi

16

121

0.4k

15
Zaman (t)

Sekil 6.4 » =1, k,=0.1, k,=0.7 degerleri i¢in sistemin cevabi
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Aynm1 f, ve f, fonksiyonlar: i¢in olusturulan Degistirme histerisis yapisina

sahip bir sistemin I ve PI ile kontrolii sonucu verdigi cevap asagidaki sekilde

verilmigtir.

1.6

0.4

zaman (t)

Sekil 6.5 ‘-’: I kontrolor, k,=0.244,
‘--0’: PI kontrolor k,=0.244 ve k,=0.6.

Sekil 6.5 de goriildiigii gibi PI kontroldr ile yiikselme zamani diismiis, asim

ve yerlesme zamani azalmistir.

82



7. SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez bes ana boliimden olusmaktadir. Bu boliimlerde yapilan ¢aligsmalar ve

elde edilen sonuglar asagida verilmektedir.

Birinci bolimde genel olarak histerisis kavrami ile ilgili temel bilgiler,
histerisisin matematiksel alt yapis1 ve mevcut olan histerisis operatorleri ve histerisis

modelleri tanitilmistir.

Ikinci boliimde kontrol sistemlerinin kararliligi iizerinde durulmustur. Bu
amacla kararlilik analizinde temel teskil eden denge noktasi, kararli, asimptotik
kararl1 denge noktas1 kavramlarina deginilmistir. Daha sonra kararlilik analizinde sik
sik bagvurulan ve bu tezde de kullanilan sinirlt girdi sinirli-¢ikti kararlilik kriteri ve

dogrusal ve dogrusal olmayan sistemler i¢in Lyapunov kararlilik teorisi verilmistir.

Ugiincii  boliimde &6ncelikle kontrol edilmeyen sistemler igin kararlilik
yarigapt tanitilmig, ardindan bu tanim kontrol edilen sistemlere genisletilmistir.
Ayrica parametrelendirilmis Riccati denklemine gore kararlilik yarigapinin
karakterizasyonu ve buna dayali olarak son boliimde kullanilacak olan gerekli

teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde dogrusal sistemler igin kontrol edilebilirlik kavrami
verilmis, oransal (P), integral (I) ve bunlarin toplamindan olusan oransal-integral (PI)
kontrolor tipleri verilmistir. Ardindan I, P ve PI kontrol edilebilirlik kavramlari
tizerinde durulmustur. Son olarak bu kontrolorlerin kazang katsayilarinin araligini

belirlemede kullanilacak kriterler tanitilmistir.

Besinci boliimde Duhem histerisis modelinin N (f) histerisis sinifindan

oldugu gosterilmistir. Daha sonra Duhem histerisis girisine sahip dogrusal bir sistem

tanimlanarak, sistemin ¢ézlimiiniin varlig1 incelenmistir. PI kontrolii uygulandiktan
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sonra sistemin pozitif reellik kosulunu sagladigi ve Riccati denkleminin bir ¢oziimi
nlin oldugu ispatlanmistir. Sonug¢ olarak PI kontroldr ile kontrol edilen Duhem
histerisis girisine sahip negatif geri beslemeli sistemin smirli bir girdiye karsilik
siurlt bir ¢iktr verdigi, yani kararli oldugu gosterilmistir. Ayrica 6rnek bir sisteme
Duhem histerisis girigi ve PI kontrolii uygulanarak sistemin cevabi incelenmistir.
Ayn1 ornek iizerine Degistirme histerisis girisi uygulanarak I ve PI kontrolorlerin
sistem cevabi iizerine karsilagtirmalart yapilmistir. Sonug olarak PI kontroloriin I
kontrolore gore asiminin daha diisiik, yerlesme zamanina ise daha kisa siirede
ulastig1 gézlemlenmistir. Dolayisiyla PI kontroloriin daha avantajli bir sonug verdigi

goriilmektedir.
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8. EKLER

Ek A

Teorem: f (x,t) fonksiyonu her ¢>t¢, i¢in pargali siirekli ve her

xe D cR"igin yerel Lipschitz 6zelligini saglayan bir fonksiyon olsun. W < D
tikiz bir alt kiime olsun ve

)'sz(x,t), x(O):xo

biitlin ¢oziimleri tamamen W da kalsin. Bu durumda her 7 >¢, i¢in bir tek ¢oziim
vardir.

Teoremin ispati [14,s.77]’de bulunabilir.

Ek B

Gronwall Lemma: , <1<t i¢in ¢(¢)>0 ve w(¢)>0 siirekli fonksiyonlar
olsunlar. ¢ ve y fonksiyonlar (%) iizerinde K ve L pozitif sabitler olmak iizere
t
¢(t) <K +ij(s)¢(s)ds

)

esitsizligini sagliyorlarsa (to A ) iizerinde
#(1) < KexpL.[t//(S)ds

)
esitsizligi saglanir.

Ek C

1. Tam Satir Ranki: P, nxm lik bir matris olmak iizere rank(P)=n ise P

matrisi tam satir ranka sahiptir denir.
2. Tam Siitun Ranki: P, nxm lik bir matris olmak tlizere rank(P) =m ise P

matrisi tam siitun ranka sahiptir denir.

3. Sol (sag) Asal Matris: Bir P polinom matrisi kompleks diizlemin sonlu
sayida noktas1 hari¢ tam satir (veya siitun) ranka sahip ise P ye sol (sag) asal
matris denir.
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4. Aralarinda Sol Asal Matrisler: Ayni sayida satira sahip N adet P, P, P,

S.

LR,
polinom matrisleri i¢in eger [P, P, -+ B, | matrisi sol asal ise

B, P,..., P, matrisleri aralarinda sol asaldur.

Aralarinda Sag Asal Matrisler: Ayni sayida siituna sahip N adet
i
, T b, . .
R,P,....P, polinom matrisleri i¢in eger | . | matrisi sag asal ise

P

N
B, P,,..., P, matrisleri aralarinda sag asaldir.
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