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OZET
RASTLANTISAL MOBIUS DONUSUMLERI

Fikri CENGIiZ

Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmam: Doc. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR)

Balikesir, 2007

Bu c¢alismada Biyolojide Phyllotaxis Fenomeni olarak bilinen yapraklarin
dizilisinin matematiksel modellemesi ele alinmigtir. Colin Goodall 1991 yilinda
yayimnlanan calismasinda [9], Phyllotaxis’in cut-grow modeli denilen bir modelini, her
bir ticgen bir primordiumu temsil etmek {iizere, liggenlerin bir dizisinin sekillerinin
davraniginin analizi vasitasiyla calismistir. Burada baglantili bir soru iicgen iginde
iicgen cizilmesi problemidir [11, 12]. Karmakar, 2004 yilinda yayinlanan ¢alismasinda
[8], doniisiimlerin daha genis bir siif1 ile iiretilen iiggenlerin bir dizisinin sekillerinin
gelisimini ¢alismistir ki bu cut-grow modeli ve iicgenlerin iginde iiggen problemini

igerir. Biz burada Karmakar’in bu ¢aligmasini inceleyecegiz. {X, }:=1 biitiin M&bius

doniisiimlerin kiimesinde degerler alan rastlantisal degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu
calisgmada, zeC_=C u{w} (genisletilmis kompleks diizlem) olmak {iizere

S, (z)=X,°...0X,(z) ile tanimlanan {Sn(z)}:zo dizisini dikkate alacagiz ve
{Sn (Z)}:=o dizisinin hemen hemen kesin yakinsakliginin gerek ve yeter sartlarim

tartisacagiz. Bunun bir uygulamasi olarak {Sn(z)}:=0 seklinde bir dizinin
phyllotaxis’in bir matematik modelini genellemek icin nasil kullanilabilecegini
gosterece8iz. Ayni zamanda {Sn (z)}:=0 dizisinin dagilimdaki yakimsaklhig ile ilgili

bazi sonuglar tartisacagiz.



Bu calisma ii¢ boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde tez ¢aligmasinin sonraki boliimlerinde kullanacagimiz Mobius
doniigiimlerinin temel Ozellikleri, hemen hemen kesin yakinsaklik, Kolmogorov 0-1

kanunu gibi bazi temel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde cut-grow modeli ve iiggen iginde iicgen problemi ele alinmus,
rastlantisal Mobius doniisiimlerinin birlesimleri incelenmistir.

Ugiincii Boliimde ise {S, (Z)}::o dizisinin dagilimdaki yakinsakhigina ait bazi

sonuglart tartigilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Rastlantisal Mobius doniisiimleri, phyllotaxis,
cut-grow modeli.
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ABSTRACT
RANDOM MOBIUS TRANSFORMATIONS

Fikri CENGIiZ

Balikesir University, Institute of Science,

Department of Mathematics
(MSc. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nihal YILMAZ 0ZGUR)

Balikesir, Turkey—2007

In this study, the mathematical model of the arrangement of leaves, which is
known as Phyllotaxis Phenomenon in biology, has been analyzed. Colin Goodall, in his
study in 1991 [9], had studied a model of phyllotaxis which is called the cut-grow
model via an analysis of the behavior of shapes of a sequence of triangles where each
triangle represented a primordium. A related question is the problem of drawing
triangles inside of triangles [11, 12]. Karmakar, in his study [8] studied on the
evolution of the shapes of a sequence of triangles produced by larger class of
transformations which includes the cut-grow model and the triangles inside triangles

problem. We are going to examine this study by Karmakar. Let {X, }::1 be a sequence

of i.i.d. random variables taking values in the set of all M&bius transformations. In this
study, we consider the sequence {S, (Z)}:=o defined by S, (z)=X, o...0X,(z) where
ze C_=CuU{} (extended complex plane) and discuss necessary and sufficient

conditions for almost surely convergence of {Sn (Z)}:fo' As an application we will see

how a sequence of the form {Sn (Z)}:=o may be used to generalize a mathematical
model of phyllotaxis. Meanwhile, some results related with the convergence in

distribution of the sequence {S, (z)}::() have been discussed.

This study consists of three chapters.

iii



In the first chapter, some basic concepts like the basic properties of Mobius
transformations, almost surely convergence and Kolmogorov 0-1 Law, which will be
used in the next chapters, have been mentioned.

In the second chapter, cut-grow model and the problem of triangles inside
triangles have been studied and compositions of random Mobius transformations have
been investigated.

In the third chapter, some results related with the convergence in distribution of

the sequence {S, (z)}::0 have been discussed.

KEY WORDS: Random Mobius transformations, phyllotaxis, cut-grow model.
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1. ON BIiLGILER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar

verilmistir.
1.1 Mobius Doniisiimleri

1.1.1 Tamm:

b
2x2 lik bir kompleks matris A = {a (J ;a,b,c,de C biciminde olsun. A
c

matrisinin determinant1 det(A) ile gosterilir ve det(A) = ad-bc olarak tanimlantr.
1.1.2 Tanim:

A matrisi regiilerdir. < det(A) # 0 olarak tanimlanir. Eger A matrisi regiiler

d -b
ise A’nin tersi vardir ve A™' = ! . dir. Ayrica A~ de regiilerdir.
ad—bc |—c a

Herhangi A ve B matrisleri icin det(A.B) = det(A).det(B) = det(B.A) ve
dolayisiyla det(B.AB™') = det(ABB™') =det(A) dir. 2x2 lik kompleks regiiler

matrisler, matris carpma islemine gore bir grup olustururlar. Bu gruba Genel Lineer

Grup denir ve

b
GL(2,C) = {[a d} -a,b,c,de C ve ad —bc # 0}
C

ile gosterilir.



GL(2,C) nin determinant: 1 olan matrislerinden olusan gruba Ozel Lineer Grup

denir ve
a b
SL(2,C) = {[ d} :a,b,c,deC ve ad—bc = 1}
C

ile gosterilir.
1.1.3 Tanmim:

C,_, ile gosterecegimiz genisletilmis karmasik diizlemin otomorfizmleri; a, b, c, d

e C ve ad-bc # 0 olmak iizere

az+b
cz+d

T(z) =

bicimindeki doniisiimlerdir. Bu ozellikteki bir w = T(z) doniisiimiine Dogrusal
Doniisiim, Kesirli Lineer Doniisiim ya da Mobius Doniisiimii denir. Bu
doniisiimlerin kiimesi fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir grup olusturur ve bu

grup Aut(C,_) simgesiyle gosterilir.

T(z) doniisiimii a,b,c,de C katsayilarini bir tek bicimde belirlemez. Bunu

az+b  kaz+kb

T(z) = =
cz+d kcz+kd

(k=0 , ke C)

seklinde kolayca gorebiliriz. Ancak a,b,c,deC, ad—bc # 0 verildiginde bu bir tek

T(2) :az+b

doniisiimii belirler.
cz+d



Tanimdaki A = ad —bcifadesine Doniisiimiin Belirteci denir. A #0 olmasi
A =1 olmasma denktir. Ciinkii A #0 oldugunda T(z) nin pay1 ve paydasi +JA ile

boliinerek a’d”—b’c’=1 bulunur.

a b
7+7 7 ’
az+b _ +JA +JA _az+b
d cz+d

C
+
+JA /A

POV a d b C ad —bc
ad —-b¢ = . - . = =1
A VA A VA A

Dogrusal doniistimler ve matrisler arasinda siki bir baglanti vardir.

/7

/ a b
T(z) = aztb ve U(z) = azthb doniisiimlerini alalim. Bu doniisiimler M :{ J ve

cz+d cz+d c d
aa’+bc” ab’+bd’
ca’+dc¢” cb’+dd’

’ ’

a’ b
N =( ] matrislerini belirtir. MN :( J carpim matrisi de To U

doniisiimiinii belirtir. Boylece GL(2,C) kiimesi ile Aut(C_ ) arasinda sik1 bir bag vardir.

e e a b az+b .
0:GL(2,C) > Aut(C_) doniisiimiinii 0 =T , T(z)= seklinde
c d cz+d

tanimlayalim. OMN) =ToU =6(M)oO(N) oldugu gorilliir. Yani 6, islem
koruyandir. Boylece 0, bir grup homomorfizmi olur. Ayrica 6:GL(2,C) — Aut(C,_)

izerine oldugundan 6, bir epimorfizmadir. 6 ’nin ¢ekirdegi;

K =kerf ={Ve GL(2,C): 6(V) =1}

az+b

= {Ve GL(2,0): =2,Vze cm}

cz+d

- {(a z]eGL(Z,C): a=d=A,b=c=0, keC—{O}}
C



[ e

= {M: LeC-{0}, I,birimmatris}

kiimesidir. 0, doniisiimiine 1. izomorfizm teoremini uygularsak

GL(z’C)kerez Aut(C_) elde edilir,. G(ZC) { o Bolim grubu igin PGL(2.C)

simgesi kullanilir ve Projektif Genel Lineer Grup denir.

Her M, Ne GL(2,C) icin det( M.N ) = det(M).det(N) oldugundan
det: GL(2,C) — C/{0} doniisiimii islem koruyandir. Dolayisiyla det doniigiimii bir

grup homomorfizmidir.

ker(det) = {Ve GL(2,C) :det(V)=1}

{1 }
= € GL(2,C):ad—bc=1
c d

dir. Bu grubu SL(2,C) simgesi ile gosterecegiz. SL(2,C) ye Ozel Lineer Grup denir.

GL(2,C)

1. izomorfizm teoreminden SL(2,C)

= C/{0} olur.
Her NeGL(2,C) icin k*=det(N) ve MeSL(2,C) olmak iizere N = kM
yazilabilir. 6(N) = 6(M) dir. Dolayisiyla her Te Aut(C_) doniisiimii,
az+b

T(z) = ;a,b,c,de C vead —bc =1
cz+d

biciminde yazilabilir. Yani 6 doniisiimii SL(2,C) yi Aut(C,) lizerine resmeder. O

halde SL(2,C) nin GL(2.0) er 0 boliim grubundaki resmi PSL(2,C) olmak iizere

PGL(2,C) = PSL(2,C) olur. PSL(2,C) ye Projektif Ozel Lineer Grup denir. Boylece,



Aut(C_) = PGL(2,C) = PSL(2,C)

elde edilir.
1.1.4 Tanmim:
. v e . . . az+b
Bir Te PGL(2,C) doniisiimiiniin sabit noktas1 diye T(z) =z yani 1 =z
cz+

esitligini saglayan z noktasina denir.

1.1.5 Teorem [2]:

Bir dogrusal doniisiimiin en fazla iki sabit noktas1 vardir.

1.1.6 Sonug:

Sabit noktasi ikiden fazla olan tek dogrusal doniisiim birim doniisiimdiir.

az+b

T(z) = € PSL(2,C) doniisiimleri iki sabit noktali ve tek sabit noktali diye ikiye

cz+

ayrilir.

c#0 olsun. Varsayahm ki z,,z, sonlu sabit noktalardir. T(co) =2 dir.
c

z, z,, Z,, o noktalarim sirastyla T(z), z,, z,, — noktalarina doniistiiren T doniisiimiinii,
C

capraz oranlarin esitliginden

T(z)-z, _ K 2=

T(z)-z, ‘72—z,

a—cz,

seklinde elde ederiz. Burada K = dir. Bu K’ ya Doniisiimiin Carpam denir.

a—cz,



az+b

¢ = 0 olsun. Bu durumda doniisiim T(z) = , ad=1 sekline gelir. Benzer

dir.

sekilde bu doniisiimiin sabit noktalarindan birisi o, a #b iken digeri de z,=
—a

z, %, z,, —— noktalarim sirasiyla T(z), o, z,, 0 noktalarina resmeden T doniisiimii,
a

capraz oranlarin esitliginden

T(z)-z, =K(z-z)
seklinde elde edilir. Burada K :% dir.

Bir T(z) doniisiimiinii K ¢arpanina baglh olarak yazmanin avantaji doniisiimiin

az+b

kuvvetini hesaplamada gosterdigi kolayliktir. Yani T(z) = seklinde bir doniisiim

cz+
verildiginde T"(z) yi dogrudan hesaplamak pratik degildir. Halbuki bu doniisiim sabit

noktalart z, ve z, nin her ikisinin de sonlu veya birinin sonlu olmasi halinde

T(z)-z, _ K 274

T(z)~-z, -1,
veya
T(z)-z, =K (z—z))

seklinde yazilabileceginden ve T" in sabit noktalar1 da z, ve z, olacagindan T"in su

sekilde yazilacag agiktir:

T(z)-z, _ K" A

T(z)-z, z2—12,



veya

T(z)-z, =K"(z—-z)).

1.1.7 Teorem [3]:

az+b

T(z)= ;a,b,c,d e C vead-bc =1 olmak iizere T doniisiimiiniin sabit

cz+

dir.

noktalar1 z, ve z, olmak iizere K =

/

(z,)

Mobius Doniigiimleri hakkinda daha ayrintili bilgi i¢in [1, 2, 3] kaynaklarindan
faydalanilabilir.

1.2 Phyllotaxis Fenomeni

Botanikte yapraklarin dizilisi Phyllotaxis Fenomeni olarak bilinir. Bu dort tiir
olmaktadir.

1. Sarmal: Her diigiimde bir yaprak

2. Karsit: Her diigtimde karsilikli bir ¢ift yaprak

3. Halka dizilisi: Her diigiimde birden fazla yaprak

4. Capraz: Birbirini takip eden diigiimlerdeki yaprak ciftleri birbiriyle dik
acilidir.

Ardisik yapraklarin diizeni bir kesirle belirtilir. Ornegin % kesiriyle verilen

phyllotaxi, 5 tane dik siranin oldugunu, 6. siradaki yapragin 1. ile aym sirada yer

aldigin1 soyler. 2 ise 1. den 6. ciya kadar dal etrafinda iki tur atildigini séyler.

Dolayisiyla %.360 = 144° iki yaprak arasindaki agidir. Kisaca g seklindeki bir kesirde



payda (d) diiglimlerin ka¢ yaprakta bir aynm sirada yer aldigimi pay (p) ise yapragin ayni

siraya gelene kadar dal etrafinda ka¢ kez dondiigiinii gosterir.

Cesitli bitkilerin phyllotaxileri sOyledir: Karaagag %, kayin ve ayak otu %,

mese ve elma g, kavak g , badem ve pirasa % tiir. Botanikgilere gore herhangi bir

% degeri % ile % arasinda yer alacagindan birbirinden en az sapin ug¢ ¢evresinin 3 te

biri kadar ayn duracaklar ve boylece de hem her yaprak maksimum hava ve 1s1k alacak

hem de yapraklara besin ve su esit oranda ulagacaktir.

1.3 Olasilik Uzay1

1.3.1 Tanim:

Q# olmak iizere Q’nin alt kiimelerinden olusan kiimeye Q’da bir Simf

denir.
1.3.2 Tanmim: (¢ -Cebiri)

Q# ve'Y, Q’da bir simif olsun.
(a) QeY

(b) VAeY icin AeY
(c) Y simfindan alinan A, A,,... kiimeleri i¢in [JA €Y
n=l1

kosullarini saglayan Y sinifina Q ’da bir 6 —cebiri denir.

1.3.3 Tamm: (Olasilik (")l(;iisii)



Q#J veY, Q’dabir c—cebir olsun. P: Y — R fonksiyonu;
(a) VAeY icin P(A)2>0
(b) P(Q)=1

(¢) Y’dan aldigimiz her ayrik A, A,,... kiimeleri igin P(UAHJ=ZP(AH)
n=1 n=1
sartlarini sagliyor ise P’ye bir Olasihk Olgiisii denir. A€ Y icin P(A) sayisina A’mmn
Olasihik Olgiisii ya da A’nmin Olasihg1 denir.

1.3.4 Tamim: (Olasihik Uzay1)

Q0 veY, Q’da bir o—cebiri olmak iizere P, Y iizerinde tanmiml1 bir olasilik

olciisii ise (2, Y, P) ticliistine Olasiik Uzayi denir.
1.3.5 Tamim: (Rastlantisal Degiskenler)

Bir Rastlantisal Degisken, belirli bir tanim araliginda hangi degeri alacagi
onceden bilinmeyen ve bu degeri belli olasiliklarla alabilen degiskendir. Bu durumda

rastlantisal degiskenin aldigi her deger icin belirli olasiliklar vardir. X, rastlantisal

degisken ve X,,X,,X,,...,X, rastlantisal degiskenin alabilecegi degerler olsun. X,

rastlantisal degiskenin herhangi bir x degerini alma olasiligi, p(X =x) seklinde gosterilir.

Rastlantisal degiskenler alacaklar1 degerler bakimindan siirekli ya da kesikli

rastlantisal degiskenler olarak adlandirilirlar.

1.3.5.1 Tanim: (Kesikli Rastlantisal Degisken)



X, bir rastlantisal degisken olsun. X’in alabilecegi degerlerin sayisi sonlu veya

sayilabilir sonsuzlukta ise X’e Kesikli Rastlantisal Degisken denir.
1.3.5 2 Tamim: (Siirekli Rastlantisal Degisken)

X, rastlantisal degiskenin R’deki deger kiimesi A, sayilamaz bir kiime ise X’e

Siirekli Rastlantisal Degisken denir.
1.3.6 Tamim: (Olasilik Fonksiyonu)

X, sayilabilir sonsuzluktaki x,,X,,...,X, degerlerini alan rastlantisal degisken ve
bu degerlere karsilik gelen olasiliklar f(x;)=P(X=x), i=1,2,... olsun. Asagidaki

kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X’in Olasithk Dagihim ya da Olasihk
Fonksiyonu denir.
(@) Vx icinf(x) =0

(b)if(xi)=1.

1.3.7 Tamim: (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu)

X, (-00, +00) araliginda tanimlanan siirekli rastlantisal degisken olsun. Asagidaki
kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna rastlantisal degiskeninin Olasihk Yogunluk

Fonksiyonu denir.

@) f(x) 20, -00<0<+o0
(b) f(x) egrisi altinda kalan ve x ekseni ile sinirlanan alan 1’e esittir.
Ayrica 6zel olarak su tanimi da yapabiliriz;

x ¢ A icin f(x) = 0 olmak iizere her (a, b) C A araligi i¢in

b
p(xe (a,b))zjf(x)dx:l

10



kosulunu saglayan f(x)’e X’in Olasilik Yogunluk Fonksiyonu denir.
x degerini alan her f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu, X siirekli rastlantisal
degiskeni ile baglantilidir. Fakat bu durumda f(x), x degerini alan X rastlantisal

degiskeninin olasilig1 degildir. X, rastlantisal degiskeninin (-co< a < b < +o), a ile b

arasinda bir deger alma olasilig1
b
pla<x<b)= J.f(x)dx

dir. X siirekli rastlantisal degiskeninin belli bir x degerini alma olasilig1 0’dir. Yani;

p(X=x)=0
dir.
1.3.8 Tamim: (Bir Rastlantisal Degiskenin Beklenen Degeri)
(Q,Y, P) olasilik uzay1 ve X, bir rastlantisal degisken olsun.
X, kesikli bir rastlantisal degisken olsun. X’in beklenen degerini sOyle
gosterebiliriz:

E(X) = x,f(X,) + X,f(X,) +reeeav. +x,(x,) =D x,f(x,). (1.1)

(1.1) degerinin hesaplanabilmesi i¢in X kesikli iken toplamin yakinsak olmas1 gerekir.

X, siirekli bir rastlantisal degisken ise X’in beklenen degerini soyle

gosterebiliriz:

11



E(X):Tx.f(x)dx (—oo( X (+00). (1.2)

(1.2) degerinin hesaplanabilmesi i¢in belirli integralin sonlu olmasi gerekir.
1.3.8.1 Teorem [6]:

a,be R ve E(X), X rastlantisal degiskeninin beklenen degeri olmak iizere

E(aX+b)=aE(X)+b
dir.
1.3.9 Tamim: (Hemen Hemen Kesin)

(Q,Y, P) olasilik uzay1 olsun. Y’daki bir A olaymin olasiligi P(A) =1 ise A,

Y’da hemen hemen kesinlikle meydana gelir.

Kavram 6lcii teorisindeki “hemen hemen her yerde” goriisiine benzerdir. Olgii

teorisi bakisi acisindan bir diger tanimlama soyle yapilabilir;

P, Q {izerinde bir 6l¢ii oldugundan eger hemen hemen her yerde A=Q ise A,

hemen hemen kesinlikle meydana gelir.

1.3.10 Tanim: (Rastlantisal Degiskenlerin Dizisinin Yakinsakhig)

{X,}, k=1,2,... rastlantisal degiskenleri dizisini goz 6niine alalim. Eger V€)0
igin,

limP(|X, -X|< €)=1

n—oo
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ise, {X,} dizisinin X limit rastlantisal degiskenine yakinsadigi sdylenir ve buna

Olasihkta Yakinsakhk denir. X — X bi¢ciminde gosterilir.

{X,}, k=1,2,... rastlantisal degiskenlerin dizisi i¢in

P(limX, =X)=1

k—oo

ise, {Xk} dizisinin X, rastlantisal degiskenine yakinsamasina Hemen Hemen Kesin

Yakinsakhk adi verilir ve X, — X Hemen Hemen Kesin biciminde gosterilir.

{X,} dizisi X limit rastlantisal degiskenine hemen hemen kesin yakinstyor ise

olasilikta yakinsaklig1 saglar, ancak tersi sdylenemez.

{Xk} ,k=1,2,... rastlantisal degiskenlerin dizisi olsun. Varsayalim ki E,E,...

fonksiyonlar, X,,X,,... rastlantisal degiskenlerine karsilik gelen olasilik yogunluk

fonksiyonlarmin bir dizisi ve F, X rastlantisal degiskenine karsilik gelen bir dagilim

fonksiyonu olsun. F nin siirekli oldugu her a reel sayisi igin

lim (a)=F(a)

ise {X, } dizisi X e Dagiimda Yakinsaktir denir.

1.3.11 On Teorem [4]: (Birinci Borel-Cantelli On Teoremi)

(A, ), Y‘daki kiimelerin herhangi bir dizisi olsun. Eger

13



ise

P(limsupA, =0

n—eo

dir.
1.3.12 On Teorem [4]: (ikinci Borel Cantelli On Teoremi)
(A, ), Y‘daki bagimsiz olaylarin bir dizisi olmak iizere
S P(A,)=
ise
P(limsup A, )=1
dir.

1.3.12.1 Sonug [4]:

(A, ), Y‘daki bagimsiz olaylarin bir dizisi olmak iizere P(lim SUpA ) olasilig1

n—oo

ya 0 ya da 1’dir.

1.3.13 Kolmogorov 0-1 Kanunu [4]:

14



(Q, Y, P) olasiik uzaymm X,,X,,... rastlantisal degiskenlerinin bir dizisi ile
tiretildigini varsayalim. Herhangi bir E kuyruk olay1 i¢in ya P(E)=1 yada P(E)=0
dur.

1.3.14 Tamim: (Markov Zinciri)

Vo<t (t,(..(t, (t ve a,b,x,,X,,...,x,€Ri¢in
P{a(X(t)Sb|X(tl)=xl;X(tz):xz;...;X(tn):Xn}:
= P{a(X(t)<b|X(t,)=x,}

ise, bu taktirde X(t) siirecine Markov Siireci denir. Kesikli durum uzayina ve kesikli

zaman parametresine sahip olan Markov siireclerine Markov Zincirleri denir.
1.3.15 Giiclii Biiyiik Sayilar Yasasi [6]:

X,, k=1,2,... rastlantisal degiskenlerini g6z 6niine alahm. p, =E(X, ) olmak

izere, { X, f kiimesi icin,
k

Z[Xk _E(Xk )]

n

— 0 hemen hemen kesin

limitinin saglanmasina Giiclii Biiyiik Sayilar Yasasi denir.

1.3.16 Tanim: (Bagimsiz ve Ozdes Dagitilmis Dizi)

15



{X, }::1, Rastlantisal degiskenlerin bir dizisi olsun. Her birinin olasilik dagilim

ayni, karsilikli olarak bagimsiz ise {X, }::1 dizisine Bagimsiz ve Ozdes Dagitilnus

Dizi denir.
1.3.17 Tammm: (Stochastic Matris)

Elemanlar negatif olmayan gercel sayilar ve her satirindaki elemanlarinin

toplam 1’e esit olan karesel matrise Stochastic Matris denir.

1.3.18 Kingman’in Subadditive Ergodic Teoremi [7]:

oo

(Q, Y, P) olasihk uzayr olsun. T, Q’da bir 6lcii gostersin ve {g }

n=1"

integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
8uun (x)<E, (x) 2, (T'x)

ise 0 zaman g(x), bir invaryant fonksiyon oldugunda,

dur.

Matematiksel Istatistik ve Stokastik Siirecler hakkinda daha ayrintili bilgi icin
[4, 5, 6] kaynaklarindan faydalanilabilir.
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2. RASTLANTISAL MOBIUS DONUSUMLERININ BiRLESIMLERIi

Goodall [9]’de cut-grow modeli denilen phyllotaxis’in bir modelini, her bir
ticgen bir primordium’u temsil etmek iizere, iicgenlerin bir dizisinin sekillerinin
davraniginin analizi vasitasiyla ¢calismisti. Cut-grow modeli, 2 parametre ile tam olarak
belirlenebilir ve Goodall’in hedeflerinden biri parametrelerin kiimelerinin, bir limit
sekle yakinsayan sekiller dizisi olusturdugunu gormekti. Yakinsama var oldugunda
sekillerin dizisinin diizgiinlestigi soylenir. Goodall, cut-grow modelin parametrelerinin
zamanla rastlantisal olarak degisiklikler gostermesine izin verildigi durumlarda
diizgiinlesmenin meydana gelip gelmeyecegi sorusunu ortaya atti. Asagida gosterecegiz

ki rasgele durumda diizgiinlesme olmayacaktir.

Burada baglantili bir soru iicgenlerin i¢inde ii¢genlerin cizilmesidir (Problem
Mannion [11,12]’de incelenmistir). Bir liggen verildiginde yeni bir iicgenin koseleri
olacak sekilde verilen {icgenin icinde {ii¢ noktanin se¢ilmesidir. Bu yOntem

tekrarlanabilir ve sonucta elde edilecek iicgenin bazi karakteristik 6zellikleri calisabilir.

Burada cut-grow modeli ve {i¢cgen icindeki {iiggen problemini iceren,
doniigsiimlerin daha genis bir sinifi ile iiretilen {icgenlerin bir dizisinin sekillerinin

gelisimini inceleyecegiz.

2.1 Yonlendirilmis Ucgen

Diizlemi kompleks sayilarin kiimesi olarak ve bir liggeni ii¢ tane dogrudas

olmayan (non-collinear) noktanin kiimesi olarak gbz oniine alacagiz.

Bir dogru parcasi, bir dejenere iiggeni temsil edecektir ki bu ticgenler koseleri

dogrudas olan iicgenlerdir.
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Cut-grow modelinde kdselerin siras1 dnemli bir rol oynar. Bu nedenle kompleks

sayilarin en az iki farkli elemandan olusan herhangi bir sirali {i¢liisii bir yonlendirilmis

ticgen (o-liggen) olarak adlandirilacaktir. Simdiden sonra C*’iin elemanlarim kiigiik
yunan harfleri ile gosterecegiz ve bunlart siitun vektorleri olarak diisiinecegiz.

Kompleks sayilar kiiciik Roma harfleri temsil edecek. Bundan dolayz;

yazabiliriz.

T, her bir eleman1 1’e esit olan vektor anlamina gelecektir ve €, 1’nin biitiin

kompleks katlarin kiimesidir.

2.1.1 Tanim:

Bir a=(a,, a,, a;)" o-iiggeninin sekli g(a) ile gosterilir ve

1 . .
g(oc) _ (a3 _al)(az —al) ; egera, #a, ise @1
o ; egera, =a, ise

seklinde tanimlanir [8].

Hemen belirtelim ki bir o-liggenin seklinin reel say1 olmasi i¢in gerek ve yeter

sart o-licgenin dejenere olmasidir.
Bu yiizden ¢ yi C? —¢ dan C,, iizerine bir doniisiim olarak kabul edebiliriz:
¢:Cl-e»Cu{=}=C,.
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Koselerin sirasi Onemli oldugundan 2 benzer o-liggen aym sekle sahip
olmayabilir. Bununla birlikte eger iki o-iicgeni ayni sekle sahip ise bu tiggenler

gercekten benzerdir.
2.1.2 Onerme [8]:

Eger a #0, a ve b kompleks sayilar ise
g(oc):g(aoc+bf) (2.2)

dir.

Baska bir deyisle bir o-iicgenin sekli donme, esneme ve kayma doniigiimleri

altinda degismez (benzerlik doniisiimleri altinda sekiller invaryanttir).

Cut-grow modelinde bir iicgenin yonlendirilmesi Onemlidir. Ciinkii sonraki

primordium’un biiyiimesi mevcut primordium’un 6nceden belirlenen (predetermined)
kiyis1 boyunca meydana gelebilir. Ozellikle eger ocE(al, a,, 213)t mevcut
primordium’u temsil ederse o zaman (a,, a;) kenar iizerinden bir b noktast
secildiginde; (a,, b) dogru parcasinin b’nin ydniinde bir v ¢arpam kadar uzatilmast ile

yeni bir (a,, ¢) kenar1 elde edilir ve a,, a,, ¢ noktalar1 yeni iiggenin koseleridir.

Ancak, bu kurala gore bir sonraki yeni kenarin nereye cizilebilecegi dikkate

alinmahdir. Bu yeni iiggen (a,, ¢, a,) "dur. ( Sekil 2.1)
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Sekil 2.1 Yeni o-Ucgeni

b=(1-u)a, +ua,
dir. Burada ue (0, 1) aralifindan secilmistir.

O zaman c=a,+v(b—a,)'dir. Bu yeni B o-licgeni eski a, o-liggeninin

asagida verilen [G] matrisi ile carpimi sonucunda elde edilir:

0 1 0
[G]z V(l—u) 1-v uv|. (2.3)
1 0 O
Gergekten de
0 1 01a
[G]-a = |v(l-u) 1-v uv| a,
1 0 0 | a,
_ 2
= |v(l-u)a, +(1-v)a, +uva,
L a
a

= |v((1-u)a, +uaz)+a, —va,

a4
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a, a

= |vb+a,—va, | =|a,+v(b+a,)
a a
a
=|c
a

elde edilir.

Ucgen iginde iicgen problemi ayn1 zamanda matris carpimlari ile tanimlanabilir.
Orijinal o o-iicgeni verildiginde yeni o-licgen [H]-oc ile belirlenir. Burada [H]

matrisinin bir Stochastic matris olmas1 gerekir.
2.2 Kesirli Lineer Doniisiimler Vasitasiyla Analiz

Tiim bu durumlardaki sekillerin dizisinin, kesir lineer doniisiimlerin birlesimleri
ile kolayca belirlenecegini diisiiniiyoruz. Cut-grow doniisiimii ve iicgenlerin i¢indeki
iicgenler problemlerindeki ortak nokta, mevcut (var olan) o-iicgenini yeni bir o-

ticgenine; var olan o-tiggeni o 'nin bir 3 x 3 matris ile carpilmasi ile doniistiiriirler.

Her iki durumda da (1, 1, 1)t vektorii cut-grow modelinde verilen matrisin bir 6z

vektorudiir.

Ayrica [G] matrisinin tersi vardir. Ayrica tek noktaya resmedilen bir o-licgen
bulunmadigini sdyleyebiliyoruz. (Dejenere veya degil fark etmiyor.)

Biz burada, asagidaki ozelliklere sahip T:C?-»C° dogrusal doniisiimlerinin
bilesimlerine gore gelistirince o-iiggenlerinin, sekillerinin, dizilerinin, davranislarinin

nasil aragtirilacagini gosterecegiz.
T(I) =a-1 (2.4)

21



{oce C’:T(a)e g}:g (2.5)

(2.4) ve (2.5) de verilen 6zelliklere sahip bir T doniisiimii i¢in eger o, bir o-liggeni ise o

zaman T (o) da bir o-liggenidir.

Her bir kompleks sayiya bir o-licgeni karsilik getirebilecegimizden ve her bir o-

ticgeni bir sekle sahip oldugundan,

5(T(0. 1, 2)') efer 2 # oo
Ly(z)= 2.6)
<S(T(O, 0, 1)t)egerz:oo

kuralina gore verilen L} :C,_ — C,, doniisiimii T’ye karsilik gelir. (2.5) ten goriiyoruz

ki Ly iyi tamimlanmistir. Ustelik goriiyoruz ki a, b, ¢, d kompleks sayilar ad—bc # 0

veE

_az+b
cz+d

Ly (z)

dir yani baska bir deyisle L, bir kesirli lineer dontisiimdiir.

Ornegin cut-grow modelinde eger [G] matrisi (2.3) teki gibi verilirse o zaman

1

uvz—v

Lig(z)=-

dir.

22



Asagidaki teorem kesirli lineer doniisiimlerin birlesimi ile sekillerin gelisimi

arasinda 6nemli bir baglant1 kurar.
2.2.1 Teorem:
Varsayalim ki T ve U, (2.4) ve (2.5)’ te verilen sartlar1 yerine getirsin. O zaman
Lry=Lreoly
dur.

ispat:

o=[a, a, a;]' olsun. ¢(a)#eo oldugu durumu goz Sniine aliyoruz. Diger

durum benzerdir.

Eger z# o ise oc:U([O, 1 z]t) ve z=oco ise oc:U([O, 0, l]t) alinarak ispat

goriiliir [8]. U

Bu sebepten dolayr (2.5) kosulunu saglayan lineer doniisiimlerin
{T,:n=1, 2, ...} gibiherhangi bir dizisi ve sekli z, olan herhangi bir o baslangi¢ o-

iicgeni verildiginde,
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a’n = Tn a‘n—l

seklinde tanimlanan o, o-liggenlerinin dizisinin sekillerinin gelisimini

seklinde tanimlanan S dizisinin analizi ile ¢alisabiliriz.

2.3 Limit Seklin Mevcut Olmasi Durumu

Goodall’in ¢aligmasinda [9], {T,} bir sabit dizidir. Vn i¢in T, =T denirse o

zaman, sekillerin dizisinin limit davranisi, L 'min sabit noktasinin ¢ekici 6zellikleri ile

belirlenir. Kesirli lineer doniisiimlerin sabit noktalarinin davranisi iyi bilinir. Ayrintilar

i¢in [1,2] gibi kaynaklardan yararlanilabilir.

Farz edelim ki bir sabit T doniisiimii verilmis olsun ve Ly’nin z, ve z, ile

gosterilen farkli iki sabit noktast olsun. O zaman w =L (z) olmak iizere

w—z, 1 z-z

W=z, L:F(ZZ) -1y

1
L:[(ZZ)

dir. Lt ti¢ parametre ile belirlidir: H = , Z, V& Z,.

Ly doniisiimii i¢in L(H; z,, z,) gdsterimini kullanacagiz. Cut-grow modelinde

sabit noktalar
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_ v+ vi—4vu

Z, =
2
2uv

dir ve v#4u iken z, # z, dir.

z, # z, noktalarmi sabit tutalim ve GL(z,, z,)={L(H;z,, z,): H # 0} kiimesini

g6z Oniine alalim.
L(u,zl,z2 ) oL(V, Z,,Z, ) = L(uV,Zl,ZZ)

oldugu kolayca gosterilebilir. Bundan ve 2.2.1 Teorem den dolay1r S, sekli asagidaki
gibi ifade edilebilir:

S, sekli, |H| >1 ise z, 'yeyakinsar ve |H| <1 ise z,’e yakinsar.

Cut-grow modelinde eger v >4u ise z;ve z, nin her ikisi de reeldir, H| <1 dir
A 2 —
e Sn’[erzv—éluJ e yakinsar. Diger yandan eger |H| =1 ise o zaman S,
uv
|z—zl|:|SO—zl| 2.7)

cemberi tarafindan sinirlandirilir. Bu cut-grow modelde v < 4u olmasi halidir.
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27ix

Ozel olarak eger bir x reel sayisi i¢cin H =e*™ ise sekillerin dizisi x rasyonel

iken periyodik ve x irrasyonel iken (2.7) ¢cemberinde yogun olacaktir.

Diger bir durum L, doniisiimiiniin z, sonlu noktasinda ¢ift kath sabit noktaya
sahip oldugu durumdur. O zaman w =L (z) ile bazi sabit a # 0 kompleks sayilari i¢in
1 1

= +a

esitligi vardir. Lyigin L(a, z,) yazlr.

S, =L(na, zy)(s,) olur. a#0 igin S, sekilleri s, ve z,’dan gecen gember

iizerinde bulunur ki bu ¢gemberin z,’daki teget dogrusu arg(z,) yoniindedir. Cut-grow

modeli durumunda z,, =2L ve a=-2u dur.
u

Gergekten, yukarida gosterilen analiz, kritik varsayimin tek lineer doniistimiin T

olmadigin1 gosteriyor. Fakat Lp birlesimlerinin sabit nokta ¢iftleri her zaman aynidir.

Cut-grow modelde, L nin sabit noktalarinin u ve v parametrelerini belirledigi

kolayca kontrol edilebilir.
2.4 Rastlantisal Kesirli Lineer Doniisiimlerin Birlesimleri

o-liggen sekillerinin rastlantisal ~gelisimlerinin bir yolu, C’ {in lineer
doniisiimlerinin bir dizisinin rastlantisal sec¢ilmesidir. Zira biz her bir uygun dogrusal
doniisiimii bir kesirli lineer doniisiime eglestirebilecegimizden hakli olarak kesirli lineer
doniisiimlerin bir sirasini rastlantisal segebiliriz.

(Q,Y, P) matematiksel yapis1 bir olasilik uzay1 olsun ve
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A:{a”b ‘a, b, c, de C, ad—bc:l}
cz+d

C., — C_, tiim kesirli lineer doniisiimlerin kiimesini goz oniine alalim.

{xn}::1 dizisi A degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz ve dzdes

olarak dagitilmisg bir dizisi olsun. Boylece

X,:QxC, — C_
(0,2) — X,(0,2)

dir. @, sabit olursa genellikle x, (®,z) i¢in x, (z) yazacagiz.

Sonug olarak C_, iizerinde bir rastlantisal yliriime, {Sn (Z)}:=o asagidaki sekilde

tamimlanir:

ze C_, sabit olmak iizere

So(z)=z

Sn+1 (Z) = Xn+1 (Sn (Z))
= Xn+1 o)<n O"'OXI (Z)

olsun. Bu rastlantisal yiiriime sekillerin rastlantisal dizisidir. Uygunluk i¢in asagidaki

gosterimi kullanacagiz.

X, (z)=X; (0 z2)
X, X (2) =X, (@.X, (02))

X;0X, 0 X, (z) = X5 (0.X, (0.X, (0,2)))
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burada we Q olmak iizere bu sekilde devam edecegiz.
{S.(2)}_, hakkinda ne soyleyebiliriz?
2.4.1 Teorem [8]:

p[r}l_r;lo S, (2) vardlr} =0 veya 1

Ispat: 1im S, (z) limitinin mevcut olmast durumu bir kuyruk olaydir (Tail
n—oo

Event). Bu yiizden teorem, Kolmogorov 0—1 kanunundan goriiliir. [

2.4.2 Tanim:

Eger p[X((x),OL)zOL]zl ise oue C_ noktasina bir A degerli rastlantisal X

degiskeninin hemen hemen kesin bir sabit noktas1 denir.

[k olarak {Sn (z)}:=0 dizisinin hemen hemen kesin yakinsamasi i¢in gerekli

sartlari arastiracagiz.
2.4.3 On Teorem:

o nmin C_ degerli bir rastlantisal degisken oldugunu varsayalim. Eger,
p(limSn(z):oc)zl ve LeA, p[X,=L]>0 olacak sekilde ise o zaman

n—oo

p(L(a)=a)=1 dir.
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Ispat: ny=0 ve n, =inf{n:n>n,_, ve X, =L} olarak tammlayalim. Borel-

Cantelli 6n teoreminden dolayr p(X, =L sonsuz siklikta)=1 oldugu agiktir.  Bu

yiizden k — o i¢in n, —>co dur.

simdi {8, (2)}

0 dizisini

L(Snk—l (Z)) =Sny

yazabiliriz. Bu yiizden

elde edilir [8]. [

2.2.4 Teorem [8]:

oo

{Lj};, Ade Y P[X,=

=1

diisiinelim. {n } _ dizisinin tammindan

2.8)

LJ =1 esitligini saglayan bir dizi olsun. O zaman

S, (z) — o (hemen hemen kesin) olmasi icin bir gerekli kosul o ’nin her bir L; ’nin bir

sabit noktas1 olmasidir. Burada j=1,2,... i¢in p[X1 =L j] >0 dir.

Eger oo hemen hemen kesinlikle sabitse o zaman o, n = 1, 2, ... i¢in her bir

X, ’in bir hemen hemen kesin sabit noktasidir.
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Aym zamanda {ae C_, :S, (z) — o hemen hemen kesin saglayan ze C,, vardir}

kiimesi her bir L;, 6zdeslik doniisiimii olmadikga en ¢ok iki elemana sahiptir.

2.5 Ortak Sabit Noktalar

Ucgenin gelisiminin en ilging durumlari kesirli lineer doniisiimlerin sabit

noktalarinin sifir olmayan imajiner kisminin olmas1 durumunda olur.

Eger kesirli lineer doniisiimlerin katsayilar reel ise (ki bu cut-grow model ve
iicgen icinde iicgen problemindeki durumdur) o zaman ya tekrarlanan sabit nokta vardir
ya da sabit noktalar kompleks esleniklerdir. Her iki durumda da sabit noktalar sadece

bir sabit noktanin bilinmesiyle belirlenir.

Onceki boliimlerden aciktir ki cut-grow modelinde hemen hemen kesin sabit
noktalar yoktur. Hemen hemen kesin sabit noktalarin olabildigi iicgen i¢inde tiggen
probleminde ise sabit noktalar vardir. Her iki durumda da ilgin¢ durum iki farkl sabit
nokta olmasidir. Bu ylizden ilk olarak bu durumu goz oniine alacagiz. Bir ortak sabit

nokta durumunu daha sonra ele alacagiz.
2.5.1 Iki Ortak Sabit Nokta

2.5.1.1 Tanim:

Bir L kesirli lineer doniisiimiiniin bir o/ sabit noktas1 igin eger |L'(0c)| <1 ise

Cekici, eger |L'(oc)| >1 ise Itici oldugu soylenir.

Her bir kesirli lineer doniigiimiin en fazla iki sabit noktaya sahip oldugu aksi
halde bir ozdeslik doniisiimii olacagi ger¢egini ammsayalim. Bu yiizden {S, }::0

dizisinin hemen hemen kesin yakinsamasi gerek sarti altinda (2.4.4 Teorem) her iki

sabit noktas1 da ortak olan rastlantisal kesirli lineer doniisiimlerin dizilerini gbz Oniine
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alacagiz ve bu dizilerin hemen hemen kesin yakinsamasi i¢in gerekli sartlar1 arayacagiz.

Daha kesin olarak agagidaki durumu goz 6niine alalim:

z,,z, € C noktalari sabit ve z, #z, olsun. A(z,,z,), sabit noktalar1 z, ve z,

olan tiim kesirli lineer doniisiimlerin kiimesi olsun. A(z;,z,) kiimesindeki herhangi bir

L doniistimiiniin,

seklinde yazilabilecegini hatirlayalim. Burada He C ve H# 0 dir. Bu nedenle

(z,—Hz,)z+2z,(H-1)

L(z)= 29
)= ) e ey —23) 29
elde edilir.
Kolayca gbsterilebilir ki L’(z)=HveL'(z,)=H"' dir. {x,}_ dizsi

A(z,,z,) in rastlantisal degisken degerli bir dizisi olsun. Yukarida bahsettigimiz gibi

{Sn (z)}m_O dizisinin hemen hemen kesin yakinsakligi ile ilgilenecegiz. Kolaylik icin

asagidaki On teoremi ifade edecegiz.

2.5.1.2 On Teorem [8]:

{H,} _, dizisi C/{0} degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz ve

zdes olarak dagitilmus bir dizisi ve p[H; =1]<1 olsun. O zaman;

(1) Eger B[ log|H,| ] (0,e) ise lim [],_ Hy =c° hemen hemen kesindir.

n—oo
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2) Eger E| logH —0,0) ise li " H,=0h h kesindir.
(2) Eger E[ log[H,| |&(—=,0) ise nﬂHk:l r emen hemen kesindir

3 E[ log|Hl| ]:Oise r}grolo HE=1|Hk| hemen hemen kesin olarak mevcut

degildir. Gercekte bu durumda { HE_I |Hk| } dizisi pozitif reel sayilarin carpimsal
= 1

oo
n=

grubu iizerinde bir yinelenen rastlantisal yiiriimedir.

2.5.1.3 Teorem:

{X, }::1 dizisi A(z,,z,) degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz

ve Ozdes olarak dagitilmig bir dizisi olsun. H =X (z) ve varsayahm p[H, =1]<1
olsun. O zaman {S, (Z)}:=o dizisi
2,(2,~2)2+(2,2~22,)

X = i n) @10

ile verilen X kesirli lineerli doniisiimii altmda C nin c¢arpimsal grubunda

{HElek}

rastlantisal yiirtimesinin goriintiistidiir.
n=1

Ozellikle, eger z¢ {z,,z,} ise 0 zaman

limS, (z) = lim X, o X ;..o X, 0 X, (2)

n—oo n—oo

z,, eger E[ 10g|H1| ]e (0,00) ise
- z,, eger E[ log|H1| ]e (—o0,0) ise

ve E[ log|H,| ] =0 ise I}l_r)rolo S, (z) hemen hemen kesin olarak mevcut degildir.
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Ispat: Ik olarak belirtelim ki {X, }::1 dizisinin birbirinden bagimsiz ve 6zdes

olarak dagitilmug bir dizi olmasi {H, }::1 dizisinin birbirinden bagimsiz ve 6zdes olarak

dagitilmis bir dizi olmasim gerektirir. (2.9) dan dolay1

X = (Zl_HnZZ)Z+Z1‘Z2(Hn _1)
" (I-H,)z+(H,z ~2,)

z,(z,—2z)H, +(2,2~2,2,)
(z,-2z)H, +(z~2,)

(H,)

1l
>

yazabiliriz.

Burada p[H, #0]=1 dir ve X,

Al 2,(2,~2)2+ (2,2~ 2,2,)
( ) (z1~2)z+(2~2,)

seklinde tanimlanir.

Simdi kolayca goriiliiyor ki

2,(z _Z)(Hilek)+Zl(Z_Z2)

S, (7) =

(z —z)(HElek)+(z—zz)

dir.

Bu yiizden 2.5.1.2 On Teoremden dolay1
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lim S, (z) =
n—oo

X () =2z,, eger E[log[H,[]€ (0,e)ise
X(0)=z,, eger E[log|Hl|]e (—o0,0)ise

yazabiliriz. Burada p[H1 #* O] =1 oldugunu hatirlayalim. Eger E[ log|H1| ]:0 ise o

zaman tekrar 2.5.1.2 On Teoremden dolayr lim HE_1|Hk| limitinin hemen hemen
n—sco =

kesin olarak mevcut olmadigin1 goriiyoruz.

Bu yiizden lim S, (z)limiti hemen hemen kesin olarak mevcut degildir. Ciinkii
n—oo

X , bire-bir, orten ve siireklidir [8]. O

2.5.1.4 Ornek [8]:

L(2) (-0,2+0,8i)z—(1-1,4i) () (=0,7+0,9i)z—(0,4-1,8i)
Z)= . =
! (0,5-0,71)z—(1,2-2,2i)" ° (0,2-0,9)z—(1,1-2,7i)

olsun. X,, p[X,=L, |=p[X,=L, ] :% ozelliginde bir rastlantisal de@isken olsun.

L, ve L, nin sabit noktalari 1+i dir. H, =X (1+1) oldugunda

p[ H,=0,5+0,71 ] :p[ H, :O,8+O,9i] :% oldugunu gostermek kolaydir. Bu yiizden

E [ log|Hl| ] > 0dir. S, n=1 den n=2000 e kadar hesaplanirsa, Sekil 2.2 son 1800

noktanin dagilimini géstermektedir.
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Sekil 2.2 X;’in hemen hemen kesin sabit noktasi 1-i sayisina yakinsamasi
Bu noktalarin beklendigi gibi 1-i kompleks sayisina yakinsadigi goriiliiyor.

2.5.1.3 Teorem, iicgen i¢indeki ilicgen probleminin rastlantisal versiyonuna
uygulanabilir. Ucgenlerin icinde iicgen probleminde, yeni bir B o- iicgeninin, bir
Stochastic [M] matrisi ile verilen bir o o-iicgeninin carpimi ile elde edildigini

hatirlayalim.

I=mj; —m;3 my, my,
[M]=|1-my—my; my, my

l-my, —my; my, my;

yazabiliriz. Burada 1<i<3 ve 2<j<3i¢in 0 <m, . <1'dir.

1,] —
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1< j<4igin —~1<a; <1 olmak iizere L(z)= HrTay seklinde bir kesirli lineer
az+a,

doniisiim verildigini varsayalim. Eger,

a; =Mj33 —1My3
a4, =3, —Myp
a3 =My3 — 13

a4 =My, —My,

bagintilar1 saglaniyorsa o zaman L:L[M] dir. Eger a; lerin verildigini varsayarsak,

[M] "nin stochastic matris olmasi kisitlamastyla, m;;leri ¢6zmek daima mimkiindiir.

Diger taraftan eger z, # z, kompleks eslenikler ve H #1olmak lizere H nin

modiilii 1 ise (2.9) dan

((z—Hz,)/(1-H))z-2z,
z+(Hz,-z,)/(1-H)

L(z)=

elde edilir ve bu doniisiimiin katsayilar reeldir.

Bu katsayilarin  hepsi (-1,1) aralifinda de@erler alacak sekilde

normallestirilebilirler. Bu yilizden bu durumun 2.5.1.3 Teoremin uyguladigi iicgen
icinde iicgen probleminin rastlantisal versiyonunun cesitli 6rneklerini bulabiliriz.
Bununla birlikte sonug¢ her zaman bir limit seklin mevcut olmadigi bir durumdur. Bu
durumda S, sekillerinin rastlantisal dizisi (2.10) daki doniisiim altinda birim ¢emberin

resmi ile verilen cemberden degerler alir.
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2.5.1.5 Ornek [8]:

Varsayalim ki bir yeni o-licgen, Stochastic M, ya da M, matrisi ile carpilmasi

sonucunda eski o-liggeni tarafindan olusturulmustur. Burada her bir matris 1 olasilikla

secilmistir:

o L 1

2 2

1 2
M/|=|=- 0 —[,
Mi]=|3 0 3
L

12 6 3]
11 1]

3 33

I 1

M,[=]0 = —
Ma]=[0 - 2
Ly 3

L6 6

Bunlara karsilik elde edilen kesirli lineer doniisiimler;

—-z-2
L (z)= 7—3
3z-2
LZ(Z): z+1

4i

+
dir. Ortak sabit noktalart 1+i ve bunlara karsilik H degerleri 3% dir. H’nin modiilii

daima 1 oldugundan dolayi, S, sekillerinin rastlantisal yiirlimesi z, =1+i ve z, =1-1i

ile (2.10) da verilen doniisiim altinda birim ¢ember iizerinde bir rastlantisal yiiriimesinin

goriintiisidiir.
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Cift katl sabit nokta durumuna donelim. z,e C noktas1 sabit olsun ve z,

noktasinin ¢ift katli sabit noktasi oldugu tiim kesir lineer doniisiimlerin kiimesi A(zo)

olsun. Herhangi bir Le A(z,) i bir ae C igin

seklinde verildigini animsayalim. Bu yiizden

.2
L(Z):M (2.12)

az+1-az,
Kolayca gosterilebilir ki L"(ZO) =—2adr.
2.5.1.6 Teorem:

{X, }:=1 dizisi A(ZO) degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz ve

0zdes olarak dagitilmis bir dizisi olsun.

diyelim ve varsayalim ki p[r; =0] <1 olsun. O zaman {S,}"_ dizisi

- zy(z—2p)2+z

X(2)= (c—z)is] (2.13)
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esitligi ile verilen X kesirli lineer doniisiimii altinda kompleks sayilarin toplamsal

n o
grubunda {Z ak} rastlantisal yiiriimesinin goriintiisiidiir.
k=1 n=1

Ozellikle eger E[r]e C/{0} ise

lim S, (z) = lim X, oX,_j0...0 X, 0 X, (2)

n—oo n—oo

dir ve eger z#z,veE[f]=0 ise limS,(z)hemen hemen kesin olarak mevcut
n—eo

degildir. Ek olarak eger E[|r1|2} <oo ise {S, (Z)}::1 dizisi, X kesirli lineer doniisiimii

n o
altinda {Z ak} yinelenen rastlantisal yiiriimesinin goriintiisiidiir.
k=1 n=1

Ispat: ik olarak {Xn}:’:1 dizisinin birbirinden bagimsiz ve 06zdes olarak

dagiilmus bir dizi olmasi, {a,}"

_, dizisinin birbirinden bagimsiz ve 6zdes olarak

dagitilmis bir dizi olmasim saglar. Ayni zamanda (2.12) den dolayz;

(a,2o+1)z—a,z;

X =

n
az+l-a,z,

_ zo(z—2¢)a, +z X(an)

(z—zy)a, +1
yazabiliriz. Burada X

zy(z-2¢)2+z

(Z—ZO)Z+1 @2.14)

X(2)=
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ile verilir.

Kolayca gosterilebilir ki

dir.

Simdi Giiglii Biiyiik Sayilarin Yasasi’ndan eger

E[r]e C/{0} ise lim ) a, =cc dur. ~ Bu yiizden efer  E[r]eC/{0} ise
I

n—eo
k=

limS, (z)=X(») =2, dir. Aym zamanda eger E[r]=0 ise o zaman sonuglar
n—oo
rastlantisal yiiriimeler i¢in standart sonuglardan bulunur. Bu da teoremi kanitlar [8]. [J

2.5.1.7 Ornek [8]:

olsun.

(0,95+0,05i)z+0,1 (1,05-0,051) z—0,01
(a) Ll(Z): . N\ Z(Z): . .
0,05iz+(1,05—0,05i) ~0,05iz+(0,95+0,051)

X,, p[X,=L,]=p[X,=L,] :% ozelliginde bir rastlantisal deisken olsun.

Kolayca gosterilebilir ki 1+i, L, ve L, nin her ikisinin de ¢ift katli sabit noktasidir.

I = (—%) X7(1+i) olmak iizere p[ 1, =0,05i | =p[ r, =—0,05i ]:% oldugu

gosterilebilir. Bu yiizden E[ I, ]:0 dir.

Eger S, den S, e kadar hesaplanirsa,
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Sekil 2.3 Noktalar yakisamaz (¢ift kath sabit nokta 1+i ve E[r;|=0).

Sekil 2.3, tiim bu noktalarin dagilimim gosteriyor ve goriiyoruz ki bu noktalar 2.5.1.6

Teoremde beklendigi gibi yakinsamazlar.

0,96+0,041)z+0,08 1,05-0,051)z—-0,01
) Ly ()= ) L, (2) = )

= , = olsun.
0,04iz +(1,04—0,04i) -0,05iz+(0,95+0,051)

X,, p[X,=L,]=p[X,=L,] :% ozelliginde bir rastlantisal degisken olsun.

Kolayca gosterilebilir ki 1+i , L, ve L, nin her ikisinin de ¢ift katli sabit noktasidir.
| I . . o1 -

n=my X7 (1+i) olmak iizere p[ 1, =0,04i |=p[ 1, =—0,05i |= 5 oldugu

gosterilebilir. Bu yiizden E[r, ]| # 0 dir. S, den S 4y, e kadar hesaplanirsa,
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Sekil 2.4 Noktalar 1 + i’ye yaknsar (cift kath sabit nokta 1 +ive E[r]|#0).

Sekil 2.4 tim bu noktalarin dagilimin1 gosteriyor. Goriiyoruz ki bu noktalar 2.5.1.6

Teoremde beklendigi gibi 1 + i sabit noktasina yakinsar.

2.5.2 Bir Ortak Sabit Nokta

Varsayalim ki hemen hemen kesin bir ortak sabit nokta olsun ve bu ortak sabit
nokta c¢ift katli olmasin. Hangi sartlar altinda sekillerin dizisi bu hemen hemen kesin
sabit noktaya yakinsar?

2.5.2.1 Teorem:

we Q veze C_ icin
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olsun. Varsayalim ki

E[log|ay[]e (0.). E[log"[by e [0.)

olsun. O zaman

i
M8

k
A [Haf}akbk

=1

~
I
LN

serileri hemen hemen kesin olarak yakinsar ve

p(lim S, (z):oo|A¢—z):l

n—oo
dir.
2.5.2.2 Teorem:

a,d, —b.c, =1 0weQvezeC_ olmak iizere

(w).z+b, (o)

,n=12,..
(0)z+d, (@)

al’l
X, (0.0)="
n

olsun. Varsayalim ki ae C, X, in bir hemen hemen kesin sabit noktas1 ve

B[ log*[e,| |e 10,%0),

E [log |a, - claH € (—0,0)
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olsun. O zaman

2 2
(al_cla) "'(ak—l_ck—l) (ak_cka)ck

"
M8

-
Il
UR

serisi hemen hemen kesin olarak yakinsar ve

p(lim S, :a|A¢—1/(z—a)):1

n—sco
dir.

Kolayca goriiliir ki eger L, A deise L'(a)= _ dir.

(ca+d)2

Boylece 2.5.2.2 Teoremdeki E[log |al—cla| ]<0 kosulu gosteriyor ki a,

n=1,2,... icin her bir X ’in ¢ekici sabit noktasidir.
Eger,

- 2 2 2 1
P[Z(al_cla) (a2—02a) "'(ak—l_ck—l) (ak_cka)ck:_z_a
k=1

1>0

ise o zaman asagidaki 3 durumdan biri meydana gelir:

(a) S, , yakinsamaz.

(b) S, , herhangi bir sekilde a’ya yakinsar.

(c)B#o olmak iizere S (z), B’ya yakinsar. Eger X ’lerin ortak dagilimi
ayriksa o zaman 3, {xn}::1 dizisinin hemen hemen kesin bir sabit noktasidir. Hemen

hemen kesin iki sabit noktanin olmasi durumunu asagida ele alacagiz.
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2.5.2.1 Teoremdeki E[ logla, —cja| [<0 varsaym E[ log[c,a+d,| ][>0 ile

degistirilebilir. Ciinkii biliyoruz ki

cia+d;

dir.

2.5.2.3 Ornek [8]:

(7,8+16,4i)z—(19,2+86i)
(2+3i)z—(6,2+16,4i)

LI(Z):

(6,47169811—4,84905660i )z —(35,60754717 —22,77358491i )
(1-1)2—(5.5—4,9)

L, (Z) =

ve X,, p[ X,=L, |=p[X,=L, ] :% ozelliginde bir rastlantisal degisken olsun. L, ’in

sabit noktalar1 4,723076923077 + 0,81538461538461 ve 5 + i, L, nin sabit noktalar:
5,860377358491 + 0,1113207547171 ve 5 +1’dir.

Boylece X, ’in hemen hemen kesin sabit noktas1 5 +idir. S, n=1 den n =500

e kadar hesaplanirsa,
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Sekil 2.5 X;’in hemen hemen kesin sabit noktas1 5 + i’ye yakinsama

Sekil 5 son 300 noktanin dagilimini gosteriyor. Bu noktalarin beklendigi gibi X, ’in

hemen hemen kesin sabit noktast 5 + i ye yakinsadig1 goriiliiyor. Bu ornek, 2.5.2.2

Teoremin bir orneklemesidir.

2.5.2.1 Teorem ve 2.5.2.2 Teorem’in Ispat:

2.5.2.1 Teorem ve 2.5.2.2 Teoremin her ikisi de b, =0ved, -1 varsayimi ile
a

n

2.5.2.2 Teoremin 6zel durumunun ispatindan elde edilir. Bu durumda we Q ve z € C_

olmak iizere
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—, n=12,.. (2.17)

dir. {(an,cn )}:=1 dizisinin birbirinden bagimsiz ve 6zdes olarak dagitilmis bir dizi
oldugunu tekrar belirtelim. Yine de herhangi bir sabit n i¢in a, ve ¢, ’in bagimsiz

olmalar gerekli degildir.

A ve SL, (C) izomorf oldugundan X, (®,z) doniisiimiine;

a, O
Mn:{ —1} n=12,.. (2.18)

ile verilen M, =M, () alt iicgensel matrisi karsilik gelir.

Simdi X, (z)=Q(M,Z) yazabiliriz. Burada

5=|” (2.19
Z—1 .19)

dir ve
Q:C*/{o} - C.,
doniisimii
oo i
seklinde tanimlanmustir.
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olmak iizere,

a, 0
MnMn_l...Mle=B v

oldugunu kolayca gosterebiliriz. Bundan dolay1

Sn (Z) = Xn o)<n—1 o"'OXZ OXI (Z)

__ &z 2.21)

dir. (2.21) den goriiyoruz ki

(IT;.023)

n
2,2 .2
z ayaj..a;_;a,Cy J z+1
k=1

5, (2)=
(

dir. Bu oranin yakinsakligini arastirmak i¢in
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2,2 2
Zal a5...a;_;a,Cy
k=1

serilerini inceleyelim. € ’deki her bir ® i¢in kok testini uygularken

llog‘ala2 aj_ 1akck‘ {Zlog‘ ‘+Zlog‘ ‘+log|ck|

:—ZIOg‘ ‘+( j ZIOg‘ ‘+—log|ck|

oldugunu g6z oniine aliyoruz. Giiglii Biiyiik Sayilar Yasasi’ndan asagidaki ifadeler

dogrudur:

E[log+ |cl|}e [0,00) oldugundan l}gr; sup%log|ek| <0 yakinsamast hemen

k
hemen kesindir ve E[log|a1|]e R oldugundan k — oo igin iZlog‘aj‘ —>Elog|al|
j=1

yakinsamas1 hemen hemen kesindir.

Bu yiizden
ZalaZ ak 18k -C
serisi bir rastlantisal degiskene hemen hemen kesin olarak yakinsar. E[log|a1|] <0

n
varsayimmi n —co i¢in Ha i — 0 hemen hemen kesin yakinsamasint gerektirir. Bu
=

2.5.2.2 Teoremin 6zel durumunu verir [8].
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Genel durumu elde etmek icin varsayalim ki ae C noktast1 her bir

X,,n=1,2,... doniisiimiin hemen hemen kesin sabit noktasi olsun. Bundan dolay1

a,a+b,

=a hemen hemen kesin,n=1, 2, ... (2.22)
c,a+d,
yazabiliriz. ae Colsun. T,(z)=z—a ile verilen T, &teleme doniisiimiinii
tanimlayalim.
Simdi

Wn (Z) = [TaXnT—a] °© [TaXn—lT—a] °© "‘[TaXZT—a] ° [TaXIT—a ] (Z)

olmak iizere

Sn (Z) = Xn o>(n—1 ©...0 Xl (Z)
= T—a °© [TaXnT—a] ° [TaXn—lT—a ] © "'[TaXZT—a] ° [TaXlT—a] ° Ta (Z)

~T,, oW, T, (2)

yazabiliriz. (2.22) esitligi kullanilarak

T,X,T., (2)= (@n=cd)z g,
c,z+(c,a+d,)

oldugu goriiliir. Bu kesirli lineer doniisiimlerin hepsinin de sabit noktalarinin biri O dir.
Baylece 6zel durum uygulanmis olur. R (z) 1 doniisiimii T, (z)ile yer degistirilirse
z

2.5.2.1 Teoremin ispat1 goriiliir. []
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3. DAGILIMDA YAKINSAKLIK

2. Bolim’de {X, }::1, A degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz

ve 0zdes olarak dagitilmis bir dizisi olmak iizere

S, (z)=X, X, ;°...0X,0X,(z) 3.1)

ile verilen {Sn (Z)}:=1 dizisinin hemen hemen kesin davrans ile ilgili cesitli sonuclar

ispatladik.  Simdi 2.5.2.2 Teorem de {Sn (z)}:=O dizisinin hemen hemen kesin

yakinsamasi icin yeterli sartlar meydana gelmediginde ne olacagini inceleyelim.

2.5.2.2 Teoremin tamamlayici hipotezleri altinda hemen hemen kesin
yakinsamanin meydana gelmedigini fakat dagilimda yakinsamanin meydana geldigini

elde edecegiz. Bunu gérmek i¢in ze C_ olmak iizere

Vo(z)=z (3.2)
Vot (2) =X, (V, (7)) (3-3)
=X, 0X,0.X,0X,,,(2) 3.4

ile tammlanan {Vn (z)}:=0 dizisini goz Oniine alalim. X ler birbirinden bagimsiz ve

Ozdes dagitilmis oldugundan S, ve V,, V n=1,2,... i¢in aym dagilima sahiptirler.
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3.11{v, (Z)}::o Dizisinin Hemen Hemen Kesin Yakinsamasi

E, Borel 6-cismi € olan ve sayilabilir bir taban olan bir yerel kompakt uzay

olsun. C=C(E), f:E — Etiim siirekli fonksiyonlarin (birebir ve birebir-drten olmast
gerekmeyen) kiimesi olsun ve herhangi xe E icin f —f (x) (C,€) den (E,€) a

Olciilebilir doniisiim olmak iizere en kiiciik ¢ -cismi € ile desteklenmis olsun.

3.1.1 Teorem [10]:

{X,}_, dizisi, ¢ dagihmu ile C=C(E)’de birbirinden bagimsiz ve dzdes olarak

dagiilmis bir dizi olsun. n>0vexe E olmak iizere asagidaki dizileri goz Oniine

alalim;

Sn (Z) =>(n o>(n—1 o"'OXZ OXI (X)’

Vv (Z)zXloXZO...oXn_loXn (X)

n

Farzedelim x’e bagli olmaksizin V = lim V, (x)limiti hemen hemen kesin var
n—soo

olsun. O zaman V’nin yasas1 Markov Zinciri {Sn (Z)}::o nin duragan dagilimidir ve bu

zincir yalnizca bir duragan dagilima sahiptir.

Amacimz EcC_ olmak iizere, {Sn (Z)}:=o dizisinin duragan dagiliminin

mevcut oldugunu gostermek igin 3.1.1 Teoremi uygulamaktir. Boylece {Vn (z)}:=0

dizisinin z’ye bagl olmaksizin bir limit degere dizisinin hemen hemen kesin olarak

yakinsamasi icin yeterli sartlar arayacagiz.

Yaklasimimiz, 2. Bolimde yaptiklarimizin ¢ok benzeri olacaktir.
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3.2 co Noktasmm, {X, }"_ Dizisinin Hemen Hemen Kesin Bir Sabit Noktas

Olmasi Durumu

Bu durumda we Q ve ze C_, olmak iizere

X, (0,z) =" , n=1.2,.. (3.5)

dir.

2. Boliimde oldugu gibi {(a,,b,)}"_ dizisinin birbirinden bagimsiz ve 6zdes

olarak dagitilmis bir dizi oldugunu animsayalim. Herhangi bir n sabiti i¢in a_, ve b, ’in
bagimsiz  olmasi  gerekmez. Kolayca  goriilebilir ki  herhangi  bir

n=12,.i¢in A, =a> ve B, =a,.b, olmak iizere

V,(z) =X;0X,0...0X, 10X, (2)

=B+, [HAJ}Bk+(HAkJZ, n=12,.. (3.6)

dir. Hangi sartlar altinda

i[ﬁAJ JBk 3.7)

k=2

=1

rastlantisal toplaminin hemen hemen kesin yakinsadigini bulmak istiyoruz. 2.5.2.2

Teoremin ispatindaki gibi (3.7) i¢in kok testini uygulayalim.
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1
—lo
K g

i)

L3 ogla L ioela,
=— > log|A;|+—log|B
L K 5 g j K g|Px
olduguna dikkat edelim.
E[log |A,| ]e (—=,0) ve E[log+|B1| ]e [0,00)
oldugunu varsayarsak (3.7)’deki toplam hemen hemen kesin yakinsar. Bu sartlar
E[log |a1| ]e (—o0,0) ve E[log+|bl| Je [0, o)
olmasina denktir.

3.2.1 Teorem:

we Q ve ze C olmak tizere

olsun. Ayni zamanda

E[log|a1|]e (—e0,0) (3.8)

B[ log*[b,|[€0,50) (3.9)

oldugunu varsayalim. O zaman bir C degerli V rastlantisal degiskeni, z’ye baglh

olmaksizin n — e i¢in V, (z) — V hemen hemen kesin olacak sekilde vardur.
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ispat: Aj:aj2 vij:ajbj, j=12,... olsun. (3.8) ve (3.9 dan

oo k-1
z [H A, J B, serisinin bir rastlantisal degiskene hemen hemen yakinsadigini goriiriiz.

k=2\_j=I

Ayrica (3.8),

arpiminin hemen hemen kesin olara a yakinsamasini gerektirir.
h h ki larak 0’a yak kt

Bu nedenle (3.6) dan V,(z)’nin z’ye bagli olmaksizin n—oco icin bir

rastlantisal degiskene hemen hemen kesin (a.s.) yakinsadigi goriiliir. Bu da teoremi

kanitlar [8]. [J
Simdi asagidaki sonucu verebiliriz.
3.2.2 Teorem [8]:

we Q ve ze C olmak tizere

olsun. n 21 igin,

Sn (Z) =>(n o)<n—1 o"'OXZ OXI (Z)’

Vn (Z) = Xl OXZ o"‘o>(n—1 o>(n (Z)

olsun.
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Varsayalim ki
E[logla,|]& (—e0,0) ve E[log+ |b1|}e [0,00)

olsun. V=1imV,(z) limiti hemen hemen kesin olarak mevcuttur ve z’ye bagh
n—oo

degildir. V’nin yasasi {Sn (z)}:=1 Markov Zinciri’nin duragan dagilimidir ve bu zincir

yalnizca bir duragan dagilima sahiptir.

Ispat: 3.1.1 Teorem ve 3.2.1 Teoremden kanitlanabilir.

3.3. ac C Noktasmn, {X,}"_ Dizisinin Hemen Hemen Kesin Bir Sabit

Noktas1 Olmasi Durumu

ae C herbir X, n=1,2,... doniisiimiiniin bir hemen hemen kesin sabit noktasi

olsun. Bu durumda we Q, ze C_,a,d, —b,c, =1 ve

w =a, n=1,2,... hemen hemen kesin (3.10)
c,a+d,
olmak iizere
+b
X, (0,z)= L ()20, (@)
¢, (0)z+d, (o)
yazabiliriz.  Amacimiz  V, (z)’yi, {V, (Z)}:=o dizisinin hemen hemen kesin

yakinsamasi icin bir gerekli sarti1 elde etmek icin 3.2.1 Teoremi kullanabilmemizi
saglayacak sekilde ifade etmektir. Aslinda a sabit noktasini o ’a kaydirarak amacimiza

ulagabiliriz.
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ae€ Colsun. T, doniisiimiinii

olarak tanimlayalim. Bu durumda

V (Z) :Xl OX2 o...OXn_l OXIl (Z)

n
=T, o[ TX T, o[ XTI oo TX, T [o[ X, T [T, (2)

=T, oW, T, (2)
yazabiliriz. Burada
W, (2) =[ TXT o[ TX T oo TX T o[ TX, T ] (2)
dir.

Simdi (3.10)’u kullanarak

n=1,2,... hemen hemen kesin (3.11)

esitligini elde ederiz. (3.10) ve (3.11)’den

_ (a, —c a)_lz+c
T,X, T, (z)=—2—2 L

N ,n=1,2,... hemen hemen kesin

a,—cpa

elde edilir. Bu yiizden 2. Boliimiin sonuglar1 kullanilabilir ve asagidaki teoremi elde

ederiz.
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3.3.1 Teorem [8]:

we Qveze C_/{a} vea,d, —b,c, =1 olmak iizere,

olsun.

Farzedelim ae C, X, ’in bir hemen hemen kesin sabit noktas1 ve

E[log|a1 —claHE (0,0),

B[ log*[e,| |€ [0,%0)

olsun. O zaman, V = lim V, (z) hemen hemen kesin olarak mevcuttur ve z’ye bagh

n—oco

degildir. Ayrica V’nin yasasi {Sn (z)}:=1 Markov Zinciri’nin duragan dagilimidir ve bu

zincir yalnizca bir duragan dagilima sahiptir.

Ispat: 3.1.1 Teorem yardimiyla goriiliir. [J

Goodall’in ¢alistignt Cut-grow modelin genellemesi icin Letac [10]’un bazi

sonuclarini kullanacagiz. Ag kiimesini asagidaki gibi tanimlayalim:
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AR:{aZ+bIa,b,c,deRvead—bc:l}. (3.12)
cz+d

Ag’nin herhangi bir elemani {ist yar1 diizlemi iist yar1 diizleme doniistiiriir ve reel

ekseni degismez birakir.

a
Le Ar doniisiimiine M = [
c

b

d} ile verilen M € SL,(R) matrisi karsilik gelir.
H={z=x+iylxe R,y >0}

ve

dH={z=x+iylxe R,y =0} U{e}

olsun.

3.3.2 Teorem [13]:

{Ln }::1 dizisi Ag kiimesindeki kesirli lineer doniisiimlerin bir dizisi olsun ve

buna karsilik gelen matrislerin dizisi {M,, }:=1 stnirli olsun. Eger

lim inf - log I M,;M,..M, M, >0 (3.13)

n—eo n

ise bir x € d H vardir dyle ki her ze Higin n — o iken V, (z) — x dir.

(3.13) de herhangi bir norm belirlenmemistir. Uygun olmasi i¢in M, M’nin

transpozunu gostermek iizere bir 2x2 reel M matrisinin normunu
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1M = iz(M.MT)

seklinde tanimlayacagiz.

3.3.3 Teorem:

{X, }::l dizisi, Ar degerli rastlantisal degiskenlerin duragan, ergodic ve time

reversible bir dizisi olsun ve buna karsilik gelen matrislerin dizisi {Mn}:zl, hemen

hemen kesin sinirli olsun. Eger

A= lim lE[log IM,M,_,..M,M,|>0

n—oo

(3.14)

ise bir V, d H degerli rastlantisal degiskeni vardir ki Vze H i¢in z’ye bagl olmaksizin

n — oo iken V, (z) =V hemen hemen kesin olur.

Ispat: Kingman’in Subadditive Ergodic Teoremi’nden biliyoruz ki A vardir ve

lim 1 log ”MnMn—l ...M,M, = A hemen hemen kesin

n—e N

dir. [14] de verilen teoremden

lim L log|[M} -M}_, ..M -M] =

n—e N

= lim 1 log”MnMn_l...Mle hemen hemen kesin
n—e N

‘nin se¢iminden biliyoruz ki Vnve V® i¢in

esitligini yazabiliriz. |

IMIM! . MOM[ =IIMM,..M, M,
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dir. (3.14), (3.15), (3.16) ve (3.17)’yi birlestirerek

lim llog IIM;M,..M,_ M, >0 hemen hemen kesin (3.18)

n—oo 1)

sonucunu elde ederiz. Bu yiizden (3.18) ve 3.3.2 Teoremden dolay1 d H degerli bir V
rastlantisal degiskeni vardir ki Vze H icin z’ye baghh olmaksizin n — o iken

V, (z) > V hemen hemen kesin olur. Bu teoremi kamtlar [8]. [J

Not: (3.14) oldukca zayif sartlar altinda saglanir. [13] numarali kaynagin 2.

boliimiine bakiniz.

3.3.4 Sonug:

{X, }::1 dizisi Ar degerli rastlantisal degiskenlerin duragan, ergodic ve time

reversible bir dizisi olsun ve buna karsihik gelen matrislerin dizisi {Mn}:’=1 hemen

hemen kesin olarak sinirli olsun.

A= lim LE[log M, M,_,..M,M,]>0

n—eo 1
oldugunu varsayalim. ze H olmak iizere

V=1limV,(z)

n—oo

olsun. O zaman S, (z)dizisi n — o i¢in dagilimda V’nin yasasina yakinsar.

Ispat: 3.3.3 Teoremden biliyoruz ki V, iyi tanimlanmistir ve z’ye bagh degildir.

S, (z) ’nin dagilimi her bir n = 1, 2, ... i¢in V, (z) nin dagilimi ile aym oldugundan
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S, (z)’nin Vze igin n — o iken V’nin yasasina dagilimda yakinsadig sonucunu elde

ederiz. Bu sonucu kanitlar [8]. [

3.3.5 Sonug [8]:

{X, }::1 dizisi Ar degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden bagimsiz ve

0zdes olarak dagitilmis bir dizisi olsun ve buna karsilik gelen matrislerin dizisi {Mn }::1

hemen hemen kesin olarak sinirli olsun.

A= lim lE[log IM,M,_;..M,M,|>0
n

n—oeo
oldugunu varsayalim. ze H olmak iizere

V=1limV,(z)

n—oo

olsun. V’nin yasasi, {Sn (Z)}n_o Markov Zinciri’nin duragan dagilimidir ve bu zincir

yalnizca bir duragan dagilima sahiptir.

Ispat: 3.3.3 Teoremden biliyoruz ki V iyi tammlanmistir ve z’ye bagl degildir.
Bu yiizden 3.1 Teoremden sonug kanitlanabilir. [J

Simdi 3.3.3 Teoremin bir sonucu olarak Cut-grow modelin genellemesinin

verebiliriz.

3.3.6 Sonug [8]:
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{kn,nn}:zl dizisi (0,1]x[1,00) degerli rastlantisal degiskenlerin birbirinden

bagimsiz ve 6zdes olarak dagitilmig bir dizisi olsun.

0 Maky
M, =
[—1/\/71117%1 \/nn/kn}

ile tammli M, matrisini alalim. Eger

p{\m"kﬁJni—?»nJr 2— <K}:1
ve

fim 1 E[loglM,M,_,..M,M,]|>0
n

n—oo

olacak sekilde bir K>0 varsa sekli z olan ve dejenere olmayan bir baslangic o- iicgeni

igin, sekillerin S, (z) dizisi, V= lim V,(z) olmak iizere n —oco iken dagilimda
NX—>c0

V’nin yasasina yakinsar.
ispat: Bu 3.3.5 Sonucun 6zel bir durumudur. [

Dikkat edilirse 3.3.6 Sonucta verilen cut-grow modelin genellestirilmesi
gosteriyor ki dagilim anlaminda bir regiilerlik olusur ve aym1 zamanda limit dagilim

hakkinda da bazi bilgiler soyleyebiliriz.  Ayrica belirtmeliyiz ki M ,n=12,...

matrislerine karsilik gelen kesirli lineer doniisiimlerin hemen hemen kesin sabit

noktalar ile ilgili herhangi bir varsayim yapmadik.
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