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OZET

GRUP VE MONOID YAPILARINA GEOMETR 1K YAKLA SIMLAR

Firat ATE S
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali
(Doktora Tezi / Tez Dangmani : Dog. Dr. Ahmet Sinan CEMK)

Balikesir, 2007

Bu tez alti bolimden ogmaktadir. Birinci boliumde, grup ve monoid
sunylariyla ilgili hatirlatmalar yapilip, bu cebirselagilar Uzerinde resimler
tanimlanmgtir. Ayrica aspherical, combinatorial asphericakiligik ve etkisizlik
kavramlari hatirlatiingtir. Son olarak ise, grup durumunda Lustig, monoid
durumunda ise Pride’'in ortaya koygneldusu, etkisiz iken minimallik ile ilgili
Onemli bir teorem ifade edilrtir.

Ikinci bolim iki kisimda incelenmiolup, birinci kisimda serbest gruplarin
HNN genglemesinin devirli alt grup awtirilabilir olmasi icin gerek kel
verilmistir. ikinci kisimda ise, ayrik gegiemeler tzerinde (6zellikle de holomorflar
Uzerinde) alt grup awtirilabilirlik incelenmitir.

Uclincli bolimde, standart wreath carpimdan harelegkidilik ve alt grup
ayristirlabilirlik arasindaki ilgki incelenmgtir. Bunun icin ilk 6nce, Cayley graf
kullanilarak standart wreath carpimin sginelde edilmgtir. Sonrada bu bolumin
ana teoremi verilngtir. Ayrica G grubuB ile A nin standart wreath ¢arpimi olmak
Uzere, bu bolumin ger ana sonucu olarakis  grubunun etkililgi ve B-
ayristirlabilirli gi arasindaki igki tanimlanmgtir.

Dordinci bolumde, bir gegsmeli grubun herhangi bir grup ile gluraca!
merkezi genslemenin sungu yardimiyla, p-Cockcroft olmasi igcin gerek ve yeter
kosullar tanimlanmtir.

Besinci bolimde, sonlu devirli monoidlerin yari diregarpimini minimal
ancak etkisiz yapan gerek ve yetegWdtar verilmistir. Bolumin sonunda ise bazi
ornekler verilmgtir.

Son bélimde, elde edilen sonuglarin bigetéendirmesi yapilngtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Merkezi Genjleme, Cayley Graf, Etkililik,
Minimallik, Resimler, HNN and Split (Ayrik) Gegleme, p-Cockcroft Ozelligi, Alt
Grup Ayrstirilabilirlik, Yari Direkt Carpim, Wreath Carpim.
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THE GEOMETR IC APPROXIAMATIONS TO GROUP AND MONO iD
STRUCTURES
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This thesis consists of six chapters. In the fufshpter, we review existing
theory concerning group and monoid presentatiodstia® concept of pictures over

these. We also recall aspherical, combinatoriahasgal, n-Cockcroft (neZ ™),
efficient and inefficient presentations. Minimaligy the final concept introduced in
this chapter: we present an important theorem,tdueausting in the case of groups
and to Pride for monoids.

The second chapter is divided in two parts. Infifs¢ part we give sufficient
conditions on the HNN extension of a free groupeacyclic subgroup separable. In
the second part we show just subgroup separabititya split extension of special
groups which is actually on holomorph.

In the third chapter, we are mainly interested @pagability and efficiency
under standard wreath products. To do that wediostin a presentation for standard
wreath product in terms of Cayley graphs. Then vee our first main result of this
chapter. Moreover, by considering the standard thrgaoduct G of any finite
groupsB by A, we define the relationship betweBrseparability and efficiency, as
another main result of this chapter.

In Chapter 4, we prove the-Cockcroft property for the presentation of a
central extension of an abelian group by any group.

In Chapter 5, we give necessary and sufficient tmmd for a presentation of
a semi-direct product of two finite cyclic monoittsbe minimal but inefficient. We
end this chapter by giving some examples.

In the last chapter the results which are obtamecbrding to the previous
chapters have been summarized.

KEY WORDS : Central Extensions, Cayley Graphs, Efficiency, ies,

Minimality, HNN and Split Extensions,p-Cockcroft Property, Subgroup
Separability, Semi-direct products, Wreath Products
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1. BOLUM

Bu bolim, genel anlamda, tezirger bolimlerinde kullanilacak olan
temel materyallerin incelenmesi i¢in glurulmustur. Bu materyaller ile ilgili detay
bilgilerin bir kismi [9], [12], [24], [43], [56], $7], [62], [63], [64], [65] gibi
kaynaklardan elde edilebilir. Bunlara ek olarak &fblimlerin icinde gerekli
referanslargaret edilmgtir.

1.1 Giris

X bastan farkli bir kiime olmak tizer#, kiimesine bire bir karlik gelenX ™
(x <> x 1) kiimesini tanimlayalim. BuradX ™ = X U X * iken, X kumesinin her

bir elemanindarf denir. Ayrica,n>0, x € X, g =+ lve 1<i <n olmak Uzere,

X X2 e X (1.1)

ifadesineX kiumesi Uzerinde bir kelime denir. Bu keliméi ile gésterirsek\W
kelimesinin baslangi¢ harfi 1(W)=x* ve bitis harfi z(W)=x" bigiminde
tanimlanir. Ber n=0 iseW kelimesinebos kelimedenir vel, (veya sadece 1) ile
gosterilir. Ayrica,1<i <n i¢in, n=0 ve n> 0 durumlarindan biri varkerg, =+ 1

oluyorsaW kelimesine pozitif kelimedenir. Herhangi biwW kelimesinin tersi
Xy X T

seklinde tanimlanan kelimedir v&/ * ile gosterilir.
W kelimesi (1.1) de verilgi gibi olmak Gzere W nin uzunlgu, W nin

icindeki harflerin sayisidir veL(W) ile gdsterilir. Bununla berabekV kelimesi

icindeki bir x elemaninin uzunfu Z|8i| ile hesaplanir veL (W )le g0sterilir.

Xj =X



Yine ayniW kelimesi tzerinde, bix elemanimin/V igindeki tstler toplami d&_ ¢,

ile bulunur ve exp(W keklinde gosterilir. Ozel olarakyW bos kelime iseL (W) =
exp, (W) = 0 veW bir pozitif kelime iseL, (W) = exp, (W )dir.

X kimesi tzerinde iki kelim&/ ve U olmak tzere blkelimelerin ¢carpimi
W kelimesinin sonun& kelimesinin getirilip yan yana yazilmasiyla eldlie ve
WU bigiminde gosterilir. Verilen bu ¢arpim altindalikesler Gzerinde gagidaki
sekilde glemler tanimlanabilir.

(1) & =41 olmak tzere, herhangi bir kelime tzerindekix “ seklindeki ters
harf ciftleri silinir.

(1) & =+1 olmak lizere, herhangi bir kelime (izerindeKix * seklindeki
ters harf ciftleri eklenir.

X kumesi Uzerinde iki kelim&/ ve W'’ olsun. Eer bu kelimelerden biri,
digerine yukaridakisiemlerin sonlu sayida uygulanmasiyla elde ediligpnisu iki
kelimeye serbest olarak gt denir ve bu durunW ~W' olarak gosterilir. Elde
edilen » basintisi denklik bgintisi olup, herhangi bW kelimesini iceren serbest
denklik sinifi[wW] ile goésterilir. AyricaX kiamesi Gzerindeki tim kelimelerin serbest

denklik siniflariF(X) olmak UzereF (X) kiimesi Gzerinde carpmglémi

[WI[U] = [WU]

seklinde tanimlanir. Bu ¢arpmglémi altindaF (X) bir grup olgturur ve olgan bu

grubaX kumesi tzerindekserbest grupdenir. Kolaylik sglamasi agisindan, bazi

durumlarda]W] yerineW gosterilimi kullanilacaktir.

X kimesi tUzerinde alinad, V ve W kelimeleri icin W' =UWV ssitli gi

varsa,W kelimesineW'’ kelimesininalt kelimesi denir. X kimesi Uzerindeki bir
kelime, x*x* (xe X, & =41) seklinde bir alt kelime icermiyorsa bu kelimeye

indirgenmp kelime denir. Ayrica,n>0, x € X, g =% lvel<i<n i¢in,

€n
n

Xfl)(;Z e X

kelimesi indirgenmyi ve x* = x,™ ise bu kelimeyedevirsel indirgenni kelime
denir.



Asagidaki teorem, bir sonraki alt bolimde vergiogiz grup sunslarinin

olusturulmasi agisindan dnemlidir.

1.1.1 Teorem (Normal Form Teoremi) [24]:Her denklik sinifi icinde en

fazla bir tane indirgenmikelime vardir.

1.2 Grup Sunular

X bir kiime ve bu kiime Uzerindeki devirsel indirgénkelimelerden olgan

bostan farkli bir kiimeR olsun. Bu durumda

$=(X:R) (1.2)

ikilisine grup sungu denir. BuradaX kimesinelrete¢c sembollerinin kiimesie R

ye de bginti kiimesi denir. Ozel olaralk veR nin her ikisi de sonlu isg¢p  sonlu
bir suny olarak anilir.

X kumesindeki kelimeler iizerinde, yukaridgk) ve (1) " islemlerine ek
olarak gagida verilen(2) ve (2)* islemlerinin eklenmesiyleg sunwun bir grup

temsil ettgi garanti altina alinngiolur. Bunun icinX kiamesi Uzerindeki bir kelime

W olsun.

(2) W kelimesi S* (Se R, € =+ 1) seklinde bir alt kelime iceriyorsa bu alt
kelimeyi sileriz.

(2)* W kelimesi icinde herhangi ki harf arasirf (Se R, e =+ 4}t
kelimesini ekleriz.

X kimesi Uzerinde iki kelim&V, ve W, olsun. Eer W, kelimesindenW,

kelimesi (1)** ve (2)"* islemlerinin sonlu sayida uygulanmasiyla elde edilgnisa,

W, ve W, kelimelerinegp sunguna bgl olarakdenk kelimelerdenir veW, ~, W,
ile gosterilir. Buradaki~, bagintisi X kimesi Gzerinde bir denklik pantisidir.
Genellikle W kelimesini iceren denklik siniffW], ile gosterilir. Bu denklik

siniflari tzerinde carpmalémi



[VVJ.]A@[WZ]p = [VV1W2]p

olarak tanimlanir. Bu ¢arpmglemi altinda tum denklik siniflarinin kiimesi birugr

olusturur ve bu grupG(g) ile gosterilir. G(p) grubunun birim elemanfl],, dir.

Kolaylik salamasi agisindan, bazi durumlardpyV],, yerine W gosterilimi

kullanilacaktir.
Eger G = G(p) ise G grubu g ile sunuluyor denir. Ayric& ile normal

kapangini gosterirsek, sagidaki teorem elde edilir.

1.2.1 Teorem ([24], [45)]):

G(p) = F(X) I N.

1.2.1 Tietze Dongumleri

» =(X;R) bir grup sungu olmak Uzere, bu suguizerinde gagida verilen

maddeler Tietze dogumlerini [57] olwturur.

(T1) X kiumesi Uzerindeki kelimelerin sonlu bir kimeSi olsun. EBer S
kimesi Uzerindeki her elemaR, kiimesi Uzerindeki elemanlardan elde edilebiligors

{ sungu

p=(X;R'S)

ile degistirilir.
(T2) (T1) dongumunun tersidir.
(T3) X kumesine ait elemanlardan farkh olan elemanlaomlu bir kimesT

olsun. X kumesi tzerinde bir kelimg, (t e T glmak Uzereg sunyu

(X, T;R t'U, (teT))

seklindeki bir sunga dongtaralebilir.
(T4) (T3) dongumunadn tersidir.



Asagida verilen teoremin ispati Magnus-Karras-Solitarafindan [57] de

yapilmstir.

1.2.2 Teorem (Tietze Teoremi): ¢, ve ¢, sunylarinin ayni gruba ait

olabilmeleri icin gerek ve yeter ka bunlardan birine sonlu sayidd@’1), (T2), (T3)
ve (T4) doniyumlerinin uygulanmasiyla gerinin elde edilmesidir.

1.2.2 Grup Sunylarn Uzerinde Tanimlanan Resimler

Cebirsel yapilar (6zellikle grup ve monoid) icinrNen sunglar Gzerindeki
resim kavrami, ilk olarak S. J. Pride tarafindan 90 illagin bglarinda bir metot
olarak gelgtirilmis ([9], [15], [62], [63], [64]) ve bir cok matematk Ornesin A. S.
Cevik [28], [29], [30], [31] ve J. Wang [74], ltatirde yer alan c¢camalar
yapmsglardir.

» =(X;R) bir grup sungu olsun. ¢ sunyu uzerinde tanimlanacak Lt

resmi(picture) aslinda gagidaki kosullari sglayan geometrik bigekildir.
(1) D%, 6D? siniri lizerind® balangi¢ noktasi olan bitisk (disd olsun.
(2) D? diskinin ic kisminda birbirinden farkh diskles,,A,,---,A olmak

n

Uzere, herA, diski 0A, sinirindaQ, bigiminde bir bglangi¢ noktasina sahiptir.
(3) DZ—LnJAi nin kapamginda bulunan sonlu sayidgaylar (arc)
i=1

a,,a,, - a, olmak Uzere, bu yaylabD* U oA, oA, U -~ A, ile kesien basit
kapall bir gri yada oD? U0A, UOA, U--- UBA, birlesiminin ki baslangig
noktasini birinden ldayip digerine birlatiren kapali olmayan basit bigedir. Her
yay kendisini kesen bir ok ile gosterilen bir yo(mormal orientation) sahiptir.
Ayrica her yay X U X kiimesinin bir elemaniylatiketlenir ve buna bu ilgili
“yay”In etiketi(label) denir.

(4) 2A, etrafindaO, balangic noktasindan klayarak saat yonunde bir defa

doniilup, kagilasilan yaylarin etiketleri okunursaRU R™ kiimesine ait olan bir

kelime elde edilir. Bu kelimey&A, nin etiketi denir. Bir yayx ile etiketlendgi



zaman, normal oriantation yontndg@aretlenirse bu etikex olarak, ger yay ters
oriantation yoniindesaretlenirsex * olarak okunur.R kiimesinin bir alt kiimesB

olmak uizere,SUS™ kiimesinin bir elemaniyla temsil edilen diske ®idisk denir.
Bir P resminin disklerinden stz ediflizaman, di cephedekiD? diskini
desil A ,A,, -+, A, disklerini anlatinzP resminin i¢inde, etrafini saglidisk yada
yay olmayan kapali bir alarkapali gemberdenir.
Bir P resminin dgindaki D* diskinin 6D? sinirini 8 P olarak tanimlariz.
0P sinin etrafindaO  balangic noktasindan kayarak saat yoninde bir defa
donulmesiyle okunan kelimey® Gzerindekietiket denir veW([P) ile gdsterilir.

Eger ¢ P sinirina ulgan higcbir yay yoksalP resminekiresel resimdenir.

DZ—LnJAi nin kaparginda bulunan veP resmi icindeki yaylarin sonlu
i=1

tanesinin kesimi olan yola birtransfer yol denir ve  ile gosterilir. Bir transfer
yolun balangi¢ noktasindan bgtinoktasina hareket edifidinde, kasilasilan yaylarin

Uzerindeki etiketlerin okunmasiyla kimesi Uzerind&V(y) kelimesi elde edilir.P
resmi icinde basit kapal bir transfer ygl olsun. P resminin y ile ¢cevrelenen

kismina P resmininalt resmi denir. Eger y yaylar ile kegimiyorsa, P resmininy

ile gcevrelenen kismin&® resmininktresel alt resmidenir.

Asagidaki sartlar sglayan basit transfer yollarin = (y,,7,,---,7,) gibi bir
dizisineP resmi i¢in birsprey denir.

(1) i=12,---,n olmak Uzere,y, transfer yoluO noktasinda bgar ve A,
diskinin O, balangi¢ noktasinda biter.

(2) 1<i<j<n olmak Uzere,y; ve y; transfer yollari sadec® baglangic
noktasinda kesgr.

(3) P resmi icinde O noktas! etrafinda saat yoninde gididde sira ile

V1,720 Y, transfer yollari ile kaulagilir.



1.2.3 Ornek: p=(a,b;a? b? aba'b™) olsun. Bu durumda,Sekil 1.1
ile verilen resimg sunygu Uzerinde kiiresel olmayan bir resimdir. Bu regimde

AL A, Aq seklinde

Sekil 1.1

toplam 9 tane disk ve bu disklerifA, sinirlarinin tGzerinde bire©, balangic
noktalari vardir.A, diskinin etiketia®, A, diskinin b”> ve A, diskinin etiketi ise
(aba*b ™)™ bicimindedir. Sekil 1.1 de,a ile etiketli kapall yay, kapali bir cember
iken b ile etiketli kapali yay kapal bir cembergldir. Ayrica P resminin etiketi

W(P)=bbb'ab'a® dir. Bununla berabep sunyu lzerindeki bir kiiresel resim

Sekil 1.2 deki gibi elde edilir.

sekil 1.2



Ayrica Sekil 1.3 ile verilen resim igindey,,y, basit kapal transfer yoluy, de

kapall olmayan transfer yolu gosterir.

Sekil 1.3

Sekil 1.3 ile verilen resim igindey, ile ayrilan resim kuresel alt resim ve ile
ayrilan ise kiresel olmayan bir alt resimdir. Agrw/(y,) =1, W(y,)=a 'bab ve

W(y,) =a’b dir.

Sekil 1.4

Sekil 1.4 ile verilen yukaridaki resimde; = (7, 75,73, 7,) Spreyi icin, W(y,) =1,

W(y,) =1 W(y,) = aba’ ve W(r,) = a dir. e

Herhangi birP resmi icinde, bdangic noktalari ayni bolge icinde bulunan

ve iki diskten olgan alt kiiresel resnsilinebilir cift denir. Orngin,



:ﬂ cd
silinebilir cift iken,
A )
silinebilir ¢ift degildir.

1.2.3 Kiiresel Resimler Uzerinddslemler

Kuresel resimler Uzerinde bazi temgémler gagidaki tanimlanir.
(1) Kapali cemberler silinir.

(1) ' Kapali gemberler eklenir.

(2) Silinebilir ¢iftler yok edilir.

(2)* Silinebilir ciftler eklenir.

(3) Kopru operasyonu

iki kiiresel resimden biri gerinden sonlu sayidé), (1), (2), (2) * ve (3)
islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, tu kiiresel resmealenk kiresel

resimler denir.



¢ sungu Uzerinde iki kiresel resiff, ve [P, olsun. Buradar®, kiresel
resmininters goruntusund-P, ile gosterilir. AyricalP, kiresel resminin yaning,

kuresel resminin konulmasiyla elde edilen resithy + [P, dir. Bu durungekil 1.5

ile gosterilmgtir.

Sekil 1.5

Genellikle, + (-P,) yerine P,-P, yazilir.
¢ sunyu Uzerinde herhangi bir kiresel resiholmak tzere,P kiresel

resmini igceren denklik sinifi¢ P ) ile gosterilir. Boylecegp sungu uzerinde

kiresel resimlerin tim denklik siniflarinin kiimesi
(P, ) +(P, Y=(P, + P, )

islemi altinda bir grup okturur.

Ayrica X kumesi Uzerinde bir kelim@/ ve o sungu Uzerinde bir kuresel

resim P olmak Uzere,P kiresel resminin etrafinin, etikev olan yaylarla
cevrilmesiyle o sunu tizerinde yeni bir kiiresel resim glm. Bu kiirsel resin®"

ile gosterilir. Bu durungekil 1.6 da gosterilgi gibidir.

10



Sekil 1.6

Kiresel resimlerin denklik siniflar1 Gzerinde
WLP)=(P¥)  (WeG(p))

ile verilen bir G(p)-hareketi (etkisi) vardir. Burada#iG(gp) seklinde bir sol
modul elde edilir. Bu modilgy sungunun ikinci homotopi modull denir ve
7,() ile gosterilir.

Ikinci homotopi modiilleri, resimlerin kullanim amaciortaya cikarmasi

acisindan onemlidir. Oyle kiz,(p) den @ ZG(p)e; (burada @ ZG(p)es,
SeR SeR

{e;:Se R} tabanh serbest ZG(p)-modul olarak alinir) igine sagidaki gibi
tanimlanan bir 4 gobmme doéngumd vardir [15], [17], [62]. Dolayisiyla,
(PYerm,(p) ve S eR (g =%1i=122---,n)olmak ulzere, P kiresel resmi
srrasiylaS?, S;2, ---, S etiketli A;,A,,---, A, disklerine sahip olsun. Onceden

tanimladgimiz  gibi, y =(y,, 7,,--,7,) bir sprey ve W(y, ) kelimesi G(gp)

grubunun bir elemanini géstergnnin etiketi olmak tzere,

u(<n>>>)=ieivvm)eS

11



biciminde gdémme doniimd tanimhdir. Bu dongiiim 6zel olaraku ((P)) yerine

u (P) ile gosterilecektir.

1.2.3 Ornek (Devam):Sekil 1.4 de verilen kiresel resim igin,

u(P)=(-1+a)e, - (+aba‘)e, ,

olarak bulunure

¢ sungu Uzerinde kiresel resimlerin bir kimesiZi olarak alalim. Bu
durumda, [62] ye goOre, kiresel resimler Uzerindgkimlere aagidaki gibi iki yeni
islem daha eklenehbilir:

(4) Zu-Z kimesinin elemanlarinin bir kopyasi olan kireseredimler
silinir.

(4)* Zu-Z kiumesinin elemanlarinin bir kopyasi olan kiiresededimler
eklenir.

Iki kuresel resimden biri gerinden sonlu sayidd1), (1), (2), 2)*, (3),
(4) ve (4) " islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, kukiiiresel resmeZ

ye gore denk kiresel resimleienir. Buradansagidaki teoremi verebiliriz.
1.2.4 Teorem [9], [62]: 7,() modulinin (P ) (PeZ) elemanlaryla
Uretilmesi icin gerek ve yeter &0 her kiresel resminZ ye gore bg resme denk

olmasidir.

1.2.4 Teoremin bir sonucu olarakP ) (PeZ) kiimesir,(g) yi Uretiyorsa,

Z ninder, () yi Urettgini ( Z ureteg resimlerin kiimesi) soyleyebiliriz.

12



1.2.4 Gruplar igin ikinci Fox idealleri

o =(X:R) sunyu Uzerinde tanimlanan bir kiresel reshmolmak lzere,

Aps (SeR) semboll, bir dnceki alt bolimde tanimiadniz gomme dondiimu

u(P) de,eg nin katsayisi olsun. Ayricd, (¢) (ZG(g)-moduliinde)

{Ap s : [P bir kiiresel resim vé&se R }

kimesi ile Uretilen cift tarafli ideal olsun. Bieale ¢p sungununikinci Fox ideali

denir. Aslinda ikinci Fox idealleri grup sugharinin minimallgini gostermede
onemli bir yer tutmaktadir. Bu konuyla ilgili daligtayh bilgilere [53] ve [54] gibi

kaynaklardan ukalabilir.

Not: Z Ureteg resimlerinin kiimesi olmak Uzerke,(¢) ikinci Fox ideali

{4ps:PeZ, Se R } kimesi tarafindan Gretilir.

1.25 Omek: G=7,®7 grubunun sungu p={(a b:a’ aba'b™)

biciminde olsun. Bu durumda, () kimesi gagida verilenP, ve P, resimleri ile

aretilir [9], [11].

13



Yukarida veriler?, ve P, resimleriigin, z (P, ) = (1—51)e613 ve

u(lP, )= (—1+5)e613 +(L+bab* +ba’b e, dir. O haldel, () kiimesi

ba bt

{-1+b,1+bab* +ba*h*,1-a} ile dretiir. Buradabab'=a ve ba*h’=a

dir.e

1.2.5 Aspherical ve Cockcroft Grup Sunslari

1.2.6 Tanim: o sunygu (1.2) ile verildgi gibi olsun. =,(¢)=0 ise p
sungunaaspherical denir. Eger bir grupaspherical sunygla tanimlanabiliyorsa bu

grubaasphericaldenir.

Butin serbest gruplar ve bir gatili torsion-free gruplar, bilineaspherical
gruplara ornek olarak verilebilir [55]. Bu gruprlgili diger 6rnekler [16], [22] ve
[62] gibi kaynaklardan bulunabilir.

1.2.7 Tanim: ¢ sunyu (1.2) ile verildgi gibi olmak tzere,r,(¢) kimesi
sadece iki disk iceren resimlerin bir kimesiyle tilig@rsa bu g sunyguna

Combinatorial Aspherica{CA) denir. BEer bir grupcombinatorial asphericalbir

sunyla tanimlanabiliyorsa bu grulsmmbinatorial asphericadlenir.

Sonlu bir bgintili gruplar (CA) olup ancak asphericalgdkerdir [55]. (CA)
sunularla ilgili diger drnekler [16], [22], [62] gibi kaynaklardan buakbilir.

1.2.8 Omek: g =(a:a") devirli grubun sungu olmak tzerez,(p) Sekil

1.7 de gOsterilgii gibi tek resimle retilir .

14
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a?!

Sekil 1.7

Bu nedenlep sungu (CA) bir sunygtur. e

1.2.9 Tanim: g =(X:R) sunwyu lzerindeki bir resinf® olsun. Herhangi

bir Se R i¢in, S nin P resmindekilstler toplam S ile etiketlenmg olan P deki
disklerin sayisi ileS™" ile etiketlenmg olan disklerin sayisinin farki olup, bu fark

exp, (P) ile gosterilir. Ozel olara®, ve P, resimleri denk resimler ise

exps (P, )= exps (P, ) dir.

1.2.10 Tanim: g sunwu (1.2) de verildii gibi ve n negatif olmayan bir tam

sayl olsun. g Uzerinde tanimlanacak butiih kiresel resimleri ve he® € R igin,

exps (P )=0 (modn)

oluyorsa, ¢ sunwguna n-Cockcroft denir (burada (mod 0) kongruansi sitiegi

verecektir). Bir grup n-Cockcroft sunga sahip ise bu grup-Cockcroft olarak
adlandirilir.  Yine 6zel olarak-Gockcroft 6zelligi, kisaca,Cockcroftolarak anilr.
Bu ozellik ile ilgili 6rnek calgmalar [5], [31], [33], [36], [37], [39] ve [50] de

bulunabilir.

1.2.11 Not:Bir g sungununn-Cockcroftdzelligine sahip olup olmagdina

bakmak i¢cin,Z Urete¢ kiimesine ait resimlemrCockcroftolup olmadgina bakmak

yeterli olur [28].

1.2.12 Ornek: p = (X, y,Z:[X Y],[X 2,[y,2]) olsun. [9] da bup sungunun

7,(¢) sinin,Sekil 1.8 ile verilenP kuresel resmi ile Uretildi gosterilmitir.

15



Sekil 1.8

Bu resime gore, exp,, K )= exp,, (P )= exp, , (P )=1-1=0oldugundan, o

sunuu Cockcroftdur. e

1.2.13 Ornek: p =(x,y,: x*,¥%[x,y] ) olsun. Buna gorer, (), Sekil 1.9

da gosterildi gibi, P,, P,, P, ve P, kuresel resimleri ile Uretilir [9].

[PIE "‘EE
X F

F,

Sekil 1.9
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Bu resimlere gore, e>§p( P, )= expy3( P, )= eprB( P, )= expys( P, )=1-1=0,

eXPry (P53 )= 3 ve exp,,, P, )= -3 oldusundan,p sunugu 3-Cockcroft dur.e

1.2.6 Grup Sunylarinin Etkilili gi

G grubu ¢ = (X : R) sonlu sunguna sahip olsun. Bu durumdg, nin Euler

karakteristgi
2(9) =1-[X|+[R

ile tanimlanir. Ayricayk, (-) serbest burulma kisminifxboyutunu ved(-) minimal

Uretec sayisini géstermek Uzere,
6(G) =1-rk, (H,(G)) +d(H,(G))

biciminde buG grubu icin bir alt sinir tanimlanir. Euler karaksgek ile bu sinir
arasindakiy () > 0(G) seklindeki iliskiyi Epstein [34] de gostertir.
Ayrica

7(G) =min{ ¥(p) : $, G nin sonlu bir sungu }
kiimesini gbz 6nune alarakagidaki tanimi elde ederiz.
1.2.14 Tanim :G bir grup olsun.
i) G grubunung, sunyu, G nin diger tim o sunylari icin
200 <x(p )
Ozelligini sagliyorsa, bug, sungunaminimaldenir.

i) G grubunun birp, sunyu,

17



2(0)=6(G )

esitli gini sagliyor ise, bug, sungunaetkilidir denir.

iii) Bir G grubu icin,
2(G)=4(G)

oluyorsa, buG grubunaetkilidir denir.

1.2.15 Onerme [24]:
i) 7(G) <0 ise G grubu sonsuzdur.

i) G sonlu devirli bir grup isey(G) =1 dir.

Sonlu uretilen dg&ismeli gruplar [34], kapali 3-manifoldlarin temel gtari
[34] ve sonlu metacyclic gruplar [14], [71] etkgrup Ornekleridir. Baik ve Pride
sonsuz metacyclic gruplarin etkili olamayabilgioe gostermgtir [9], [11]. Ayrica,
[40] de, Harlender sonlu suglu gruplarin etkili gruplarin icine gomdulebilegiai
ispatlamgtir. 2000 li yilarda standart wreath carpimlar irme etkililik kavrami [8]
ve [29] da gosterilnstir. Etkili gruplar icin daha farkh érnekler [10]20], [21], [38],
[39], [46], [47], [49], [52], [59], [66], [70], [7R [73] ve [75] gibi kaynaklardan
bulunabilir.

Her ne kadar etkilik 6nemli bir konu ise, etkilneama bu dalda ¢cghn bir
¢ok matematikginin Uzerinde cgtlgl 6nemli bir konu olup, verilen bir grubun
etkisiz old@gunu gostermek orijinal bir sonu¢ gturur. Cunkl bir grubun birden
fazla sungu olabilip, bu sunglardan birinin etkisiz olmasi o grubun etkisiz obma
bir metot ile etkili hale getirilebilir. Bu yuzderir grubun etkisiz oldgunu
gostermek icgin, etkisiz olan sugun minimal oldgunu gostermek gerekir. Kisaca,

$, sunygunu, G grubunun, minimal ancak etkisiz bir syouolarak alalim . Bu

durumda G nin her birgp’ sunyu igin

X)) =2 x(9,)>0(M)

18



esitsizligi daima sglanir. BoOyleceG nin etkili bir sunga sahip olamayaga
bulunur. Bu ise biz& nin etkisiz bir grup oldgunu sdyler. Bu konu daha detayli
olarak (monoidler tGizerinde) 5. Bolumde inceleneicekt

Asagidaki teorem ilk olarak Eipstein [34] (daha sonrég&ur ve Pride [50] )
tarafindan ispatlanmiolup, etkililik ve n-Cockcroft kavramlari arasindaki skiyi

ortaya koymaktadir.

1.2.16 Teorem: g sunwu (1.2) ile verildigi gibi olsun. Bu g sunyunun

etkili olabilmesi icin, gerek ve yeter &d, alinacak herhangi birp asal sayisi icin,

¢ nin p-Cockcroft olmasidir.

Asagidaki teorem ise, Lustig tarafindan ispatlagimiup [53], bir sungun

minimalligini gostermede 6nemli bir metot olarak kullantlir.

1.2.17 Teorem: g bir grup sungu olsun. ¢ doénimd, ¢(1) =1 olacak
sekilde, ZG den birimli ve dgismeli kxk (k>1) tipindeki matrislerin bir A

halkas! Gzerine tanimlangbir halka homomorfizmasi olmak Gzel,(¢)) =0

ise ¢ sunyuna minimaldir denir.

1.2.18 Ornek [9]: G grubunun sunu
@o=(a,b:a’, aba’’)

olsun. Bu durumdar, () moduili Sekil 1.10 ile gosterilen kuresel resimler ile

uretilir.
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Sekil 1.10

Verilen bu ¢ sungunun, herhangi bip asal sayisi i¢inp-Cockcroft olmadgi
kolayca gorulir. Boylece, 1.2.16 Teoremden,nin etkili olmadgi aciktir. Buna
gore ¢ nin minimal oldgunu gostermeye ¢aalim. Sekil 1.10 dan hareketld,, ()

nin Urete¢ kimesi

{1—5, liata +a +54, 3Bb-1}

biciminde tanimhdirSimdi {x) sonsuz bir devirli grup olmak tzere,

2G — 7{X), a—>1 b-ox

halka homomorfizmasini ele alalim. Ayrica, tamsagbitlerini 5 moduna gore

tastyan vex elemanini da 2 nin denklik siniflarina gotiren

Z{X) —> £

donGumund ele alalim. Bu durumda

1G — Z{(X) > L,
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bileske homomorfizmasi,l,(g) nin tum elemanlarini sifira & Boylece, 1.2.17

Teoremdeng nin minimal oldgu goraldr. e

1.3 Monoid Sunulari

Bir monoid sungu, y Urete¢ kimesis de b&inti kimesi olmak tzere,

p=[y:s] (1.3)

biciminde gosterilir. Ayrica,S, ve S sembolleri y kiimesi tzerinde birbirinden
farkh pozitif sembolleri ifade etmek Uzere, her ISe s bagintisi (S,,S ) sirali
cifti olarak tanimlanir. Genellikl&: S, =S bigciminde yazilir.

Simdi bir g_a sunyuyla iliskilendirilmis monoidi tanimlamak icin (gruplarda
oldugu gibi), y kimesinden elde edilen pozitif kelimeler (zerindggidaki
elementerglem verilebilir:

(*) W kelimesiy kiimesinden elde edilen pozitif bir kelime olsuleger W

kelimesi S, (¢=%1 S:S, =S ) seklinde alt kelime igeriyorsa, bu alt kelimenin
S . alt kelimesiyle yer d&stirme islemidir.

W, ve W, kelimeleri y kimesinden elde edilen pozitif kelimeler olmak
Uzere,@ sunguna bl olarak , bu iki kelimeden biri derinden yukarida verilen
(*) isleminin sonlu sayida uygulanmasiyla elde edilebia, W, ve W, denktir
denir ve W, ~o W, seklinde gosterilir. Elde edile% bazintisi denklik bgintisi

olup, herhangi birW pozitif kelimesini iceren serbest denklik sm[T\N]KZ ile

gosterilir. Bu denklik sinifi Gzerinde carpngéemi

[\Nl]g[vvz]g = [\lez]&;
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seklinde tanimlanir. Bu carpmalemi altinda denklik siniflari kiimesi monoid

olusturur. Oluan bu monoidq?) sunyu ile tanimlanny monoid denir veM (gT)) ile

gosterilip, M(E)) nin birim eleman[l]sg ile temsil edilir.

Tezin ilerleyen k|S|mIar|ndBN]§ gosterimi yerineW kullanilacaktir.

1.3.1 Fox Tlrevleri

F (y ) kimesiy Uzerinde tanimlanan serbest monoid olsun. Sabiy bi y

icin,
R (y)>ZF(y)
2.

fonksiyonunuW e F (y ) ve W,,W,,---W. € y—{y} kelimeleriigin

W =W,yWy---W, ,yW, (r>1) (1.4)
olmak uzere,

oW ¢

_y = ;WOyV\éy'”VVi—l

olarak tanimlayalhm. Bu durumd%% fonksiyonunu,r >0, n,n,,---,n, €Z ve

W, W,,---W. € F(y ) olmak uzere,

r W
i("]1\/\/1"‘nz\/\/2Jr"'jLanVr):Znia :
oy S oy

olacak bicimde

%: ZF(y)—>Z F(y)
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fonksiyonuna gegletebiliriz.

M sungu (1.3) ile verildgi gibi bir monoid olsun. Bu durumda

ZF(y)—>4ZM
halka homomorfizmasi,

F(y)—>M, W —>W
monoid homomorfizmasina gglatilebilir. Burada

0

ZF(y)—2 57 F(y) 57ZM

M
bileskesi % olarak tanimlansin. Dolayisiyd kelimesi (1.4) de verild@ gibi

olmak uzere,

MW g
y 2 Wo YWy Wi, YW

bicimindedir.

Bunlara ek olarak

aug:/M—/7, m-1

augmentation (arttirma) dogiimid olsun. Bu durumda sagidaki Onermeyi

verebiliriz.

1.3.1 Onerme:Sabit biry ey igin,

0

M\
=L
aug( ay) y (W)

dir.
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Ispat: Fox tiirev yardimiyla,

oMW r
5 )= aug(gwoyvvly--vviflyvvi) =r=L,(W)

aug(

elde edilir. Bu ise istenilen sonuctuyr.

1.3.2 Monoid Sunsglar Uzerinde Tanimlanan Resimler

Gruplar Uzerinde tanimlanan resim kavrami, dahal dme yapi olan
monoidler igin tanimlanabilir. Gruplardakine benzdarak yine bu konu ile ilgili
temel calgmalar Pride ([63], [64]) tarafindan ortaya konuktur. Monoid
resimlerinin igaasi, grup resimlerininkinden biraz daha farklipolou alt bolim bu

konuya ayrilmgtir.
E:[ y : s ] bir monoid sungu olmak GzerefF (y ) kimesiy Uzerinde

tanimlanan serbest bir monoid olsugeE
W =USV (UVeF(y),Ses, e=+1)

kelimesi, F (y ) kumesine ait bir kelime is&_ nun S _ ile yer d&istirmesinden
W' =US V

kelimesi elde edilir. Bu durun§ekil 1.11 de geometrik olarak gosteriim. Bu

geometrik gosterim
A=(U,S¢eV)

seklindeki sirali dortli ile ifade edilip, 6zel odeatomik monoid resnadi verilir.
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Sekil 1.11

Bir A atomik monoid resmine aitS ile etiketlenmg olan disk icin,s =1
(veya ¢ =-1) ise bu diskepozitif ( veyanegatif) diskdenir.

Monoid resimlerinin igaasinda temel yapigia® Squier graflar ” dir. Bir
I (= F(gZ)) Squier grafi, verilen birg_a sungundan hareketle sagidaki bigcimde
olusturulur:

1) F(y ) kiimesiy tzerinde tanimlanan serbest monoid olmak UzErejn

kose elemanlariF (y ) nin elemanlarindan odur. AyricaU,V e F(y ),Se s ve

g =+1 olmak Uzere,I' nin kenar elemanlatA = (U, S,e, V) sirali dortlilerinden

olusur.

2) Bir A kenarinin gig, ¢cikis ve ters fonksiyonlari sirasiyla

I(A)=USV, 7(A) =US V ve A" =U,S,-¢&,V)

bicimindedir.
3) Graf tzerindeki biryol (path), z(.A,)=1(.A,,) @<i<n) olmak Uzere,

A, A, A, seklindeki atomik monoid resimlerinin
P=AA,--A, (1.5)

biciminde bir araya getiriimesinden elde edilir.
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1.3.2 Tanim: 1), 2) ve 3) maddelerinden hareketlestluulan Squier grafta,

3) maddesi ile tanimlanan her bir yobnonid resmolarak adlandirilir. Ozel olarak,

(1.5) deki gibi verilen bifP resmi igin, 1(.A,)=17(.A,) oluyor ise buP resmine

kiresel monoid resmiglmuyor isekiiresel olmayan monoid resdenir.

1.3.3 Ornek: Sekil 1.12—(a) ile verilen resim kiresel monoid résken,
Sekil 1.12-(b) ile verilen resim kiresel olmayan rawhresmidir.

() (b)
Sekil 1.12

Ayrica bir monoid resminin alt resimleri de (attlkar)) mevcuttur. Orngin

Sekil 1.12-(b) ile verilen resingekil 1.12-(a) ile verilmy resmin bir alt resmidire

[ Squier grafinin ke elemanlari okiuran F (y ) kiimesi Uzerinde,sagida
i) ve ii) de tanimlanmgiolan soldan hareket vardir.
i) W kelimesiI" grafinin bir ke elemani olsun. Bu durumdac F (y )

olmak tzereC.W hareketCW (F (y ) deki carpim) olacaktir.
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i) LA atomik monoid resmiekil 1.11 de verildii gibi, I' grafinin bir kenari
olsun. Bu durumdaC.A hareketi(CU, S,¢,V) olacaktir ve bu durun§ekil 1.13

deki gibi gosterilir.

by

Sekil 1.13

Benzer bicimdel” Squier grafinin kge elemanlari okiuran F (y ) kimesi

Uzerindesggdan hareketanimlanabilir.

A ve B ki atomik monoid resmi olmak tzere, bu iki resigm asagidaki

operasyonlar uygulanabilir:

(1) AA" tersinir ciftinin silinmesi.
(1) AA" tersinir giftinin eklenmesi.
(2) (Aa(B)) (z(.A).B) alt resminin (((A).B) (A.z(B)) alt resmi ile yer

degistirmesi. Bu durungekil 1.14 ile gosterilnstir.

A B
A By |+ A,
o A)B A8 _
& A
Sekil 1.14
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1.3.4 Tanim: iki kiiresel monoid resimden birigirinden sonlu sayidél),
(1) ve (2) islemlerinin uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, I kiiresel resme
denk kuresel resimledenir.

Yollar Uzerinde, yukarida tanimlanan bu denklikzibasiyla beraber,I

grafinag sungununSquier Kompleksidenir ve D(p) ile gosterilir [63], [64].

Kiresel monoid resimlerinin kiimesiXi olarak alalim. Yukarida tanimlanan
(1), (1) ve (2) operasyonlarina ek olaraksagidaki gibi iki yeni slem daha

tanimlanir:

(3) W.P*.V (PeY,W,V e F(y)) formundaki alt resimlerin silinmesi.

B)* W.P*.V (PeY, W,V € F (y)) formundaki alt resimlerin eklenmesi.

1.3.5 Tanim:Iki kiiresel monoid resminden birigdirinden, sonlu sayidédl),
(D), (2), (3) ve (3)* islemlerinin uygulanmasiyla elde ediliyorsa, bu ikiré&sel
resmeY ye goére denk kiresel resimleenir.

Buradan hareketlesasidaki teoremi verebiliriz.

1.3.6 Teorem [63]: Y kimesi lizerinde tanimlanan dati altinda, her bir
kiresel monoid resmi baesme denk is¥ kimesi D(gZ) nin Uretec resimlerinin

(trivialiser) kiimesidir.

Bu konuyla ilgili daha detayh 6rneklere [27], [63b4], [65], [69] ve [74]
gibi kaynaklarindan ufalabilir.

1.3.3 Monoidler icin ikinci Fox idealleri

M bir monoid ve sumu (1.3) de verildii gibi olmak Uzere,
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PO = ®ZMeg ve PO=® f;ZM

Ses Ses
siraslyla,

{es:Se s} ve {f;:Se s}

tabanl serbest sol ve aZM —moddlleri olsun. AyricalJ,V e F(y), Se s ve

e==+1icin, A=(U,S,s, V) atomik monoid resmini géz dnlne alalim. Buna gére

UVveM @) =M olmak tzere,

eval” (A)=sUe, € PV ve eval”(A)=gfVeP®

seklinde, A resmi icin, evaluation dogumleri tanimlanir. Bu dénamleri, (1.5)

ile belirtildigi gibi bir kureselP monoid resmine
eval” (P)= Zn:eval(') (A)ePY,
i=1

eval® (P )=Y eval” (A ) e PV
i=1

seklinde genjletebiliriz. Burada, 1,5 semboliieg nin eval” (P ) deki katsayisi

olsun. O halde

eval’) (P )= Sgsgpyses cp®
dir. Benzer olaraky, s semboliif nin eval” (P ) deki katsayisi olsun. O halde
eval” (P )= %fsnpys c p®
bicimindedir.
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1.3.7 Ornek: Z):[a, b, c:ab=ba bc=cb, ca=ac] sungu ile verilen

serbest d&ésmeli monoidi ele alalim. Burada

R:ab=ba, S:bc=cbveT:ca=ac

ve
A, =@0ab=ba +1c), A,=(b,ac=ca -11),
A,=@Qbc=cb+1a), A,=(cba=ab-11),
A.,=(@0 ca=ac,+1b), A ,=(a cb=bc -11
olmak lzere,

eval” (A,)=¢e,, eval’ (A,)=-be, eval’(A,)=¢,,
eval (A4,)=-@,, eval’(A,)=¢ ve eval’ (A4,)=-a,
dir. Boylece, 4, —1-c, Aps =1-a ve Apt =1-b icin,
eval” (P )= Apr€x + Aps€s + Ap1€;
bicimindedir.e
1.3.8 Tanim: 1) (p) ve 1 (p) idealleri, sirasiyla,

{Aps [P klresel monoid resim vEe s } ve

{nps ;P kiresel monoid resim vB e s }

kiimeleriyle Uretilmg, ZM nin cift tarafli idealleri olsun. Bu ideallere mwoidler igin

ikinci Fox idealleri denir.
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1.3.9 Omek: @ =[ab,c:aba=ba? ac=ca’, bc=ch] monoidini ele
alalim. Bu durumdaD(gZ) ninY dreteg resimlerinin kiimeSekil 1.15 deki gibi tek

bir monoid resminden ogur [74].

Sekil 1.15

Burada
R:aba=ba’, S:ac=ca’ veT:bc=cb
icin
Jog =1-c(l+a+a’), dpg=b-1 ve Aoy =1-a
olmak lzere,

eval” (P )= Apr€x + Aps€s + Ap1€;
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dir. O haldel " (p)={1-c(l+a+a?), b—1,1-a} dir. e

1.3.4 Aspherical ve Cockcroft Monoid Sunslari

1.3.10 Tanim: ¢ sunigu (1.3) ile verildgi gibi olsun. Bu durumdag

sunyu Uzerinde tekilden Bka monoid resmi yoksa, bﬁ) sunyuna aspherical

denir.

Butun serbest monoidler aspherical dir. Bu koaulgili farkh drnekler [23]

ve [63] gibi kaynaklardan bulunabilir.

1.3.11 Tanim: 5 sunyu (1.3) ile verildgi gibi bir monoid sungu olsun.

Bu o sungununY Uretec resimlerinin kimesi sadece iki diske sab@g P ye

Combinatorial AsphericalCA) denir. Ayrica birM monoidi CA) sunyu ile

tanimlanabiliyorsa, bu monoid€4) monoid denir.

1.3.12 Tanim:

1) o sungu (1.3) ile verildgi gibi bir monoid sungu olsun. @ sungu
tzerindeki herhangi birP monoid resmi igin,exps P ) semboli,Se s olmak
tzere,S nin P dekilstler toplamolarak tanimlanir.

2) M monoidinin sungu 5 ven negatif olmayan bir tamsayi olsun. Her

Se s ve g Uzerindeki her kiirresel monoid resmi icin,

exps (P )= 0 (modn)

oluyor ise, p ye n-Cockcroft denir. M monoidin-Cockroft sunga sahip ise o

zamanM yen-Cockroft monoid denir.
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1.3.9 Ornek (devam):[74] den D(E) nin, Sekil 1.12-(a) da gosterildi
gibi, sadece bir tek resimden gtusu goridlir. Burada,exp,(P )=1-3=-2,
exps(P )=2-2=0 ve exp;(P )=1-1=0 olduundan, ¢ sungu 2-

Cockcrofttur e

1.3.5 Monoid Sunulari Uzerinde Etkililik

M bir monoid veE:[ y : s ] biciminde bir sonlu surya sahip olsun. Bu

durumdag nin Euler karakteristgi

2(@)=1- |y |+]|s|

ile tanimlanir. Ayricafk, (-) serbest burulma kismiifxboyutunu ved(-) minimal

Uretec sayisini vermek Uzere,
6(M) =1-rk; (H (M))+d(H,(M))
biciminde bir alt sinir tanimhidir (Pride, basiimgmalsma). Buna ek olarak
2(©)z6(M)
her zaman gdanir. Gruplarda oldgu gibi
7(M) =min{ (p) : o, M nin sonlu bir sungu}

olarak tanimlansin.

Tdm bunlardan sonra bir monoidin etgiliile ilgili asagidaki tanimlari

verebiliriz.

1.3.13 Tanim:M bir monoid olsun.

33



i) M monoidininp_O sunygu, M nin diger tim sunglari igin,

2(©0) < 2(p)
esitsizligini sagliyorsa, bua sunwunaminimal denir.
i) M monoidinin bira sunyu igin,
2(95) =5(M)
esitli gini sazlaniyor ise, bup_o sungunaetkilidir denir.
iif) Bir M monoidi igin,
x(M)=5(M)

esitli gi saglaniyorsa, buM monoidineetkilidir denir.

Asagidaki teorem Pride tarafindan (basiim@amalsma) ispatlanngi olup,
etkililik ve n-Cockcroftarasindaki ikkiyi vermektedir.

1.3.14 Teorem:gT) sunyu (1.3) ile verildigi gibi olsun. E sunyunun etkili
olabilmesi icin gerek ve yeter &d, herhangi bir p asal sayisi igin@ nin p-

Cockcroft olmasidir.

Asagidaki teorem, yine Pride tarafindan, gala notlari olarak ispatlangi

olup, bir monoid surgun minimalligini gostermekle ilgilidir.

1.3.15 Teorem (Pride):gz sunyu (1.3)ile verildigi gibi olsun. Ayrica
donisumi, w (@) =1 olacaksekilde, ZM den A ile gosterilen birimli, d@smeli ve
kxk (k>1) tipindeki matrislerin halkasi Uzerine tanimlannbir homomorfizma
olsun. Y kUmesiD(gT)) nin Ureteg resimlerinin kiimesi olmak tzere,

(@) HerPeY ve Se s i¢in, y(4,5) =0

yada
(b) HerPeY ve Se s igin, w(n7,5) =0
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oluyor ise, & sunwgu minimaldir.
1.3.16 Not: Yukarida verilen teoremin kalunu

w (19 (p))=0 veya  y(1{7(p)=0

seklinde de ifade edebiliriz.
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2. BOLUM

HNN VE SPLIT (AYRIK) GEN ISLEMELER INiN
ALT GRUP AYRI STIRILAB iLIRLIGI

2.1 Giris

Grup siniflandiriimasi, grup yapilarinin  agnlaasinda 6nem kil
etmektedir. Ozellikle gruplar ile alt gruplari anadaki ilski, siniflandirmada en ¢ok
Ustiinde durulan noktadir. Bu ylzden, bir grupalgrubun alt grubu arasindaki
iligkiyi ortaya cikardiindan, alt grup aytirilabilirlik bu bolumde bizim Ustinde
duracgimiz konudur.

Alt grup ayrgtirilabilirlik Grup Teoride 6nemli bir yere sahiptir. Ozellikle
gruplarin siniflandirilip, yapilarinin agiamasi anlaminda kullanimi ¢ok fazladir.
Mesela bir grup alt grup aytirilabilir ise o grupcozilebilir kuvvet problemine
sahiptir [58]. Co6zulebilir kuvvet problemine sahgtan her grup ised6zuilebilir
kelime probleminesahiptir. (Verilen herhangi bir grup icin kelinggobleminin
¢Ozllebilir olup olmady glinimuizde tzerinde sik¢a gdan konulardan biridir).

Bu bolimde grup gesleme cagitlerinden olan HNN ve Split (Ayrik)
genilemelerinin alt grup aystirilabilirli gi incelenecektir. Ozellikle 2.3 Alt Bolum

de, serbest gruplarifiNN genglemesini devirli alt grup awtirilabilir yapan

kosullar belirlenmg olup, yine bu alt bolim de 6zel bir ayrik ggeme olanZ 2k

(k>3) devirli grubun holomorfununbir takim 6zel alt gruplari icin alt grup

ayristirilabilirli gine dair sonuclara udmistir.
Bu bélimde yer alan 2.3.8 ve 2.3.14 Teoremleri2ild.9, 2.3.10, 2.3.11,
2.3.12, 2.3.13, 2.3.15, 2.3.16, 2.3.17 Sonuclaraftadan ispatlanmi yeni

sonuglardir.
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2.2 Yan Direkt Carpimlar ve Ayrik Geni slemeler

Bu kisimda tezimizde ¢cok dnemli bir yere sahip ojamn direkt carpimin
oncelikle tanimi verilip, grup ofturdusu gosterilmg ve bu grubunun sugu
verilmigtir. Ayrica, ayrik gersleme tanimlanarak, bir yari direkt carpimin ayrik
gengleme oldgu gosterilmgtir. Bu kisimda verilen, temel tanim ve teoremlg4g,
[18], [25] ve [42] gibi kaynaklarindan uldabilir.

2.2.1 Tanim:AveK herhangi iki grup olsun. Ayrica, here A ke K igin,
0: A Aut(K), a— 0, k> aka™
seklinde tanimlana® homomorfizmasi
(K)Oaya, = ((K)O,)E,

sartinl sglasin. Buna gor& ninA ile olan yari direkt carpimi, hdia, k) sirali gifti
icin,
(a,k)@",k") = (aa’,(k)a, k") (2.2)

kuralini sglayan bir kiimedir.

Bu kiimeyeG diyelim.

2.2.2 Teorem:G kiumesi(2.1)de verilen glem altinda bir grup olsturur.
Ispat: Birim elemani (1,1) sirali ikilisidirSimdi G nin birlesme 6zellgine

sahip oldgunu gosterelim. Her(a,, k,), (a,,k,) ve(a,,k;) € AxK igin,

[(a, ki)(a,, kz)](ae1 ka) = (alaZ’(kl)eag kz)(aai Ks)
ua,as, ((k)0,,K;)0,:Ks )
(218,83, ((K1)Oapeg (K, )0 Ks )
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ve
(a5, k(8. ko )(as, ks)] = (a5, k) (@85, (K, )0, Ks)
=a,8,3;, (kl)eaza:)) (k, )eag Kz )

bicimindedir.Simdi, her (a,k) € Ax K elemaninin tersini bulalim. O halde

(a k), k) = (aa, (k)0 k) = L,,1¢ ) ve
(a, k) (a k) = (a,a,(k))0,K) = @a,1¢ )

den hareketle,aa, =aja=1, ve (k)g,k =(k)g,k=1, elde edilir. Boylece
a=a've k = (k’l)Haf1 olur. Sonug olarak (2.1) de verilegieim ile tanimlanai

kiimesi bir grup tanimlar®

2.2.3 Tanim:(2.1) ile verilen glem ile tanimlanny olan G grubunaK nin A

ile olan yari direkt ¢arpimgrubu denir veG = K x,, A ile gosterilir.

Simdi G=Kx, A grubunun sumunu oluturalim. Bunun igin énce Ureteg

elemanlarini belirleyensagidaki 6nermeyi vermemiz gerekmektedir.

2.2.4 Onerme:A ve K gruplari sirasiyla X ve Y kiimeleri ile tretilsin Bu

durumdaG = K x, Agrubunun Urete¢ kiimesi

{(xL)ixe X} {(1,, y):yeY}

bicimindedir
Ispat: Burada yapmamiz gereken (2.1) ile verilen carpioilakmaktir. O
halde, her(a, 1, ),(a, 1, ), @, k) ve@,.K,) € G igin,

(a1 ;LK )(az rlK) = (a1a2 ;LK) (2-2)
(lA’kl)(lA’ kz) = (1A1 k1k2) (2.3)
(ale)da. k) = (a,k) (2.4)
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elde edilir. BOylecea, ve a,elemanlariX Urete¢ kiimesine ait elemanlarddeg,ve
k, elemanlari is&y Urete¢ kiimesine ait elemanlardanstigundan istenilen sonuca

ulagtimig olur. ¢

2.2.5 Teorem: A ve K gruplar sirasiylagp, =(X;R ve @, =;S)
sunylaryla verilsin. O zamarK nin A ile olyturdugu yari direkt ¢arpim grubunun

Ureteg kimesZ = X UY olmak Uzere; banti kimesi, hexe X ve yeY igin,

R, S (2.5)
yx=x(y)o, (2.6)

bicimindedir
Ispat: Z kiimesinden elde edilen kelimelerin kiimeskHii ile gosterelim.

Ayrica, herxe X ve yeY icin, (X)y = (X,1,) ve (Y)v = (1,,y) olmak Uzere,
wiZ > Kx, A

homomorfizmasini tanimlayalim. 2.2.4 Onermeden nin oretenlsi kolayca
goraldr. Simdi Kx, A nin (2.5) ve (2.6) Qantilarini sgladigini gosterelim. (2.5)

deki ba&intilar (2.2), (2.3) ve (2.4) deki pmtilardan elde edilir. (2.6) numarali
baginti ise, yine (2.1)’i kullanarak,

Lo Y)(X L) = (% (¥)6,) = (X1 ) LA, (V)6,)

den elde edilir. Boylecar homomorfizmasi, (2.5) ve (2.6) ile tanimlagnalan
herhangi birG grubundan Kx, A olan ¥ homomorfizmasina gegietilebilir.
Simdi ' nin birebir ve Orten oldtunu gdsterelim.

Z" kumesine ait birw kelimesi alalim. (2.2), (2.3), (2.4) ve (2.5)
bagintilarini  kullanarak w=w,w, € G olacak sekilde w,e X" ve w, eY’

kelimeleri var oldgu kolayca goralar.

Boylece
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Wy = (W,wy )y = (W) (W, ) = (W L ) (Lo, Wy ) = (W, W)

olur. Simdi, w,w"eZ" olmak Gzere(w)y = (W)y oldusunu kabul edelim. O

halde w, =w; ve w, =w, olacaktir. Buradan da, (2.5) numaraliginaidan
hareketle, w, =w; ve w, =wj; baintilarinin G grubunda szandgi gorulur.

Boylece iy birebir ve Orten bir homomorfizma olur. Bu da bife=Kx, A

sonucunu verir. G grubu (2.5) ve (2.6) antilarini sgladigindan, tanimlanan

izomorfizma gergi Kx, A carpimida bu kantilar sglar. Bu da bize istenilen

sonucu verecektir®

2.2.6 Sonug:A ve K gruplarn sirasiylag, =(X; R) ve @, =(Y;S)
sunylariyla verilsin. O zaman K nin  Aile yarn direkt ¢carpim grubu olan

G =K x, A nin sungu
g{)G :<Y! X a S1 R1 Tyx>

ile tanimlanir. Burada T,, (xe X,yeY)kimesi yx=x(y)d, bicimindeki

bagintilarin kiimesidir.

Yari direkt ¢carpim grubunun sugunu verdikten sonra, bu carpimla ilgili

asagidaki sonuclari verebiliriz.

2.2.7 Sonu¢:G grubu K nin A ile yari direkt carpim grubu olsun. Bu

durumda
,:A>G, am(aly) ve i,:K->G, k(LK)

monomorfizmalari vardir ve A ile K grubu G nin alt grulurd

2.2.8 Sonug:G = K x, A olsun. O zaman

i) K grubu G nin normal alt grubudur.
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i) G=AK dir.

i) K ~A={1} dir.

Ispat: ik 6nce j:G— A (a,k)— a seklinde projektif dongimi g6z

Onune alalim. Aslinda bydoniumu homomorfizma olup, ¢ekirde
Cek(j) ={(ak)eG: j(ak) =1,} ={(1,,k) : ke K}

seklinde tanimlanir. Buna gor grubuG nin bir normal alt grubu olur. Ayrica, her

(ak)eG icin, (aly)@, k) =(a@)b,, k)= (a,k) elde edilir. Son olarak yari

A’
direkt carpimin elemanlar, aslinda direkt carpingat siral ikililerden

olustugundarK ~ A= {1, }dir. Boylece (i), (ii) ve (iii) kgullari sglanmg olur. ¢

2.2.9 Tanim:G bir grup,K ve A bu grubun alt gruplari olsun. Bu gruplarin

1—K—'5G—5A—51 (2.7)

dizisini distinelim. Bu dizide, 6zel olarak,
Gor(i)=Cekj)
sartl sglaniyor ise bu diziye tam dizi denir.
Simdi (2.7) ile verilen dizinin tam oldiunu kabul edelim. ger, foj=1,

olacaksekilde bir f : A— G homomorfizmasi var ise bu diziygyrik (Split) denir.

Bu durumdaG grubunaayrik genglemedenir.

Simdi yari direkt carpim ile ayrik gegieme arasindaki birebir gkiyi veren

asagidaki teoremi verelim.

2.2.10 Teorem: G, K ve A birer grup olsun. O zama® =K x, Almasi

icin gerek ve yeter kal (2.7)ile verilen tam dizinin ayrik olmasidir.

Ispatt G=Kx, A olsun. O zaman 227 Sonu¢ dan hareketle,
i:K—>G, k> (1,,k) ve j:G— A, (ak)— a homomorfizmalari vardir. Ayrica,

varsayimdan dolayif : A— G, ar (al,)olmak tzere, heg,,a, € A igin,
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(aa,)f = (aa, ) = (aa,, (L )Qale) =(a L)@ L) =(a) f(a)f

oldusundan f bir homomorfizmadir. Bununla berab¢a)(f - j)=(al;)j=a

sgzlanir. Boylece (2.7) tam dizisi ayrik olur.

Tersine, (2.7) tam dizisi ayrik olsun. Bura@#&r(i)=Cek( ) oldugundan,
Gor(i) grubuG nin bir normal alt grubudur. Ayrica, heye G icin, g(g™)(jo f)
elemanini diiinelim. Bu elemang yi uyguladgimizda, (g)j (g *)(jo foj)=1,
elde edilir. Boyleceg(g )(jo f)eCek(j ¥ Gor(i) sonucuna ulalir. O haldeG
grubuna ait her kelimeg=(g)(jo f)(g(g™)(j° f)(g )piciminde yazildindan
G= GOor () Gor(i) bicimindedir.Simdi Gor(i) N Gor( f )={1.} oldugunu gorelim.
Kabul edelim ki g eGor(i)~Gor( f ) olsun. Boyleceg eGor(i)= Cek(]) olur.
Buradan da(g)j =1, elde edilir. AyricageGor( f) dir. O halde,ac A igin,
g=(a)f olur. Burada her iki tarafaj yi uygularsak,(g)j=((a)f)j=a olur.
Boylecea=1, elde edilir. Buradan day=(a)f =(@1,)f =1, elde edilir. Tum
bunlar ise istenilen sonugtur. Clnkue f birebir old@gundanK =Gor(i) ve A=
Gor( f) olur. BoyleceG = K x, A dir. ¢

2.3 Bir Grubun Alt Grup Ayri stirilabilirli gi

Bu bolim, HNN ve Ayrik genglemelerinin alt grup aysuirilabilirli gi
biciminde iki ayr1 bolium halinde incelengnblup bir takim yeni sonuclar elde
edilmigtir.  Yine bu bolim boyunca, 2.2.10 Teorem den ketle, ayrik
genglemenin bir yari direkt carpim tanimlayg&cakabul edilecektir. Alt grup
ayristirilabilirlik ilgili daha detayh bilgilere [4], 19], [25], [60] ve [61]

kaynaklarindan ukalabilir.

Simdi alt grup aywtirilabilirlik tanimini verelim:
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2.3.1 Tanim: G bir grup veH <G olsun. HerxeG-H igin, x¢ NH
olacaksekilde sonlu indeksli biN normal alt grubu var is@ ye H-ayristirilabilirdir
denir. BirG grubunun her sonlu Uretildh alt grubu icinG grubu H-ayristirilabilir
ise G ye alt grup ayrstirilabilirdir  denir. Ozel olarakG grubu H ={1) -

ayristinllabilir iseG ye rezidili sonlugrup denir.

2.3.2 0Omek: G =7 ve H =27 olmak tizere, hegeG-H icin, N = 37

ise g ¢ NH olur. BoyleceG grubuH ayrstirilabilirdir. e

2.3.HNN Genislemesi

Goansu Kim [51] deki camasinda, sonlu birA grubunun HNN

genklemesinin bir takim kgullar altinda devirli alt grup awtirilabilir oldugunu

ispatlamgtir. Niblo ise [60] daki cagmasinda,Z tamsayilar grubunurHNN
genglemesinin alt grup awtirilabilirligi ile ilgili bir takim sonuglar vernstir.
Tezimizin bu boéliminde, belirtilen kaynaklarda yaps bu konularin bir
genellemesi olarak, serbest gruplartdNN genglemesini devirli alt grup
ayristirilabilir yapan kgullar ortaya konmgtur.

Elde edilen teorem ve sonugclara belirtmeden Gattegrup ayrgtirilabilirlik
ve HNN genglemesiyle ilgili temel tanim ve teoremleri verelinBu konuyla ilgili
daha detayl bilgilere [1], [4], [24], [25], [42]ev[51] kaynaklarindan wdabilir.

2.3.3 Tanim: G bir grup ve sungu (X;R) biciminde olsun. Ayrica
H,K <G igin, ¢:H — K izomorfizmasi verilsin. Bu durumda nin bir HNN

genislemesi
(X,t ;R tHt'=K)
sunyu ile tanimlanir ve alinacak big € G kelimesi, a, € G ve g ==1 olmak

Uzere,g = a,t*at™---a, ,t™ biciminde indirgenngi forma sahiptir.
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Verilen bir g = at*at®---a, t™ € G kelimesinin

at7a atMatta
bicimindeki buttiin devirli permitasyonlari indirgennse g ye devirsel indirgennsi
kelimedenir. Ayrica verilen big kelimesindekit harflerinin pozitif (veya negatif)

ustlerinin toplamlexpt+ (9) (veyaexptf (9)) olarak gosterilir.

2.3.4 Ornek: Ureteg kiimesi iki elemandan gan (x,y; ) sunguna sahip

F serbest grubu icin
o:F—>F, X X%, Yy y?

izomorfizmasi tanimlanginda, F nin bir HNN genglemesi
Xyt X2=txt, y*=t'yt)

bicimindedir. Ayrica g= xtytxt kelimesi yukarida verilenF nin  HNN

genglemesine ait devirsel indirgengroir kelimedir.e

Gerekli tanimlamalari yaptiktan sonrgimdi ana teoremin ispatinda

kullanac&imiz 6nerme ve teoremleri verelim.

2.3.5 Teorem [51]: A sonlu bir grup olmak tzere,
G=(At; t'Ht=K) (2.8)

bir HNN genglemesi olsun. Bu durumda G grubu alt grup gymiabilirdir.

2.3.6 Teorem [51]:G grubu sunsu (2.8) de verildgi gibi olsun. Ayrica
H={P<G: (P H)p=P~K}
kimesi verilsin. Bu durumda;

(@) FQRHP:H ve n KP=K,

PeR
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(b) N P=(D
sartlar saglaniyor ise G grubu rezidili sonludur.

2.3.7 Teorem [60]:F alt grup ayrstinlabilir ve acF olsun. Ayrica F nin
bir HNN genjlemesi

ps =(F,t;tatt=a™)

olsun. Bu durumdg, sunyu ile verilen G grubu alt grup awtirilabilirdir.

G ile HNN genglemesini gosterelim ve sugunu (2.8) ile tanimlayalim.
AyricaR={P<aF:(P~nH)p=P~K} kimesini alahmG semboliG grubunun

ve g semboli iseg e G elemaninin homomorfik gorunttsi olmak Gzere, her b

SeR, F=F/S veg,(t)=tg icin,
$s:G—(F, tg ;tghtg=(h)p, heH)

homomorfizmasi vep : HS/ S — KS/S izomorfizmasi vardir. Burad& serbest

grubunu sonlu rankli veH = (x,,%,,---,x.) ile K =(x",x, 7, x. ") gruplarini

iseF nin alt gruplari olarak alalim. Bu durumda
p:H->K, X =X
izomorfizmasi altinda

(Ft;tHt ' =K) (2.9)

grubuF serbest grubunun bitNN geniglemesidir.
Simdi yukaridaki aciklamalardan sonra serbest grupldNN genglemesini

devirli alt grup ayrtirilabilirligini gosteren bu bolumin ana teoremlerinden birini

verelim.
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2.3.8 Teorem: F serbest grubunun HNN gel@mesi olan G grubunun
sunyu (2.9)da verildigi gibi olsun. Ayrica
R={P<F:(PnH)p=PnK}

olarak tanimlansin. Bu durumdaer x e F icin,

(8) A HP=H ve N KP=K,

PeR

(0) PO =0

ise 0 zaman G grubu devirli alt grup agtrrilabilirdir.
Ispat: g ve x elemanlariG grubuna ait birer devirsel indirgergrélemanlar

olsun. Ayrica geG—-({X) oldusunu kabul edelim. Bu durumday ve Xx

elemanlarindaki sabit harfinin pozitif ve negatif tsler toplamibas| olarak tg¢ ayri
durum olyur:

1. DURUM: Aldigimiz g ve x elemanlari igin,

) exp. (X) =—exp_ (x) ve exp, (9) ¢—expr(g) olsun.
i) exp, (9) =—exp_ (g) ve exp,, (X) = —exp_ (X) olsun.
iii) exp, (g) #—exp_(9),exp, (x)#—-exp_(x) ve

exp.. (x)—expr (x) farki exp,, (g)—expr (g) farkini bélmesin.

1), ii) veiii) sartlarinin her birinde, alinacay =1 indirgenmg kelime icin,

exp, (9) - exp_ (9) = exp, (9)- exp_ (g) olacaksekilde SR vardir. Ayrica
G=G, = (F tg;t 'Htg = KD

olmak uzere, exp. (>‘<)—expt7 (X) =exp, (x)—exptf (X) olacak sekilde x=1
devirli indirgenmg kelimesine sahip oluruz. Buradagg (X) olur. O halde 2.3.7

Teorem den hareketl& nin devirli altgrup aystirilabilir oldugu kolayca gériliir.
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Boyleceg ¢ N(X) olacaksekilde N < G vardir. BuradaN normal alt grubwN nin

homomorfik imajidir. O haldeg ¢ N(x) sonucuna ukalir.

2. DURUM: Aldigimiz g ve x elemanlari igin, exp. (9) =—exp_ (g) ve
exp, (x):—expt_ (X) olsun. Bu durumda teoremin (kjkkindan hareketle
g¢ Xx) olacak sekilde Se9® oldusu kolayca gorulur. Buradan
C_B:G¢S oldugundan g ¢ (X) olur. Bdylece g¢ N(x) olacak sekilde N <G

bulunmuy olur. Bu da istenilen sonuctur.

3. DURUM: Aldigimizg ve x elemalari i(;in,expt+ (9) # —exp_ (9),

exp.. (X) = —exp_ (x) ve exp.. (x)—expr (x) farki exp.. (g)—expr (g) farkini

bolstuin. Se¢mioldusumuz x kelimesi devirli indirgenmi oldusundan bu kelimeyi,
a, eF, n>1ve 5, =*1olmak lzerex=at*at®---a, t™ olarak alabiliriz.
Ayrica, b € F, m>1 ve y, , =+1olmak Uzere, alinan birg = b,t*bt’2...b_ ,t’™

indirgenmi  kelimesi icin, exp.(g)-exp_(g)=m=nk (keZ") olsun.
Varsayalim ki a ¢ H (veya a ¢ K) olsun. Bu durumda teoremin (a)kkindan
hareketle a, ¢ HS, (veya a ¢ KS|) olacak sekilde S €% vardir. Benzer bir
bicimde, varsayalim kib; ¢ H (veya b, ¢ K') olsun. Bu durumda (ajikkindan
hareketle b, ¢ HS,  (veya b, ¢ KS,) olacak sekilde S,e® vardir. 2.3.6
Teoremden veg 'x* # bldugundan dolayig *x* ¢ M ve gx* ¢ M olur. O zaman
MNnFeR ve P=S5 S5, (MnF)eR olur. BdyleceP c S n S, oldugundan

g indirgenmg ve X devirsel indirgenmgikelimeler olur. Bunlara ek olarak,

exp, (@) -exp_(9) =exp, (9)—exp_(g) =m=nk

=exp, (x*) —exp_(x*) = exp_(X*) ~exp_(x¥)
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ve g = X “oldugundan, g ¢ (X) sonucuna ukalir. Bdylece, 1. Durumda olgu
gibi, g¢ N(x) olacaksekilde N <« G vardir. Dolayisiyla ispat tamamlanyolur.
0

Ana teoremin ispatini verdikten sonra bu teoreayigulamasi olarak, Kim’in

[51] calsmasindakine benzer bicimdelgiadidaki sonuclari verebiliriz.

2.3.9 Sonug:F sonlu rankl bir serbest grup ve-&yristirilabilir olsun.
Ayrica ¢:F — F otomorfizmasi verilsin. O zamarG =(F,t;tHt™" = (H)p)
devirli alt grup ayrstirilabilirdir.

ispat: Bu ispati yapabilmek icin sadece 2.3.8 Teoremirvéa)b) kaullarinin
sgzlandgini gostermek yeterli olacaktir. O halde, kabul limdeki ag¢ H olsun.
Varsayim gergi F serbest grubuH-ayristirilabilir oldugundan, ag NH olacak
bicimde sonlu indeksliN < F normal alt grubu vardir. Ayric& sonlu rankli
oldusgundan, Pc N ve P<F olacak bicimdeP karakteristik alt grubu vardir.
Bununla berabelP karakteristik normal alt grup oldundan(P)p = P dir. Buradan
(P~H)p=P~(H)p dir. BoylecePcR ve a¢ PH elde edilir. Buradan da (a)
kosulu elde edilmg olur. Simdi a,xe F ve ag (Xx) oldugunu varsayalimF devirli
alt grup aymtirilabilir oldugundan a ¢ N(x) olacak bigcimde sonlu indeksN <« F
normal alt grubu vardir. Boylece —« N ve P < F olacak bicimdeP karakteristik
normal alt grubu vardir. BoyleclPc R ve ag P(x) olur. Buradan da (b)
ispatlanmg olur. Boylece 2.3.8 Teoremdé&hgrubu devirli alt grup yagtirilabilirdir.

0

2.3.10 Sonug:F sonlu rankh bir serbest grup ve-&yristirilabilir olsun.
Ayrica ¢:F — F i¢c otomorfizmasi verilsin. O zama@ = (F,t;tHt ™" = (H)p)

devirli alt grup ayrstirilabilirdir.

Ispat: ¢:F — F i¢ otomorfizma oldgundan, her bir sonlu indekshl < F
normal alt grubu icinlN " H)p = N~ (H)¢e ssitligi saslanir. BoyleceN € R olur.

Dolayisiyla ispat 2.3.9 Sonugctakine benzegélilde tamamlanir
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2.3.11 Sonug:F bir serbest grup olsun. O zamaG = (F,t;tHt ' =H)

devirli alt grup ayrstirilabilir olmasi icin gerek ve yeter kol F nin H-
ayristirllabilir olmasidir.

G grubu sonlu sunumlu bir grup olsun. Herve G igin, v=u" (n=0)
oluyorsa bu grup icin kuvvet problemi c¢dzulebilirddenir. Simdi [58] den
faydalanarak devirli alt grup aytirilabilirlik ile kuvvet problemi arasindaki gkiyi

veren g@agidaki sonuclari verebiliriz:

2.3.12 Sonuc¢(2.9) sunyu ile verilen G grubu ¢6zulebilir kuvvet problemine

sahiptir.

2.3.13 Sonu¢(2.9) sunyu ile verilen G grubu ¢ozulebilir kelime problemine

sahiptir.

2.3.2 Ayrik Genileme

Bu bdlimde bazi 6zel ayrik gdemelerinin alt grup aystirilabilir olup
olmadg! incelenmitir. Burada ayrik gegieme, 2.2.10 Teoremden dolayi, yari
direkt carpim olarak anddmalidir.

Bir G grubununholomorf’u; G nin otomorfizma grubuyla olan yari direkt

carpim grubu, yanG X ,Aut(G) dir. Bu kesimde 6zelliklek >3 olmak uzere,
sz devirli grubunun holomorfunun bir takim 6zel altuglari icin alt grup
ayristirilabilir olduguna dair sonuglara udmistir. Bu sonuglari vermeden dntﬁzk

devirli grubununholomorfununsungunu, Huebschman’in [42] deki ¢ghasinda
yaptg! gibi, asagidakisekilde tanimlayalim.
N grubu mertebes?* (k > 3) olan vey elemant ile iiretilen bir devirli grup

olsun. O zamarN nin otomorfizma grubd J in unit (carpimsal tersinir)

elemanlarinin olgturdugu grup olup, bu grug , xZZH grubuna izomorftur [67].
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Izomorfizma altinda elde edilen bu grubgk ile gbsterelim. Dolayisiyla
G:ZZk X QZ’;k olacaktir. Kabul edelim ki, devirli grubu z veszf2 devirli

grubu dax ile Uretilsin. O zamanm = 2* ve s= 2“2 olmak tizereG grubunun

sungunu 2.2.6 Sonuctan

Oc ={XY,Z2;X°, ¥, 2%, xyxt =y®, zyz' =y, xz2=2% (2.10)

biciminde elde ederiz. Ayrica suglari, sirasiyla,

P, =X YiXE, Y, xyxt =%y, (2.11)
ve

2

Pe, =i 23Y", 2%, zyzt =y ) (2.12)
biciminde olanG, =N X , (x;x*)<G ve G,=N X ,(z; z°y <G alt gruplarinin

metacyclic gruplar oldgu [42] ile bilinmektedir.

Simdi yukarida tanimlananG nin bu alt gruplart icin alt grup

ayristirilabilirli gi veren 2. Bolimin @er ana sonug ve uygulamalarini verelim:

2.3.14 Teorem: G grubu sungu (2.10)ile verilmis olan yari direkt carpim
grubu olsun. O zaman G nin sylan (2.11) ve (2.12) esitlikleri ile verilmigs olan
G, ve G, altgruplariigin, G grubuG, ve G, - ayristirilabilirdir.

ispat: Alt grup ayrstirilabilirlik tanimindan hareketle ispatimizi yapgiz.
Acikca gorulecgi gibi G grubunun mertebesr® G, grubunun mertebess ve G,
grubunun mertebesi ise 8ir. BoyleceG — G, kiimesi toplanms elemana sahip olup,

bu elemanlar

{z,2zy,2y°,--, 2y ' Xz, X5 2, yXZ Y2 X2+, Y X2, YXZ,

Y2X2Z, o Y Iz Y X Y 2, YOXS Y YRR e, Yy I D
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bicimindedir. Ayrica G-G, kumesi de 2r(s-1) elemana sahip olup, yine bu

elemanlar

[X X2, XS YR YR oYX V2K e Y2XSE e Y X e, Yy XS

Xz, X2z, X512, yXz, y*xz,---, Y Xz, yx*z, y?x%z,---, y X%z, -+,

yXS_lz, yZXS_lz, y3XS_1Z, e yr—lxs—lz}

bicimindedir. G grubunun sonlu indeksli normal alt grubumii=<{y;y") olarak
alalim. Bu durumda, heg, e G-G, ve g, €G-G, i¢in, g, ¢ NG, ve g, ¢ NG,
olur. BoyleceG grubuG, ve G,-alt grup ayrgtirilabilirdir. ¢

2.3.15 Sonug¢: G, grubunun  HNN gesiemesi olan G  grubuG,-
ayristirilabilirdir.

Ispat: G, grubunun (2.11) ile verilen sugunu géz 6niine alalimz sabit

harf olmak Uzere ,

y Yyl XX

dontimleri altindaG grubu G, grubununHNN genglemesi olur. Boylece 2.3.14

TeoremdenG grubununG, - ayrstirilabilir oldugu gdosterilmg olur. ©

2.3.16 Sonug: G, grubunun HNN gesiemesi olan G grubuG-
ayristirilabilirdir.

Ispat: Burada ilk 6nceG, grubunun (2.12) ile verilen sugunu diiinelim.

X sabit harf olmak lzere,
Yy Y, Z 2

donttmleri altinda,G grubuG, grubunurHNN genglemesi olur. 2.3.15 Sonugun

ispatinda oldgu gibi, 2.3.14 Teoremden, istenilen sonucailrfas olur. ¢

Simdi G,=N X ,(z;Z°) metacyclic grubunu g6z 6niine alalim. Bu

durumdaG, grubunun elemanlarinin glurdusu kiime

51



{:L Y, yz""’ yr—l1 Z, 7Y, Zyz""’ Zyil}

seklinde tanimlanir. Bu grubul =(z) ile Uretilen alt grubu i¢inG, grubu H-

ayristirilabilir olamaz. Bu durumdasasidaki sonucu elde ederiz.

2.3.17 Sonug¢:Metacyclic gruplar genel anlamda alt grup astrnilabilir
degildir.
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3. BOLUM

ALT GRUP AYRI STIRILAB ILIRLIK VE ETK ILiK KAVRAMLARI
ARASINDAKI ILISKININ CAYLEY GRAF YARDIMIYLA
STANDART WREATH CARPIM ALTINDA iINCELENMESI

3.1 Giris

Ayik [8] ve Cevik [29] b&msiz yapmy olduklari calgmalarda, sonlu
gruplarin standart wreath carpiminin egili veren kagullari belirlemglerdir.
Bunun i¢in wreath carpimin sugunu kullanmglardir.

Bu bolimde, yukarida belirtilen bu gahalardan hareketle, standart wreath
carpimin olgturdusu grubunun etkili bir surga sahip iken (ki bu durumdainimal
ureteclioldugunu biliyoruz)alt grup ayrstirilabilirlili gi incelenmg ve bir takim yeni
sonuclar elde edilrgiir. AdI gecen bu sonuglarin elde edilebilmesi igarekli olan
wreath carpim sunu, [8] ve [29] den farkl olarakCayley graf yardimiyla
olusturulmustur. Adi gecen bu metot, [3] deki ortak galada da kullanilngtir.
Literatirde wreath carpimin swuwnun Cayley graf kullanilarak ghwruldusuna
dair bir bilgiye, [3] deki cabmaya kadar gecen sirede, rastlanrgami

Yine bu boélimde Cayley graftan elde edilmaksimal gac yardimiyla, p-
gruplarin standart wreath ¢arpimmin minimal Uresagisinda etkili olmasi igin

gerekli kgullar1 veren 3.4.7 Teorem ispatlargm.

Bu bolimde verilen 3.4.10 ve 3.4.11 Teoremleri 8e4.12 ve 3.4.13

Sonuglari, tezin g@er yeni sonuglardir.
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3.2 Standart Wreath (Celenk) Carpim

2. Bolimde incelenewari direkt carpiminbir uygulamasi olarak standart
wreath carpimlar diiintlebilir. Bu konuyla ilgili daha detayl bilgiler[3], [8], [29],
[46] ve [73] gibi kaynaklardan wdabilir.

3.2.1 Tanim: A={a,,a,,...,a,} ve B sonlu gruplar olmak tzere,e A
olsun. Bu durumdaax, a,X, ..., a;X elemanlari a;, a,,..., a, nin bir
permutasyonu olur. Dolayisiyla, x, a,x, ..., a,Xx elemanlarini
8, ) Ao, (2)r --+r Qo Olarak alabiliriz. Burada verilerw, ler 1, 2,..., n
elemanlarinin bir permutasyonudugimdi

K=B"=BxBx--xB
S ———

g

olarak tanimlayalim. O hald& nin elemanlari(b,, b,,, -, bag) bicimindedir.

Ayrica (b, ,b

g 32’“

b, )0, = (b, b

Aoy (2) 17 badx(g)) olacak bicimde
0: A— Aut(K), x— 6, homomorfizmasi vardir. Béyledé nin A ile olan yari

direkt carpimiK x, A elde edilir ve bu yari direkt ¢arpinianin A grubu ile olan
standart wreath carpimdenir. Bu garmejA biciminde gosterilir. Ayrica, 2.2.2

Teorem yardlmlyIaBJ'A nin birgrup tanimladg! kolayca gorulebilir.

Simdi, sunglari sirasiylag , =<{x; 1) ve 5 =(y; s) olanAveB gruplari

icin, G:BIA standart wreath carpim grubunun sgumu olgturalim. Burada

sunylar icindeki notasyonu urete¢ ve ati kiimelerini ifade etmektedir.

Bunun igin éncelikle her biae A igin, B grubunun g, sununun bir (y® ; s'*)

kopyasini alalim veA grubunun elemanlari arasindag, =1 olmak Uzere,

a <a,<--<a

n

seklinde bir siralamanin var olgunu varsayalim. Ayrica

{a,:xe Xt kumesiniA grubu icin g, =(X; I) sunguna kagilik gelen bir Uretec
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kimesi ve{b, : yEX} kiimesini de,B grubu icin o =(y; sy sunguna kasilk

gelen bir Grete¢ kiimesi olarak alalim. Bu durunl@,6 Sonucgun bir uygulamasi

olarak,G = BIA grubunun sumunu veren gagidaki teoremi yazabiliriz.

3.2.2 Teorem:Sunylari sirasiyla g, =(X;I) ve g, =(y; s olan, A ve

B gruplan icin, G= BJA standart wreath carpim grubunun syou a,a’ € A,

y,zey ve xe X olmak uzere,

()

1>
(N7))

(a)’ £’ y(a) Z(a') — Z(a') y(a) (a< a’)’ X_ly(a)X: y(aaX)> (31)

bicimindedir.
Ispat: Standart wreath carpimin tanimimdan dolayli(:BW olarak

aldigimizda, G = K x, A yari direkt garpim grubunu elde ederiz. Burala= B#

direkt carpim grubunun sugw a,a’ € A ve y,z< y olmak lUzere,

P = Q,(a); @ y@z@) = 2@ y@ (3 < 7))

bicimindedir. Ayrica yari direkt carpimin tanimimard gelen T,, (xe X, yey)

kUmesi{y(a)xy‘aax)flx’l:yeX,XGé} bigimimdeki ba&mntilarin kiimesidir. O halde

2.2.6 Sonuctan ispat tamamlagralur. O

3.2.3 Omek: A ve B gruplarinin sunglari sirasiyla ¢, = (x; x*) ve
©s =(y;Yy?) olsun. Bu durumdaG:BjA grubunun sumwnu olyturahm:
K=8B"=BxB oldusundan, g, =y, y® ; y(O)Z’ y<1>2’ yOy® — y®y O
sunyu vardir. Burada 1 ve elemanlarinin kopyalari sirasiyl® ve y® olarak
alinmstir. Simdi {y®xy©® "'x*:aec A} kiimesinin elemanlarini belirleyeliniik
olarak a=1 olarak alirsak,x 'y©@x=y® bagintisi elde edilir. Benzer olarak=x

icin x'y®x=y© elde edilir. Bdylece 3.2.2 Teorem den
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_v©@ O 2 02 L0200 OO0 v1y0y O v1yDy O
P =Y L YTIXNXT, YT YT L yTYy T = yry T XY X =YL XY X =y

sunyu G grubunu temsil eder. Aslindaetze dongiimlerini kullanarak buG grubun
(Y, 6 X2, Y%, (yx) )

sunuuyla verilenD, dihedral grubuna izomorf olgunu aciktir.e

3.3. Cayley Graf

Cayley graflar, bu bélimin gginde belirtildigi Gzere, 3. Bélum icin anahtar
konulardan biridir. Cunkl Cayley graf yardimiylarstart wreath carpimin sugu
elde edilecek ve bu suguizerinde, maksimalgac¢ kullanilarak, Urete¢ ve $ati
kiimesindeki elemanlar arasinda silnglerni yapilacaktir. Bu ise bize, bu syon
minimal Urete¢ sayisinda etgini inceleme olanani verecektir. Cayley graf ile

ilgili daha detayl bilgilere [2], [3] ve [44] kanaklarindan ulgilabilir.

3.3.1: Tanim: vve e birbirinden farkli iki kiime ve bu kiimeler arasinda

eV, r:e5Vv, ‘:iese

hereceigin, I(e)=z(e™"), (e*) " =e vee=e" kosullarini sglayan fonksiyonlar
olsun.v, e kiimelerinden va,z, ~* fonksiyonlarindan okan ¢, e, 1,z, ') yapisina
graf denir ve I' notasyonu ile gosterilir. Burada kiimesinekdse kimesie
kiimesinekenar kiimesii fonksiyonunabaslangic fonksiyonuve * fonksiyonuna
da ters fonksiyon denir. Ayrica kenar kimesindeki bace kenari igin, 1(€)
kdsesine,e kenarininbaslangig noktasve z(e) kdsesinedeg kenarininbitis noktasi
denir. BirI" grafinda e kenar kiimesimdekd, e * kenar ciftlerinden sadece birinin
secilmesiyle olgturulan kiimeyel™ grafininyonlendirilmis kenar kiimesilenir vee”
gosterilir. Kenar kimes ™ olan grafa isggonlendirilmis graf denir.

e,e,,---,e, kenarlarin sonlu bir dizisi olmak lUzeré=12---,n-1 icin,

7(e) =1(e,,) oluyorsa, bu diziyd" grafi i¢inde biryol denir. Verilen bir ee,---€,
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yolu i¢in, i1(e) = z(e,) oluyor ise bu yolkapall yoldenir. Ayrica bir I' grafinin
icindeki herhangi iki k§eyi birlestiren bir yol varsa bul’ grafinabaglantili graf

denir.

v kimesinin bir alt kiimes¥; ve e kiimesinin bir alt kiimesi de; olsun.

Herhangi bire’ € e elemani igin,

i) 1(€), 7(€') e V1

i) (€)' eer

sartlari sglaniyorsa,e; kenar kiimesi ver; kdse kiimesinden odan I'" grafinal’
grafinin alt grafi denir. Bglantil olan ve icinden kgan farkl basit kapali yolu
olmayan birI" grafinaagac denir. Ayrica bglantili bir I grafininT gibi bir alt
grafi,

i) T bir agac,

i) T nin kése kimesiyld™ grafinin ke kimesi ayni

kosullarini s&liyorsa, buT agacinamaksimal gac¢ denit [44] de her grafin en az bir

tane maksimalgcinin oldgu gosterilmgtir.

G sonlu bir grup vé&s kiimesi deG nin Uretec kimesi olsun. Ayrid4G, S
kiimesini elemanlarG den alinan elemanlardan gdmkése kiimesve E(G, S

kiimesini de elemanlafs x S={(g,5): g G,se S den olgankenar kiimesblarak

ifade edelim.
Yukarida verilenvV(G, S ve E(G, § kumeleriyle olgturulan grafa,G nin
Cayley grafi denir ve genelliklé’, ile ifade edilir. Bir @, s) kenarininbaslangic

kasesi gve bitis kisesiisegsdir. Ayrica @, s) kenarinirtersi (gs s *) bicimindedir.

3.4 Yardimci Teoremler ve Ana Sonuglar
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A sonlu dgismeli bir grup olsun. O halden |m,, @<i<k-1) olmak
uzere, A=27,®7,®---@®Z, biciminde yazilabilir. Buradat(A)=m, ile A

grubunun ilk burulma numarasini (torsion number¥tecelim. Ayricad(A) ile A

grubunun minimal Urete¢ sayisini ifade edelim. Bgbae ana teoremin ispatinda

kullanac&imiz, sonlu dgismeli gruplarin minimal Urete¢ sayilari ile ilgilsagidaki

Onermeyi verebiliriz.

3.4.1 Onerme:A ve B sonlu dé&smeli gruplar ve(t(A),t(B)) =1 olsun. Bu
durumdad(A® B) =d(A) +d(B) dir.

Ispat: ilk olarak t(A) yadat(B) den herhangi birinin sifir olgunu kabul
edelim. Mesela(A)=0 olsun. Bu durumd#&=0 olacaktir. Buradan d(B) =d(B)

elde edilir.

Simdi t(A) ve t(B) den her ikisinin de sifirdan farkl olgunu varsayalim.

Boylece, m |m, (@<i<k-1) olmak uzere, A=/, ®7, ®---®Z,

biciminde yazilabilir. Benzer olarakn; |n @<j<I-1) olmak uzere,

j+1

B=7,®7,®---®Z, bicimindedir. Boylecet(A)=m ve t(B)=n, dir. Bu

durumda
A®B=7,07,® 07, ®7,07,®--®Z,
olacaktir. Ancak(t(A),t(B)) =1 olduzundan, p|t(A) ve p|t(B) olacaksekilde bir

p asal sayisi vardir. O haldg|m, p|m,,---, p|m,, p|n, pln,,---, p|n dir.
Dolayisiyla,

o 72, >L, ve Y, :an -7,

seklinde @, ve Y¥; Orten homomorfizmamalari vardir. Buradan

homomorfizmalarin geglemeri olan

. (k)
CD.Z,W@ZW@---(%Z,W —>Zp ve
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. 0]
V7,07, &L, >7!

orten homomorfizmalari elde edilir. O halde,

. (k+l)
*0v:7,07,0 07, 67,07,0 &L, >71!

olur. BuradaZ'?, Z , uzerinde bir vektor uzayidir [67]. Dolayisiyla liektor

p

uzayinin herhangi iki tabani ayni sayida elemamssagy sahip olagandan [43],Z Y
uzayik sayisindan daha az sayida eleman tarafindareimetsl Bu ise biz& (pk) nin

boyutunu verir. Dier bir deyjle, d(Z{’)=k dir. Buradan da, bir grubun ureteg

kiimesinin minimum sayisl, bu grubun herhangi bmbmorfik gortntisinin Ureteg

kiimesinin minimum sayisindan biytk yadgit elacaiindan veZ{® grubu A

grubunun homomofik gorintisu oilundan,d(A) >k elde ederiz. BFer taraftan,
A grubu (1, O0,--,0), (O, 1,---,0),---, (O, O,---,1) seklindek tane eleman tarafindan
uretilecginden d(A) <k elde edilir. O halde sonug olaraA) = k elde edilir.

Benzer bicimdeA grubu i¢in yukarida yapilaglemleriB grubu tzerinde

tekrarladgimizda, d(B) =1 sonucunu elde ederiz. Boylece

d(A® B) =d(A) +d(B)dir. Bu da istenilen sonuctug.

Asagida belirtilen 3.4.2, 3.4.3 ve 3.4.4 Onermeler [d8]bulunabilir.

3.4.2 Onerme (Schur 1904):B sonlu bir grup olsun. O zaman

i) H,(B) sonlu bir grup olup, elemanlarinin mertebesi B gmbn
mertebesini boler.

i) B devirliiseH,(B) =1 dir.

A desismeli bir grup olsun. Ayrica A#A ifadesi, A® A grubunun

a®b+b®a (a,be A) formundaki elemanlari ile Uretilen bir alt grublsun. G

herhangi bir grup olmak tUzef@ nin mertebesi 2 olan elemanlarina inversiyon denir
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3.4.3 Onerme (Blackburn 1972): A grubundaki inversiyonlarin sayisi m

olmak lzere

1

Hz(BI A :HZ(B) @ HZ(A) ) (Hl(B) ® Hl(B))Z(\/-\lfm—l)

® (H,(B)#H,(B))"
dir.

t
3.4.4 Onerme: B sonlu bir grup,H,(B) =@ Z Ve s sembolu cift sayi olan

i=1

n (L<i<t) lerin toplam sayisi olsun. Bu durumda

H,(B#H,(B)= @ Z

I<i<j<t

®7Y

(ni.nj)
dir. BuradaZy’, staneZ, grubunun direkt carpimidir.

3.4.5 Teorem [29]:B sonlu bir p-grup olsunO zamand(H,(B)) = d(B) dir.

3.4.6 Teorem [29]:A ve B sirasiyla g ve n uretece sahip, sonlu gruplar
olmak UzereG = BJ'A grubu icin
i) AveB d(B)=n olmak uUzeresirasiylagp, =(X; ) ve
©s =Y ; 9 seklinde etkili sunglara sahip olsun,
i) d(B)=d(H.(B)),
i) A ve H,(B) nin mertebesi ¢ift ve d&€H , (A)),t(H,(B)), t(H,(B)) cift
VEYA
A nin mertebesi tekp tek asali icin,p |[t(H,(A)), p|t(H,(B)) ve

plt(H.(B)),

kasullarini sgglasin. Bu durumda G grubg+n uretecli etkili bir sunga sahiptir.

Simdi 3.4.6 Teoremin bir uygulamasi olarage&daki sonucu verebiliriz.
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3.4.7 Teorem:A ve B birer p-grup olmak tzer@ = B'[A olsun. Ayrica3.4.6

Teoremini). kosulu sglansin. O zaman G grubwy+n uretegli etkili bir sunga
sahiptir.

Ispat: Ispat 6(G) nin hesaplanmasi (homolojik kisim) \BzfA nin etkili

sungunun bulunmasi (geometrik kisim) biciminde iki aybdlim halinde
incelenmitir. 1lk olarak, p asal sayisinin tek ve cift olma durumlarina gore

0(G) degerini hesaplayalim.
a) 0(G) nin hesaplanmasi

G sonlu bir grup oldgundan, rk,(H,(G))=0 dir. Boylece
0(G) =1+ d(H,(G)) olacaktir.

1. DURUM : p tek asal olsun. Bu durumda inversiyon sayrms=0 olur.

Boylece 3.4.3 Onermeden

HZ(BIA) =H,(B)®H,(A)® (H,(B)® Hl(B))%M&)

elde edilir. Buradan da, 3.4.1 Onermeden hareketle,
A(H,(B] A)) d(H,(B) ® H,(A) & (H,(B) ® H,(B) ")
 d(H,(B) + d(H, (A) + d (H,(B®) © H, (B) )
dir. Bu aitlige 1 ekleyip ¢ikartgimizda

1+d(H,(BJ A) =1+d(H,(B)) +1+d(H,(A)) -1+ d((H,(B) ® Hl(B))%(Wfl))

elde ederiz. Bbylece

5(G) = 5(A) + 5(B) -1+ d((H, (B) & H, (B) )

olur. Buradan, kabulimiz ggie A ve B etkili bir sunga sahip oldgundan
0(G) degerini
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LA

2@ )+ 2(9g)-1+d((H(B)®H,(B))* )
olarak alabiliriz.
Simdi d((Hl(B)®Hl(B))%(Wl))degerini hesaplayalim. Varsayim ggreB
bir p-grup old@gundanB nin birinci homoloji grubu olarH, (B) grubu dgp-grup tur.

Ayrica i) kosulundan ve 3.4.5 Teoremden doladfH,(B)) =d(B) =n elde edilir.

Boylece B nin birinci homoloji grubu

Hl(B):Zpk1><Zpk2><---><Zpkn

olur. Dolayisiyla

‘)

ky pkn

Hl(B)@)Hl(B):(Zp prkzx-anpkn)®(Zpkl><Zpk2><--~><Z
i(pkl@)zpkl)@ (Zpk1®Zpk2)®-~® (Zpk1®Zpkn)®

€87 )8 @ 4,0 ,)®® Z ,, 0L ,)®

2(,,®Z 4,)® (Z 1, ® 1,)®® (Z , O ,)
Zg)min(kl,kl)) ® (Z pmin(kl,kz)) - ®(Z pmin(kl,kn)) ®

Zgmin(kz,kj_) ) ® (Z pmin(kz,kz) ) ®--® (Z pmin(kz,kn) ) ®

Z(pmin(kn,kl)) ® (Z pmin(kn,kz)) @ ®(Z pmin(kn,kn))
elde edilir. Boyleced(H,(B)® H,(B)) =n? olur. Buradan
LA

d((H,(B) @ H,(B))? ):§<|A4—1)n2

olur. O halde
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5(8) = £(p ) + 2(pe) -1+ (A~ D’ 32)

esitli gi elde edilir.

2. DURUM: p=2 olsun. O halde 3.4.3 Onermeden,

H,(BJ A) =H, (B) & H,(8) & (Hy(B) ® Hy(B)2" ™ & (H, (B) #H, (B)"

dir. Ispatin 1. Durumunda oldu gibi, 3.4.1 Onermeden,

d(H, (B[ A) = d(H,(B) ® H,(A) ® (H,(B) ® H,(B)) 2" " & (H,(B)#H,(B))")

= d(H,(B) + d(H,(A) + d((H,(B) @ H,(B)2" ")+ d((H,(B)#H, (B)")

olur. Bu aitlige 1 ekleyip cikartgimizda,

1+d(H,(G)) =1+d(H,(B)) +1+d(H,(A)-1+d((H,(B)® Hl(B))%(‘A‘_rH))

+d((H,(B)#H,(B)™ )

olur. Boylece

LiA-mi)

6(G)=56(A)+6(B)-1+d((H,(B)® H,(B))? ) +d((H,(B)#H,(B))™)

elde edilir. Buradan da\ ve B etkili bir sunga sahip oldgundans(G) deseri
S4A-mD m
2@ a)+ x(pg)-1+d((H,(B) ® H,(B))? ) +d((H.(B)#H,(B))")
deserine ait olur.
. ~(A-me) - .
Simdi d((H,(B)®H,(B))? ) degerini hesaplayalim. Varsayim géré3
bir 2-grup oldgundanB nin birinci homoloji grubu olarH,(B) grubu da Zyrup tur.

Ayrica i). kauldan ve 3.4.5 Teorem den dolagi(H,(B)) = d(B) = n elde edilir. O

halde B nin birinci homoloji grubu

63



Hl(B):szlxzzkzx---xzzkn

olacaktir. Dolayisiyla, 1. Duruma benzer olarak(H,(B)® H,(B))=n? olur.

Buradan
L(A-m

d((H,(B) @ H,B)* " ") =2 (A~ myn’

elde edilir.
Simdi 3.4.4 Onermeden hareketit, (B)#H, (B) dezerini hesaplarsak

Hl(B)#Hl(B) =(Z Zmin(kl,kz)) ® (£ 2min(k1,k3)) ®---@ (£ pmin(kl,kn)) @

(Z 2min(k2,k3)) D (Z 2min(k2,k4)) - (Z 2min(k2,kn)) ®

(Z omin(kn-2.kn-1) ) ® (£ omin(kn-2.kn) )@ (£ omin(kn-1.kn) )7 (2n)

olur. BuradaH,(B) grubu 2grup old@gundan,s = n olarak alinmgtir. Bdylece

3.4.1 Onermeden dolay!,
d(H,(B)#H,(B)) =d((Z mingyk)) @ (Z mingqiq)) D+ @ (£ pmin(kl,kn)) ®

Z(Zmin(kz,kg)) D (Z 2min(k2,|<4)) DD (Z zmin(kg,kn)) ®

Z(Zmin(kn,z,kn,]_) ) D (Z omin(kn—2.kn) ) ® (Z omin(kn—1,kn) ) ® Z (2n))
«a omin(ky k2) ) D (Z omin(ky ,k3) ) DD (Z pmin(k]_,kn) ) )+

d((z 2min(k2,k3)) ® (Z Jmin(kz,kq) )D---D (4 Jmin(kz kn) ))+

d((Z zmin(kn—kan—l)) S (szin(knfz,km))Jr d(zzmi”(kn—lvkn) )+d(Z3")
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olur. Buradan

d(H,(B)#H,(B))=(N-1+(N—2)+---+2+1+n= n+n’

N+ n?

elde edilir. Boyleced((H,(B)#H,(B))™) = m( 5

) olur. O halde

n+n®
2

5(8) = 2(0) + 2(p6) -1+ 5 (A -mDn*rm( )

= 200+ 2(pe) -1+ 0* (A4

elde edilir.

b) G grubunun etkili sunusunun bulunmasi

(3.3)

G= BJ.A grubunun etkililgini olusturabilmek igin herseyden t6nce (3.1)

esitli gi ile verdigimiz sungu bagka bir metot ile elde edelim:

Bu metotta asil olaCayley grafkullanimidir. O haldeA ve B sonlu gruplar

olmak lUzereG = BJ'A grubu verilsin. Aagidakisunw insaas! kullanilabilir:

A={a;,a,,"--,a,}olsun. Ayrica ¢, =(x;r) sunguna bl olarak A

grubunun Uretec kiimesitia,; x € X} olarak vegp, =(y ; S) sunguna bl olarak

B grubunun tretec kiimesifb, ; y X} olarak alalim.

* a, =1 olmak Uzerea, <a, <---<a, bigciminde bir siralamanin segilmesi.

* A grubununI’, Cayley grafinin gizilmesi.

(@) .

* Her bir ac A késesi icin, p, sungunun (y®;s®) bicimindeki

kopyalarinin alinmasi.

*Hera,a’ e A (a=a')igin,

Y@z = 2y (y,zey)
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basintilarinin yazilmasi.
* Her bir pozitif kenar icin, Cayley graf tan haetle,

X
—_—

[f) ﬂ'ﬂx

figiriinde oldgu gibi,
XLy @x = y(a0)

basintilarinin yazilmasi.

Bu insaada verilen yukaridaki adimlardan sonra, stanssgath carpim igin
3.2.2 Teorem deki

X §(a)’ r y(a) Z(a') — Z(a')y(a) (a< a/)' x’ly(a)X: y(aax)> (3_4)

XOG:<Z

sunuu elde edilir.

» Son olarak elde edilep, sunyu icin, Cayley graftan secilecek maksimal

Not: Sonlu A ve B gruplari i¢in yukarida tanimlanansaanin aslinda-
gruplar Gzerine uygulanabilegieaciktir.

Simdi bu yapiyla ilgili bir takim érnekler verelim.

3.4.8 Ornek: S, simetrik grubunu dsiinelim. B herhangi bir grup olmak

Uzere, yukarida verilen vyapilyr kullanarak = BIS3 grubunun sumnu
olusturalim.

S, grubunun sungunu g =(X;, X, ; X%, X, (%%,)%) biciminde alalim.
Kolaylik olmasi agisindanS, grubuna aitl, x,, X,, X,°, X,X,, X,X,- elemanlarini
(11), (21), (12), (13), (22) ve (23) olarakaietleyelim. Buna gore ilk once,

grubunun Cayley grafini cizelim.
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Sekil 3.1

Her bir (j) (1<i<2 1<]<3) késeleri igin o, sungunun (y"; s"’)

kopyalarini olgturalim. DolayisiylaSekil 3.1 den hareketle, bu kopyalardan Cayley
grafi gagidaki bigcimde cizebiliriz.

1_.—’

=32

i | 1
{y( );5( )}

[ R
T

Al <l
A

}

11y 11
LA A R

Sekil 3.2

BoyleceSekil 3.2 den,

1,41 (29 1y(2D) 1y

X YTX =Y, X YTX =y
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X, y®x =y, X, y®x = y®

lely(zs) X, = y(13) ’ X, y‘13)x1 y(23)
Xz—ly(ll) X, = y(13)’ Xz—ly(13) X, = y‘lz’
Xz—ly(Zl) X, = y(22)’ Xzfly(zz) X, = y(23)
X2—1y(23) X, = y(21) ’ Xz—ly(l2) X, = y(“)

bagintilari  elde edilir. Bgka bir deygle bu b&mntilar her bir {j)
(1<i< 2 1< j<3) icin,

Xl—ly(ij)xl _ y(i+1i), I = 0(mod2)
X, tyWx, =y j = 0(mod3)

biciminde yazilabilir. AyricaSekil 3.2 den, herif) (1<i<2 1<j<3)) ve
(if)<(Im) icin,

y(iJ' ) 7(Im) _ (Im) y(iJ')

bagintilarina sahip oluruz.
BoyleceG grubunun surgu
(i) (IJ)

- <y 1 N 1 9 X1 X2 ’(Xlx ) y(“)z(lm) — Z(lm) y('J)

x 'yWx =y j = 0(mod2)
X, 'yWx, =y | j = 0(mod3))

seklinde olacaktire

3.4.9 Ornek: 7, xZ, grubunu dgiinelim.B herhangi bir grup olmak Gzere,

3.4.8 Ornekde oldtu gibi, yukarida verilen yapiyi kullanarak; = BI Z,x1,

grubunun sungunu oluturalim.

Bunun i¢inZ , xZ, grubunun sungunu
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L2y 2
K292, = R X 2 X7 %7, Xy X = X5 X)

olarak alalim. Kolaylik olmasi acisindah, xZ, grubuna aitl, X, X, ve XX,

elemanlarini (11), (12), (21) ve (22) olargkretleyelim.Simdi Z, xZ , grubunun

Cayley grafinSekil 3.3 deki gibi ¢izebiliriz.

Sekil 3.3

Ayrica, her bir ) (i, €{12}) kosesi icin, o, sungunun <X(u‘);§<u‘>>

kopyalarini olgturalim. DolayisiylaSekil 3.3 tin yardimiyla, bu kopyalardan Cayley
grafi Sekil 3.4 deki gibi gizebiliriz.
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(x| 1
Gy

U‘mj .SUJ)}

11 1
{P( );E( 3

Sekil 3.4

BoyleceSekil 3.4 den

1,00y, _ 02 1,4y _ (20
X ymuxX =y™, X ¥YTUX=Y

X Y =y, Ty, = y® (3.5)

12y \,(22) -1,,(12) (22)
XYy U=y, XN Y4

1..(22) (21)

=y
X Yy x =y®, X, yPx, = y®@

bagintilari elde edilir. Bgka bir deysle bu bgintilar, her bir ) (i, ] €{12}) kosesi

icin,

x 'y =y, j=0(mod2)

X, yWx, =y = 0(mod2)
biciminde yazilabilir. Ayricagekil 3.4 den, herij) (i, ] €{1,2}) ve (j)<(Im) icin,
Y Z0m) — Z0m) i) (3.6)

bagintilarina sahip oluruz.

BoyleceG grubunun sumu
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(i) (i)

06 =YX %8 0 %" 0% = X%, y P2 = 20y,
lely(ij)xl _ y(ii+1) ,j = O(mod2)
x, 'yWx, =y i=0(mod2))  (3.7)
bicimindedir.®

A ve B sonlu gruplarinin suglar sirasiylag, =(x; 1), g =(y;9)

olmak Uzere,G = BJ'A carpimini goz 6ndne alalim. AyricA grubunun Cayley
grafi I', olsun. T, dan secilen maksimaaca T, diyelim. Asagida Sekil 3.5 de
gosterildgi gibi, her bir ae A i¢in, , sembolii 1 dem ya olan geodezik (en kisa

yol) olmak Gzerey, y1 W, kelimesi ile etiketleyelim.

Waa,
4
x\
1\‘/ aq,
Wa
Sekil 3.5

Simdi Cayley grafdan elde edilen ve (3.4) ile gogter standart wreath
carpimin ¢, sungunda, yine Cayley graftan secilen maksimga@ yardimiyla,

Ureteg ve bainti kimelerinin elemanlari arasinda indirgegiemlerinin uygulandii

Tietze donglmlerini gosterelim.

(T1) Her bir y® ey icin, y® =W, 'y®W_ bagintilari (3.4) ile verilen

sunyga eklenebilir. Cunkii bu gmtilar x'y®@x=y®“* den ve r kiuimesindeki

bagintilarindan elde edilmektedir. Bu durumda (3l )verilen sung

(a) (a)

.=y, x;s

, [! y(a) Z(a') — Z(a') y(a) (a< a')’ Xily(a)X: y(aa)(),
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y@ =W, yOW,) (3.8)
haline gelir.

(T2) Her bir y® ey icin, x'y®@x=y"“> bagintilari o, den silinebilir,

Giinkii bu bgintilar y® =W, 'y®W, den ver kiumesindeki bantilardan elde
edilmektedir. Simdi bu durumu gosterelim:
Bunun icin ilk éncey® =W, 'y®W, elemaninix* ile soldanx ile sadan

carpalim. Bu durumda

Xy @x = x W, Ty OW, x (3.9)
elde ederiz. Boylec&ekil 3.5 den gorulege gibi, (3.9) ile verilen ifade

XY Ox=W,, YW, (3.10)
degerine git olur. Ayrica, y® =W, 'y®W_ bagintisindaa yerine aa, aldgimizda,

Yy =W, YO, (3.11)
esitli gini elde ederiz. O halde (3.10) ve (3.11) den

X Ly@x = y(@ad
ifadesine sahip oluruz. Sonug olarak (3.8) ilalearsuny

0, = <Z<a)’;( : E(a)’ 1, y@z® = 2@ y@ (@), y@ W, lyOW,)  (3.12)

haline gelir.

(T3) Her ac A (a=1icin, s bagntilari , sungundan silinebilir.

Cunki bu bagintilar, g(l) ve y@ =W y®W_ bagintilarindan elde edilmektedir.
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Silme lemi sonunda, suguicerisinde, s® bagintilarindan sadeca” bagintisi
kalacaktir. Simdi bu durumu goésterelim:

Bunun igin 6nceS® e s® ve S® es'® (a=1) elemanlarini secelimS®
ve S@ elemanlari sirasiylay® ve y® elemanlari tipinde yazilabilegmden dolay:

y@ =W, 'y®W, bazintisini,

S@ =W, 'SW, (a=1)

@ @

olarak yazabiliriz. AyricaS® es” olup, s bantisi (3.12) de verilenp,

sunyuna ait oldgundan, S® ~1 dir. BuradanS® ~1 olur. Bu ise bizes®
baginti kiimesinin s baginti kiimesinden elde edighi soyler. Boylece, her

(a)

ae A (a=licin, s bagintilarini silebiliriz. O halde sugucerisinde sadecg(l)

baginti kimesi kalacaktir. Boylece bu d@din sonunda, (3.12) ile verilen synu

95 =, x; 8%, 1, y@z = z2@y@ @a<a), y© =W, y"W,)  (3.13)

haline gelir.

(T4) o, sungundan, herac A (a=1)igin, y® ureteclerinin silinmesi ve
y@ 2z = 7@ y@ pasintilarindaki hery® e y® ireteg elemaniniy, 'y®w, ile

yer deistirmesi donigumudir. Bu glem sonucunda susticerisinde sadecey®

kiimesine ait Urete¢ elemanlari kalir. Boylece (BilE3verilen sung

Pa = x: 8%, 1 W, YW, W, 1200, (a<a) (3.14)

<

haline gelir.

Bu gamalardan sonra, here A (a=1) icin, elimizde [y®, W, 'z®W,]
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formunda toplarrH —1 tane komitator eleman kalir. Bunlardagkaa her

a,a, € A (a,a, z1)icin,

W, 'YW, , W, "zOW, ] (3.15)

!

formunda komutator elemanlar da vardimdi bu elemanlari soldaw,, ve sgdan

Waz’1 ile carpalim. Bu durumda (3.15) ile verilen form
-1,,(1) -1 @
W, W, YW, W, ~, z7]
haline gelir. Bu komutatér formu

[z9, W W, TyOW, W, ]

a " a

biciminde yazabiliriz. Yine elde edilen bu komigaformu

[y®, W W, “z%W, W, ] (3.16)

g a

olarak yazabiliriz. AyricaW, W, *~W , ~W, oldugundan, (3.16) de verilen

o VVa, -
bagintilar [y®, W, *z®W, ] formunda yazilabileggnden, (3.15) sitli ginde verilen
bagintilari silebiliriz. Boylece, heac A icin (a=1), (3.14) ile verilenp, sunwyu

icerisinde sadece[y®, W, 'z®W, Komiitatér formunda Hantilar kalir. Sonug

olarak (3.14) ile verilen grup susw @ Gssuiniin atiimasiyla,

Ps = X5 LY. W, "2W] (ac A a=l y,zey) ) (3.17)

seklinde yazilr.
2
Yukarida elde edilerp, sungunda toplam(|A|—1)M sayida[y, W, ‘zW, ]

komutator bgintisi vardir. Ancak bu Bantilar arasinda bir takim indirgeme

islemleri yapabiliriz.
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inversiyon olmayan hemae A (a=1) icin {a, a'} kimesini gboz 6niine
alahm. Ayrica A" kiimesi; {a, a* )kimesinin elemanlarindan sadece birinin

secilmesiyle olgturuldusunu kabul edelim. Boylecen inversiyon olan elemanlarin

sayisI olmak UzereM+

:%(W—l— m) dir.

A grubundaki inversiyonlarin ofturdusu kiimeyilnv ile gosterelim. Buna

gore A—{{1} U A" U Inv} kiimesini digiinerek, [y, W, "zW, Jkomiitatér elemanlar
arasinda silmeslemi yapalim. Bunun i¢cin 6ncac A—{{1} U A" U lnv élemanini

alalim. Buna kanlik gelen [y, W, "'zW. ] komiitatériniWw, ile soldan vew, * ile

de sgdan carpalim. Bu durumda
[ WoyW, %, 2]

basintisini elde ederiz. Aslinda bugmatiyi, kendisinde denk olan
[ 2 WyW, ]

formunda yazabiliriz. Ayrica bu pantiyi da
[z W, )" yW, 7]

seklinde yazabiliriz. Buradan, * =W, oldusundan, a™* e A" olmak uzere, bu

bazinti

[2 W ) "YW ]
haline gelir. Boylece a'e{A ulnv } icin, [z (\Nafl)’lyvvafl]elemanl
[y,Wa’le\é] elemanindan elde edifginden, bu elemanlari sileriz. Silinen bu

2
elemanlarin toplam sayisi is%(W—lJr m)M dir. O halde silmeslemi sonunda

(3.17) de verilenp, sunuu,
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9o = X5 S LIV, W, ZW], ac{A" UIng, y,zey) (3.18)

biciminde olur.

Simdi, y Urete¢ kimesinin elemanlari arasinga<y, <--- <y, biciminde

bir siralamanin oldgunu kabul edelim. O zaman, herc{A" U Inv ich, (3.18)
esitligi ile verilen sung icin, [y, W, zZW.] bagintilari arasindan] z, W, “'yW, ]

(aelInv, y,zey, y<z) bicimindeki bgintilari silebiliriz.
Bunu gostermek icin, aelnv, y,zey, y<zolmak uzere,

[y, W, 'zZW] bazintisini ele alalim ve bu pantiyr W, ile soldan veW, * ile de

sggdan carpalim. Bu durumda
[ WoyW, %, 2]

komditatorini elde ederiz. Bugwatinin tersini aldiimizda
[ 2 WyW, ]

elde edilir. Ancak buradag € Inv igin W, :Wa'l oldugsundan, bu banti
[ ZW, 'yW,]

haline gelir. Boylece, ac Inv, y.z€ey, y<zolmak uUzere, [ z, Wa’lyWa ]

komutatorleri y, Wa’le\ld ] komitatorlerinden elde edilginden bu bgintilar silinir.

Silme glemi sonunda (3.18)ili ginde verileng, sunyu,

97 = X8 1Y, W, ZW](ae A",y ze y),
=~ 77 . = (3.19)
[y, W, zW,](ac Inv, y,zey, y< 2))

biciminde olur.
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Burada [y, W, 'zZW,] (acA’,y,ze y)bicimindeki bagntilarin sayisi

2
%(w—l— m)M ve [y, W, "2W.] (acinv,y,zey, y<2)bicimindeki b@ntilarin

-0
saylisl ise nM —%m dir. Boylece ¢, sungundaki komutatér olan

bagintilarin sayisi

ALl

dir.

Not: Yukarida gosterilmgiolan(T1), (T2), (T3) ve(T4) dongumleri ile ilgili
butin hesaplamalar, herhangi sonlu gruplarin stamdaath carpimi icin yapilabilir.
Ancak ana teoremimiz-gruplar Gizerine oldiundan,A ve B gruplarip-grup olarak
alinacaktir.

Simdi A ve B seklindeki p-gruplar icin, G= BJ'A nin ¢, ile verilen
sungunun p asalinin durumuna gore etgihi x(¢,) degerini hesaplayarak

gOsterelim.

1. DURUM: p tek asal olsun. Buna gopenin inversiyon dgeri sifira gittir.
Bdylece Inv=¢ olup, (3.19) sumundaki [y, Wa‘le\é ] komitator elemanlarinin

saylsi %(W—l)‘zr olacaktir. Buna gére, sunyunun Euler karakterigti
#() =1 (4= |y + e+ + 2 A -]y
21—(‘§+M)+1‘1+‘L‘+‘3+%(|A4_1)M2
=@+ + (1—M+\j)—l+%(|ﬂ—1)‘zr
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2

Y, (3.20)

= 20+ 2(05) -1+ 5 (A1

degerine @it olur. Ayrica, kabulimiz gege ‘Z =d(B) =n oldusundan (3.20) ile
verilen y (g, ) deseri

H(9,)+ 2(95) -1+ (-’
degerine git olur. Dolayisiylay (g, ) Euler karakteristik dgerinin, (3.2) de verilen

0(G) deserine @it oldugu kolayca gorulir. O hald& grubunun g, ile verilmis

olan sunwgu etkili olacaktir.

2.DURUM: p=2 olsun. Bu durumda Inv=¢ olur. Boylece (3.19)
m

2
)M dir. O
o

sungundaki [y, W, “zW, ] komitatoér elemanlarinin sayls}zr(w —1+

halde ¢, sungunun Euler karakteristi

x(@»=1—(\j+\z{)+\g\+\§+§(|/’4—l+ﬁ)\f
:1_MM+1_1+‘L‘+‘3+%M_1+ﬁ)\£2
=<1—\z\+\d>+<1—\z\+\3>—1+§<|”4—1+ﬁ>\£2

- z(m)w(sos)—1+%(|P4—1+ﬁ)‘zr 3.21)

olur. BuradaM =d(B) =n oldusundan, (3.21) ile verilep(s, Yeseri

H(©,)+ 2(05) -1+ 5 (A -1+

degerine git olur. O halde (¢, )Euler karakteristik dgerinin, (3.3) de verilen
0(G) deserine ait oldugu kolayca gorulur.
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TUim bu hesaplamalarim@ grubununp nin her iki durumu icgin etkili bir
sunya sahip oldgunu gosterir.
Ispat icinde uygulanan Tietze dgiinlerini uygulamadakiekli icin 3.4.9

Ornesine devam edelim:

3.4.9 Ornek (Devam): Simdi (3.7) sitligi ile verilen ¢, grubunun
sungunu ele alalim ve bu suga bazi Tietze dotimlerini uygulayarak,o. nin
etkiligini gosterelim.

4

Bunun icin T;, ,, Cayley grafindansagida verilen, Sekil 3.6 da oldgu

gibi, bir T, ,, maksimal gacini secelim.

ZoxZp

(RN ﬂ!l}

{Fllll;sllll}

=

Sekil 3.6

Buraday,,, 71, 72 V€ 75, €lemanlariniT,, ,, maksimal gaci icinde, 1 den

aelemaningac Z, x Z,) olan geodesikler olarak tanimlayalim. Ayrica,

1 elemaniny,, ile,
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X, elemaniniy,, ile, (3.22)
X, elemaniniy,, ile  ve
X,X; elemaniniy,, ile etiketleyelim.

Simdi (3.5) aitliginde verilen bgintilari ele alalim. Bu Hantilara(T1) ve
(T2) donigumlerini uygulayarak

X, yHx =y
X, yHx, = y@ (3.23)

1. 1. a1 22
X X, y( )XZXCL:y( )

bagintilarini kolaylikla elde ederiz. Burada ilk ikiaginti, (3.5) saitligindeki
bagintilar arasinda bulungundan elimizde mevcuttur. Ucuncl siradakgibay!
bulmak i¢in 6nce (3.5)sili ginde yer alax, "'y™x, = y*¥ bagintisini digiinelim.

Bu  baintiyi xl’l ile soldan ve x ile s&dan carp@imizda,

X%, yMxox = x y®x, esitligi elde ederiz. Buradan x y®x = y®

oldugundan,(T1) dénistimii ile, x, "X, "y* x,x, = y® bagintisi elde ederiz.

Simdi (3.22) de vyapilan etiketlemeden yararlanaré®,23) de verilen

bagintilari
7/12713/(11) Vi = y(lZ)
72171y(11) Vo1 = y(21) (3.24)
yzzfly(n) Vo = y(22)

olarak yeniden yazabiliriz.

Ayricay,,, 71,, 7 V€ 7 elemanlari arasinda
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V12712 =1

V12V 21 = V22 = V1?12
VoV =1 (3.25)
Vi2Vo2 = Va1 = V22012
Va2 = V12 = Va2V

esitliklerinin varhgi kolayca gorulir.
Bu baintilara ek olarak (3.6) dan gelen

[y, 2691, [y 222], [y, 2]
.48)

[y(ll),z(Zl)]’ [y(12),z(21)]’ [y‘21),z‘22)]

bagintilarini digtinelim. Buna gore (3.24) de verilengoatilari, (T4) donumu ile

(3.26) de verilen Bantilarda yerlerine yazgimizda

[y*, 221 =[y" 7, "2%7]
[y®, 2] = [y, 70 2™ 7,]
[y*, 2=y, y(ll) V12 7/22712(11) V2]
[y™, 2] <[y 7, 207,
(11)

[y(lz) ) 2(21)] = [7/12 Y V12V Z(11)7/21]
[y(21) , 2(22)] =[ys y(ll) YoV z™ Y22l

(3.27)

bagintilarini elde ederiz.
Simdi (T2) donguma kullanilarak, (3.27) deki pantilar arasinda (3.25)

yardimiyla silmeglemi yapabiliriz. Bunun igin

ay 1,4y

[7/12 Y V121V Y2l

1D

[721 Y Vo1V 2(11)7/22]!

1) 71D

[712 y 712!721 Yal

bagintilarini secelim. Bunlardan birincisi oldp, “y™y,,,7,, 'z*y,, ele alalim,
Bu baintyt y,,  ile soldan ve y, ile sadan carpimizda

sy Vi Y7070 > 2%%]  elde ederizz. Bu da (3.25) den dolay!
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(€5 -1 z(

My, 2] bagintisina denk olur. Buradan da [y Voo |

[72 Y ya
bagintisina ulailir. Sonug olarak [y*?,z*? Tagintisindan hareketlgy™,z® ]
bagintisi elde edilir. O halde(T2) doniimiu yardimiyla,[y®, z*Y bagintisini
silebiliriz.

Benzer olaray,, 'y™y,,,7,, 2™y, bantsini diiinelim. Bu bgintiyi

11 -1 _
( )7217/22 , z™ ] elde

7, - ile soldan vey,, ile sadan carp@iimizdal[y,, ‘v, 'y
ederiz. Bu da (3.25) den dolayy,, 'y™y,,, z*® bsintisina denk olur. Buradan
da [y™,y, 2"y, ] bazntisina ulailr. Béylece [y®,z* ] bagintisindan
hareketle [y®?, z* ]bazintisi elde edilir. O halde(T2) doéniimii yardimiyla,
[y"?, z*] bagintisini silebiliriz.
-1, -1_(11) o - .
Son olarak[y, Y 77,7 277y, 1ba&8Intisint diginelim. Bu bgintiyi

7, = ile soldan vey, ile sa&dan carp@iimizda [y, 7, Y rnya . 28 ]

basintilarina ulgiriz. Bodylece bu hantida (3.25) gitliginden dolayi,
[V, Y7, 2] komutatérine denk olur. Buradan day®,y,, 2%y, 1]
bagintisina ulailir. Boylece [y™@,z?" ] bagintisindan hareketle[y™,z*?? ]
bagintisi elde edilir. O halde, yin€T2) donigiminden, [y®,z? bagintisini
silebiliriz.

Silme glemlerinin ardindan elimizde sadece

[y®, 712712(11) V121,

[y(ll) , 721_12(11) Yal,

[y(ll) , 722712(11)722]
bagintilari kalir.

Simdi (T3) donumdnd kullanarak, herij§ (i,j<{12, (ij)=@1D)) ve
(i)<(m) icin s bagintilarinin silinebilecgini gésterelim. Bunun igin once,
S™ es™ ve S es”  (a=1)elemanlarini segelim. Her bir heij)( igin, 7

semboll 1 derij ye olan geodesik olmak tzel; kelimesiniy; nin etiketi olarak
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alalim. Bu durumda S® ve S% elemanlari sirasiylay™ ve y®elemanlari

tipinde yazilabilecginden dolayry™ =W, "y™W, basintisini,

SO —w, S, (i) # @)

olarak yazabiliriz. BuradaS™ es™ ve s’ bazintisi (3.7) de verilengp,

sunguna ait oldgundan, S® ~1 dir. Buradan daS®™ ~1 olur. Boyleces"

baginti kiimesi E(ll) basinti kiimesinden elde edilgmiolur. O halde, her ij)
(i,je {12, (j)=@D) ve §)<m) icin, s bagintilar silinebilir. Buradan da
suny icerisinde sadece™’ baginti kiimesi geriye kalrr.

Boylece maksimal ga¢ kullanilarak yapilan bitin bu silmgemlerinden

sonra (3.7) ile verile®= B_[Z2 x Z, grubunun sungu,

1D ey 2

2 _ 17
1 X Xy 5 STTX Xy, XX = XX, [y

712(11)

o :<Z 1 V12 Y1214

(11 11

[y !7/21712(11) 7/21]’ [y 1722712(11) 722]> (3.28)

bicimindedir.

Simdi ¢ sungunun etkililigi gostermek i¢irB grubunu mertebesi 4 olan ve
sunyu @, =(y;y*) bigiminde olan devirli grup olarak alalim. O zam@128) ile

verilen o, sungu, ' Gssiiniin atimasiyla,

P =Y, X, X5 y41X 21 X22' X, X, = X%, Y, Xlilyxl]’

[y, % Y% 1 [Ys % % yX%,D) (3.29)
olur. Bodylecep=2 durumu s6z konusu olgundan,

1 m
0(G)= x(p )+ x(98) —1+§(|/>4 —1+;)n2
:1-2+3+1-1+1-1% (4-1+3)=5
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bicimindedir. Ayricagp . nin Euler karakterigti
2(9e)=1-3+7=5

dir. Boylece
5(G) = x(95)=5

oldugundanG grubunung sunygu etkilidir. e

Su ana kadarA ve B p-gruplar olmak Uzer& = BJ'A grubunun (3.19) de
verilen ¢, sungunun, p nin her iki durumu icin, etkili oldgu goruldd. Simdi,
3.4.7 Teoremini tamamlamak i¢igp, sungunun minimal Urete¢ sayisina sahip

oldugunu gosterelim. Yard(G)=g+n oldusunu gésterelim.

Bunun ig¢in G grubunun g, ile verilen sungunu dginelim ve

X, Xy, 01, Xy € X Urete¢  elemanlarr  arasindax, <x, <---<X, seklinde bir

g
siralamanin oldgunu varsayallm. Bu durumd& grubunun birinci homoloji

grubunun sunu

2 1y (G) :<Z1 X3S [y, Wa’le\la](ae A", a=zly, ZEZ)’ [y, X] (yEZ’Xeé)
[y, W, zZW,](acInv,y,zey, y<2)
[v.Z] (Y,zey, y<2), [XXT(X,X € X, x<X))
bicimindedir.  Burada[y, W, ‘zW.,](ac A", a=1, y,zey) ve [y, W, 'zZW,]

(aeInv, y,zey, y<z) baintilari [y, X] (yEX,Xeé), [v,Z] (y,zey, y<2) ve
[%X](x,X" € x,x<X") bagintilarindan elde edilebilegmden, (T2) doniima den,

silebiliriz. Boylece yukarida verilen susiu
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haline gelir. BoyleceH,(G)=H,(A)® H,(B) olur. O halde 3.4.1. Onermeden
d(H,(G)) =d(H,(A)+d(H,(B)) dir. Burada A ve B gruplart p-gruplar
oldusundan ve 3.4.5 Teoremden hareketled(H,(B))=d(B)=n ve
d(H,(A)) =d(A)=g olup

d(H,(G))=g+n

bicimindedir. Bdylecéd,(G) bir p-grup oldgundand(H,(G))=d(G)=g+n elde

edilir. Buda istenilen sonuctuf.

3.4.9 Ornek (Devam):(3.29) aitli gi ile verilen o, sunyu 3 Uretecli etkili

bir sunya sahiptir.e

3.4.10 Teorem: A, A,,---, A, ve B gruplari p-grup ve

G,=B,
G,=Gy[ A,
G, :G1IA2!
G =G.[A

olsun. Ayrica B grubu d(B) Uretec elemanl etkili sunwa sahip olsun. O halde
G, grubu d@G, ) ureteg elemanl etkili bir suga sahip olur.
Ispat: r izerinde tiimevarimla ispatimizi yapalim.

i) r =1 olsun. Bu durumdaGl:GOJ'Al:BIAl olur. O halde varsayim

geregsi B grubu d(B) Urete¢ elemanl etkili bir suga sahip oldgundan ve 3.4.7
TeoremdenG, grubu dad(G,) uretegli etkili bir sunga sahiptir.

i) Simdi r>1 icin ispatlayalim. Bu durumdds, :GHIA grubunu
distinelim. Burada timevarim hipotezindé€s , grubu d(G, ;) Urete¢ elemanl

etkili bir sunga sahiptir. AyricaG, ;, grubup-gruptur. BoOyleceA, grubup-grup
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oldugundan ve 3.4.7 TeoremdeB, grubud(G,) Urete¢ elemanl etkili bir susa

sahip olur.0

A ve B gruplari sonlu gruplar olsun ve 3.4.6 Teoremdelesi), ii) ve iii)

kosullarini sglasin. Ayrica G:BIA olsun. Simdi bu bolumin dier ana

teoremlerinden biri olan alt grup agmrilabilirlik ile etkililik arasindaki ilgkiyi

veren @agidaki teoremi verelim.

3.4.11 Teorem: G = B_[A grubu d(G) minimal Uretec elemanli etkili bir

sunya sahip olsun. Bu durumda G grubu B-agrilabilirdir.
Ispat: Kabul edelim ki A ve B gruplari sonlu gruplar olsun ve 3.4.6 Teorem
de verilen i), ii) ve iii) kgullarini sglasin. AyricaG grubu bu gruplarinin standart

wreath carpimi olsun. Heme A (a=1) i¢in, a inversiyon olmayacalgekilde,
{a,a'} kimesini dgiinelim. Buna goére A" kumesi {a, a* kiimesinin
elemanlarindan sadece birinin secilmesiylestoluldusu dnceden ifade edilsti.

Bu durumda Cayley graftan secilen maksimghan yardimiyla yapilan silme

islemleri sonund& grubunun surgu (3.19) de verildi gibi

;= X s LYW, 'ZW ] (ae ALy, ze ),

[y, W, " z2W.](ac Inv,y,zey, y<2))

elde edilir. Cevik [29] de yapmioldusu calsmasinda yukarida verilen susun

minimal Uretegli etkili bir sunga sahip oldgunu gostermstir.
G= B.[A: BIA x, A oldugundan yari direkt carpim taniminda = B/A

direkt carpim grubuG grubunun normal alt grubuduSimdi G - Bkumesini

distinelim. Bu kiimenin elemanlanx kiimesinin elemanlarindan vgy, Wa’le\é]
(ae A" ulnv, y,zey, y<z) komditator formunu gdayan elemanlardan aiur.

Daha 6ncede belirgimiz gibi W, kelimesiT agacindan elde edilem, geodizginin
etiketi oldu icin sadece x kimesinin elemanlarindan glr. Burada a=1

oldusundanW, = 1dir.
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UeG-B olsun. W, # 1 oldusundan U  kelimesi [y, z] (y,zey, y<2)

komutator formunda olamaz. AyricdB kiimesine ait elemanlak kiimesine ait

olan elemanlardan hicbirini icermez. Yine bu kimgz)* veya y°Z
(y,zey, k,i,seZ" ) formuna ait elemanlari da icermez. Boylege, sungu
minimal dretecli etkili bir sunga sahip oldgundan, herU e G- B i¢in, U ¢ NB

dir. Cunkd minimal uUretegli etkili suga sahip olmasindarG — B kimesi bu

minimal sayidaki elemanlardan elde edifir.

3.4.12 Sonug:A ve B grubu pgrup ve (3.19) ile verilen ., sunuyu

G:B.[A nin gtn dretecli etkili sungu olsun. O zaman G grubu -B

ayristirilabilirdir.

3.4.9 Omek (Devam): G=B?%x (Z,x 7,) oldugundan yari direkt
carpim tanimindanN = B?2'%2  direkt carpim grubuG grubunun normal alt
grubudur. Simdi G — B kiimesini diginelim. Bu kimenin elemanlar{x,, X,}
kimesinden alinan elemanlarla glurulan kelimelerden ve [y, xl’lyxl],
[y, X, "y 1, [y, X, ‘%, "yxx,] komiitator formunu gdayan elemanlardan aiur.
Ayrica (3.29) eitligi ile verilen o, sungunun 3 Uretecli etkili bir surya sahip

oldugu bir 6nceki 3.4.9 Ornek (Devam) da ifade edjtimi Boylece (3.29) ile verilen

$s sungu minimal Uretegli etkili surga sahip oldgundan G- B kimesi bu

minimal sayidaki elemanlardan elde edilir. Dolayles uc G — B kelimesi x, yada
X, kelimelerinden birini (yada ikisini) icermek zomedir. AncakB'“2%/B kiimesi

X, yada x, kelimelerinden higbirini icermez. Boylece,¢ B?2%2B dir. Bu da

bize G nin B-ayristirilabilir oldugunu verir.e

Son olarak 3.4.7-3.4.10 Teorem ve 3.4.12 Sonucagiandaki sonucu elde
ederiz.
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3.4.13 Sonug:A, A, ,---, A ve B gruplar p-grup ve

G, =B,

G, =G, [ A,
G, :Gl_[AZ’
G =G.,[A

olsun. Ayrica B grubu d(B) Urete¢ elemanl etkilisunwa sahip olsun. O zaman

G, grubu G, -ayristinlabilirdir, G, grubu G, -ayristirilabilirdir, ... ,G, grubu

G, ,-aynistirilabilirdir.
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4. BOLUM

GRUPLARIN MERKEZ I (CENTRAL) GENISLEMESI UZERINDE
p-COCKCROFT OZELL iGi

4.1 Giris

2. Bolumde, 6nemli grup gefemelerinden olarHNN genglemesinin ve
Ayrik genglemenin (ki bu, 2.2.10 Teorem ile yari direkt campanimlar) alt grup
ayristirilabilirli gi incelenmgti. Ayrica 3. Bolumde, yingari direkt carpimin bir tst
versiyonu olan standart wreathcarpimin minimal Uretecli etkili bir suga sahip
iken alt grup aystirilabilirligine dair bazi sonuglar elde ediktni Bu bélimde ise,
2. ve 3. Bolumlerde incelenen bu gdemeler dginda, yine énemli bir geglieme
cesidi olan merkezi(centrd) gengsleme Uzerinde durulup, bu geleme icin p-
Cockcroft (yani etkililik) kavrami incelenecektir. Bu inceleme; verilen herharig
grubun dgismeli grup ile olan merkezi gegemesinin sungunu, alinacak bip asal
icin, p-Cockcroftolmasini sglayan gerek ve yeter kollar belirlenerek yapilacaktir.

Simdi bu bolimin temelini okluran merkezi gegieme icin bazi temel

bilgileri verelim:

4.1.1 Tanim [67]:Bir G grubu

1 K—/»G—"5Q0—1 (4.1)

olacak bicimde bir tam diziye sahip olsun. BuutudaG grubunaK nin Q grubu

ile olangenklemesidenir.
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Aslinda (4.1) bir tam dizi gOsteginden, Gor(i) = Cekp) dir. Buradai

birebir vep orten olup, Gor(i)=K ve Gor(p) = Q dir. Ayrica, Birinciizomorfizma

Teoreminden%ek(p) = Gor( p) elde edilir. Dolayisiyla

S% =2

sglanacaktir.

4.1.2 Tanim ([43], [67]): Bir G grubu (4.1) deki gibi bir tam diziye sahip
olsun. AyricaGoér(i)<Z(G) olsun. Bu durumd& grubunak ninQ grubu ile olan

merkezi gelemesidenir.

Convay, Coxeter ve Shephard, [26] da, merkezistemeyecombinatorial
anlaminda yakkmiglardir. Sonra Beyl ve Tappe, [13] deki galalarinda, genel
grup genglemeleri ve bunlarin temsilleri ile bazi drneklerstiinde grup
genglemelerinin ikinci homoloji grubunu ¢camiglardir. 1998 de ise Baik, Harlender
ve Pride ([11]) genel olaradombinatorialanlaminda grup gegiemelerini calgip, bu
genklemelerin sungunu tanimlanngive yine bu geglemelere ait sungar Uzerinde
Uretecresimleriniolusturmuslardir. Ayni makaledenerkezi geglemesininsunulari
Uzerine sonuglar verilmi olup, bu geniemelerinin ikinci homotopi moduld,
dolayisiyla Ureteg resimleri belirlergtit. Bu Ureteg resimlerini kullanarak, Cevik
[31] herhangi bir grubun devirli grup ile olan rkezi genglemesinin sungunu p-
Cockcroft(herhangp asali icin) yapan gerek ve yeterlbari belirlemitir.

Bu bolimde, Cevik in [31] deki ¢amasinda kullanngioldusu yontemden
hareketle, verilen herhangi bir grubungdeneli grup ile olanmerkezi(central)

genglemesinin sungunu p-Cockcroftyapan gerek ve yeter fallar belirlenecektir.
4.2 Merkezi Genglemenin Etkilili gi

Herhangi birQ grubunun sumu o, =(a; r) biciminde olsun. Ayricam,
(L< j <) negatif olmayan tamsayilar olmak Uzeregigimeli bir grup olankK nin

sunwunu
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P = X, X3 X X7 00, X5 X % ] (< <)) (4.2)

olarak alalim. Buna gor& nin Q grubu ile olanmerkezi genlemesiolan G

grubunun surgu

P =(a, X, %, X.; RV (Rer), x™, X572, -, xT, [x,X,] L<i<n)

1 Ngy 1 Ng 1

[a,x] (aea, 1<i<s)) (4.3)

bicimindedir [11], [26].
Burada, her bir Rer) igin, 0<k <m (1<i<s)olmak Uzere, W,

kelimesi

k1 \ k2 k
XXX

formuna sahiptir.

Ancak, [11] de ifade edildi gibi, (4.3) ile verilen her suubir gengleme
tanimlamaz. CuUnkiK — G = G(p) homomorfizmasi birebir olmayabilir. [26] da
bu homomorfizmayi birebir yapan gerek ve yeteguk@ grubunun ikinci homotopi

modull olan 7,(g,) nin Urete¢ kiimesinin belirlenebilmesiyléade edilmstir.

Dolayisiyla, [11] ve [26] da, verilen bu §du K nin dgismeli olmasi durumuna

go6re uyarlamamiz gerekmektir.

Verilen Q grubunun ikinci homotopi modilu olam,(p, hin Ureteg
kimesini Y ile gosterelim. Ayrica QeY resmi, R*,R?,...,R*"(R, er,

g; =t11<j<t) ile etiketletnmg olan A ,A,,...,A, disklerine sahip bir resim

olsun. Bununla birlikte

V1s Vareees 1 (4.4)

91



Q resmindespreylerolmak Uzere, her biy; spreyini, a Urete¢ kiimesinden elde
edilen WR]_ (1< j<t) kelimesi olarak etiketleyelim. Bu dururgekil 4.1 de

gOsterilmitir.

0, SN
- & )

WR} II-'

R.-i I'-I WR_;

Sekil 4.1

Ozel olarak, her bif.< j <t igin, 0< kij <m (1<i < s)olmak [Jzere,WRj

kelimesini

STRLYT Ks;
_ j il j
WRj =X "X, X

S

t .
olarak belirtelim. Bu durumd&) nun smmHWFfj‘ bicimindedir. DolayisiylaG
j=1

merkezi geglemetanimladgindan,K grubu iginde,
t o

[TWg! =1

.

esitli gi saslanmalidir. Boylece

t . . X X
q(xf” X, X )T = 1 (4.5)
]:
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dir. Buradan daK nin dgismeli olmasi ger@
t
A (@=2ek,
J:
olup, dolayisiyla (4.5) ile verilen ifade
Q@ _q
bicimine gelecektir.

O halde, surgu (4.3) ile verilenG grubunu merkezi gegleme yapan, yani

K - G=G(p) homomorfizmasi birebir yapan, gerek ve yetesuko ssagidaki

sonucta verebiliriz.

4.2.1 Teorem ([11], [26]):G sunyu (4.3)ile verilen bir merkezi gesleme

olsun. Bu durumdaK — G homomorfizmasinin birebir olmasi igin gerek ve yete

kasul, her birQeY icin,

4 @=0(modm) (4.6)

olmasidir.

Qe Y resmi icin olgturulan, her biry; spreyini, a trete¢ kimesinden elde
edilen BA], (< j<t) kelimesi olarak etiketleyelim. Ayrica, hesic A igin,

a,; (Q) ifadesini
@, Q=Y e, exp, (B, )k, A=i<9)

olarak tanimlayalim.
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Yukarida verilen aciklamalardan sonra, bu béliratia teoremini verelim.

(Bu sonug [5] de tarafimizdan girlendirilmistir).

4.2.2 Teorem:G merkezi gegleme grubunun sugu (4.3)ile verildigi gibi

9 olsun ve(4.6) kaosulunu sglasin. Ayrica p sayisl asal vey#® olsun. Bu
durumdag sunyunun p-Cockcroft olmasi igin gerek ve yetesutiar

1) m=(m, m,,...,m,) olmak tizerem= 0(mod p,

i) Her ac aveRer icin, exp (R)=0 (mod p,

iii) Herl<i<svel<j<ticin, k, =0(modp,

IV) o sunyu p-Cockcroft,

v) Heraea, QeY vel<i<sigin, a,; (Q)=0 (mod p,

vi) HerQeY vel<i<s igin, 4 (Q)= 0(modm p),

seklindedir.

Ispat: Q veK gruplarinin sunglari sirasiyla
g =(air) ve o =X, %, X X X7 X [ X, X, ] (Ui <n))

biciminde olsun. AyricaK nin Q grubu ile olan merkezi gegemesi olanG
grubunun sungu (4.3) de verildii gibi olup, (4.6) kgulunu sglasin.

Ilk olarak [11] yardimiyla z,(¢. ) ikinci homotopi modulinin Ureteg

resimlerini olgturalim. Buradaki amacimiz bu Urete¢ resimlerindeksklerin

toplamini hesaplamaktir. Clinkgi, sungunun p-Cockcroftyapan keullar, elde

edilen bu Ureteg resimlerindeki disklerin topldmilanilarak belirlenir.

() P, P, velP, Kose (Vertex) Resimleri:

Bu resimlerSekil 4.2, Sekil 4.3 veSekil 4.4 de ¢izilmg olup, aslindar, (¢ )

ikinci homotopi modulini Ureten resimlerdir.
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1=inss
1#n

Sekil 4.2 Sekil 4.3

Lmgeq{lZ,....5},
1<n, g#iLn

Sekil 4.4

Her bir 1<i <s icin, m =0 oluyorsa, yanK grubu rankis olan serbest
degismeli grup oluyorsa, yukarida verilei, ve P, resimleri bg resim olurlar.

Ancak bu durun® , resmini etkilemez.
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() P. ve P2 Kenar (Edge) Resimleri:

Her aca ve herx™ icin, Sekil 4.5 de gosterilgi gibi, P} kiresel resmine sahip
oluruz. Yukaridgl) durumuyla belirtildgi gibi, her birl<i < s i¢in, m = 0 olursa,
Sekil 4.5 ile verilean’ﬁ1 resmi bg resim olur. Ayrica, heraca ve i<n
(i,ne{L2...,9) icin, Sekil 4.6 de gosterildi gibi, P2 kiresel resmine sahip

oluruz.

Sekil 4.5 Sekil 4.6

() M, & Seklindeki 2-htcre Resimleri:

Her bir Rer vel<i<s icin, Sekil 4.7 (W, bos kelime oldgunda, Sekil

4.8) de gosterildii Uzere, H, . kiresel resimlerine sahip oluruzSekil 4.7 de

bulunan C alt resmiSekil 4.9 da gosterildi gibi [x,x,] L<i,n<s) bicimindeki

komutator disklerinden oguir.
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X.R .
G
W p
T | | |
i
#{2 ‘Lx!. X!-+ +;r;!.
o B
.
x
Sekil 4.7
i
xl o xl +H— 'xl +—+ x2+_ .. .x“_I_ xz'_'_]_‘_ +- x.s -

¢
.
¥
py
:
o
-
e
P
4

— +H ... H— . =
x 1 x x xS H

Sekil 4.9

(IvV) Q#* Resmi:

Her bir QeY resmi icin, (4.4) ile verildi bigcimde y,, 7,,..., 7, spreyleri
vardir. Simdi, her birl< j <t icin, Rfj ile etiketlenen, her bin\; € Q diski igin,
y; sprey gizgisini,Sekil 4.10 veSekil 4.11 de gosterildi gibi, B, W, BgJ?WF;jl

siniri ile etiketlennsi [a, %] (a€a,l<i < s) komutator disklerini iceren bir resim ile

yer d&istirelim. Burandan da
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BQ)=(WaW:2 .. W)™

ok Kk k kyo . K k ki Ko, k _
_(((111)(221 "'XsSl)gl(Xllzxzzz "'Xssz)gz "'(th th "'Xsst )gt) ! (4-7)

sinir etiketine sahigQ* resmini elde ederizSekil 4.12). Bunu yaparak sinir
etiketleri Uzerinde elde edegmiz disklerin toplam sayisini bulabilir, e bir

degisle, [a,x ] komutator disklerini dier resimler igerisindeki ayni komutator
diskleri ile kagilastirabilir ve sayisini hesaplayabiliriz. Ayrica gibbu sinir etiketini

kullanarak Q nun alt tarafindaQ™ ile gbsterecg@miz yeni bir alt-resim elde
edebiliriz [11], [31]. Sonuc olara® ile Q™ in birlesiminden yeni bir Urete¢ resmi
olan ve Q% resmini elde ederiz. (Bununla ilgili ¢izimlegekil 4.12 ve 4.13 de
gosterilmitir). Aslinda Q™ resmi M, ve M, biciminde iki alt resme sahiptir.
Buradall; resmi[x,x, ]Jd<i<n<s) biciminde komutator disklerinden Vil ,

resmiisex™ (L<i < s) disklerinden meydana gelir.

IR
E‘J.=1
Sekil 4.10
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WS
=l

Sekil 4.11
/AN

Sekil 4.12




3
Ty *@#
£y

My
x?"l
1 xmz
2 z | ;,xms
&

Sekil 4.13

m, alt resminde bulunafx;,x, komutator disklerini kullanilarak (4.7) ile

verilen ifade, aslinda,
5 4 (Q
HXF I( )
i=1

ifadesine it olur. Ayrica, her1<i<s igin, M, alt resminde bulunanx™

4 Q)

disklerinin sayisi—— tanedir. Burad&K 6zel olarak,serbest dgsmeli grup

4 Q)

olarak alinirsa (yanim=(m, =0,m, =0,...,m;=0)= 0Oolursa), ——= degeri 0
m

olur. Eser 4 (Q)>0 ise, x" diskleri pozitif bicimde vel, (Q)<0 ise yine bu diskler

negatif bicimde secilmiolarak digtinilecektir.

Dolayisiyla [11] den, (4.3) ile verilen ve (4.6psklunu s&layan ¢

sungunun, 7, (¢4 ) ikinci homotopi modulunin trete¢ kimesi
P, P, P, PL, P2, H, s Q* (aca Rer, 1<i<s, QeY)

resimlerinden olgan veYg ile gosterilen bir kime olacaktir.
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Simdi Y kiimesinde bulunan resimleri kullanarak sonucumugeneklilik

kismini gagidaki sekilde gosterebiliriz:

Bunun igin, glemlerimizde kolaylik sglamasi agisindan, harca, Rer ve
1<i<n<s igin, Cg, C,; ve C,, notasyonlarini, sirasiylaRW,*, [a,x] ve

[x,x.] bagintilari olarak alalim.

177
Ispattam= 0 ve m=0 durumlari gbz 6nlne alinacaktm=1 durumu ise

[31] de yapilmg oldusundan burada incelenmeyecektir.

1) mz=0 durumu:

Ik olarakP,, P,, P,, P ve P2 resimlerini dginelim. Her birl<i<s

icin,

exp . (P)=exp , (P)=exp, (P)= 1-1=0

dir. Ayrica, herl<i < n < s veaecaigin,
eXpCa’i (lP:Ie-\):m = eXpCi’n ([PZ)

dir. Bdylece m = Qmod p olur. Dolayisiyla teoremin (i) kolu sa&lanms

olacaktir. Bunlardan kka

eXPe; , ([Pi): €XPc,; (ﬂ)i): eXPc , (Py)=1-1=0

dir. Her bir i,n,qe {12,...,s, i<n ve g=i,n icin, Sekil 4.4 ile verienP,
resminden kolayca gorulegelzere,[x;, X, ] ve [X,,X,] seklinde komutator diskler

vardir. Ancak bu diskler aslind&, | komutator formundaki disklerdir. Yiné

resmine gore, elimizde sadece bir tane pozitif iretdme negatif [x,x, ]diski
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(benzer olarak sadece bir pozitif ve bir negaffik,,x, digki) oldizundan, bu

disklerin Ustler toplami O @erine git olacaktir.

Simdi, her Rer ve 1<i<s icin, Sekil 4.7 veSekil 4.8 de verilenH , ;

resmini dgunelim. Burada

exp, (H, z)=1-1=0 ve exp,, (H,r)=exp, (R (@<cd)

dir. Boylece sonucumuzun (ii) kolu salanms olur. Sekil 4.9 ile verilenC

resminden, heRer vel<i<s igin,
eXpCi’n ((C): eXpCi’n ([H] Xi,R):epri (\/VR )

elde edilir. BoOyleceW, kelimesinde bulunan her bix elemaninin Gstler toplami

sifira denktir. Ancak, her birl< j<t igin, WRj kelimelerini g6z o©nine

aldigimizda,

exp,, (W, ) =0 (mod p

olacaktir. Dolayisiyla, het<i<s vel< <t icin, kij =0(mod p olur. O halde
teoremin tc¢incu kplunu elde etngioluruz.

Son olarakSekil 4.12 de gosterilmiolanQ# resmini géz 6niine alalim. Bu

resimden kolayca gorulegeizere

exXpe, (Q%)=0 (mod P
dir. Bununla birlikte exp, (Q*)= exp, (Q) oldusundan,

exp, (Q) =0 (mod p

elde edilir. Boylecegp, sungu p-Cockcroft olacaktir. Dolayisiyla (iv) kgulu

sgzlanms olur. Bunlara ek olarak, hacave 1<i < s i¢in,
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expe,, (Q9)=a,, (Q)

esitli gi vardir. BuradaQ resminde gorilegg lzere, o, ; (Q)=0 (mod g dir. O
halde (v) sglanms olur.

Tim bunlardan bka, herl<i <n<s icin, Q" ya ait M, alt resminde

C

.n komutator disklerinin Ustler toplami, sungunun p-Cockcroft olmasi
kabultinden dolayp moduna gore 0 sayisina denk olmalidir. AyfZa resminde

C, , komutator diskleri sadedd , alt resminde bulundiundan,

eXPg; , (my)= expe , Q™)

esitligi her zaman sdanip, buradaki Ustler toplam yineod pye gore 0 a denk

olmahdir. Bununla birlikte, het< j <t ve 1<i<s igin, 0< kij <m,eg; =+l ve

Ke.
Sj
S

i kg LI N
WRj = xfll XZZJ =X, ' olmak lUzere,p, sunwu igin qWRjJ =1 esitligi saglanms
J:

olup, (iii) kosulundan, kij = 0(mod p oldusunu biliyoruz. Ashnda bu paragrafta

anlatilan yukaridaki iki duruni?l; resminde bulunan hefx,x, {1<i<n<s)

komutator diskinin dstler toplamini da etkileygire s6ylemektedir. Kisaca (iii) ve

(4.5) den,M, resminde bulunar{x,x, komutator disklerinin Ustler toplanp
moduna gore 0 sayisina denk olur.
Simdi M, resmini g6z 6nlne alarak, icindeki disk icin Usttgplam hesabina

bakmallyiz. Aslinda her bit<i <s igin, M2 alt resminde bulunax™ disklerinin

4 (Q)

sayisinin——= oldusunu yukarida belirtmgtik. Buradan
m

e (@)= 010, (@)= 0xp,, (M= D

olaca aciktir. Dolayisiyla, here {1,2,...,s} veQeY igin,
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24 (Q)= 0 (modm p
sarti sglanmalidir. O halde (vi) kwlunun varlgi gosterilmg olur.
(i) m=0 durumu:

m=(m, m,,...,m,) =0 (her birm = 0) olsun. Boylec& grubu s elemanli
urete¢ kuimesine sahip bgerbest dgismeli grup olaca&gindan, 4.2.2 Teoremde
verilen (i) ve (vi) kgullari ¢ikarilarak gerekli olan lsallar

i) Her ac ave Rer icin, exp (R)=0 (mod p,

i) Her 1<i<svel< j<tigin, kij = 0(mod p,

V) $, sunugu p-Cockcroft,

v)Her aea, QeY vel<i<sigin, a,; (Q)=0 (mod p

seklinde ifade edilir. Burada ispah= 0 durumunun aynisi olarak yapil@.

4.2.3 Omek: Q , Combinatorial Apsherica{CA) sunga sahip bir grup
olsun. Bu durumdgy, =(a; r) olmak lzere, her biRer igin, R=R" (g =0

bicimindedir. Ayrica,K sungu (4.2) de verildii gibi bir grup olsun. O halde,
herR er icin, G merkezi genileme grubunun sugu

D =@, X, Xy, oy X ﬁIRWR’l, XM X2 - x5, C, L, Cy (aca) ) (4.8)

bigimindedir. BuradaW, kelimesixx}2---xs (0<k, <m,1<i<s) formunda
olup, C,; =[a,x] (aca, 1<i<s) ve C A =[x,x,] @<i<n<s) seklinde

bagintilardir. o, sungu (CA) oldygundan dolayCockcroftdur ve bdylece baz

asallari igin, p-Cockcroftolur. Aslinda, her birRer igin, z,(¢,) nin Ureteg resmi

Q ve bununla bgantil olanQ* resmiSekil 4.14 ile gosterildii gibidir.
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Sekil 4.14

Sekil 4.14 de verileQ , resmini incelendjinde, 4.2.1 Teoremin g&@anms

oldugunu kolaylikla goralir. Ayrica, heRer ve aca icin, exp (ﬁ):lR olup,

1<i<s olmak tzere, exp (W) =k; dir. Bununla beraber,
o0 (Qr)= exm (R)k

bigimindedir. Sonug olarak) * resmi incelediinde, her birl<i <s igin, 1 (Q )=

0 oldusu gordlir.e

Yukaridaki 6rnekten hareketle, 4.2.2 Teoremindamnucu olarak, sagidaki

onermeyi verebiliriz.

4.2.4 Onerme: o, sunyu (4.8) de verildgi gibi olsun Bu durumdap asal
sayl olmak Uzeregp, nin p-Cockcroft olmasi igin gerek ve yeterslo her bir

1<i<sveRer igin,
k. =0 (modp) ve I, =0 (modp)

olmasidir. Baka bir deyjle, ¢ nin etkili olmasi icin gerek ve yeterskib

(ki lg) #1
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olmasidir.

4.2.3 Ornek (Devam): Q grubu (r,q,n) -licgensel grubu olarak alirgginda,

bu grubun surgu, r,q,neZ" ve 14-14‘1 <1 olmak Uzere,
r-q n

9o =(a,b;a’, b (ab)")

bicimindedir. Burada, weight testinden [15], [35drbketle, o, grubu CA) dir.

Boylece, 4.2.4 Onermeden hareketie, grubununQ ile olwturdusu merkezi

genglemesinin etkili olmasi icin gerek ve yeterskb
(ki,r,q n=1

olmasidir.e
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5. BOLUM

SONLU DEVIRLi MONOIDLERIN YARI DIREKT CARPIMININ

MNIMAL ANCAK ETK ISiZ SUNUSUNUN BULUNMASI

5.1 Giris

I' bir graf olsun (1.3.2 Bolim). Boyle bir grafindaki yoldan, tersinir kenar
ciftlerinin silinmesi (eklenmesi) veya alt yollaki yer dgistirme islemleri ile yeni
bir yol elde edilebilecgni, boylece I' daki yollar Uzerinde bir denklik Bantisi

olusturulabilecgini ve yollar Gzerindeki bu @antiyla berabed” grafina, ¢ monoid

sunwunun,Squier kompleksiendgini biliyoruz.

Pride 1995 de “Geometric Methods in Combinato8aimigroup Theory”
isimli calismasinda [63], Squier kompleksini bir takim geonkefiglrler (resimle)
yardimiyla ifade etngtir (1.3.2 Bo6lim). Ayrica, yine bu camasinda, resimler
Uzerinde p-Cockcroftolma 6zellgini tanimlamstir. Bununla beraber, [50] deki ortak
calsmada, p-Cockcroftolma ile etkililik arasindaki ikkiyi veren 1.3.14 Teoremi
ispatlanmgtir.

Squier, [69] deki cajmasinda, Sonlu Turetime Ozeffini® (FDT)
tanimlamg ve monoid sungarinin FDT sinin belirlenmesiyle ilgili bir takim
calsmalar yapmgtir. Wang ise, [74] de, bu cainalardan hareketle FDT ye sahip
monoidlerin yari direkt carpiminin da FDT ye sabidugunu gdstermtir. Cevik,
[28] ve [30] da, Wang'in bu camasini figtrsel olarak gosterip (yani Uretec
resimlerini ¢izip), yari direkt carpiminin etlgini (p-Cockcrof} veren kgullari
ortaya koymtur.

Bununla beraber, tezin 1. Bolimunde ifade eglldibi, verilen bir monoidin
etkisiz old@gunu gostermek de bir sonug verecektir. Cunkl binemdin birden fazla

sunuyu olabilir. Bu sunglardan birinin etkisiz olmasi o monoidin etkisiznm@sini
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gerektirmez. Etkisiz olan o sugu bir takim glemlerle (6rngin, Tietze
Transformasyonlari [57] vs.) etkili hale getirilébi Bu ytuzden verilen bir monoidin
etkisiz old@gunu gostermek igin, hegeyden 6nce o monoidin etkisiz syon
minimal ligini ¢calismak yeterli olacaktir. Minimallik ile ilgili bazsonugclar [6], [7]
ve [30] daki cajmalardan elde edilebilir.

Bu bélimde ilk olarak monoidler Gizerinde yari dirglarpim tanimlanip, bu
carpim ile ilgili olan sung verilecektir. Ayrica verilen bu sugun Squier
kompleksinin Urete¢ kiimesi tanimlanacaktir. Somaélase, monoidlerin yari direkt
carpimini etkili yapan kallarin belirlenmg oldusu sonug¢ [28; Teorem 3.1]

kullanilarak, bu bélimin ana teoremi olarak, sadwirli monoidlerin yari direkt

5.2 Monoidlerin Yari Direkt Carpimi

Monoidlerin yari direkt ¢carpimini tanimlamadan &nmonoidlerin suryw ile
ilgili bazi temel bilgilerin verilmesi gerekir.

Aslinda, monoid sunw ile ilgili genel bilgiler tezimizin birinci bdlimhe
verilmisti. Bu kisimda ise verilen bir sugun bir monoid cebirsel yapisini temsil
edebilmesi icin gerek ve yeter ¢dlari verecgiz. Buna géreM bir monoid vex

bir kiime olsun. Ayrica

yviX >M, X—>m

X

fonksiyonunu g6z ondne alalim. Burada kiimesi Uzerinde, pan fakli bir

W =XX,---X (X,X,, X € X) kelimesi i¢in,
W)y* =m,m, ---m, (5.1)

kurall ile tanimh w* : FX) — M homomorfizmasinin vagini biliyoruz. Ozel
olarak W bos kelime ise, W)y* =1,, dir. Simdi (5.1) ile tanimlanany *

homomorfizmasi yardimiyla, biM  monoidinin sungunun olyturulmasinda

kullanilan gagidaki 6nermeyi verebiliriz.
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5.2.1 Onerme [28]:55:[ X : r ] bir monoid sunsu olsun.(5.1) de verilen

v * homomorfizmasinin
V/*:M(K_J)_)M’ [X]g;me

seklindeki homomorfizmaya gelatilebilmesi igcin gerek ve yeter d, her Rer

icin,
Ry =(R)y

olmasidir.

5.2.2 Omek: Mat, (Z") kumesi, her bir bilgeni negatif olmayan tam

sayllardan olgan nxn tipindeki matrislerin kiimesi vg_gz[x, y: x?y® = yx] bir

. ) 10 01 "
monoid sungu olsun. Buna goren, = 00 vem, = - olmak Uzere,

v {xy}—>Mat (Z"), X>m, y>m,

fonksiyonunu dgiinelim. Burada(x®y®)y = (yX)w oldusundan, 5.2.1 Onermeden,

w donuma
v, M (p) > Mat_(Z") dyleki DI m, [ - m,
homomorfizmasina gegletilir. ®

5.2.3 Tanim: M bir monoid, m={m, : xex } kiimesi M i¢in bir Urete¢
kiimesi vep =[ x: r ] olsun. Eer
v.X —->M, XxX->m

doniima,
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v M) M, X e m,
izomorfizmasina gegletilebiliyorsa, bugg sungunaM monoidinin sungu denir.

Bu bolimin temel yapisini glwran “devirli (cyclic veya monogenic [41])
monoidler” ile ilgili detayl bilgiler, elemanlave sunglar [6], [28] ve [41] gibi

kaynaklarda bulunabilir.

5.2.4 Onerme: M mertebesik >1 olan ve m ile Uretilen sonlu devirli

monoid olsun.O zamarm={ m} Urete¢ kimesi Gizerinde Min sunyu
5k,l =[x: X = XI] (5.2)

bicimindedir.
ispat: (5.1) de verilen x—%->m dénGimini dginelim. O zaman

(x*) = (X' )y olduzundan, 5.2.1 Onermeden

VoM@ ) > M, X em

gensgletilmis homomorfizmasini elde ederiz. Buranes Gor (,) oldugundan,y,

t‘)rtendir@kyI sungundan elde edilecek olan birbirinden farkl elenaanl

biciminde olup, 5.2.3 Tanim yardimiyl&] (gzkyl) nin farkli elemanlari
[1]’ [X]! [XZ]' T [inl]

olacaktir. Burada E) =k elde edilir. Ozel olaraky, nin birebir olmamasinin
k1

kabulii |[fm(y.)

<‘M(Z)k,l)‘:k esitsizligini verecginden, w, birebir olmak

zorundadir. Bu ise ispati bitiri:
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Tezimizin bundan sonraki k|S|mIar|nda/I(gT)kyl) yi kisalik sglamasi
acisindan sadec,, ile gosterecgiz. Simdi 5.2.4 Onermenin ispatinda kisaca
degindigimiz M, , nin elemanlarini detayl olarak inceleyelim. Adanbu elemanlar,
[6] ve [28] de belirtildgi gibi, 0<i <k olmak tizere,[x ]bicimindeki denklik
siniflaridir. BuradaO<i <1 igin, [x'] denklik sinifi sadece' elemanindan olur.

Ote taraftanj > oldusunda[x' penklik sinifi
[X']={x"D:q=012...}
bicimindeki sonsuz sayida elemanlardarsaiu
5.2.5 Ornek: M ,, monoidini digtinelim. Dolayisiyla denklik siniflari

[x°]1={1}, [x]={x}, [xX*]={x*%x*"x%..}ve [X*]1={x3xx",...}

biciminde olacaktire

Kabul edelim ki, x™ ve x" (m<n)elemanlari ayn[x' Penklik sinifina ait

olsun. Beri<| ise m=n olacaktir. O halde >1 olsun. O zamarg ver negatif

olmayan tamsayilar olmak tzere,
m=i+q(k—1) ve n=i+r(k-1)

olur. Boylece x™ denx' ye uzunlgu g olan vex" den x' ye uzunlgu r olan

pozitif yollar (yani, x* =x' bantisi ile pozitif yonde etiketlenmiolan bitiin
disklerle olgturulmus monoid resmi) Squier kompleks icinde bulunacakBu

durumu geometrik olaralksazidakisekilde gosterebiliriz.
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g pozitif
digk r pozitif
disk

Dolayisiyla P, P resmi, aslinda" denx™ ye bir yol tanimlar. Ayrica

R:x* =x'" bantisi igin
expg (Pa Pn™) =1 -q
dir. Boylecer —q= % oldusundan,

n-m
k-1

expg (Pn Pm ™) = (5.3)

elde edilir.

Asagidaki onerme, M, , devirli monoidinin Squier kompleksinin Ureteg

kiimesini tanimlar.
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5.2.6 Onerme [28]:M monoidinin sungu (5.2)ile verildigi gibi olsun. Bu
durumda D@m) Squier kompleksinin trete¢ kimesekil 5.1 de gdsterildgi gibi,

P‘M (L<i<k-1) resimlerinden olgmaktadir.

Sekil 5.1

Simdi, 2. Bolumde “gruplar” Uzerinde tanimlginiz yari direkt carpim
kavramini, genel anlamda “monoidlere”siiap, bu tir monoidlerin surRu

verebiliriz.

5.2.7 Tanim: Bir M monoidinin kendisinden, kendisi Ustliine tanimlanan
homomorfizmasina endomorfizma adi  verilir. Aslinda M nin  bitln
endomorfizmalarinin kiimesi bilee islemi altinda bir monoid okiurur ve EndM)

ile gosterilir. Burada birim elemaid : M — M dir.

Endomorfizma ornekleri [32] de bulunabilir.

5.2.8 Tanim: A ve K herhangi iki monoid olmak Uzere, hare A ke K
icin,

6:A— End(K), a—4, (ach), 1~ idEnd(K)

seklinde tanimlana® homomorfizmasi

(K)Oaya, = ((K)O,, )E,
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sartinl sglasin. Buna gor& ninA ile olan yari direkt carpimi, hdil, k) sirall ¢ifti

icin,
(ak)(@',k’) = (aa’, (k)&, k") (5.4)

kuralini sglayan bir kimedir.

5.2.8 Tanimi gdayan kimeyeM diyelim. Asagida verilen 5.2.9 ve 5.2.11

Teoremlerinin ispatlari, 2.2.2 ve 2.2.5 Teorempatina benzer olarak yapilir.
5.2.9 Teorem:M kiumesi5.4)de verilen g§lem altinda bir monoidtir.

5.2.10 Tanim:(5.4) de verilengiem ile tanimlanngiolanM monoidineK nin

Aile olan yari direkt carpimidenir veM = K x, A ile gosterilir.

5.2.11 Teorem ([68], [74]): A ve K monoidlerinin sundar sirasiyla

@ =[x:r] ve g, =[y:s]olsun. Ozel olarakT,, simgesi ile

yX=X(y)0, (xex, yey)

bigimindeki bir bagintlyi gosterelim. Ayricat kimesi T, formundaki butin

bagintilarin kimesi olsun. O zaman Wari direkt ¢carpim monoidinin susu
QM:[x,y:r,s,t] (5.5)
bicimindedir.

W=yy,--y, kelimesi y kimesi tzerinde tanimlangnpozitif bir kelime
olsun. O zaman, hexe x icin, W)@, =(y,)0,.(Y,)0,---(y,,)0, ssitligi vardir.
Benzer olarakU = x X,---x, kelimesi x kumesi Uzerinde tanimlanan pozitif bir

kelime olmak lizere,

(Y)‘gu = ( o ((y)exl)exz )ex:g) ot ')exn )
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olarak ifade edilir. Bu ikinci durum, resimsel adétg Sekil 5.2 deki gibi gosterilebilir
[28]. BuresmeA,, , diyelim.

Sekil 5.2

Bu bolimdeki esas amacimiz; sonlu devirli monaidlgari direkt carpimini
minimal ancak etkisiz kilan kallar belirlemek oldgundan, dncelikle bu yari direkt
carpimi etkili yapan kallarin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun igin &liki
kavrami ilep-Cockcroftuk kavramlarinin denkdini g6z dntinde bulundurarak, yari
direkt carpimin Urete¢ resimlerini belirlememiz ganektedir. Bu resimler
kullanilarak, etkililik kaoullari belirlenebilecektir. Yine bu resimler kulldamak
minimallik testi uygulanabilecektir.

Dolayisiyla, bundan sonraki kisimda, yari direkipgann Urete¢ resimlerini,

yani D(;OM) Squer Kompleksini (lUrete¢ resimlerini) belirleylergyukaridaki

paragrafta aciklagdimiz amaclarimiza wacasiz.
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Yukarida (5.5) ile verilerx_aM sunygunu g6z énune alalim.

Ayrica Ses ve xex olsun. Bu durumda [(S+)9x]g2K :[(Sf)gx]foK

oldugundan, 5,( sunyu Uzerinde,Q g, kiresel olmayan bir resim clur. Bu

kiresel resmin kdangici
(Qs,)=(S,)0,
ve bitisi
7(Qs,)=(8.)6,

dir.
Benzer olarak,Rer ve yey olsun. BoyleceSekil 5.2 de gdsterilmi

oldugu gibi, A, , ve A , kiresel olmayan resimleri elde ederiz. Elde edien
resimler sadece T, bagintisini barindiran disklerden elu. Ayrica

[(y)6?R+]JZK :[(y)eFt]EoK oldugundan,gzK sunyu uzerinde, klresel olmaya@,, ;.

resmi olgur. Bu resmin bgangici
(Cy0r)= (V)0
ve bitisi
7(Cy )= (V)0r
bicimindedir.

[74] de yukarida verilen kiresel olmayan resinkalanarak,Sekil 5.3 de

cizilen, kuresel olanPs, ve P, resimleri elde edilngi ve bu resimlerin yari

direkt carpimin Uretec¢ resimleri ollunu gosteren 5.2.12 Teoremi ispatlagtmi
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(V)&s,

. X Ty
(5_) 8
/S W T+ (8:
x W,

10 P i 17 .I';
W S8,

3 x

Sekil 5.3

A veK monoidlerinin yari direkt ¢carpimi olal x, A yi olusturabilmek

icin,
6: A— End(K)

homomorfizmasini tanimlamak gerekmektediSimdi bu homomorfizmayi

tanimlayalim.

A veK monoidlerinin sunglari sirasiylap, =[ X : r] ve g, =[y : s ]

olsun. Ayrica, hexe x igin, v, € End(K) olsun. Bdylece
X = End(K), x—y, (5.6)

donglimune sahip oluruz. Burad® = x X, --- X, (X;,X,,---,X, € X) kelimesi i¢in,

Yw =¥V Vs, " ¥x,
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olsun. Bu durumda, 5.2.1 Onermeden, (5.6) ile verilen démniiin
6 : A— End(K)

homomorfizmasina gegletilebilmesi icin gerek ve yeter kol, her R < r icin,
Vr —Vr

olmasidir. DolayisiylaK x, A nin elde edilebilmesi i¢in gerek ve yetersib

herRe r, yey icin,

[Ylve =[Ylve (5.7)

olmasidir.

5.2.12 Teorem [28], [74]:M =K x, A sunyu (5.5) de belirtildigi gibi gZM
ile gosterilmy olan ve(5.7) kasulunu sglayan bir yari direkt carpim olsun. Ayrica
Xa ve Xk, sirasiyla D(gZA) ve D(@K) Squier komplekslerinin Urete¢ kiimeleri

olsun. O zaman

C,={Pg,:Ses, xex} ve C,={Pg,:Rer, yey}

olmak tizereD(p,,) nin tireteg kiimesi
X = Xau Xk wCiuCo
bicimindedir.

Cevik [28] deki cahmasinda, 5.2.12 Teoremden hareketle, (5.5) ildereri
sunyun p-Cockcroftolmasi icin gerek ve yeter kallari ortaya koyan g@gidaki

teoremi ispatlangtir.
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5.2.13 Teorem[28, Teorem 3.1]M =K x, A olmak UzereM nin sunyu
(5.5)de gosterildgi gibi olsun. Bu durumda, p bir asal sayl veyarssfmak tzere,

E)M sunyunun pCockcroft olmasi icin gerek ve yetersutbar

i) g_JA ve 5,( sunylari p-Cockcroftdur,
ii) Her Se s ve yey icin, exp,(S)=0 (modp) dir,
i) Her Se s ve xe x igin, exps (Q¢,)=1(modp)dir,

iv) HerSe's, yey ve Re rigin, exps (C,,.)=0 (modp),

Y:6R

V) Her xe x, yey ve Re rigin,

expy, (Ag ,)=exp; (Ag ) (modp)

dir.

5.3 Sonlu Devirli Monoidlerin Yari Direkt Carpimi

A ve K sunylar srasiyla, p, =[x:x*=x*] ve o, =[y:y*=y']
(k,1, 4, ueZ", 1<k,A<u) olan sonlu devirli iki monoid, ayricay,

(0<i<k-1), K nin endomorfizmalari olsun. O zaman
X— End(K), x— vy,

donGimunin
6:A— End(K), x— vy,

homorfizmasina gegletilebilmesi icin gerek ve vyeter kol, (5.6) dan,

[y]y/i”:[y]wil olmasidir. Boylece A ve K devirli monoidlerinin yari direkt

carpimini elde etmek igilﬁy‘”]:[y‘l] esitli ginin sagilanmasi gerekgi sonucuna

ulasilir. DolayisiylaM =K x, A olmak tizereM nin sungu,
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Ou =[xy X =xH Y=y, yx=xy] (5.8)

biciminde olur.

BuradaQ ¢, resmiSekil 5.4 de gosterilgi gibidir.

@S.I 1 ] b &

1 1 Y
o
a .
e
S
+_JJ£
o
1 — — %
] + rl}rh
Sekil 5.4

Sekil 5.4 ten acglkga gorilege lUzere, exps Qg,)=1i dir. Ayrica

[y*“1=[y"] ve (5.3) den hareketle,

- ./’L
i =i

I(Cy,eR)Zy‘” ’ T(CV,QR):yM ve expg ((CyﬂR):ﬁ

seklinde olup, Sekil 5.5 ile, A, , (benzer bicinde A ) resmi veSekil 5.6 ile,

C 4, resmi elde edilir.
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o T
""
Sekil 5.5
i
y.‘:.
vt .
i
S
1}»‘5
yi
f —t L 7
¥
Sekil 5.6
Ag ,ve Ag |, resimleri bizi
A Vedrisi? . if -1
eXpTyx( Roy) =L IS4 =S ve
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it -1
-1

eXpTyx(AR,y):1+i+i2+..,+i/1—1:

esitliklerine ulastiracaktir.

Ozel olarakP g, ve P, Uretec resimleriSekil 5.7 de gosterilgi gibi

Gizilebilir.
l]:l.'i‘.x IPR.._}'
A x
@5
</ -~
A W I I T
X @;1_.‘
N — ] :;yﬁ
o~ .
Sekil 5.7
Yukarida verilen gtliklerdeki k-1, i —1 ve i# —i* ifadelerini, sirasiylam,

n ve t ile gosterelim.Simdi 5.2.13 Teoremin bir sonucu olan, sonlu deuvirli

monoidlerin yari direkt carpiminp-Cockcroftyapan gagidaki teoremi verebiliriz.

5.3.1 Teorem: M =Kx, A olmak uzere M nin sunyu (5.8) ile

gOsterildgi gibi olsun. Bu durumda, p asal say! veya sifir atmizere, E)M

sunyunun pCockcroft olmasi icin gerek ve yetersb
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t 1
plm, p|n, p|—, p|—
m n

olmasidir.

Ispat: = Z)M sungu p-Cockcroft olsun. Buna gore 5.2.13 Teoremin
kosullarinin sglandgini gostermeliyiz.

) 5.2.6 OnermedenX, ve Xx nin sirasiylaD(p,) ve D(p.) Squier
komplekslerinin Grete¢ kiimelerinin resiml€ekil 5.1 de verilmgtir. Bu resimlerden
gT)A ve XZK nin p-Cockcroftoldusu kolayca gorulur. Boylece 5.2.13 Teoremin (i).
kosulunu s&lanms olur.

ii) Her Se s ve ye y igin, exp,(S) = k-1 oldusundan, 5.2.13 Teoremin
(ii). kosulu olanexp, (S) =0 (modp )salanmasi icinp |k -1 olmalidir.

i) Her Se s ve xe x igin, exps(Qg,)=i oldusundan (iii). kgulunun
sgzlanmasi igin,i =1 (modp) olmahdir. O haldep |i —1 dir.

iv) Her Se s, yey ve Re r igin, C alt resmi icinSekil 5.6 dan,

Y,.6R

i,u A

)= 0 (modp) kosunun sglanmasi icinp | k_ olmahdir.

€XPs ( C ¥,6R

v) Her xe x, yey ve Rer igin, 5.2.13 Teoremin (v). kaolu olan

expy, (Ag )= expy, (Ag ,) (modp)nin s&lanmasi icin, Sekil 5.5 den,

i“-1 i*-1
= mod
1 g (medP)
olmalidir. Buradan da
iu_iﬂ
. =0 (modp)
-1

sonucuna ukalr.

<: Tersinep|m, p|n, p|i, p|1 olsun. Bu durumda,
m n

Xm = Xa U Xk uCyuC, Uretec resimlerinin kiimesinden hareketLEM

sunyunun p-Cockcroftoldugu kolayca gorultr.
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5.3.2 Ornek: 5.3.1 Teoremdek =10,1=6, u=4, 1=2 ve i=3 olarak

alalim. Boylece

Mm=4 n=2 t=3'-32-72 L_-18ve ' -36
m n

dir. Ozel olarak,p = 2 asali icin Teorem 5.3.1 deﬁ),M sunyu 2-Cockcroftolur. e

5.4 Ana Teorem

Birinci bolimde,/kinci Fox /dealler yardimiyla, Pride tarafindan ispatlanan
ve bir monoid sumgunun minimallgi veren 1.3.15 Teorem ifade edikni 5.3.
Bolum’'de ise sonlu devirli monoidlerin yari diregarpimini etkili yapan kallari

veren 5.3.1 Teorem ifade ve ispat ed¢iniTezimizin bu béliminde ise, 1.3.15 ve
5.3.1 Teoremlerinden hareketle, (5.8) ile verilém, sungunu, minimal ancak

etkisiz yapan (ki bu boéliumin ana sonucu olan) 5Bebreminin ifadesi verilip,
ispatl icin gerekli olacak bir takim 6nermeler slacaktir. Bununla beraber bu

sonucun ispati, bir alt bolim olarakgoasizsekilde yapilacaktir.

Verilen bir sungun etkili olabilmesi icin gerek ve yetgartin bu sungun p-
Cockcroft olmasindan hareketle, 5.2.13 ve 5.3.1 Teoremlduianarak, (5.8) ile

gOsterilmi olan QM sunyunun etkili olmasi icin gerek ve yeterskdlar, p asal sayi

veya sifir olmak tzere,

exp,(S) =0 (modp),
exps (Qg,)=1(modp),

exps (C,,.)=0 (modp),

Y.0R

expr,, (Ag ,)=0 (modp)
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seklinde Ozetlenebilir. Bu noktada, 6zel olarakp, Q¢,)=i=0 veya 2 alinirsa

©,, Nin etkisiz oldgu kolayca gordliir.
Simdi, kolaylik olmasi agisindard = exp, (S) =k -1 olarak alalim. Aslinda

sonlu devirli monoidler tUzerinde ¢gthigimizdand = 0 olaca&! agiktir.

Bu durumda gagidaki ana teoremini elde ederiz.

5.4.1 Teorem:M =K x, A olmak Uzere|,k,A,ueZ" vel <k, A < u icin,

M nin sungu
o =[xy i x=x" Yy =y, yx=xy']

olsun. O haldei=2 ve d=2n (d=1, neZ") ise @M minimal ancak etkisiz bir

sunustur.

5.4.1 Teoremin ispati icin gerekli olékinci Foxidealin Uretec elemanlarinin

belirlenmesi ilgili bazi temel materyallegagidaki sekilde verebiliriz:

Sekil 5.7 de cizilmg olanP 5, resmini g6z 6nine alalim. Bu resim igindeki

A M
y Uretec elemani igi%% ile y ye ba&li Fox turevini ifade edersek% yi

0 0

ZF(y)—2ZF(y)—2— M

Fox turevlerinin serisi olarak alabiliriz. (Burada(y) kiimesiy Uzerindeki serbest

M

monoidi gostermektedir). Ayric&: y* =y' bazintisi icgin, 0 ile

o"s, Vs

+_

oy oy

farkini tanimlayalim.
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Aslinda P, resmindeki T, disklerini iceren pozitif atomik monoid

resimlerinin sol dgerlendirmeleri left evaluation

oMs,
oy

- — —2 1
:1eryx +tYer, Ty e, ..ty e

ve P, resmindekiT, disklerini iceren negatif atomik monoid resimleninsol

deserlendirmeleri

aMS__ - - —2 —k-1
oy -(e, +vye, +ye, +..+y e)

bicimindedir. Boyleceeval” (P ) deki e, in katsayisi

- = =2 —k-1 oMs
“(lty+y +oty )=
oy

—I-1

14y 4y 4ot (5.9)

olacaktir. Not etmeliyiz kieval” (Ps,) deki e, in katsayisi, genel kelimeler

Uzerinde, [30] da Cevik tarafindan tanimlagtm.

5.4.2 Onerme: (5.8) ile verilen p,, sunyunun /kinci Fox /deali olan
19 ( p,,) kiimesi
o"'S
oy

eval (A )-eva (A ), eva®(C,,.),

1-x(eval (Qs ),

1=y, 1-y e 1oy ve 1-x', 1-X7 e, 1-x
elemanlarindan olgmaktadir.
ispat: Kolaylk sazlamasi agisindanl{’ ¢, ) kimesi icinde yer alan

elemanlarin, kalan siniflarini tanilamak icin kallan, notasyonu ispat

icerisinde g6z ardi edilecektir.
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Xa ve Xk kiumeleri swaswlaD(@A) ve D@K) Squier komplekslerinin

ureteg kimeleriveC, ={ P, : Ses, xex }ile C,={ P, i Rer, yey}

olmak tzere, 5.2.12 Teorem iI@,(@M) nin tretec kiimesinin
X = Xau Xk wCiuCo

oldugunu biliyoruz. O halde bu bigemi olusturan her bir Urete¢ kiimesinden

alinacak resimler icin, ayri ayri gerlendirmeleri hesaplamamiz gerekmektedir.

Diger bir deygle, eval” (Pg,), eval” (P.,), eval’(P}) @<m<k-1) ve

eval’ (P! ,)  (@<n<pu-1) degerlerini bulmamiz gerekmektedir. Bu gieler

(5.9) dan hareketle,

(1) _
eval” (Pg,)= é‘Ps,x, s eS+5P5’X,TyX Crox

o"'s
oy

(1) _
eval (lPR,y)— 5PR’y,Tyx eryx"'épRvy, r €r +§PRyy, s €s

(& x(eval” (Qs ) es +(

) €,

eval’ A )-eval’ (A ) e +

L-y) e+ eval(C, . ) e
olarak elde edilir. Ayrica, her br< m<k-1vel<n<u-1 igin,

S =1-ykm ve &, =1-x*"
k,I" Py,ﬂ’R

olmak lzere,

eval® (Pﬂfl):épm & ve eva® @ )=6,
it i’

R €

dir. Dolayisiyla, 1.3.6 Teoremden istenilen songigarilr. ¢
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Yapilan dgerlendirme hesaplamalarina ek olaraktirma dongimani

(augmentation map)
aug:ZM -7, b-1

olarak aldgimizda, gagidaki 6nermeleri elde ederiz:

5.4.3 Onerme:
aug(eval”’ (Qs,))=exps( Qs ).

Ispat: Her 1<a< | igin, ¢, =1 ve W, kelimesi x Urete¢ elemanindan

olusan kelimeler olmak Uzere,

0] — o\, \\/ \\/
eval’ (Qg,)) = e,W,e5 +5,W, €5 +ote;Wies

dir. Acikca goriilegs tizere, her birs,W, e, ifadesi tek birS diskiyle iligkili olup,
ayrica her bir ¢, ise S diskinin karetini gostermektedir. Bdylece
augeval” (Qg,)) deseri Qg, resmindekiS diskinin Ustler toplamini verecektir.

Bu da istenilen sonugtug.

5.4.4 Onerme:

o"'s
aug (
oy

) =exp,(S)=k-1.

Ispat: Ispat birinci bolimde verilen 1.3.1 Onermenin dzesbnucudur.0

5.4.5 Onerme:

- .ﬂ
i —i

i—1

aug(eval®” (A ,)-eval” (Ag ) =exp, (Pg,)=

Ispat: Herl<a< j, 1<b<q igin, g, =1 5, =-1ve W, ile U, kelimeleri
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{ x,y } kimesindeki elemanlardan gln kelimeler olmak tzere,
eva (Ag ,)=eWe,, +e,Woer +-+eWe

eval) (A, )= 71U_1€Tyx + 72U_26Tyx et 7qU_qu

yX

olacaktir. Bu dgerlendirmelerin s& taraflarini dgiintrsek, her birgaVVaeryX ve
;/bU_beTyX aslinda tek birT,, diskiyle iligkilidir. Ayrica, her bir g, ve y, ise T,

diskinin isaretidir. BoyleceT,, diski sadeced , ve Ay , alt resimlerinde yer

aldigindan,
aug(eval” (A, ,)-eval” (A, ,))

degeri, P, resmindeki T, diskinin Ustler toplamini verir. Dolayisiyla ispat

tamamlanmy olur. ¢

5.4.6 Onerme:

- .ﬂ
i =i

k-1

auQ(eval(l) ((C v.6R )) = exps( P R,y ) =

Ispat: Sekil 5.6 da gosterilgi gibi, P, resminin alt resmi olarC  ,

resminde bulunarg disklerini g6z 6nine algimiz zaman,
eval” (C,, )= X" (e,V,6s + &,V 8¢+ +,V,€5)
degerlendirmesiyle istenen sonuca kolaycatia ¢
5.4.7 Onerme: Herl<m<k-1vel<n< u-1 igin,

aug(eval’ (P?))=0 ve aug(eval” P} ,))=0
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dir.

Ispat: Her 1<m<k-1 ve 1<n<y-1 icin, srrasiyla,P}, ve P! ,

resimleri sadece iki Sdisk ve R-disk (biri pozitif , dgeri negatif) icerdiinden
dolayl, W™ kelimesi y Uzerinde veU| kelimesi x (zerinde {<i, j < 2) kelime

olmak Uzere,
eval” (P{)))= W, +W e, ve eval® P )= ~UMe, +U e,
bicimindedir. Buradan arttirma dégiimine gecildiinde,
aug(eval” (P ))=exps (PP, )=-1+1=0=exp,(P" ,)= augleval” (P" ,))

u A uA

sonucuna ukalir. Bdylece ispat tamamlangolur. ¢

5.5 Ana Teoreminispati

5.4 Bolumun’de belirtildii gibi, d =exp,(S)=k-1 olarak alalim. Aslinda
sonlu devirli  monoidler Uzerinde cgthigimizdan d=0 dir.  Ayrica

exps(Qg,)=1=2 olsun.
Bunlardan bgka M, , semboll x ile Uretilen devirli grubu ifade etsin. Bu

durumdaM monoidindenM , ; ya
y—1 X X
gbnderen homomorfizmasini ele alalim. Bu homornoré

y . IM —>MM[X]

halka homomorfizmasina ggfatilebilir. Simdi, ZK < ZM alt halkasi i¢in,
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aug: ZK —» 7

arttirma  dongimini ele alalim. Boylece, 5.4.4 ve 5.4.5 Onerrralen,

(1, (py))7 goruntisi, ashndav , , [x] nin

{1-x(exps(Qs,))=1-2x, exp, (S), exp, (Pr,), exps(Pr,)}

kimesi ile Uretilen idealidir.

Ayrica n donumanad, y ile

M,,[X] > Z,Jx, x—>Xx n-n(neZ)

donsimandn  bilgkesi olarak alalim. Bu durumdaexp,(S)=d =0 (modd , )

expTyX( Pr,)=0(modd) veexp (Py,)=0(modd) olduzundan,

(1, (P ))n = (1-2x)
= |

seklinde olacaktir.
Bu durumda gagidaki onermenin ispati [30; Onerme 4.6] ya benZerad

yapilabilir.
5.5.1 Onerme:
| =#Z ,[X].
Simdi y dongumund,r ile
Z,x] —L> 7, X/

seklinde tanimlanam nin bileskesi olarak alalim. Bu durumda
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@-x(eval” (Qg, ) v = @- xeval’ (Qs,))) ¢

= L-x(exps( Qs , )¢ (5.4.4 Onerme)

=(1- x2)¢
= 0'
@ ;ysw . (8;8)@ ~(exp,(S)¢  (5.4.5 Onerme)
= O
= 0’

(eval (A, )-eval (A )y =
(eval” Ag ,)-eval’ (Ag ))ng

(expy, (Pry))¢  (5.4.6 Onerme)

=0)¢ (“—i"=0(modp )

(eval” (C,,.))w =(eval (C, ) né

=exps(Pr,))¢  (5.4.7 Onerme)

i“ i

k-1
= (0)¢ (* —i* =0(modp )
=0

= )¢

oldugundan, (1, (p,, ))w = Ove @)y =1 elde edilir. Béylece 1.3.15 Teoremden,

@M sungununM monoidi igin etkisiz ancak minimal bir sunaldugunu gosterngi

oluruz. ¢

Ana teoremde belirtiler = 2n ve i = 2 olma zorunluluklari, gagidaki, 5.5.2

Onerme ve 5.5.3 Not ile agiklanmaktadir.
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5.5.2 Onerme: neZ" igin d = 2n olsun. Bu durumdal =7 ,[X] dir.

Ispat: Kolaylik sgslamasi aglsmdar;( yerinex ve 2 yerine 2 kullanalim:

Buradal—-2x < | oldugundan,
2(n-D@A-2x) el
olur. Boylece,

2(n-1)—-4(n-DYx=2(n-1) —4nx+4x e |
dir. DolayisiylaZ ,[x] de, 4nx=0 ve 4x =0 oldusundan,
2(n-el

olur.

Benzer bir bigcimde,

2(n-2)1-2x)=2(n-2)-4(n-2)xel =
2(n-2)—-4(n-1-DYx=2(n-2)— (A(n—-1Dx—4x)
=2(n-2) - 2(2(n-DYx—-2x) e |

elde edilir. Ayrica,2(n—1) € | oldusundan,2(n-1)x e | dir. DolayisiylaZ ,[X]

de, 2x = 0 oldusundan,
2(n-2) el

olur.

Bu prosedim -1 sayisina kadar ilerletilginde

2

sonucuna ukalir. Bu bizele | sonucunu verir. Boylece ispat tamamlagoiur. ¢

133



5.5.3 Not: Ozel olarak,i = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (5.8) ile

verilen g,, sunu

ou =[xy ; x=x" y< =y, yx=x

haline gelir. O haldeC,,, ve Qg, alt resmileri tekil olacaktir. Ayrica

y“1=[y" ] esitli i daima salanac@indan,d = k — | gibi bir kisitlamaya da gerek
[y“1=I

yoktur. Ancak, 5.4.1 Teoremin ispatindakine bermamalari kullanarak,

(I, (P =(1) =1

elde edilir. Bu sonug bize, 5.4.1 Teoremin ispat kullandgimiz, minimallik
testinin,i = 0 durumu i¢cin cakmayacgini ifade eder. Boyleca,= 0 durumu agik

problem olarak kalir.

5.5.4 Ornek:t pozitif tek tam sayi olmak tizere, 5. 4.1 Teoremde,

k=4t I=t, u=3t, A=2 vei=2 olsun. Boylece,

t

Ou =%y X=X, Yy =y, yx=xy?] (5.10)

dir. Bu durumda, 5.3.1 Teorem dEm,, sunyu etkisizdir. Ayrica,d =3t = 2n

(neZ ") oldugundan, 5.4.1 Teoremde;?qM minimal ve etkisiz bir surytur. e
Dolayisiyla aagidaki sonuca ukariz.

5.5.5 Sonug:Hert e Z" tam sayisi igin, (5.10) ile verilen supuminimal

ancak etkisizdir.

5.5.6 Ornek: t,seZ" ve s <t olmak lizere, 5.4.1 Teoremde,

k=2t+11=2s, u=k-I1, A=1vei=2 olsun. Boylece

2t+1

O =[xy 5 X =% y*=yE, yx=xy?] (5.11)
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dir. Bu durumda, 5.3.1 Teorem dq?m,,,, sunyu etkisizdir. Ayrica

d=2(t-s)+1+#2n (neZ") oldugundan, 5.4.1 Teoremdeﬁ),M minimal ve etkisiz

bir sunutur. e

5.5.6 Ornek ile ilgili olarak ve 5.4.1 Teoremdearédketle gagidaki sonuca

ulagiriz.

5.5.5 Sonucg:Hert,seZ" (s<t) tam sayisi icin, (5.11) ile verilen sunu

minimal ancak etkisizdir.
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6. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen yeni sonuclar, tezin ikingiiicti, dordinci ve biaci

boélimlerinde bulunmaktadir. Bu sonuclga@da paragraflar halinde belirtiligtir.

Ikinci bolimde, serbest gruplarin HNN ggemesini devirli alt grup
ayristirilabilir yapan kaullar ortaya konmgtur. Ayrica bazi 06zel ayrik
genglemelerin, bir takim alt gruplari igin alt grup aymilabilirli gi gosterilmi olup,

bunlarla ilgili bir takim sonuglar verilrgiir.

Uclincli bolimde, standart wreath carpimin  minidnatec ve bantili
sungu Cayley graf kullanarak ofturulmus ve olsan bu sungun etkiligi
gosterilmitir. Sonrada bu grubunun minimal Uretecli ethili sunga sahip iken,

Ozel bir alt grubu icin, alt grup aytirilabilirlili gine dair sonuclar verilrgiir.
Dorduncu bolumde, alinacak bir @gmeli grubun herhangi bir grup ile
olusturaca& merkezi genlemenin sungunun etkilgini veren gerek ve yeter

kosullar incelenip, sonuglar ortaya kongtur.

Besinci bolimde, sonlu devirli monoidlerin yari direkgrpimini minimal

ancak etkisiz yapan gerek ve yetegldtar verilmistir.
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