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Bu ¢ahsmada, (Np,) ve |Npy|- toplanabilme metotiarnin bir genellemesi olan (N.p,q),
N.p.q ve 41 olmak izere [Np, qlx - toplanabilme metotian tammlan verilerek, mutiak ve kuvvetli

genellestiriimis Nérlund toplanabilirlilik incelendi. ik énce genellestirilmis Nériund toplanabiliriilik
. icin temel tanim ve teoremler verilerek, bazi énemili sonuglar elde edildi. lkinci bélimde ise,
genellestiriimis Norlund toptanabilirlilik metodu ile ilgili bazi sonuglar elde edildi. Bu bélam ¢ ana

kisimdan olusuyor. Bunlardan birincisi, g, >0 ve (p,,)e W dizileri icin limitleme teoremleri,

ikincisi {pn) ve (qn) reel veya kompleks diziler igin limitleme teoremleri, tglinclsl de reglleriik sarh
icin limitleme teoremleridir Daha sonra da elde edilen bu teoremlerden vararianarak
genellegtiriimis Noérlund toplanabilirlilik icin elkisizlik teoremleri incelendi. Bundan sonra ginci
bdlimde ise, mutiak genellestiriimis Noériund toplanabiliflilijin tanim ve teoremileri ile baz etkisizlik

ve denklik teoremieri incelendi. Bu bdlimde, dnce Np,q{ - toplanabilirfilik ile iigili teoremler veriidi.
Bundan sonra da en genel olarak A>1 olmak iizere }N, P q[)\ - toplanabilirlilik inceiendi. Son olarak

dérdiincli bdlumde kuwvvelli genellestiriimis Norlund toplanabilirlilik igin tamim ve teoremieri
incelendi.

Anahtar Kelimeler: Genellestiriimis Norlund toplanabilirlilik, Mutlak Genellestiriimis
Norlund Toplanabilitlilik, Kuvvetli Genellestirilmis Nériund Toplanabilirlilik



ABSTRACT
ABSOLUTE AND STRONG GENERALISED NORLUND SUMMABILITY

Saban YILMAZ
Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Mathematics Science

Master-Thesis
1996, 66 pages

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Osman OZDEMIR

Jury: Asst. Prof. Dr. Osman BZDEMIR

S

in this study, absolute and strong generalised Nériund summability was studied by giving

the definitions of summability methods which are the generalisation of (N, pn) and IN Pai-
summability methods such that (N,p,q) , IN,p,gl and [N, p,q[x for A>1. First, basic definitions and

theorems for Noérlund summability were given and some important results obtained. In the setond
section some results involving generalised Norlund summability method were obtained. This

section consisted of three main parts. The first part dealt with the limitation teorems for q, >0
and (p,) € % sequences; the second part dealt with the limitation theorems for (p,) and (q,)

real or complex sequences and the part dealt with the limitation theorems for the regularity
condition. Then with the help of these theorems, ineffectiveness theorems for generalised Nérlund
summability were studied. After this in the third part absolute generalised Norlund summability
definitions and theorems with some ineffectivéness and equivalence theorems were studied. In
this section first, theorems related with IN,p,ql- summability were given. Then at most generality

N p,ql)\ for A>1 was studied. in the fourth section, which is the iast section of this thesis,

definitions and theorems for strong generalised Mérlund summability were studied.
Key Words: Generalised Norlund Summability, Absolute Generalised N&rlund

Summability, Strong Generalised Nérlund Summability.
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1. GIRIS

(Npn) ve |N.py|- toplanabilme metotiannin incelenmesinin uzun bir tarihi gecmisi vardir.
Bu giine kadar (N, pn) ve ]N, p,,}- foplanabiime metotlann bir cok konuda incelemesi yapiimistir.
Bu galismada ise, (Np,) ve |[Npy|- toplanabilme metotlannin bir geneliemesi olan (N.p,q) ,
N.p.g| ve A1 olmak tzere|N,p, qi)\ toplanabilme metotlan tamimian verilerek, mutiak ve kuwvetii

geneliestiriimis Noérlund topianabiliflilik icin yapian bir ¢ok calismalar incelenecektir. lik énce
genellestiriimis Nériund topianabiliriilik icin temel tanim ve tecremler verilerek, bazi énemii
sonuclar elde edilmigtir. [kinci bélamde ise, genellestiriimis Nériund toplanabiliflilik metodu ile ilgili
bazi sonuglar elde edilecektir Bu bolim O¢ ana kisimdan olusuyor. Bunlardan birincisi,

an >0 ve (p,)e # diziler igin limitleme teoremleri, lkincisi (p,) ve (q,) resl veya kompleks

diziler igin limitleme teoremleri, Gi¢linclisti de reglledik sart icin limitleme tecremieridir. Daha
sonra da elde edilen bu teoremierden vararianarak geneilestiriimis Nérund toplanabilirlilik igin
etkisizlik teoremlieri incelenecektir. Bundan sonra lciincl bélimde ise, mutlak genellestiriimis
Norlund toplanabiliriligin tarim ve tecremileri ile bazi etkisizlik ve denklik teoremileri incelenecektir.
Bu bélimde, once IN,p,gl-toplanabilitilik ile ilgili teoremler verilecek. Bundan sonrada en genel
olarak A>1 icin IN,p,gl, incelenecektir. Son clarak dérdancit bélimde kuwvetli genellestiriimis
Noriund toplanabiliriilik igin tanim ve teoremleri incelenecektir.

1.1. Temel Tanim ve Teoremier

Tamim 1.1.1. F, reel veya kompleks sayilarn bir cismi v=0,1,2,... i¢in &, eF cimak (zere Air

A=(a,, ) sonsuz matris ve (s,) de F de bir dizi olsun. (s,) dizisinden (t,) dizisine bir dénisum,

ty = 2, 8mSy (=0,1.2,..) .
v=0 :

olarak tamimiansin. Bu takdirde (t,) dizisine (s,) dizisinin A-dénisimi dizisi ~enir. 2y

donlisimin var olabilmesi igin 1.1.1 ' deki toplamin her n igin yakinsak oimasi Jerexirur
(Fetersen, 1966).



Tanim 1.1.2. Bir A=(aw) matrisi verilmis olsun. E§er A matrisi, yakinsak her diziyi yakinsak

diziye donustiirir ve aynt zamanda limitide korursa, A matrisine regulerdir denir (Petersen, 19686).

Teorem 1.1.1. Bir A=(a,,} matrisinin regdlerdir <

i) Her v igin lima,, =0
n—ao
i) lim v§ an =0

iii} Her n igin Z[am,lsM olacak gekilde n‘den bagimsiz bir M pozitif reel sayist vardir

v=0
{Petersen, 1966). Bu teorem, Silverman-Teoplitz teoremi olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.3. Reel veya kompleks terimli bir sonsuz matrisi B= (b,,,,), Za,, serisi verilmis olsun.
v=0

tr.=Zufom.'av (1.1.2)

olacak sekilde tanimianan (t,,) dizisine, Zan serisinin B-dénlsimi dizisi ve bu dénlsime de
n=0

seriden- diziye bir déisim denir. Bu déndsimin tanimh olmasi igin 1.1.2'deki toplamin her n igin
yakinsak oclmasi gerektir (Petersen, 1966).

Tamm 1.1.4. Verilen bir a, serisinin kismi toptamlar dizisi (s,) olsun. Aynca A=(a,,) matrisi
v=0

o @
yardimiyla , ., serisinin veya(s,) dizisinin (t,) déntsim dizisi, t,= 2. ans, olarak
v=0 v=0
-~} w©
- . T o 7 cariina java . . .
tanimiansin. Eger rsgna tn-—rll-l':; Z;amsv—s ise, ;/:;a,, sensine /eva \sn) dizisine s-degerine A-

toplanablirdir denir (Petersen, 1966).

o]

Tanim 1.2.5. Kismi toplamiar dizisi (s.) ofan bir 2 a. serisi verilmis olsun. A=(a_,} matisi ile

y=i}

@ -
Zan serisinin veya (sn) dizisinin (tn} Adnigim dizisl o= Eamsv olacak gekilde tanimlanmig
v=0 =0
B
. - : N _ge
olsun. Eger (t,)eBv ise, bu wkairae g a, sensing, «eya (S,jaizisine  viutak A-toplanabilir
v=0



veya IAl-topianabilir denir. Eger ) a, serisi IAl-toplanabilir ise, bu ) .a, e|A| veya (s,) Al

v=0 v=0

sembollerinden biri ile gésteriilir (Petersen, 1866).

Tamim 1.1.6. Hepsi birden sifir olayan, non-negatf sayilann bir (p,) dizisi veriimis olsun.

Pn=Po+P1+Pa+. 4Py Ve  P>0 (n=0,1,2,3,...)
olmak Gzere bir (s, dizisinden bir (U, )dizisine

1 n
Uy, =;—an.vsv , (1.1.4)
n v=0

ile verilen dénisime, Nériund doniisimi veya Noriund ortalamasi denir ve (N,pn) ile gosterilir.

(N.p,,) ortalamasinin matrisinin elemantan,

Ppv
— . v¥x<n

ay=1 P, (1.1.5)
0 , v>n

seklinde tamimianir (Petersen, 1966).

Teorem 1.1.2. (N,pn) ortalamasinin regitler olmasi igin gerek ve yeter sart lim Pn =0 olmasidir
n—w n

(Petersen, 1966).

Tanim 1.14.7. Hepsi birden sifir olayan, non-negatf sayilann bir (pn) dizisi verilmig olsun
Py =Pg +p1+ P2+ 4Py , pg >0 (n=0,1,23,...)
oimak iizere bir (s, ) dizisinden bir (T, ) dizisine

Ta=g 2PySy (1.1.8)

Ve n

a,’!\l:"—P: (1.1.7)
[a]



seklinde tammianir.

Teorem 1.1.2. (N_,pn) ortalamasinin regller olmast icin gerek ve yeter sart 'l'imF’,, = +4oco
=0

olmasidir (Petersen, 1966).

Tamm 1.1.8. Bir (s")dizisinden (tz) dizisine,

1 n

K _ n-v+k-1

k _(mk)vz_;( t)s, (1.1.8)
e ) v= .

seklinde tarif edilen donisime, k. mertebeden Cesa‘rg donisiimi denir (Petersen, 1966). Bu

dénlsime karsilik gelen matris

(fn-v+k-1
k-1
——{___n+k} o v=n (1.1.9)
anw:4
k
Q, , ¥v>n
seklinde tarif edilir.

Tamim 1.1.9. Her sonlu veya sonsuz s igin s, >s=1t, »s ise bu reel donisime totally

regllerdir denir (Hardy, 1949)
Teorem 1.1.3. Bir (s, ) dizisinden bir () dizisine,

E,:Zcmsv (v>n igin ¢y, =0) (1.1.10)

ile tanimlanan reel dénGsimin tctally -25%!er 2Imasi icin gerek ve yeter sart bu dénGsGmin pozitif
ve regller oimasidir (Hardy, 1849)

Tanim 1.1.10.p,, # Oolmak dzere {s, | dizisinin (N p, déntsum dizisi (Un) olsun. Eger A > 0 igin,
-
2e

n=0{n |

1
Uy = U <o (1.1.11)

ise (sn) dizising 3. martahadan miriak Nértund toplanabilir veya [N,pn|)\ -toplanabilir denir (Bor,

1986).



Tamm 1.1.11. g, = Oclmak uzere (s, ) dizisinin (N,q,, )dénasam dizisi (V,} olsun. Eger & > 0 igin,

G:Qn

&,

ise (s,) dizisine A. mertebeden mutlak Riesz toplanabilir ‘veya [N,q|, -toplanabilir denir (Bor,

a1
v, V| <o (1.1.12)

1986).

Tanim 1.1.12. V neiNU{0}.igin
i) p, >0

y Port Pz
pn pnﬂ

olacak sekilde tariflenen (p,) dizilerin cimilesini, 2 ile gésterilir (Tripathy, 1982).

i <1

n n
Kabul edelim ki P, = va ,» Qu= qu olsun. Buna gére p, =0 olmak fizere
v=0 v=0
(c,) dizisi de,

n
1, n=0
2PrCy = {0’ 0 (1.1.13)
v=0 F
- olarak tarnf edilir. Aynt zamanda da

n
7
cEx =ch Ve AP, =Pn—Pny

v=Q

olarak kabul edilir (Tripathy, 1982).

Tamm 1.1.13. { an) ve | b,,:) verilen iki dizi olmak Gzere, &,,b,'nin iki pozitif sabit ile ¢arpimian
arasinda kaltyorsa, bu notasyon angbn ile gosterilir. Yani;

k,.b, €2, €0,
olacak sekilde X,,X, pozitif reei sabitleri varsa, bu angbn notasyonu ile gosterilir (Nurcombe,

1989)

Tamim 1.2.14. (A} ve (B} ii icolanabilme metodu oimak dzere; her (A) toplanabilen dizi ayni
degere (B} toplanatilivorsa. (A} toplanabilme metodu (B} toplanabilme metodunu gerektirir denir.

(A) c(B) ile gosterilir (Nurcombe, 1989)



Tanim 1.1.15. (A) ve (B) iki toplanabiime metodu olmak Uzere bu iki metot biri digerini
gerektiriyorsa, (A) ve (B) metotlanna denktir denir. {A) ve (B) gibi iki toplanabilme metodunun
denkligi

A)=B)=>A) B B)<(A)
ile gosterilir (Tripathy, 1982).



2.(N,p,q) - METODU

2.1. Geneilegtiriimis Norlund Toplanabilirlilik “

Bu bolimde genellestiriimis Norlund toplanabilirlilik tanimini vererek, bu metot ile ilgili
etkisizlik ve limitleme teoremlerini ifade ve ispat edece§iz.

Tanim 2.1.1. (p,),(q,) ve (r,) birerdizi v n>0icin r, =0 ve r_, = Golmak tzere

1, = 2.p,.4, 2.1.1)
v=0

olacak sekilde reel veya kompleks sayilann dizileri olsun.Bu takdirde verilen bir Zan serisinin
n=0

kismi toplamlar dizisi (sn)olmak tzere (s, )dizisinden (t,) dizisine

Z Pn-vAvSy (21.2)

"n v=0
ile verilen dénustime genellestiriimis Norlund donlisim( veya genellestiriimis Norlund ortalamasi

denir ve (N,p,q) ile gosterilir. Eger

lim t,= s (2.1.3)

ise, bu takdirde Zan serisine ya da (s, )dizisine s degerine genellestiriimis Nériund
v=0

toplanabilir denirve s, --» s(N,p, q)seklinde gosterilir (Hardy, 1949). 2.1.2 ile verilen dénlsimde;

i) Her nigin g, =1 alinirsa,

1 &
L -an—qu an-v1 P Vet _"“an—vq\. S, :FZ n-vSy

v=0 v=0 n v=0

oldugundan (N;p,q) toplanabilirlilik, tanim 1.2.6'da verilen (N, p,, ) toplanabilirlije indirgenir.

if) Her nigin p,, =1 alinirsa,



Tn ”an—qu an1 Q Vet _"‘an-qus = qu

v=0 v=0 In v=0 “ v=0

oldugundan (N,p,q) toplanabiliriilik, tanim 1.2.7'da verilen (N, ay) toplanabilirlie indirgenir.

(v+k-1
iii) Her keZ oimak Uizere her n igin g, =1 ve p, =L kot segersek,

2 Divik 1 ni k)
g3
n gnvv é k-1 k)

ve

i(v +k- ‘l)s“

v=0

an—qu v = (n+ k]

n v=0
k

oldugundan (N,p,q) toplanabitiriilik, (C,k) toplanabiliriige indirgenir (Nurcombe, 1989)

Tamim 2.1.3. EJer (A) metodu yakinsakida denkse (A) metoduna etkisizdir denir. Yani; (A)
metodunun déndsim ve ters doénGsim mairisleri reglilerse (A) metoduna etkisizdir denir.
(Tripathy, 1982).

22 (p,)e #ve (q,) Pozitif Diziler igin Limitieme Teoremleri

Teorem 2.2.1. Her neIN U {0} igin a, >0 ve (p,) & #¢ okinak izere

= ——ch-v Iy

nV'O

dir (Nurcombe, 1989).

Ispat: Her n &IN U {0} igin g, >0 ve (p,) e % olsun. Bu takdirde Her n € N'w{0} icin,

15 13 5 Pyt o
v— b |
E"%cn-vrvtv = “"zcn-vrvg — ch—vz Py-k 9k Sk
n vz Gn 45 =8 v

ﬂvé@



1
= —ch—v PyGgSg +PygdsS+--+Pg0ySy)
9n oo

1
= E‘[cn(Poqosu ) + °n—1(P1%so + PUQ151)+---+°o(anoso +... 4Py Sy )]
n

1 .
= a’ [(cnpo +...+CqPp )dgSo + (c,,_1po +. --+°opn—1)Q151+---+(°oPo )Qnsn]
n

1< n n
= _[[Z cn—vPv—O]QnSc + [Z cn_vpv_T)q1s1+. {Z cn_vpv_n)qnsn:'

n i \ymo v=1 v=n
1 o(a
"“Z Cn-vPv-k |9k Sk
qn v=i
1 n-1{ n n
ey [Z cn—\«vpv"‘]qksk * Zc“‘vp“‘" GnSn
n | k=0 \vek v=n
1 n-1/n-k
= — Z Cnv—kPv [TkSk + CoPoUnSy
Qn k=0 =0
q [ntfox CoP
_}: [Z cn—K-vPv}kak} % QeSn
n | koo \v=o %n

Il

..Ql_._s

n~-1
Z 0.9kS |+ Sn

k=0

n

1 n
yazilabilir. Buna gére; V. ne INU{0}icin s, = q—ch_vrvtv elde edilir.

n y=g

n
Lemma2241. ¥ neINU{0} igins, =2, j..t,
v=0

olsun.it, — O n— co) =5 — O{n - oo)) olmasi igin gerek ve yeter sart:

< K olacak gekil de en az bir pozitif K sabiti vardir.

n
P - T Y PN t'
B ae Ve {0 iein 2,
: =0
i = INU{0} igin im jn',, =0
-y

clmasidir {Mears, 1937),



10
Teorem 2.2.2. (p, } €7, q,, >0 olsun. Bu takdirde;

(sn —->s(Npg)=>s,= s+o(G,,)) @(cn =0(q,G,) ve = O(qnG“))
dir (Nurcombe, 1989) i

Ispat Kabul edelim ki s, > s(N.p,q) = S, =8+ o(G,) olsun. Genelliji bozmaksizin =0 alabiliriz.
Buna gore t, »0=s, / G, -0 yazilabilir. Teorem 2.2.1'den dolay1, n— icin

Sp

G, q,,G

Z Cpyfyty =0f1)

n v=0

yazilabilir. Buna gére lemma 2.2.1'den dolayr

ch—vrv

n qn n v=0

G

oldugundan,

MY neINuU{0} icin

n c T n
Y K o > nvfe|=0(anGn) (2.2.1)
v=0 GN—V n v=0
(ii) Her v ve N —> o0 igin
Cvfy = 0(Gntn) (22.2)

yazilabilir. Eger r, = O(G,q,) alinwsa bu takdirde 2 2. 1 |fade5| saélamr Cunku (pn) &7 oimasi,
Ce >0, n=1igin ¢y < 0 oldugunu gerekdirir (Hardy, 1949) Bu ylzden

ch—vat lcnrnx"'Z{cn—vrv! Icoirn'*'Z[cn—vk =Coln— ch—vrv
v=0

v=0
n-1
= Cgip +Cgfn — Cgfn — ch-vrv
v=0
=
e VN -~
— 4ewin - an_vrv (2.2.3)
=0
yaZ&me(: D2§,a-' laraiai
n n v
. oS Toog
o S ESL L

w=0 w=0 k=0
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n
= 2 Crv(Pydo + Pyntlrt-+Pgdy)
v=0

= cp{Podto) + P10 + PoTe)+-+Ca(Pado+--+Pgdn)
={caPo)ao +(Cn-tP1do + CnsPos )+ +{CPr++CoPotn)
=(c

CnPg + CpqPyt-- +°npn)qn +( Cn-1Pg +~~~+°opn-1)q1+~-+(°npo)qn

= {g Cn-vPy-o }qo + [écn—vva }31*" . '{écn-vp v-n an
= i[i Co-vPyx }k

k=0\v=k

1 n n
= Zc -vPu-k Bk ch-vpv-n n
v=n

k=0\v=k

n-1 ( n-k
" ZLZ Ch-v-kPv }k +CgPon

k=0\v=K
= qﬂ
oldugundan

1
ch—vrv =0 (2.2.4)
dir. 2.2.4 esitligi 2.2.3 esitliginde yerine konursa,

Zlcn—vl =2CgM, — Gy (2.2.5)

elde edilir. r,=0(q,G,)oldugundan ¥V veINU{0} icin <K olacak sekilde IK>0

AnGn
vardir. O halde 2.2.5 esitligi

n
2. ln-vi| = 2608, — G < 260KGnay ~ G < 266K Gty
v=0
n
= 2 lenvh]= 0(Gaan) (2.2.6)
v=0
elde edilir. Dider taftan eder ¢, = O(q,G,) ise 2.2.2 ifadesi saglanir. Gercekten;

len—vc l"‘pn an-vc *‘pnc +pnco PnCo an—vcv

v=1
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n
=2ppCo — an_\,c,, =2p,C, (2.2.7)

v=0

yazilabilir. Buna gére

n n-1
len—vcv‘ =PnCo + len—vcv!"‘ lcnlpu (2.2.8)
v=0 v=1

oldu§undan 2.2.7 ve 2.2.8 den,

n n-1
2|pn—v°v| =PpCo + len-vcv'+ lcnlpo
v=0 v=1

n-1
=P,Cs = é Ipn—vcvl + [cn !Pg

n-1

=|calPo =PaCo - Z1lp,,_,,cv| (2.2.9)

v=
yazilabilir. (pn) e7#oldugundan O<v<n-1 igin —— Po- S — En oldugundan
Pn-v-1  Pn-
_ Po-v N Pn = - Pa-v |c lz_ Pn ‘
Pr-v-1 Pn-1 Pn-v-1 Y n-1 Y
= P fe,] 2 - PrPrvt e

n-1

G G PnPn-v-1
= "an—vlcvl -~ Z“——Icvl

n-2

= PnCg - an—v}cv, - Py ,cn-1| 2 PpCo — Z pn:n-—v—1 'C , —P1 kn—1l
n-4
pnpn—v—1
= PnCo - Z pn-vlcv' 2 PnCo — z lC l p1|cn_1l (2.2.10)
v=1 v=1 Pa-1
elde edilir. 2.2.9 esitligi 2.2.10 da
po‘c 12 p {pn—‘lco - an—v%;c ‘} p1‘cn_1‘ ' (22.11)
-1
elde edilir. Her n igin gegerli oldugundan &zel olarak (n-1) iginde gegerlidir.
n-2
‘CI’H tpﬂ = Pn-1C0 — an-v-1\cv‘ (2.212)
v=1

yazilabilir. Bu ylizdende
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PolCn Izp {pnlcmh P1/Cat|=Polcn lz{po P —p1}‘cn_1| (2.2.13)

n-1 n-1

elde edilir. 2.2.13 ifadesin de kégeli parantez non-negatif ve azalmayandir. Gergekten, (pn) S 4

> P4 dir. Buna gore
Pau-1  Po

oldugundan (p, / p,-4) azalmayandtr. Bu ylizden de her n > 1 igin

(
PgP Pn. Pt
pn—1 po

elde edilir. Yani; 2.2.12 de koseli parantez non-negatiftir. Simdi bunun azalmayan oldugunu

Pn Py
p“[pn- po}

ile tanimianan (an) dizisini géz6énane alirsak. V' v e INU{0} igin

P p Pn P P p
ey~ Oy = po[——"" ~ —1]— pa( n_ 4} p{ a_n }z 0
Pn Po Pn-1 Po Pn Pr-1

dir, Bu ise (an) dizisinin azalmayan oldugunu gasterir. (an) dizisi, artan ve non-negatif

gosterelim.

oldugundan V nxn, igin a, >0 dir. Bu ylzdende V nxn, igin

1
lcrml <Po lcnlg:

oldugundan dolayi

1
Cpq S lcn-1‘ < polcnl:"
g

yazilabilir. Bu ise her n2ng igin ¢, = O(}cn\) oldugunu gosterilir. Bu ifade her n= ny igin gegerli
oldugundan ozel ofarak n, n-1, n-2, ..., n-v+1 iginde gegerlidir. Buna gére,
o
"o Mg
lc ‘2 b Icn— lv |° -1! &2 ~ |°n~2| 'cn—vﬂl = _p:lcn-VI

elde edilir. Bu yiizden

2 v
e, Ilechz[p } lcnz] 2. 2[0:0} lenvl (2.2.14)
(] o
yazilabilir. Buna gore,

(an V'

el {22 bl 22 Bl 0] 22
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=0ty = Ollen]) = olanGn) (2.2.15)
elde edilir.

Tersine olarak; 2.2.1 ve 2.2.2 saglanirsa, bu takdirde,

i) 2.2.1" de v=n alinirsa
n
[On-ste] < 2 [enviul = O(AnCn)
v=0

elde edilir. Bu ise cof, = O(4,Gp) @ Ty = XH{anGhn) oldugunu gdsterir.
i) (2.2.1) de 6zel olarak v=0 alinirsa Cyfq = o(a,Gy) e Ch = 0{q,G, ) elde edilir.

Sonug 2.2.1. {p,) €%, q, >0 olsun. Buna gbre
[(s — sNp,aq)=> s, =s+0lr, lq, )]@[cn = o{ry)]

olmasidir (Nurcombe, 1989j,

r
Ispat: {p,)€ %, Gy >0 olsun. Eger teorem 2.2.2'de v veINu{l} icin G, =-" sscilirse,
n

\
|

f
n= o(qnG,,) = c{qn —;"—}: o(rn) ve fp = O(q,,Gn) = O{qn I"‘—J: O(r,,) yazilabilir. Buna gbre teorem
n

N n
2.2.2 den
A I )
oldugu goraldr.

Sonug 2.2.2. Asagidaki sartiann herhang birini saglayan (p,) dizisi igin (py) € % ve qy >0

olsun.

(a) (N,p,q) regller
(b) P —>

() Gp =

bu takdirde (s, = s(\.p,q) = s, = 5+ o(r, / 9,)) dir (Tanaka, 1980)

Ispat. Sonug 2.2.1'den (a) ,(b) ,(c) ‘nin her birinin ¢, = o(r,) oldugunu gdstermek yeterlidir. Simdi

kabul edefim Ki (a) saglanmis olsun. Yani (N,p,q) regiler olsun. Bu takdirde
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1 n
t, = —‘Z Pn-vdvSy
Tn Voo
ile verilen déntsime karsilik gelen matrisin elemanlan

Pa-vd
__"_V_‘_'.’vsn

n
0 ., v>n

ile gosterilsin. Bu teorem 1.1.1'in sartlanni saglar.Bu yizden de teorem 1.1.1'in (b} ozelliginden

her v<nigin
. . P9
tim a,,, = lim——"—*=0
n—-os n—o rn

yazilabilir. Bu yizdende her v < n igin
Prvly =) @ Py =0lry) (1)

elde edilir. Bu ifade her v < n igin gegerli oldugundan 6zel olarak v=0 igin de gegerlidir. Bu yGzden
Py = o{ry) (22.16)

n
yazilabilir. 2.2.7* den dolay Z[pn_vcvl = 2p,C oldugundan

v=0

n n n
len-vcv[ =PnCqg + len-vcvlﬁzpnca = PpCq + an—vicvl

v=0 v=1 v=1

=>P,Cq = Z p,,_vlcv[ (2.2.17)

v=1

yaziiabilir. Diger taraftan

n n-1
Zlcv !pn_v =PyCq + Z’cv }pn_v +Pg [cnl 2pg lcnl (2.2.18)
v=0 v=1

oldugundan 2.2.17 ve 2.2.18' dan dolay:

n
PrCo = 2 {CulPn-v = PglCn| (2.2.19)
v=1
c.| ¢
elde edilir. Bu yiizden \—Li < ;o— <K olacak sekilde 3K>0 sayisi vardir. O halde
n [}
ca=0(p,) (o) (2.2.20)

yazilabilir. 2.2.16 ve 2.2.20" y1 kullanarak,

Cph= O(pn) = O(o(rn)) = o(rn) =6 = o(rn)

elde edilir.
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n
Simdi kabul edelim ki (b} saglanmus olsun. n>0 igin an_\,cv =0 dir. (p,) artmayan bir

v=0
dizi oldugundan her v,n € N igin n-v<n ise p,_, 2 p,, yazilabilir. Bu yizden de n>0 igin ¢, <0

oldugundan herv,n € N igin p,_,c, <p,c, elde edilir. Buna gére

n-1 .
an—vcv < anc =Pn ch PnC n—1 (22.21)
yaznlabilir. 2.2.7 yi kullanarak,
n-1
lpn—vcvl Ipoc "*'len—vc I S2P,Co = lpocn"" PnCq — an-v
v=0 v=0 v=1

n-
=Pg lcnl =PnCq + an-vcv

v=1
n-1
=Py \cnl = an_vcv (2.2.22)
v=0
buluruz. 2.2.21 ve 2.2.22' yi kullanarak,
polc I' an—vcv = pn°n—1:>p0 lc IS PnC 21 (2.2.23)

v=0

elde edilir. Diger taraftan

an—v ¥ an— ch an-v(°0+°1+ +c)

v=0 k=0 v=0
=PnCa + pn_1(C° + 01)+...+p0 (Cu + C1+...+Cn)

= (p"cu +PpgCet-- -+Po°n) + (pn~1co+.. .+p°cn_1)+...+p°co

‘an—vc "'an—vcv-f" +an—v Cv-n

v=1 v=n

xé[é pn-vcv-kJ

n-1{ n-k
an—v—kc +an—v v-n
k=0\v=0

n-1{ n-k
= Z[Z Pr-v-&Cv ]"' PaCq

k=0\v=0

=1 (2.2.24)
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elde dilir. Her vigin ¢ 9) ch >c¢, ve (p,)-artmayan dizi oldugundan

k=0

(0 1
Cy Pp_y 2 CPpyv=> ZC( ’pn_v > chpn_v > chpn

v=0

{
:>ch1 )pn—v P2 chpn =Pn ZC = pn°(|11) (2.2.25)
v=0

yaziabilir. 2.2.24 ve 2.2.25 ifadelerini kullanarak,
n
()
1=Z°v Pa-v = ZPMZ"; chzpn—v ch n-§= ch—pj
v=0 v=0 0 ve) j=0 =0
n
=12KP, )¢, =KPgl
10

olacak sekilde K>0 sayisi vardir. Bu yiizden

1
1
prct? < > (2.2.26)
yazilabilir. P, — w ise c ) 0 dir. Bu yuzden

¢y =olpy) (2.2.27)
elde edilir. Aynca,

n n
Th = an-qu = an-qu +Pnp%o 2PnY%

v=0 v=A
Tn 2Pnlg © Pp = O(rn) (2.2.28)
oldugundan 2.2.27 ve 2.2.28 ifadesini kulianarak,

n=0{py) = o(O ) ofr)=cq =olr,)

elde edilir. Simdi kabul edelim ki Q, — o= olsun. (pn) artmayan bir dizi oldugundan

pnzqv anqv < an-qu =t,

v=0

1 1 Ic) gl
= pQ,sr, = —< - o (2.2.29)

fn PnGp T PnQn
yazilabilir. Q, — « ve |c,,|= O{p,) oldugundan 2.2.29 ifadesinden Ic,,|= O(r,,) elde edilir.

Sonug 2.23. (p,) € 7%, q, > 0 olsun. Bu takdirde
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(s >sNpa)=s, »>s)e(c,=0(q,) ve r,=0(q,))

dir, (Nurcombe, 1989),

Ispat: Teorem 2.2.2 de dzel olarak her n igin G, =1 segilirse istenen elde edilir.

23.(p,),(q,) Reel veya Kompkeks Dizilef igin Limitieme Teoremleri
Teorem 2.3.1. 2 fcy <0 ve maxf|=Off[} olsun. Bu takdirde
(sn ~ s(Np.a) =5, =s+0(Gy)) & }rn'= Olfan|Gn)

dir (Nurcombe, 1989),

Ispat: Kabul edelim ki irnl=0(lqn|Gn) olsun. Bu takdirde 221 ve 222 nin sarflannin

saglandigini  géstermeliyiz. Eger lrnl=0(]qan") ise V neINU{0} icin <K olacak

Qn'5p
sekilde IK>D sayisi vardir. Dider taraftan Zlcnl yakinsak oldugundan kismi toplamilar diziside

yakinsaktir. Yakinsak her dizinin bir toplamt var oldugundan,

Zontl= Zlerbl= e st oot =0{offfonJot0=ffufo.)

n
: C,.
yazifabilir. Buna gére . 'g <K olacak sekilde IK>0 sayisi vardir. Bundan baska 2 [cq|
v=0{Mn>2n
_ h
yakinsak oldugundan c, — G dir. max{rvl O(Ir,,) oldugundan max'r,,] h dersek <K,
asvsn ir,,l 4

h
olacak gekilde 3K,>0 sayisi vardir. Buna gore fr,,l 2 "y =K >0 yazilabilir. Bu ylzden de (c,H,) sifir
’ 1

dizisi ve (]1/ r,,D sinirll dizi oldugundan ¢ _v=o(r,,) yazilabilir. Diger taraftan }rn}=0(|qn]Gn) ve

= o(rn) oldugundan,

-V

Cp-v = o(rn) ( (qnG ) °(%Gn) (2.3.7)

elde edilir.
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Tersine olarak; Zlcn]< o ve max]rJ:O(]r,,D ve (sn —s(Np,q)=>s,=5+0(G, )) olsun.
osvsn

Bu takdirde Teorem 22.2den 221 ve 222% nin sartlannl saglatmaliyiz. Yani,
¢, =0{q,G,) ve 1, =0(q,G,) olmaldir. Bu yizden de,

n
(i) Her n igin Z!cn_vrvl = O(qnGn)

v=0

(i) Hervve c -« igin ¢, = o(qnGn)

yazilabilir. Buradanda lr,,] = 0(q,G, )elde edilir.

Uyarnilar: 1) Eer (Gn), tg;mlx !le = O(G,,) ile verilen reel veya kompleks terimli bir dizi ise,
SvEn
bu takdirde teorem 2.3.1'nin maxirv‘=0(rn) sarti, sonucu etkilemeksizin maxlq,,‘:O(qn) ile
O<ven 0<vsn

degistirilebilir. Gergekten;

I'V rV qV qV qV ql"l qV qn
Mol ofe, )Y = 0lG, ) —— = oGy i— (2.3.2)
rl’l qV rﬂ ( V) rﬂ ( V) qn rl'l qn ‘O( V)‘ rl'l
yazilabilir. Diger taraftan
9n Gn 9n 1

= < ==
fn  GnPo+-+dgPn  9nPo  Po

oldugundan (qnlrn) sinith bir dizidir. ;naxiGJ:O(Gn) ve Drrsxaxlq\,I:O(qn) oldugundan her
sv<n

v<n
O<vsn igin lel < K,lGnl olacak sekilde K,>0 vardir. Her O<vs<n icin (qv{ < Kz‘qn‘olacak
sekilde vardir. Bunagbre herO<v<n icin (2.3.2) ifadesinden
v
f osvsn

< K1K2|G,,[£:=K=> maxy| = O(f)

n

elde edilir.

2) Kabul edelim ki (Gn),reel veya kompleks azalmayan bir dizi olsun. Bu takdirde

max]rvl= O(r,,) ile maxlqv|=0(q,,) sartian degistirilebilir. Gergekten, (Gn) azalmayan dizisi ise
Ogven 0gvsn

v

G
her 0< v <n igin G, < G, yazilabilir. Buna gore ma::!a—
Osv

<1 oldugundan max|G,|=0(G,) eide
n 0gven

edilir ki bu bize (1) ifadesine déniugtiguna gosterir.
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3) {)ec ve (r,) monoton olmak Gzere her bir durumda gws‘;a;[rvkoﬂrnﬂ sart

gercekiestirilebilir. Gergekten;

i) Kabul edelim ki ( )e c, ve ( ) monoton artan olsun. Bu takdirde her O< v <n igin;

g <ry <r, oldugundan maxirvl = O(rn) yazilabilir.
0<ven

i) Simdi kabul edelim ki (r,,)eco ve (rn) monoton azalan olsun. Bu takdirde her

0<v<nigin; rg 21, > 1, oldugundan max!rv‘ = O(r,,) elde edilir.
O<v<n

4) Eger (N Ar) regiiler ise, @%xnl""= O(\rn\) sadlanir. Gergekten; her 0<v <n igin;

v
kz:Ark = Arg + Arg+.. +Ar, = (rg = _1) +(r1 = ru)+~--+(l‘v - "v-1) =y (23.3)
=0

oldugundan

maxfr,| =
Bsvsn

(2.3.4)

3

yazilabilir. Uggen esitsizlidinden her 0 < v <n igin;

\4
ZArk

k=0

0Lvs

< 2. jan (2.35)

k=0

elde edilir. Buna gére her 0 < v < n icin;

ki{Arkl < %[Arx f (2.3.6)

oldugundan dolayi

max ZIArkl = Z[Arkl (23.7)

05vsn k=0

elde edilir. Aynca (N,Ar) regiiler oldugundan teorem 1.1.1in (i) 6zelliginden her 0 < v < n igin;

n

Z Arp

v=0 rn

=0(1) (2.3.8)

yazilabir. 2.3.8 esitligini den her 0 < v <n igin,

21| =ofl) (2.39)
v=0
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elde edilir. 2.3.4 , 2.3.5 , 2.3.7 ve 2.3.8 ifadelerini kullanarak,

Zen- max o]« T - of

max:,| = max

d<ven agven g4vsn

elde edilir.

Sonug 2.3.1, Zlcni <™ ve or?gxn }r,,] = O(]rn}) olsun. Bu takdirde

S, > s(N,p.g)=> s, =s+o(r, / )
dir (Nurcombe, 1989),

Ispat: Kabul edelim ki 3 |c,|<= ve rrs\gsxkv{=0({rn§)otsun‘ Teorem 2.3.1 ‘deV veaINuU{0}
o (4

r r
icin G, = || segilirse |-{= O(G,,) sarh saglanir. Buna gére teorem 2.3.1'den

n n

s, *»s(Npaq) »s, sior/q,)

elde edilir.

Sonug 2.3.2. chnf< , max‘rvi-: O({rn D veya 2?::' iq.,! = O([qn D olsun. Bu takdirde

osvan
(sn - sNpg)=s, —» s} < {r,,‘: O(fq"b
dir (Nurcombe, 1989), '

Ispat: Teorem 2.3.1' de dzel olarak her n igin G, = 1 segilirse, istenen sonug elde edilir.

2.4. Reglilerlik Sarti igin Limitleme Teoremleri

Teoram 2.4.1.

{4
n oL———-Jve(N, Ar) regiiler olsun. Bu takdirde
I G,

(sn —>s(Npg)=s, =s+o(Gn))® ?—- =0(G,) ve Z’cni@o

n

dir (Nurcombe, 1989)
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Ispat: (N Ar) regiiler oldugundan teorem 2.3.1'in 3. uyansindan dolayi max}r,,’:O(lr,,D yaztlabilir.
osven

Bu ylzden Z[cn|< o oldugunu ispattamak yeterlidir. Teorem 2.3.1'de

%)cn_vrvl = 0fjan|G,) (2.4.1)

(1)
elde etmigtik. Hipotezden | = OL——J oldugundan
rn n

(jon/G4) = OfFa) (242)
yazilabilir. 2.4.2 yi (2.4.1) da yerine konulursa,

Zlewnl=0lfule) = ofof]) - ol

v
elde edilir. Aynca (N, Ar) regiler oldugundan ¥V n e IN w{0} igin Z]Ark |= O“er yazilabilir.
k=0

v
Buna gére ZArk =T, oldugundan
k=0

PATIED>

v=0 v=0

v
ZAfk

k=0

zA = off)

n
= Zlcnwl
v=0
yazjlabilir. Bu ylizdende
n \4
Z!cn-leArk
v=0 k=0
elde edilir. Buna gore

20 D 2 ) ST D 3 1W0) SN ED /SN0 2

= v=k k=0

sgtcn-vuglmka=o(|rn0

elde edilir. Bu ise,

St er]= 0

k=0 v=0
oidugunu gbsterir. (N, lArnD totally regiler oldugundan Zlcn[ sinirl degilse, agikar olarak bu son

durum saglanmaz (Hardy, 1949). Bu yiizden " Jc, <«
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Uyari 24.1: (N AG) regilerse (NAr) regilerligi yerine teorem 2.4.1de (N,Aq) regulerfigi

yazilabilir. Yani; (N,Aq) ve (NAG) regulerligi (N A(qG)) reguleniigini gerektiri. Gercekten; (N,Aq) ,

(NAG) ve (N, A(qG)) déniisimlerine karsilik gelen matrislerin elemanlarn, sirasiyla

A AG
j 2y v<n Y vy<n ———————A(q"'vG"'V) v<n
By = A5 b= G, Crv = q,G,
t 0 ,v>n g ,v>n 0 N>n

ile verilsin,
MAnvCr-v) = InvCroy ~ Inoy-Cnover
= An-vBn-v ~ Gn-vBn-v-1 + InvCBr-v-1~ In-v1Cn-v
= Gav Gy ~ Grov-1+ Grova{Gny — Gnyet)
= QnvAGh.y +Gnoy148ny
oldugundan

j anGI’PV + Gn—qun—v
C =

"V[ 0 , v>n

elde edilir. Buna gore;

i} {N.Aq) ve (N AG) regiler oldugundan her v igin,

Ag,. AG,.
fimagy, = im—"%=0 A fimby,= lim—*=0
N—>w n—-w q“ N—e n—o n

dir. Aynca n-v-1<n-v<n oldugundan (qn_v / qn) ve (G / Gn) sinirlidir. Buna gare,

n-v

qn—vAGn—v + Gn—v~1Aqn~v

o= i S R 0
elde edilir.
it) Her n igin
= n (-]
2lem) = Zleml+ Zlem]
v=0 v=0 v=n+1
- i‘qn—vAGn—v +Gpv129, l
v=0[ qnGn
n n
Ynp-v $AGn-v + Aqn—v\ Gn~v—1 |Aqn—v‘
< + (2.4.3)
vé Yn G, \§o G, | 9
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yaziabilir. (N,Aq) ve (N, AG) regiiler oldugundan teorem 1.1.1’in (i) 6zelliginden,

>

v-0

n

=0(1) A Z
v=0

AG n-v

Adny -0(1) (2.4.4)

n n

yazilabilir. (qn_v / qn) ve (Gn_v /Gn) diziler simirl oldugundan ve 2.4.3 de 2.4.4*a kullanarak,

her nigin

S5 3o e |, O . o

v=0 ﬂ l

esitsizligi elde edilir. Buyizden de sup ), |c,, | < « elde edili.

N v=0

iii) Her n igin
A(9nvCrov)
c — b b e e e
Z vZo AnGy

I:Z qn—v n-v Z qn~v-—1G n-v-1 jl

qn +an-v n~v an—v—1Gn—v—1 q. 1G—1}

v=0

.n
[n)]

G
n1 n{q +qu G-y qu n.v]
( )

oldugundan
lim Zcm = lim Zcm tim1=1
n—-)mv_o n—v)m noa

elde edilir. O haide (N,A(qG)) regalerdir.

Sonug 2.4.1. Kabul edelim ki (N Ar) reguler olsun. Bu takdirde

(s“ - S(N,p,q) =8y = s+°(rn lqn)) Aad Z‘cn(< ®©
dir (Nurcombe, 1989),
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I
Ispat: Kabul edelimki (NAr) regiler, Eder teorem 2.3.2° de V ne INU{0}igin G, =-"

An
=0Ql— | ve
Gn
2.3.2den

(s,, ->s(Np,g) =s,=s+dr, Iq,,))@ Zlc,,]«n

elde edilir.

Tn

Gn

0,

Tn

secilirse, =O(G,,) sartlaninin her ikiside saglanacagindan dolayr, teorem

Sonug 2.4.2. Kabul edelim ki fa,|= O(F, | . (N.Aa) veya (N,ar) regiler oisun. Bu takdirde

(sn —s(Np,g) = s, —)S)@,rn]=0(!qn]) ve D lcy|<w

dir. (Nurcombe, 1989),

Ispat. Eger (N Ar) regiller ise, teorem 2.4.1'de 6zel olarak her n icin G, =1 segilirse, teorem

=Q|—1| ve
Gn

ddnlglr. Bu durumda her nigin G, =1 segilirse, teorem 2.3.2, sonug 2.3.2'ye indirgenir.

n

Tn

2.3.2de =O(G“) sartlan sirasiyla, |qn[=0(lrnl) ve ‘r,,l:O(lan sartianna

Gn

Eger (N,Aq) regiiler ise, teorem 2.4.1'nin ispatindan sonraki agikiamalardan dolay;

(N, Ag)nun regaterigi (NAr) nin regulerligi ile yer degistiriimesi igin (N,AG) regiiler olmahdr.

1 e e s
Bunun igin &zel olarak; genel terimi her nigin G, =—2—}2~ olan {G,) dizisini goz dnune alahim.

Buna gore (G, ve (1/ G,) dizileri simiridir. (G,} dizisinin déntisam matrisinin elemantar

Aan
a, =1 G,
0, v>n

ile verilsin, Bu dénigOmin regller oldugunu gdstermek igin teorem 1.1.1'| uygulayahim.

, v<n

: Cx+1 ___1__) oy
] f(x)-x+2—(1 ) alinrsa #(x)=

>0 oldugundan { fonksiyonu artan

1
(x+2)?

fonksiyondur. Dolayisiyla V11 € IN U{0}igin G, = —r?% ile tanimlanan (Gn) dizisi artan dizidir,
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Bu yizden O<vs<n ve V neINu{l}igin AG, =G, _, ~ G_,.4 >0 yazilabilir. Dolayisiyla her n

icin,
AGn—V

. 2= —ZIAG J

v=n+1 n v=0

Zlaml—Zlam|+ X fonl- Z

v=0 v=n+1

l'l

]n—v+1_ n-v |

G, v_o‘n—v+2 n—v+1‘

___Z(n v+l n—v)

Gp o - v+2 n-v+1

Zn v+1 " n-v }
Gulygh- vi2 H,n v+1
n+

Gizn ve1 §

n- v+1}
voN—V+2 n-v+2

1({n+1 n-v+1 n-v+1
O )
Guln+2 n-v+2 Gn-v+2

1 n+1
“(n+1 (;.,__2—)
(mj
=1

oldugundan supi[cm|< « elde edilir.

n y=g

it} Her n icin

P YN YU e LI ) o e
=E1’"[i::::; gnnv:J

_1_r n—-v+1 In- v+1]
Gntv_on vi2 A~ v+2J

_‘I_n+1 n—-v+1 Z":n—v+1
G, Nz 1n V+2 Jn-v+2



1 (n-&-‘l)
“(n+1W\n+2

n+2

oldugundan
© n
i 2= 1, 230 = i 11
elde edilir. Bu yizden teorem 1.1.1'in bitln sartan saéla_ndlémdan dolay {N,AG) reglerdir. Diger

taraftan sinirh oldugundan lq,,l = Oﬂr,, ‘) dir. Bu ise ‘q,,l = Oﬂrn ‘) oldudunu gosterir.g

(pa) ve () pozitf diziler iken, [a,| = O{jr, |} inmat edilebilir , Bu teoremden asagidaki

sonuclan gikaniir.

Teorem 24.2. Herniginp, >0 ve q,>0 , (NAg) veya (N Ar) reguler olsun. Bu takdirde

(sn >sNp.a) = s, >5) {(R,)dizisi s ve)c,| <)
dirt (Nurcombe, 1989).

_Ispat Teorem 2.4.1'in sonug 2.4.1'den dolayt Her n igin p, >0 , q,>0, (NAg) veya (NAr)
regiler olmak {zere (s,, —>siNpg= Sp > s lr I Oﬂq,,[) ve Zlcnl < w"Gnermesi
yazilabilir. Bu yizden de bu teoremi ispat etmek igin “r, = O(qn) olmasi ancak ve ancak (Pn)
dizisinin yakinsak® oldugunu géstermek kafidir.

Simdi kabul edelim ki (P,) dizisi yakinsak cisun. Su takdrde (P,) dizisinin limiti pozitif

olmak zorundadir. Cankii: anvech nin her ikiside muilak yakinsak ve

S Sepe =3 Sosreni |- 3|

s
n=0 n=0 \v=0 =

2P CaoX J

w=N

@ ‘\

Zkzpvcn-u ‘X“ +0,0,%" = 2 0.x" +11=1
n=1

"—
H e

ey

elde edilir.
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i) Simdi eger (N,Aq) regiler ve (P,} dizisi yakinsak oldugundan ve abel kismi toplama

AY
formulinden

n-1 n-1

Iy “an—vpv ZAqn.vaﬁqn.an, ZAqn-vaﬁqu ZAqn-vPv (2.45)

yazilabilir. Buna gore

o1
L= ~_—ZAqﬂ—vPv -L
qn v=0

elde edilir.

Tersine olarak, eger (N,Aq) regiler ve rn=0(qn)olsun. Bu takdirde teorem 1.1.1'den

v
dolayi ZlAqklquv olacak sekilde K>0 sayisi vardir. Bu ifadenin her iki tarafim p,., ile garpar,
k=0

daha sonrada her iki tarafi v=0'dan n'e kadar toplamini alirsak

v n v n
Pa-v ZlAqk‘ <Kpp.vay = an—v ZlAqkl <K an—VQV

k=0 V=0 k=0 V=0
= Z‘Aqk‘an_v < Kr
v=k

SE‘A% Pn—k <Kr,

n
=2 |Agn P <K, (2.4.6)
k=0

elde edilir. (2.4.6) min her iki tarafini g, ile bélandrse, r, = O(qn) oldugundan,

gl q:—k‘ o= Z[ qn—kipk_o(,l)

elde edilir. Bu yiizden (N, |Ao4), totally regaler oldugundan P, = O(1) yazilabilir. Bu yizden de (P, )
yakinsaktir,

ii) E{;er (Nar) regiler ve (P,) de P, >L#0 olacak sekilde yakinsak bir dizi ise, bu
takdirde
p(x) = P(x)(1- x) (2.4.7)

e(x) = c (1 x) (2.4.8)
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yazilabileceginden dolayt 2.4.7 ve 2.4.8 taraf tarafa ¢arpilirsa x| < 1 igin

p(x)e(x) = (1- % P(x)c(}) (24.9)

elde edifir. Ayrica p(x)e(x)=1, P(x) = Zan" ve o(x)= ch) (x) oldugundan,
a=0 n=0

S (5]

P(x)c“)

@ N
2D ED %) IS

n=0\v=0 n=0 v=0

P,,_vc( 1’}( Z(n+ Nx"

n=0\v=0

=V neINu{0} igin ZP c? =n+t

n-v v
v=0

=V neINuU{0} igin ——Z cl=1q (2.4.10)
n+1

n—v
v=0

elde ediiir. Bu yizdende ¥ v e {012....,n} igin fimc\’P,_, =1 olmaiidir. Aksi takdirde
Vo

limcl"p 1 (v=012...n)
Vo

ise, lim —-ZP 7 1 elde edilir ki bu 2.4.10 sonucu ile gelisir.
noan+ 1

(P,).L =0 a yakinsayan bir dizi olduundan V ve{012..n} igin (P,,). L=0a
yakinsayan bir birimdir. Bu ylizdende,

0

2(an.Jo? = Zan., Yo, = 20 X A0, = 20, 3 (fe ~frcs)

v=0 k=0 kel k=v kav
& [ 1 1
= ckLzrn_k Z «[= Zc [_rnv+ Z"~ Zr_ =
k=0 k=v k-v+1 Kavs1 knsval

n
=Y., = Zc,,-k Z Pr-ic Ui

-0

3 S‘

= kz_:'lcn-k(pv% + pv-1Q1+---+puCh)

= (cnpaqu)"‘ cn-l(plqﬂ + p0q1)+"'+cﬁ(pnq0+“‘+p0qn)
= (cnpﬂ +Co Pyt +CyD, )qu + (cn-1pc"'--""cnpnq)qt“"---'*'(cnpn )qn
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-1f np=1
= (ch-v-kpv)qk +(cop0)qn
k=0 \vaD :

n-1

= Y, 0.q, +1q, =49, (24.11)

kD

eide edilir. 2.4.11 ve (N, Ar) reguler oldugundan

i

1 _.qg L{Ar 1
() _y —=n _ nev sy
STrTY, Zu( o ]c' L

yazilabilir.

Tersine, eger T, =O(qn)ise , V neINU{0} igin r, <K,q, olacak sekilde K, >0.
sayisi vardir. Bu ylizden de,

an-vr = an-vK1qv Ky an-v‘-'lv => an—vr vs an-v% (24.12)
v=0 v=0 1 v=0 v=0

yazilabilir. (N Ar) regiiler oldugundan dolay Z

<K, olacak gekilde «, > o sayisi vardir. Bu
v=0 rn

ylizden de, her n e INUL {0}icin
L1
28| < Kol (2.4.13)
v=0

yazilabilir. 2.4.13° G 2.4.12" da yerine konulursa,

= zpn—qu an-v K an-vZ‘Arkl =2 szn-leArk‘ (2 4. 14)
v=0

K‘l v=0 K1 2v k=0 v=0 k=0
elde edilir. Aynca,

ﬂ

**Z!Ark} ZlArk’an-v ZlArkPn—k (2.4.15)

—0 =0 k=0 =0
cldugurdan 2.4.15 , 2.4.14 de yerine yazilirsa

”7 Pryly = MZ Ar Pri= Z [Af Pk < K1K2r,, = Z

V—O k=0 k=0 k=0

Al’k

n-k < 0(1)

slde edilir. (N, ar} reguler oidugundan P, = O(1) yaziabilir. Bu yizden de (P,,) yakinsakhr.

2.3. Ganellestiriimis Noriund Toplanabiliiilik igin Etkisizlik Teoremleri

Tanram 231, 0.} €7, q, >0 olsun. Bu takdirde; (N,p,q) etkisizdir ancak ve ancak = O(qn}

L%y
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dir (Nurcombe, 1889},

Ispat: Kabul edelim ki r, = O(qn) olsun. (sn) dizisinin (N,p,q) déniigim dizisi (t,,) ile gosterelim.

Buna gére

= "‘Z Pn-vQvSy = Z by-vSy (25.1)
n =

olup, bu dénlistime karsiitk gelen matrisin elemanian

pﬂ-—VqV

b =1 1.

0 , v>n

, VAR (25.2)

ile tanimiichr. B= (bm) matrisi regilerdir. Gergekien,

Harnin Sbal- Sbule Tl =7 Sipra,

v=n+]

oldugundan sup ilhm|< codir,

N v=0

Pp-

ii) (p,) e7¢ ve (p,}artmayan bir dizi ise V vsn icin 2% =0} yazilabilir. (p,) e

n

1
(Py) €% ve Q, 50 (n—>) ise, 2229 da —<

oldugu gosterildi. 2.2.29" un her iki
I PaQp

tarafi pa.vQy ile garpilirsa,
K
PavCy <K Pn-v <—=o1) (25.3)
fn PnQn  Q,
yazilabilir. (2.5.3) den de her v igin,

lim by, = lim 2o
noo e L

eide edilir.

=0

Pa-vd 4 1
D S

n v=0 n
oldugundan
fimb,, = lim1="1

n—w o
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elde edilir. B=(bm) matrisi feorem 1.1.1'in buGkin sartian saglandifindan dolayr, B regiierdir.

Dolayisiyla (N,p.q) regilerdir. Simdi (N,p,q) metodunun ters ddniigiminin regiler oldugunu
gdsterelim. (N,p,q) metodunun ters dontisimi; (t,){s,) dizisinin (N,p,q) dénisima dizisi olmak
4

izere (t,) dizisinden (s,) dizisine,
1 L n
= — D [ Crvty = 2.amty (25.4)
Gn v-0 v=0

ile verilen bir déniiglim oldudu teorem 2.2.1'de gésteriidi. (N,p,q) metodunun etkisiz oldugu igin,
:2.5.4 donisimiine karsilik gelen, ve matris elemanian

FyCn
LY

anv" qn
0 , v>n

ile verilen A=(a,,) matrisi regiler oldugunu gésterelim.

(N,p.q) metodu regiiler oldugundan sonug 2.2.2'den dolayt
(sn —>s(N.p.q) = s, =s+0(r; /q,))
yazilabilir. Sonug 2.2.1'den dolayi da

((sy > sNp. A} => s, =s+olr, /a,)) & {c, =olr,))
yazilabileceginden hipotezden dolayr r, = O(q,,) cimasi nedeniyle ¢, = o{r o{O q,, ) o(q,,
elde edilir. Bu yizden de ¢, = o( q,,)ve = O( q,,) oldugundan sonug 2.2.3'ln yeterilik kasmindan

dolay -
s, >s(Npg)=s, >s

yazilabilir. Bu ise t, > s= s, — s oldugunu gdsterir. Bu yazden de (2.5.4) ile verilen dénisim

regiler bir donagimdir.

Sonug 2.5.4. Kabul edelim ki (pn) €7 olsun.bu takdirde (N, p} etkisizdir ancak ve ancak 'Dn;
yakinsaktit (Nurcombe, 1888),

Ispat: Kabul edelim ki (pn) €7 olsun. Bu takdirde teorem 2.5.1 de dzel olarak her n icin g, =1

segilirse,

= an—qu an-—v 1=Pyve t,=— anwq'Jsv =5 Zprhv

v=Q v=0 In v=Q " v=0
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oldugundan (N,p,q) metodu (N,p) metoduna indirgenir. Aynca r, = Olay) «(P,)=0(1) elde edilir.

Bu yazden de (p, ) €7 oldugundan teorem 2.5.1'den dotay:
(Np1)=(Np} etkisizdir <P, =O(1) ‘

yazilabilir. Diger tarafian (p, ) emve (P,) simith dizi oldugundan (P,) yakinsakdr.

Teorem 2.5.2. ch,,[< o, leﬂ‘< w, ya m:max\’m([q‘l, [)= O([an yada gg'('rv[) = O(frn f) olsun. Bu

takdirde (N,p,q) etkisizdir ancak ve ancak [rn‘ﬁ[qnl olmasidir. (Nurcombe, 19897,

ispat Z]cn|< w®, len l <w, ya osm‘;a;(lqv D = O(fqn[) yada m(lrv}) = O(Irn D saglansin. Bu
takdirde (N,p,q) etkisiz ise (N,p,q) ve (N,c,r) regilerdir. Bu yizden de sonug 2.3.2'den doiay

(sn —>s(Npg)=>s, > s) = (}rnl= o(}q,,!) ve (t,, ->sNer=>t, > s) < (lq,,] = o(lr,,})
yazilabilir. Buna gére,

[(s,, —>s(Np.g) =8, >8] Aty >sMNcr)=t, —» s)] o [({r,J: o(|an]) A (an}= ofJry b]
elde edilir. Bu ylizden de

(N,p,a) eﬂdsizdir@»[(s,, ->sNp.g) =8, >s)At, >sNer)=t, > s)]

(ol = 0aa A el = o]

<falolen

dir. Bu ise feoremin ispatint tamamiar.
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- 3.IN,p,ql - METODU

3.1. Mutlak Genellestiriimisg Nériund Toplanabitirtilik

Bundan 8nceki bélimde genellestirilmig Nérlund toplanabili‘r‘iiéin. tanim ve tqggemleri ile

My vie e e

bazn etkisizlik teoremleri verilmigti. Bu bdlimde de mutlak genellegttﬂ.nf :
. tamm ve teoremler: ile baz: etkisizlik ve denklik 1eoremizeti verizzsekti; ve bunlar arasindaki. mw}a e

incelenecek.

A
Iy~ tous] < ise (s,)dizisine mutiak

Tanii ©.4.9. Efer A>0 igin t, s ve Z—"—
n=0

- geielestiriimis Nérlund_toplanabilir denir ve (s,}e[Np.dl, veya (t,)ec0rl, simgeler ile

gosterilir. (Nurcombe, 1949).
Bu metotda,

i) Her n igin g, =1 allmrsa

n
= an—qu Lpn-v1 Paitr= —an-qusv zpn-vsv
v=0

v=0 n =0 n v=0
ve
1

@© n+1

" . pn—v pn—v-1|

n n+1

ar | 7 tel = P

n=0{2"n n—o 1 J e o — e s

oldugundan |N,p, q[)\ -metoduN,p|, -ietoduna inditgenis.

ii} Her n igin p, =1 alinirsa ' : !
P h
Th= an—qu Z" Qy = Qn st = "Zpr—qusv Q ‘.‘qv

v=0 v=0 n v=0 n v=0

ve
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n#

qu

v=0 Q v=0 nﬂ

1

‘tn th‘ —Zq

Ar

n

n=0

oldugundan |N.p,qf, -metodu|N,qf -metoduna indirgenir.
A A .

iii) Eger A=1 alinirsa

i‘tn - tn+1l <@

n=0

oldugundan N,p,q], -metodu N p, g ya indirgenir.

Tanim 3.1.2. Eder bir mutiak toplanabilirlilik metodu, hem mmgmgmerve—hem—de—sadeée—;

mutiak yakinsak dizilere toplanabiliryorsa, bu metoda etkisizdir denir (Nurcombe, 1989).

3.2. IN,p,g) Toplanabilirilik

J n
Lemma 3.2.1. Kabul edelim ki J, =Z}.n_vsv olsun. Bu takdirde (s,)ebv oldugu her zaman

v=0

(Jy) ebv olmasi igin gerek ve yeter sart

iy Her nigin Q" Any yakinsak

v=0

ii) Her p igin 2,

n=0

n

Z( l'n,v - A'n—‘l.v)

vep

<k  (p=012..) olacak sekilde K>0 sayisi vardir

(Mears, 1937),
Teorem 3.2.2. (p,) . (an) pozitif diziler ve( ) de azalmayan bir dizi olmak iizere

S jea| e va [%A] &bV olaun, Bu takdirde (8,) @Np.d| = {-s—"«".g-ﬂ-] &bV dir (Nurcombe,
n n

1989)

Ispat: Kabul edelim ki (pp) . (an) pozitif diziler, {1,) azaimayan bir dizi, 2 lenl< (Sr'l} eBv
n

ve (s,) & N.p.gf olsun. Buna gore (s,) € Np.a] oldugundan (t,) € (0| dir. Bu yizden de
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(sn) eNp.q= [ } eBv oldugunu ispat edebilmek igin
ﬂ

(ta) eBv :(f_qﬂg) €Bv

r|'|
oldugunu géstermek kafidir. Bunu géstermek iginde lemma 3.2.1'i kullanmaliyiz. Teorem 2.2.1'de

Snn _ i____%—v'v t, (3.2.1)

I”n v=0 rn

oldugu gésterildiginden dolay! J,, = Sn%n (n=0,1,2,...) ve
T

n

cn-v rV v S n
dov =3 1, ' (3.2.2)
0 , v>n
olmak (zere (3.2.1) ifadesi,
dn =2 Aty (3.2.3)
’ v=0

ile verilen (t,) dizisinden (J») dizisine bir dénisim belirler. Diger taraftan hipotezden dolayr (r)
azalmayan oldudundan ¥ve{0.1.2... .} i¢in rv=O(r,,) yazilabilir. Bu yizdende

Z?‘nv anv Z}C -vl" é'cnl

v=0 v=0 =0

v—0

@ n
elde edilir. Hipotezden dolay Z]cv]ao oldugundan {Z ]cv]} dizisi yakinsak olup, ayni

v=0 v=0

N n
zamanda sinirhdir, Bu ylizden de (Z }k,w}} dizisi simrhidir, {Z }knv!) dizisi sinirh oldugundan

v=0 v=0
dolayt her ne{0.1.2... } igin (Z ]x,le serisi yakinsaktr.

v=0

n
Ayrica (q ) €Bv ve ) ¢, 1, =qp, oldugu kullanarak,
n

v=0
L T
Z Cpvfiv  Cn-v-ly Z qn qn~1
B n=0 n h

v=0 n n-1 n-1

2

n=0

=2

n=0

n

Z(R’nv - ;"n-1.v)

v=0

<o

-ZH3

n=0
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elde edilir. Her ne{0,1,2,...} igin Z-:{x,wj< © ve i
v=0

n
Z(xm, - An_tv)t » (p=0) yakinsak oldugundan

lemma 3.2.1'in (i} ve (i} sarfanmin saglandifim gésterir. Bu yuzdende (tr)ebv oidugu her zaman
{Jn) €Bv dir.

Teorem 3.2.3. (p,) , (a,) ve (G,) pozitif diziler , () ve (raGn) azaimayan ve Y Jopl<w -
ofsun, Bu takdirde

((s,,) cINpgi= (:"g‘n) er} o [(f;n] €Bv ve her n igin G, 2K > oJ

n

dir (Nurcombe, 1989),

lspat: Kabu edelim ki (p,) , (a,) ve (G,) poziti diziler , (r.) ve (r,G,) azaimayan ve

anf< o olsun. 3.2.1 esitliginin her iki tarafint %; ile carpilirsa,
N n

D Cnufuty (3.2.6)

n
elde edilir. Diger taraftan 3" ¢,,_,r, =q, oldufundan

=0
Gn < Cpyh
Z n-viv G27
mGn S
~ S
yazitabifir. J, =—"3£ (n=0,1,2,...)ve
e
cﬂ-VrV
~ — , V<£n
My =1 1.4, (3.2.8)
0 , V>n
yazilabilir. (3.2.6) fadesi,
=2 Anyly (3.2.9)

v=0
ile verilén‘(tv) dizisinden (J,,) dizisine =ir d8a0sim saliner. 2.2.9 dénisimine teorem 3.2.2i

uygularsak,
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(v ne{012,..} igin

@

v) €DV = J bvje v=° ﬂl S
[(t ) bv (JV)E v] (ii)EIK >0 » Vvp e{0,1,2,...} icin ZZ(XNN_{“‘“)

yazilabilir. ¥ pe{0,1,2,...} igin saglandiina 6zel olarak p=0 icinde saglanir. Buna gére

@ |n ) B e, n Cnvlv _ Co-v-tfy | _ ml Gn _ Yn \_
ZZ(M‘W Kn—1.v) _Z.;zo( mGn rn—1Gn—1]1—§lrnGn l'n—1Gn-1‘ z [

n=0 jv=0

o)«

]ebv oldugunu gbsterir. Ayrica (i} den dolayr 3K>0 oyleki V

elde edilir. Bu ise [ 9

rn n
pef0,1,2,...}igin
n "~ P~y © n d
Z(kn,v - )‘n—tv) < Z Z()‘nv n»—1.v) < R
v=n n=0{v=p .
kalir. Ozel olarak v = p = n icin de, IK>0 dyleki V ne{0,1,2,..}
Z()\ n 1v) < Z Z()\n.v _>‘n—1.v) )‘nv - )‘n-‘l.v SK
V= n=0|v-p
lets _ Ctter| g 1% R, 25850 =G, 2K >0  kali. Diger
\l’ G f -1Gn- 1 n K

@
taraftan (rnGn) azalmayan bir dizi ve Z‘cnl < oo oldugundan V ne{0,1,2,..} igin
n=0

n-v

- oy el

v=0

>R Z """

v=0 v=0

LONSELONNELY

I'l n v

@ (o ]
yazilabilir. Bu ylizden de V ne{0,1,2,...}icin Z A

v=0

nv| Serisinin yakinsak oldugunu gésterir.

Sonug 3.2.2. (p,) ve (an) pozitif diziler, (r,) azalmayan ve > Jea|< 0 olsun. Bu takdirde

((sn)eIN,p,qlzro[ rq )eBV} [?"}GBV

n

dir(Nurcombe, 1989),
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Ispat: Kabul edelim ki (p,) ve (ay) pozitif diziler, (r,) azalmayan ve Y Jeal<  olsun. Eger hern

igin Gy, =1 segilirse, .G=r, oldugundan (r-Gy) dizisi azalmayandir. Bu ylizden teorem 3.2.3'den

dolay, .
5) ) (9
) b ——| eb
1 s.q ) A qn
(,) eNp.cf= [___ <bv| = [_] <bv
\ Ta y i I '
elde edilir.

Sonug 3.2.2. (p,) ve (a,) pozitif diziler , (q) azalmayan ve D Jeal< = olsun. Bu takdirde

((sn) € Np.al=>(sn) € BV) & I = O{ap) dir(Nurcombe, 1986)

lspat: Kabul edelim ki (p,) ve (q,) pozitif diziler , (q,) azaimayan ve D lea|< = olsun. Her n igin

Gp= —91 segersek, () azalmayan (1,Gy,)azalmayandir. Ayrca (q,) azalmayan
n
In=Th1= Z Gn-vPv — Z Gp-v-1Py = Z Gn-vPv — Z Gn-v-1Py + G1Pn = Z (qn—v ~ On-v-1 )pv >0
v=0 v=0

yazilabilir. Bu yiizden de (r,) azalmayandir.Dolayisiyla (Pn) . (an) ve (Gn) poxzitif diziler

(r) ve (r,Gy) azalmayan ve Y Jc,|< 0 oldufundan teorem 3.2.3den dolay:

aon

((s,,) e[Np,ql=>( ﬂ;nJ ebv}:)(( q(,:: )ebv ve IK>0 dyleki vn igin Gn2K>0}
n

yazilabiiir. G, = -?l oldugunu kullanarak,
n

((s,,)ele,ql=>(sn)ebv)©((1)ebv ve JK>0 dyleki vn igin %2K>0)
n
i,'i(s,,)ele.ql:(sn)ebv)@[BK>0 oyleki vn igin rns-qk“-)

((sa) €N PGl = (8,) €bv) & = O(an)
aide adilir
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sonug 3.2.3. (p,) ve {q,) poxzitif diziler, (q,) azalmayan, Y |c,|<  olsun ya (N,Aq) yada (N,ar)

regiiler olsun. Bu takdirde ((s,,) €INp,gi= (s,,) € BV) = (Pn) yakinsakhir {Nurcombe, 1889),

Ispat: Kabul edelimki (P, ) yakinsak olsun. Bu takdirde (P, )simiridir. Buyizdende 3K>0 dyleki her
nigin 0< P, <K kalir. Dolayisiyla ¥n eINU {0} icin

n n n
n = an—qu s Z Pn-y-Maxqy = Zopn—vqn = qyPy <Kap =1y =Ofan)
by

v=0 v=0

elde edilir.

Tersine olarak r, = O(qn)olsun. Bu takdirde va (N,Aq) yada (N, Ar) regiiler oldugu
durumda (P, ) yakinsak oldugu gésterildi. Dolayisiyla “r, = O(qy ) > (P, ) yakinsaktir 6nermesi
yazilabilir. Bu ylizdende sonug 3.2.2.'den dolayt,

*((sn) €INp.al=>(s,) €bv) & 1, = Ogy )& (Py) yakinsak®

veya
: ((s,.,) €INp,ql= (s, ) €Bv)e> (P, ) yakinsak’

dnermesi yazilabilir.

Teorem 3.2.4. (p,) ve (an) pozitif diziler, (p,) artmayan, (q,) azalimayan, D lea|< © olsun. Bu

takdirde “IN,p,ql etkisizdir ancak ve ancak r, = O(qn) * dir (Nurcombe, 1989).

Ispat: (p,) pozitif ve artmayan, (q,) pozitif ve azalmayan diziler ve D lcal< @ olsun. Bu takdirde
vV neINuU{0} igin

n n-1 n n n
fn—Th1= Z Gn-vPy ~ Z Gn-v-1Py + 9-4Pn = Z Gn-vPy — Z G-v-1Py = Z Agn 0y 20 (3.2.10)

v=0 v=0 v=0 v=0 v=0

oldugundan (r,} azalmayandir. Sonug 3.2.2'de

((snyeINp.al=>(s,) €Bv)e> 1, = O(ap) (3211

L]
oldugu gosterildi. Simdi t, = Z AnySy lle verilen dénigime karsilik gelen

v=0
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Fn

) pn—VqV
—_—— VLN
Apy = ‘
0 , ¥v>n

olarak tarif edilen A=(Ay) matrisinin lemma 3.2.1’in (i) ve (ii) satianns sagladidins gésterelim.

o n n n
i)ZMv=ZMv=Z&;'&=}ZPH%=1rn=1
v=0 v=0 v=g N n vy=0 ]

elde edilir.
i) p=0 igin
- s ot (o Provlv _ Prov-19v
3 () = Bt Pt
n=0 jv=0 n=0 [v=0 L n-1
@ |n n @
_ Pa-vlv Z Pr-v-19 ___Z W _ M) g
-y v S Fr A
v=0 n v=0 n n=g1'n n

olacak sekilde K>0 sayisi vardir. Buna gore lemma3.2.1'in (i) ve (i) satian sagladigindan
(sn) €Bv=>(sy) cINp.gl (3.212)
yaziabilir. Buna gére 3.2.11 ve 3.2.12 ifadelerinden
((sn) €Bv = (sn) €INp.aln (s, ) eiNpal= (s,) Bv) < 1, =O(,)
elde edilir.

Teorem 3.2.5. (p,) ve (q,) pozitif diziler, {p,) artmayan, (q,) azalmayan, D lc,|< = olsun. Eger

{N.Aq) veya (N,Ar) regiier ise, bu takdirde “IN,p,qi etkisizdir ancak ve ancak (P,) yakinsakbr.”
(Nurcombe, 1989), ’

Ispat: (p,) pozitif ve artmayan, (a,) pozitif ve azalmayan diziler ve ) lc,|< = olsun. Bu takdirde
teorem 3.2.4'den dolayi
“IN,p,gl-metodu etkisizdir ancak ve ancak r, = O{q, }” . (32.13)

yazilabilir. Eger ya (NAg) yada (NAr) regiler ise *r,=0(q,)< (P,) yakinsakrénermesi
yazitabileceginden 3.2.13" dan dolayi, eder va {N.Aq) ada (N.Ar) regiler ise
*IN,p,gl-metodu etkisizdir ancak ve ancak (F,} uakinsaiir®

yazilabifir.

Sonug 3.2.4. (p,) e 7 ve (q,) pozitif ve azaimayan olsun. 2u takdirde IN,p,ql-metodu etkisizdir
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ancak ve ancak r, = O{q,) dir (Nurcombe, 1989),

Ispat: (p,) €7 olsun. Bu takdirde (p,) &7 ‘in tanimindan dotay: {p, j, atmayan ve smriidir. (q,)
pozitif ve azalmayan dizi ve Zlcrl‘- « oldvgundan teorem 3.2.2'in sartlan saglanir. Bu y'(‘-zdende

“IN,p,ql-metodu etkisizdir ancak ve ancak = O(q,,)“ elde edilir.

Simdi de N,p,ql-oplanabilnie metodunun bir genellernesi olar. IN ¢l toplanabilifilik
metadu ile ilgili teoremleri ifade ve ispat edelim.

33. [N,p,q}l Toplanabilirlilik

, : = Ar
ieorem 3.3.1. (p,) ve (q,) pozitif diziler {r,) ve (f,) de, Z'T?CT yakinsak olacak sekifde
n=0 ‘n'n+1

artan pozitir iki dizi olsun. Eger Z lenl<o ve {%—) €Bv ise, bu takdirde
n'n

(s0)Npd, =>( s"q") <Bv

ffn

dir (Nurcombe, 1989),

@
ispat: (pn) ve (qn) pozitif diziler , (rn) ve (fn) de, Z-—%’}\:T yakinsak, olacak sekilde ik: pozitif

n=0 a1
artan dizi, )" lcpf<w ve (;%”—J eBv ve (s,,) &N p,ql)\ olsun. (rn) we v(f,,) monoton artan pozitif
n'n
diziler oldugundan her ne{0,1 \2,..}igin
1 <, ve f, <f, (3:5.1)
yazilabilir. (3.3.1) esitfiginden de ‘
fnetin- S g <355, : (3.8.2)

yazilabifir.Bu yizden de Aynca (rn) v (fn) artan  oldujundan her J<v<y igin
fv<fy ve f, <f, yazilabilir. Bu yiizden de her ne{0,1,2,..} igin

v =0(,) ve % =0fi,) (8333
eide edilir.

Zh )

n=1

< l%sn - Qn-15n—1!
e
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Z . v—1tg—1,

Z 1:n—v t
n=1|v=0 v=0 fn-1'n-1
© n-1
= viviy Cr-yly-1fy-
értnv—o viv n—1tn—1vz=o n-viv-1tv-1
by B t, < r tyy < by
=chn—v v+z v‘l Z __Z v v1tv1
n=1{v=0 nn y=0 v=0 In n ] n-1'n-1
i zn: v A ZC [ = ]t
= + - _
n=1|v=0 ,., n v=0 y I’f rn-‘lfn—1 v
r,_
S e T 'At I"'ZZ n—v[ ~ ]tv—1
n=1 v— n=1v=0 nfn n—1fn—1
P 'At If v ivin-1fn-1 — Mfaly- 1,]
= Cr_ . t,-
' ;gl " VI v In ;vz_ol " VI rnfnrn-1fn—1 'l Y 1‘
— P lAtV, rn—1f -1 |rv rv-1|
"0(1)22 n—v‘ +ZZ! n-v‘ I'f . .f Itv—1l
n=1v=0 n=1v=0 n'n'n-1n-
n At Ar
AT, lorl 1+ OF 3 fora L
n=1v=0 n=1v=0 v-1lv
=, At Al
omz'f—”’ o, S v|,’ v
v=1 'V v=0 n=1 n-v-T'n-v
Ar -
n=1 Tav-1fn-v
At
—omz’ e oS e
v=0
> A(f'-"s—") =o(1)> ], o) (3.3.4)
n=1 afn v=1 'V
elde edilir. (s,)e|Np,q, ve Z—%%'ﬁ yakinsak oldugundan Holder esitsizligini kullanarak ve
n=0 'n'n+t
p=A , g=A/A-1 segersek,
Zn: At - il Tn-1 ')\—m\lAfn—1 l)\-w |Aty|
=1 fa =1 lArn—1 ‘ Tn-1 I fa



L3l " . 5l ) c
=t AT | fa
I = Moo e Arpq o
= {; —A-r—n: lAt,,[ } {; —r,,_1f,,m"1} < o (3.3.5)
elde edilir. Bu ;(ﬂzden de 335 , 3.3.4%de yer%ne konulursa, nZ=1 A(?_:fn") < yaznabmr Bu
ylzden de (q,, f"J eBv elde edilir. .
n'n

Sanug  3.3.4. (p,) pozitif dizi ve D lcpl<o olsun. Bu takdirde A>1

icin(s,) €N p.al, :[E’;\-} €Bv dir (Nurcombe, 1989)_
n

Ispat: Kabul edelim ki (p,) pozitif dizi , Zlc,,|< © ve Z o yakinsak olacak sekilde pozitif

n=1 n

dizi olsun. Eger herne{0,1,2,...} icin g,=1 ve f, =P 'secilirse, r, =P, herne{0,1,2,...} igin

Snon Sp-1 S
= =oN {3.3.6)
Wwa PPY P
ve
bl Arn _ i pﬂ @ pl'l 1
Z AT Z N1 YA s P+ (3.3.7)
n=0 'nlase n=0 Pn(Pm ) n=0'n

elde edilir. DiGer taraftan (pn} , pozitif dizi oldugundan (P,) dizisi pozitif azalan bir dizidir. Bu ylzden

de hernei0,1,2,....} ve A>1igin ixs x oldugundan
’ n n-1
@ | IR @ [ 4 1 J
L ﬂn—1 !
=S| _1 (3.3.8)
.'.Z-‘r""' Fa-1in-1 E n P1'1-1 ; Pr)l\—1 Pri\
e =1 1)

SIGC Cainn L‘ P* ) serisinin kismi toplamlar dizisine (s,) dersek,
n_
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1 1) 1
0 e —
=% Z( P, P&) [pg P,,*)Spg

oldugundan (s,) dizisi Gstten sinirhidir. Pozitif terimli bir serinin kismi toplamiar dizisi Ustten sinirii

" oldu§u zaman yakinsak olacadindan
(-]
Py Pay

serisi yakinsaktir. 3.3.8 'den dolayr da z

n=1

-1_)\- : serisi yakinsaktr. Bu yiizden de
I:"n Pn~1

(rq;' )er dir. Dolayistyla teorem 3.3.1'in bitin hipotezleri saglanir. Bu ylizden de A>1 igin

n'n

. (sp)eN p,ql)\ :(:—:] €Bv yazilabilir.
n

Sonug 3.3.2: Hernigin g, >0 ve )" |cy| <  olsun. Bu takdirde (s,) E‘N'q‘x :[ aqn] eBv dir

(Nurcombe, 1989),

Ispat: Kabul edelim ki (qp), [Q ) eBv olacak sekilde pozitif bir dizisine Z]cn] <o olsun. Eger
n

her ne NU{O} icin p,=1 ve f,,, =Q:‘,‘1 segilirse, bu takdir de her ne NU{O} icin r=Qy
olacagindan dolay,

Snn Sn-Qn SpGn
= = (3.3.9
e QuQp" Q) )

ve

- Ar, g @ q
Z x/r;\-1 Z eV e Qx':q ) (3.3.10)
n=0 " nfa (Qn " ) n=0 ~n
elde edilir. Dider taraftan (q,) , pozitif dizi oldugundan (Q.) pozitif artan bir dizidir. Bu yizden de her

ylzden de ( q;, ) eBv dir. Dolayisiyla teorem 3.3.1'in bitun sartlan saglandigindan dolayi,

n'n

nelNu {0} ve A>1 igin i}\ < oldugundan

n n-1
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dn—1 l_ QerQn 7 - 77Qn-17” |= a
Z ZlQnQ#A Qn_10)\~1 Z

_ Gn  Gn1
fnfy rn—1fn-1 I =1 -t =1

Qy Qxy

3.3.11 yazilabilir. 3.3.11 esitliginin sagindaki seri yakinsak oldugundan solundaki seride

Q*

yakinsaktir. Bu (sq) €[N.d, :{fl‘i'_} eBv

elde edilir.

Teorem 3.3.2: (p,) ve (ay) pozitif diziler ve 3" cn| <  olsun. Bu takdirde

84An 1 n-1 v-1 1 n
A — =-A x Z Atv ch_K._1rk Z(Atv)cn—vrv—1
f fn /v=t k=0 ﬂ

n 2
_( 1 )ni(At vic Ar +t A{ ) (Atn)(Aqn) (3.3.12)
/e ) k=0 n-kSTk T tn-1 ‘ X

dir (Nurcombe, 1989),

n
Ispat. s,q, = ch-vatv' (n=0,1,2,...)esitliginin sagindaki toplama Abel kismi toplama formulunu
v=0

uygulayarak,

Spdy = Z At Z Cpiclic +1 Z Crovly (3.3.13)

v=0

yazilabilir. 3.3.13 esitligi her n icin gegerli oldugundan &zel olarak n-1 icin de gegerlidir. Buna
gére

Sp-10n-1= *Z At Z Cr-f +1 —12 Cp-v-1fy (3.3.14)
v= v=0
elde edilir. Dijer taraftan her n icin q, = Z Cpyfy Oldugundan bu jfade 3.3.13 ve 3.3.14'de
v=0
yerine konulursa
v-1
Spln = —z Atvz Crilic + tnq,, (3.3.15)
v=1 k=0
ve
n-1 v-1
$p-10n-1 = ‘Z At,,z Crk-1fic + tn-19n-1 (3.3.16)
v=1 k=0

elde edilir. 3.3.15 ve 3.3.16 esitlikleri bazi elementer islemler yaparak,
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v-1
ZAt ch—krk taGn — SnYn
ve
n-1 v-1
> ALY Cng-tk = th-19n-1 = Sn-1%n-1
v=1 k=0

(3.3.17)

(3.3.18)

elde edilir. 3.3.17 ve 3.3.18 esitlikleri 3.3.12 nin sa@mdaki toplamda yerine konularak,

1\t v-1 1 v
"A{F,T)Z(At")z Cp-k-1Tk +( )Z AtyCp fy1 — (r }Z Aty ZC KAry
k=0

v=1 v=1 k=0
Aty HA
+tn_1A[q"] (__ﬁ():_&l
n Tn
1 1
=4y (tn—1Qn-1 sn—1Qn—1 ZAtvcn-vrv—1 (tnqn - ann)
Tn rn v=1 rﬂ
v-1
10n  tn-1%-1 , % _ th-19n thGn-1  tn-19n1
+—ZAt ch_krk,+ -1 _ . . = +
& S

- th-19n-1 e Sn-19n-1 _ th-19n-1 + sn—‘lqn—1 nqn SnYn _ th-19n-1 + ta9n

A )y Y PN )N A by
Tn-1 Tn-1 Tn Tn rl'l M Tn-1 n
t,qn- Gn1 . 1<
_ nq; 1 n 1qn 1 }\ ZAt cn— Tu-1 +ch_ rk 1
n Tn v=1

_ Sp9n _ Sn-19n-1 sn—‘l‘Qn— tqu—1
S + Y ZM Zcﬂ-krk-"
n n-1 n n v=1

elde edilir. Diger taraftan her n i¢in
v-1

ZM ch-—krk1 ZAt [ch xlic-1 + G, ] ;At ch—k—1rk

v=1

= Z(tv ~t,. 1)ch—k A = Zt ch—k—1rk ZtHZCH-Jx

v=l k=0
—;t l‘ch-k Ak — Zt ch-k Tk "'tozcn-k-Jk

n-1 v—1
—vZot chn—x-Jk vzt ch—k-1rk "Zt Cov-ly

n-1  v-1 n-1 v-1 n-1

-1
= tngcn—k—1rk + Zt ch—k e — vzt ch—k-1rk - Zt Cp-v-ly

(3.3.19)

=t,0n1 —SnGn1 (3.3.20)
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oldugundan 3.3.20 ifadesi 3.3.19' de yerine kon ularak,

_ Sp-19n1

tndin-1

Sn%n

_5n-19%-1  Sn-19n1 _ tndn-1 + 5% _ Sn-19n-1 _

elde edilir.

Teorem 3.3.3. (p,) ve {(a,), Q%,Ark <Kar, , (91] eleo, rl)\ ve Zlcﬂ[<°° olacak sekilde

\ry

pozitif diziler olsun. Bu takdirde (s,) €[Np,q, = (s"f"] elco,r|, dir (Nurcombe, 1989),
: P

n-1 v-1 . n
Ispat. Kabul edelim ki iy = —A(-}JZ (M) Cnietc 5> D2= (—}JZ(MV Yon-vlv-1
v= k=0 fn

rn 1 = v=1
n-1 v-1
At )lA
is =_[ 1 )Z At,) ch .Y S tn-1A[if“j s is =(——i)-(xi‘l olsun. Minkowski
rn v=1 k=0 Tn Tn

esitsizligini kullanarak.

J S l I)H P = b o A1 L2
fn-1 ( qnan fn-1 fpey o
A < j +o.+ i

[EIAFMI 3 {; Ar, |1|} {,,Z{'—‘Afm lis] }
yazilabilir.

-} r -1 OﬂS A

n-1 A n] <d§
n=1 Arn"‘1 ( r':\

oldugunu ispat etmek igin her ve {1,2,3,4,5} igin

Tn-1
>

n=1

b | *
|J,,|>‘ <®

oldugu ispat edilmelidr. Simdi bunu v'nin herbir durumu igin gésterelim.

(i)Teoremin hipotezinden max Ar, < KAr, oldugundan (r,) artan bir dizidir. 3" ica|<
vsn

oldugundan a. uygun bir pozitif sabit sayr olmak {izere,

o r A1 \ @ r U 128 r TN v
-1 A -1 -1
; B hf*= nz1 { Aoy M] Z [ Alar (5 )Z ‘“VZ Ca-k-1Tk ]



49

= 1 11N n-1 v-1 A
- n-1 -h
=2 AT ‘A(fn ] Aty D Cnog-1Tk
n=1 n-1 v=1 k=0

= 1)N N
) Z At, Z Cnx-1k U
n l'r|—1

=i((;::,T e
(e

B

Z Ath cn-u_fkﬂ

v=1

n—
n- }
PP
-1

[[;,;:1)““[r ,"“’Elmﬁ rs.,.k-,(rk]
=

v=

A
v-1
Z At Z °n—k-1ka

fnfn-1 /vt

R ) o |}

v=1

o s 1"2:-? )

n=1 - -1 /y=1
- -1 - A(l’r)l\) n-1 o+t , ot A
=O(1)§ (Zf—n:) o VZ_“I' “1 - ‘AtV‘
@ -1 A( ) Mm
1)2[(Ar,,_ ) (ata) é' . lAtvl (33.21)

yazilabilir. Diger taraftan hipotezden dolayi m Ar,, <KAr, oldugundan r, <KAr,_4 yazilabilir. Buna
<V

gére (r,) azalandir. A>1oldugundan 1- % >0 yazlabilir. Bu ylizdende

-1 1

1 1
f X <KAp 3 = (A i <K (33.22)
elde edilir. Buna gore 3.3.22 ifadesini 3.3.21"de yerine koyarak,

] )™ )

n=1 (f _1|'n v=1

Tn-1
Ary4
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s A 1 3484 n- ce+1 A
A - o
=0(1) (:") AR _5_ [ lAtvl]

=1\ 'n
o o » 4 e o a+1 X
Alr, R 1-
s [t I
n=1\ N V-1

elde edilir. 3.3.23 ssitliginin sagindaki ifadeye Holder esitsizligini uygulanarak,

Z v-1 !Atv‘ z

v=1 v—1

21
r\1-1

1
lat,| r;f’,”‘(Arv_1)1 >

=)

2 1-1
v=1

%[1_1)>‘|Atv‘ {er_,[* S ][ﬁ,]} x

r a1 N @ Ar 1“::

v-1 V-1

—{Ar lat, | {2: m_1} (3.3.24)
v=1 150 v-1 v=1Ty-1 )

elde edilir.
Y
)N
Ar,_ 2 Al
Z =hr Ve D, ——( ) (3.3.25)
v=1 fv-1 n=1 x"“{“

serileri yakinsak a, A — % >1 ve % >1 veya A~-1<ax< l(k - 1)$art|n| saglayan pozitif sabit

olsun. Bu yﬁzdenZ-—AE;l& yakinsak ve (s, ) eNp,qfx oldugundan 3.3.24 ssitlijinden dolay:
v=1'v-1
er_ [Atv[ <o (3.3.26)

v=1

yazilabilir. Bu yizdende, 3.3.28 ve 3.3.26"yi kullanarak, 3.3.23 esitsizliginden

® - o (Al ' t-n )
- nes A(r,, ) 1A= Tt . ©
2}[ Afq l"') '0(12:‘[(5,)* -t X] :z;[ At “’U )
@ r 71 N
:;[A—;‘;’T lia} )m (33.27)

elde edilir.
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(i) D |cn| serisi yakinsak oldugundan dotay)

=t P = P A n N
; A:: bl” = Z;, A'r:1 > ; (Aty Jen-vry-1
© . A1 n X
= ot r;xz A n-v y-
;(Ar,H) f v=1( ty)Cn-vy-1
© r a1 n a 5t
=Z(AI; —11) r"_x Z(At")c““’r“'1 Z(Afv)cn-vrv-1
a= n- oy L
@ r 21 2 n n 1
. Z(A‘l"—1 J r';)\ Z(At")c""’r"-" IAtvllcn—v"rv-d[\
n= 270t v=1 v=1
© A1 At
|
: ;(A:nj ) Z(Atv)c""‘rv'1 {m rV—‘l‘AtvI); lcn—vl} (3.3.28)

yazilabilir. (s,,) €N,p,d], oldugundan her n iin

A1
Mn-1 A
(Ar,,_,] Iat,* <K (3.3.29)

olacak sekilde K>0 vardir. Bu yiizden de 3.3.28 esitligi kullanirak,

;
n-1]Ata S KPR Ar (3.3.30)

elde edilir. Buna gére 3.3.30 den herv=1,2,...,nigin
Fu-tfAty|<Kr A ar

oldugundan teoremin hipotezindeki max Arv < KAr, oldugu kullanilarak

max(r,_q|at, [) sK™ max r A" <P max AP <KD pr-I (3.3.31)
1<vsn Ogvan v-1 v- n-1 Qggu<n vl n-1 n-

yazilabilir. 3.3.22,, 3.3.28 ve 3.3.31 ifadeleri kullanflarak,

S 3 2] ] [l (S

- 0(1)2( fo-t JH RS Atv)c,.;,rv_,xr,:”% (Nn_1)(x;q’ (ilcn.vi}m

v=1 v=1

-1

=°(1)i(;§$;—f;)mf?’ i(An)cn-m 1 .,-1 (Zlcn-vl] (3.3.32)

v=1
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yazilabilir. Diger tarafatan (r,) monoton artan oldugundan A>1 igin r, <1, ise r,,“\ sr,,‘_\12
yazilabilir. Buna gore 3.3.32 ifadesinden,
Z Al *12} “0(1)2( ) A (rn-1) n-1 rn 1 Z(Atv)cn—vrv-1
n=41<'n-1 v=1
= Ar_
~opyy &)t :' zrmwv el
n=t  N-Mg
rI'I
Ar %1 n
<Oft) Z :—1 1 Z —11Atvucn-v|
n=t N My ov=
rn
Ar_ » —
= 0(1)2 Fy- 1IAtv|Z .__'1_12)__|_°n_!i
v=1 X-R*)\
rn
er-1‘Atvlz Icn_v[
l"l"V
=O(1)Z rv_ﬂAt,,‘ o Z‘cn—V!
v=1 X n=v
rﬂ
1)2 rv—1‘MVI 1 Zlcnl
1)2 fy-1 ‘At"‘ (3.3.33)
x

V

elde edilir. Bbylece 3.3.33 esitsizliginin sagindaki toplama Hélder esitsizligi

"n-1

uygulanirsa,

}sz = ., [At! 0(1)2( ’M) ["v1)_(1}0 IAtvl1

“ 1 R INAL, Ar,_4 Rn-t—
I,

A
v lv

n—1 n—1

b

v=1 r\g—)‘
1
1 4
=t ) QB M 1 K| >
:O(1) Z(-A—r-—) lAtV‘ Z(Arv_1) A A _ﬁ
v=1 v-1 v=1 v-1



53

1 1
@ x_1 ; © 1—-)-\-
=0(1LJZLLVL’~1 lAtﬂ ZA';"} (3.3.34)
{v

=\ Blv-1/ =T v |

A-1
} lat,[* <0 ve ZArv_1 :, <o (A>1)

v=1 Tv-1

elde edilir, Diger taraftan (s, )< [N,p,d|, veya Z[ -

v=1

oldugundan 3.3.34' den dolay!

A
i< (3.3.35)

n=1

elde edilir.

Tn-1

—~ z (aty )Z Cro Al

l'ﬂ v=1

(ifi) D lcn| yakinsakve max Ar, < KAr, oldugu kullanarak
: x
m j 1_- n v-1
=20 L2 o2 (at, ) 2 Cokili

f;{ e —Z[ }
ne1 [ Ay q vei k=0

5
sikﬁﬁﬁimﬁmw4x

v=1 k=0

b

@ /r_1 1'% N v-1
5 S 2 M) S

n=1 | \Aln v=1 k=0

A

si*L[ A;;] i 3 an s, Ser

v=1

- 5 >
DRSNS *zmv-,{mvu}
n=1 n-1

=O(1) (lnd_] o (KAr,H)r,;"i lat, |} (3.3.36)

Arn—1 v=1

elde edilir,
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o o8 e A
S lat]<eo ve Z”xz_(::}" < (3.3.37)
=—=v=1 n=1!n14

olacak sekilde B, A— 1< B< A{A~— 1)satini sadfayan pozitif bir sabit olsun. Buna gére Gn) monoton
artan oldugu kullanilarak,

2 N B, l}x

A1

o

>t

ne11ATn-1

s =0

v=1

8*1 n 8*1

-2
X
rn_’) r. Arn—1’ -1 er—1 |at,|
1

v=1

1—_x13’1xx n 484 >
(Arn-1)rr[s—1 ] }[Z’ o lAtvl]

n 5*1 A
= 0(1)2 (Afnq n_—1—>?—x+a+1(z for® | Atvl]

n=1

@ L B+1 »
= 0(1)Z {(AI’ _1))\I’“ 1fn-1)\r > Z r - lAtVI}

n 3’1 &
_0(1)2 Aty )R8t ""(Z |At,,|]

v=1

=03 (a1, - “'”{ir > !Atvl}

n=1
| Ar, n 484 ’
=00 2 i er_1>‘ lat,|| <o (3.3.38)
n=1\Tn1
elde edilir.

(iii) (t,) siurh bir dizi ve [9%} € lc.0,1}, oldugundan dolay:

§ ’N . A1 (q \ A
n-1 __!‘l_ <0
.HA[rn j 0(1)n2_1[mn-1} t x}i (3.3.39)

Ta

n—1

3]

I'l-1

n_1

elde edilir.

n
(iii) rp, = an_vq\, > PGy + P10y oldugundan min(po,p1)=M olmak tizere
v=0

Ta 2 PgGh + P1%h-1 2 Min{Pg, P1){h + Gh-1) =M + G1) (3.3.40)
yazilabilir. Diger taraftan M>0 Ve Gy + Gnq = |G + -1} 2 00| ~ |ta-1] = |0 ~ Gr-1]}Acy| oldugundan
3.3.40" dan dolay,
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> M + Qo 1)~ MG (3341

yazilabilir. Aynca (r,) artan bir dizi oldugundan A>1igin r,.', < r1 » yazilabilecedinden 3.3.41 den
——dslay—

1 1) 1
|An| < 3770 = ¥ '; fn < Mr,i‘r,1 - —Kr}‘::»lAq,,l:O(r,:‘)

elde edilir. Bu yiizden de 1Aq,,‘= O(r;‘) ve (t,) |c0.1], oldugundan

(3] Bl

. (0]
Z . usr=§(£:;i,)“ ”Lﬂ

-1
= 0(1)2[:" ] iAtnl)‘ <o (3.3.42)

Tr-1

elde edilir Buna gore 3327 , 3335, 3338, 3339 ve 3342 den doyl

Sl e

n=1

yakinsak oldugu elde edilir. Buna gore ( "q"} €lc0,1], elde edilir.
f

n




4. [N,p,qh - METODU

4.1. Kuvvetli Genellestiriimis Norlund Toplqnabilirlilik

Bundan 6nceki bdlimde mutlak genellestiriimis Norlund toplanabilitilk igin bazi tanim ve
teoremler verilmisti, aynca kuwvetli genellestiriimis Nérlund toplanabilirligin etkisizligi ve denkligi
igin yeterli sartlar elde edildi. Bu bdlimde asadidaki kuwetli genellestiriimis Norlund
toplanabilidiliin tammian ile limitleme teoremleri verilecek. Aynca kuwvetli genellestiriimis
yakinsakhk tanimlanarak, kuwetli genellegtiriimis Noriund toplanabiliflilik ile kuwvetli
genellegtiriimis yakinsaklik arsindaki iligkiler incelengecek.

Tamim 4.4.4. (p,), p_y=0, AP, =Ppy ~Pnvq Olacak sekilde bir dizi ve (sn) dizisi
n

hi
tlarQ) - ;-Z(Apn_v JQysy ile verilen dénusum dizisi tariflensin. R, = >"r, olmak izere
N y=0 v=0

iolrv |lt§;sp.a) _ s"‘ = o{R4))

ise, (sp) dizisine, A >0 indisli s-deferine kuwvetii genellegtiriimis Nériund toplanabilirdir denir.

Ve bu sembolik olarak s; — s[N, P Q]% ile gosterilir (Nurcombe, 1989).

n
Tanim 4.1.2. s, = >"a, olsun. Eger, s, »>s (n—w) ve
v=0

i vl = o(lQn l) (n—> )

v=1

Qyqay
Qv

ise, bu takdirde (sn) dizisine, s-degerine A>0 indisli kuvvetli genellestiriimis yakinsaktir denir. Ve

bu sembolik olarak s, — [¢,0,Q], ile gasterilir (Nurcombe, 1989).

Tamim 41,8, Efer bir kuwvetli genullegtifimip metst, kuvvetli yakinsakiija denkse, bu takdirde bir
kuvvetli genellestiriimis metoda etkisizidir denir(Nurcombe, 19889).
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4.2. Kuvvetli Toplanabilme igin Sonuglar ..

Teorem 4.21. (p,) ve (dn)pozitif dizilerve R, =O{Q,) ve |cy|< « olsun. Bu takdirde
4
(sn >s[Np, QD:(Q—'ig'ij—)—ao[c,‘O,Q]) ‘

dir (Nurcombe, 1989).

lspat  Kabul edefim ki (pn) ve (q,) pozitif diziler ve R,=0(Q,) ve X |caj<,
Sq—>S Ve S, —->s[N,p,Q] olsun. Bu takdirde (s,, ->s{N, P, Q]):(sn —>s[c,0, QD dir (Nurcombe,

1983). Aynca R, ve Q, in tammini kullanarak,

_ Q,
Podo + {P19g + PoG1 )+ HPnlg + Pa-1G1+.+Pg0n)

Qy Qg _ Qg 1

= ——

< = .
Pgdg +Podyt.-+Pgln  Pol(Qp +T1+.+05) PoQy  Po

yazilabilir. Bu yizden de Q, =O(R,} dir. s, -5 ve Q,=0(R,} oldugundan

o

elde edilir. Aynca; a, = s, —s,.4 olmak (zere her v igin

A{QV(SV - S)} = QV [sv — s) — %‘%(%_1 — s)

Q Q Q Q Q..
= "'_‘st y Sv_.1 -+ —‘st__»' - —'—V*S i vl ksv,_‘, a/f
Rv r"’v Rv Rv Rv—1
= ”—!(sv sv—1) +—=* (5v-1 S) - =Sy~ 8}
Ry v —4
Q Q, Q.
=—Ya, +{sy 8] —%- =
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QV QV
S 2]

v v

yazitabilir. Uggen esitsizligini kullanarak, her v igin

A{—g—: (sy - s)} < *g_: a,l+ ‘(s,,_., - s)A(—g—:-J
=0 f{2ele,-o} rs-s 2
=>\§Qv_ HR (s, —s)} séav_, + Zov_ (501

elde edilir. s, — s[c,0,Q] ve Q, = O(R,) oldugundan dolay,

2o

n
Z Qv—‘l

v=1

<Q, 4—a,

v

+Q, 48

—a

Q
= 22
[Rv} (#22

o(1)o(Qn)=o(Q,) (42.3)

n

= 2R

v=1

Q,.-

Iqu

=O(1) Zlqvl

v=1

) $q (o Gl
(sv_‘l—S)A[Rv}—équ[Rv Rv-1 |sv-1 S‘

n o laR-Q R
y Q.. v' Yv-1 v1v|s_
£v1 RvRv-1 lfv‘l

—aV

ve

-l

c qyRvy QiR Qv—1Rv-1 v-1ly I l
= ZQV-'1 : w - I v-1—8S
v=1 RRy4 RRy4 RWRy4 R Rv 1,

"Z v—1

v v—1r
Rv R,.R,

4 q
S Z QV—'1 \l’_v' +
v=1

RV

|sv—1 - s‘

Q,_f )
_.V_LV_J{SM_SI
Rv—1Rv

ls,,_ s| + ZQM

v-1r
R,_Ry

n
= ZQ\M
v=1

Isv—1 - SI

=01 Z QyfSv-1 — 5|+ O(1) Z Ty|Sv_1— | (4.2.4)

v=1

yazilabifir. Aynca s, —>s (n — ) oldugundan

2 0[S — =0 D a, = oD, =o(Q,) (4.25)
v=1 v=1

ve
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:V_:rv sy -9= o(1)2n:rv = (IR, = ofR,} (4.2.6)
v=1 v=14

yazilabilir. Bu yizden de 4.2.5 ve 4.2.6 ifadelerini 4.2.4 ifadesinde yerine yazifirsa, R, =OTQ,,)

oldugundan
50, {2fov-of-oindan) oo+
V= v

=o(@,)+o{0(Qy ))=(Q,) @427

elde edilir. Bu ydzden de, 4.2.3 ve 4.2.7 ifadeleri, 4.2.2" de yerine konularak,
o Q
3 Q] 8o )| =clf) - offu) = {2 (428)
v

v=1
Q,fs, -5

-.-VZZ; Q. A(%)(sv_1 - s} =o{jQ,)
Qufsy-s)
R

elde edilir. Buna gbre a, = A{ } olmak dzere

n
Qy-2y
é g

s
elde edilir. Buna gére - 0fc,0,Q] elde edilir.

Uyari: R, = O(Qn) yerine r, = O(qn) getirilebilir. Gergekten; r, = O(qn) ise her v v igin r, <Kq,
olacak sekilde K>0 sayist vardir. Buna gore her iki tarafin 1 den n'ye kadar toplamini alirsak

|13 fl
2, <KD a, ©R, sKQ, R, =0(Q,)
v=1 v=1

elde edilir.

Teorem 4.2.2. (p,) ve (q,)pozitif diziler ve r, =O(q,)ve (r,} veya {q,) artan diziler olsun. Bu
takdirde A21 olmak Uzere

Qu(s, - s)
R

n

(sn —sN,p, Q])\) = - 0Ofe, O,Q]x}

dir.
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Ispat: Kabul edelim ki (pn) ve (q,,) pozitif diziler ve rn=0(qn)ve (rn) veya (qn) artan diziler,

S, >S V€ S > §NJ
(Nurcombe, 1983). Ayrica Q, = O(Rn) ve s, - s olsugundan

im Qn(sn - s) _
n—o Rn

. . . Qv(sv - s) -
elde edilir. 4.2.1 ifadesindenve a, = A s olmak Gzere,
v

Quisy4—Sj| 1] |Q Q 1
QV—'“A{- V_( v_ 1' )'}—— = v av +A{-—‘L}Sv_1 - S)'*—
Rv Gy Rv Rv

A
Q,(s,.1 -9} 1 Q, Q 1
Qv—1A{’_!—v_1——}— =‘qv v [—'V_}SVJ_S)_
Rv qv Rv RV qV
1 n Q, Q\,} 1
Q.44 S, —S = Q, 3—a, + Al — 5,45}t —
LR [0 R T N
A
[ Q Q, Q
Z v a A[——V—}S\M— )
v=1 q%“ Ry Ry
yazilabilir. 4.2.8 ifadesini Minkowski esitsizligine uygularsak
o A
Q,
Z v~1QV { av"'A[R }sw‘l‘s)}l
v=1 v v

r
+ Q =)
= Qv—iqv X{E_:_ av}"’ Qv—1qv A{ {Rv }svd - s)}

T{ +[vz,,_:1

=a, |

A

Zlqvl

(4.2.8)

W T

it

n

X

v=1

W

o oHff2e

elde edilir. s, — §60,Q], ve Q,=0(R,) oldugundan;
Q,..q %{ - }* Z;(qvl =01 Z{q |
v V=

=O(1)o(Qp) = 0(Qp) (4.2.10)

QV- 1q:—x1{’Q_Y' av}

AT
(4.2.9)
Rv ]

n

2.

v=1

o, v—@v

V v
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elde edilir. Aynca;

DITRATH )
=i:0v-1q:-%{[g: gv }(sv- —S)}fL

v=1

—Z[ Q,. 1q‘1l— ] IQ RVR1RV- - ! ‘ Sy-1 —Srl

vai

__io&— ‘I—qu/Rv- Qv—TRv—i_Qv-1Rv— _ v-1rvll S,_1— S‘

o RR.  RR,.; RR.; RR.
—Z}Qv-ﬂv ;" SVR’i I - 4.2.11)

yazilabilir. Ikinci tarafa Minkowski esitsizligi uygulanirsa ve r, = O(qn) oldugundan

K
(5ot
- n -2 " A g -1/ Qo A '
< [Z v-1% /—(sv 1“3)i ] + z Q,_1a A ;lv (Sy-1-8) ]
val v=i V

[im‘ oo ] [Z!qvlleﬂ o flefy,

vl

L(O(1)fjlqv[]s~.1—s!”)}(«»(0(1)2;@&[}5%1-s»l*ﬂx (4.2.12)

v=1

yazilabilir. 4.2.5 ifadesi 4.2.12 de yerine yazilirsa,

[[2}03- ""lﬁ ;”Rj_“li } T [ el +(ottola) ] o{Q,) (42.13)

elde edilir. 4.2.13 ifadesi 4.2.11'de yerine yazilirsa,

‘Z‘ Q,.a y{A[& ](sv_1 s)}‘) =o(Q,) (4.2.14)

vel

elde edilir. 4.2.10 ve 4.2.14 ifadeleri 4.2.9'da yerine yazilirsa,



'
n
v=1 v v
Qnisn-s
elde edifir. Buna gére 31 igin J(%“——l - 0fc,0,Q], elde edilir.
" :

Teorem 4.2.3. A>>0 olmak Uzere, efer s, ><[Np,Q], ise, bu takdirde s, >s[Np.QJ, dir
{Borwein, 1960).

Ispat: Kabul edelimki A>p>0 ve P regiiler ve s, — [N 5 Q], oisun. Bu takdirde
N

Av |Qv-dy| _-
n \ ~ol1
Qnfl av A )

yazilabilir. Aynca her v<n igin

n

2

v=1

= q
3 M (4.2.15)
v=1 Qn

olacak sekilde M>0 vardir. 4.2.15 ve Hélder esitsizli§ini kullanarak,

Bt
: ﬂ_y_'Qv-@v - =i Qv A"‘X‘Qv—@vlu
et Qa9 v=t Qn { v {
B £
=Z Oy *'QV-‘lav‘plQV X
v= Q" ! Qv * }Qn
3 1-E
o o
3o Prenr]3/a
v=1 Qn qv v=1 Qn

a] ()
2

Q,

Tz

- i qv |Qy-1ay
Qnj av

v=1

B

=oM%

~oft)

2
9%'&‘ =q[1) elde edili.
v

n
yazilabifir. Buna gére - ;"

v=1l 0
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Teorem 4.24. q, >0 , G =0(Quq)ve 221 igin sy —sfc,0, QJ, oisun. Bu takdirde

3 /= o{og)

dir (Nurcombe, 1989).

e

lspat G >0 , Gp =O(Qp-)ve A21 igin $n >N p.Q}, olsun. Teorem 42.3de &zel olarak

p=1 segilirse, .
(élqvl%?l =°(Qn)}=>(élqv19—“;}a—"- =.o(o,.))

elde edilir. Buna gore

(s,, —5[c.0, Q]x) = (s,, - 60, QD
n
yazilabilir. (s, >$[c.0. Q) oldujundan > Quafay[=0(Qq)  yaziabilir Aynca
v=1

an >0 . Gn =0O{(Qp) oldufundan dolay!

n

2.

v=1

yazilabilir. Diger taraftan

n
q
Zq,

v 1 . 4 v
Q 4l = n Q Lla
v=1 VKZ=1 y 1t leV—" ;Q QV_1Z k 1| kl

Ov

Q, =(logQy)

=t
n a
=" Qe qfayl ! —ZQx-eEaa?J—
k=1 Q1 3o Gn

=i}akl_2ak-1iak;%:

k=1

oldugundan ikinci toplam esitsizligin sonuna alinarak.



(4.2.16)

k=1 k=1 noy=t oV k=t

elde edilir. Bu yiizden de Z Qyqjay]|=0{Q,) ve Z A logQ,.,) oldugundan 4.2.16'dan dolay!

v=1

32, = Q)+ 3 2o(0)) 5
v=1 Y Qn ! v=1QV VQV-‘I

- o)+ (R B
o) +o{110f1oaQ)

=o{logQy)
elde edilir.

Uyariar: (1) Teorem 4.2.4, efer efer s, »s ve 9—";13'!-=o(1) olmasi sn—>s{c-,o,ca]° ile
]

tammianirsa A= olduju zaman da saglanir. Bu durmda s, —>€c,0, Q] ffadesi s, —>s{c-1Q)
ile gosterilir.

(2) Teorem 4.2.4'de, (g,,) herhangi artmayan, pozitif sinirsiz ve Q,, —> «wbir dizi ise bu

n
takdirde (sn) dizisi s, —>s{c,0,Q}, fakat Z}av;n(g,—g |ogQ“) dir. Bunu gormek igin igaretier
v=1

> a, yakinsak otacak sekilde segilmek Gzere a, =+ Q g koyalim. Ayni zamanda
n-19n
v x

Q.-
Qv—1av iqv ' Qutgv Qv—-fgv

qv = dqn)

v=1 Ov

>

v=1

/aziiapiiir. Bu yizden s, —>s[c,0,Q], dir. Ustelik her nigin

Z @yl= Z Qu. qv 2 gn logQy # ‘:‘(gn1 IOQQn)

v=1 v=t

elde edilir.

11
Teorem 4.2.5. Eger g, >0,a,=0(Qp4) ve s, > [c0.Ql,ise, bu takdirde A21 igin —+ =
iy

giinax Gzere
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dir.

lspat Kabul edelim ki q, > 0,, = 0(Q,,) ve s, - §[¢,0,Q], olsun, bu takdirde

- o)

Qv—1av

n
Sp —>s ve Z‘qvl
v=1

v

yazilabilir. Bu yﬁzden de her nigin

o] >y

v=1
yazilabilir. q,>0,q, = O(Qn_1) oldugundan

v—1av v—1a

o(l Q,) (4.2.17)

=0(1) (4.2.18)
Qn—1 n-1 '

elde edilir. Buna gdre 4.2.17 ifadesi 4.2.18 den dolayt

o] {3 o{ 252 o) (%)

=[] g (G

l %

1

— _Sn (Qn—;]I
=a,=—"_gf |21
p Qn~1 Y .

elde edilir.

Uyari: Teorem 4.2.4 *de, (gn) herhangi azalmayan, sinirsiz pozitif ve Q, —« olacak sekilde bir

Qpg

R4
diziise s; >s ve s, —>s[c,0, Q])\ fakat a, = { ] g,',1 olacak sekilde bir (ss) dizisi vardr..
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n
Gergekten; (an), ZQ,,_\,:O(Q,,) olacak sgekilde pozitif tam sayilarm M alt cumlesi

veM
Y
a, =4 n-t g,',1 ve aksi takdirde a,=0 sekilde tanimlanan bir dizi olsun. Genelde bdyle bir

n

segim yapmak mimkanddr. Canki (Qn) pozitif, monoton artan, sinirsiz dizidir. Sifir olmayan

isaretli (an) , Zan yakinsak yapilacak sekilde segilebilir. Ayni zamanda

N R VA R N YN - WAV AT
qu v-1%v =qu v-1( v—-1) ] +qu v—1( v-1) —
v=1 Qv vaa | v Oy G| e |G\ G 9y
1 -1 A
S o(oﬂo) M
S ay \ay a / 9y
A
_zn:q Q§-1)A 1
veM y qv gV
e [Qua) 1
___qu[ v-1 —
veM qV gv
r o Qv-1
- A
vem v

yazilabilir. Bdylece s, — s{N,p, Q]x dir. Fakat neM icin

{Q,HJ'% -1 [QM]'% -
9 # 9

- n
9

Cn

2n

elde edilir.



5. SONUCLAR VE TARTISMALAR

(Np,) ve |Npnl- toplanabilme metotlannin igin bir gok cahigmalar yapimistr. Bu
caigmada ise, (N.p,) ve |N.pp|- toplanabilme metotiannin bir genellemesi olan (Np.q} ., [Np.q|
ve A>1 olmak ﬁzere[N,p,q[x toplanabilme metotian tanimian verilerek, mutlak ve kuwvetli

genellestiriimis  Nérlund toplanabilirlilik icin yapilan bir cok caligmalar inceldi. llk énce
genellestiriimis Nérlund toplanabilirlilik igin temel tanim ve teoremler verilerek, bazi 6nemli
sonuglar elde edildi. Ikinci bélumde ise, genellestirilmis Norlund toplanabiliriilik metodu ile ilgili
bazi sonuglar elde edilecektir. Bu bolim ¢ ana kisimdan olusturuldu. Bunlardan birincisi,

dn >0 ve (p,) e # diziler igin limitleme teoremleri, Ikincisi (p,) ve (q,) reel veya kompleks

diziler igin limileme teoremleri, GglincGst de regllerlik gart icin limitleme teoremileridir. Daha
sonra da elde edilen bu teoremlerden yararianarak genellesgtirilmis Norlund toplanabilirdilik igin
etkisizlik teoremleri incelendi. Burada bu teoremlarin etkisizlik teoremlerine karsihk geldigi
gorildi. Bundan sonra lgincid bolumde ise, mutlak genellestiritmis Norund toplanabilifliligin
tanim ve teoremleri ile bazi etkisizlik ve denklik teoremleri incelendi. Bu bdliimde, 6nce IN,p,ql-
toplanabilirlilik ile ilgili teoremler verildi. Bundan sonrada en genel olarak A>1 igin IN,p.qh
incelendi. Son olarak doérdincid bdiimde kuwetli genellestirilmis Norlund toplanabilirlilik igin
tanim ve teoremleri incelendi. Aynica kuwetli genellestiriimis yakinsakhk tanimlanarak, kuwvetli
genellestiriimis Norfund toplanabilirlilik ile kuwvetfi geneliestirilmis yakinsakiik arasindaki iligkiler
incelendi. Bu teoremlerden 6nemli sonuclar elde edildigi goralda.
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