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 Giriş ve sonuç bölümleri dışında bu tez esas olarak dört bölümden 
oluşmaktadır. 
  

2. Bölümde, kompleks düzlemde  yaklaşım problemlerinin incelendiği  bazı 
bölge ve eğri sınıfları tanıtıldı. Daha sonra gereken analitik fonksiyon uzayları 
tanımlanarak bu uzayların  önemli özellikleri incelendi.  Bölümün son kısmında, 
pratikteki öneminden tezin giriş bölümünde söz edilen ve çalışmamızda yaklaşılan 
fonksiyon konumundaki  konform  dönüşüm ve bu dönüşümün bir genelleşmesi olan 
kvazikonform dönüşüm tanıtıldı. 
  

3. Bölümde,  bir bölgede analitik olan ve bazı ek koşulları sağlayan 
fonksiyonlar sınıfında bir ekstremal problem ve bu problemin çözümü verildi. Daha 
sonra benzer probleme belirli ek koşulları sağlayan polinomlar sınıfında bakılarak bu 
problemin çözümü olan Bieberbach polinomları tanıtıldı ve özellikleri incelendi. 
  

4. bölümün ilk kısmında Dini-düzgün bölgelerin bir alt sınıfı tanımlanarak bu 
sınıftan olan bölgelerde Bieberbach polinomları ile konform dönüşüme yaklaşım 
problemleri incelendi. Bölümün ikinci kısmında ise aynı sınıftan olan bölgelerde 
genelleşmiş Bieberbach polinomları ile, konform dönüşüm yardımıyla ifade edilen 
özel bir fonksiyona yaklaşım problemleri araştırıldı. 
  

5. bölümde konform dönüşüm yardımıyla ifade edilen özel fonksiyona sınırlı 
rotasyonlu düzgün bölgelerde, genelleşmiş Bieberbach polinomları ile yaklaşımın 
hızı değerlendirildi. 
 
 
ANAHTAR SÖZCÜKLER: Dini- düzgün bölge, Sınırlı rotasyonlu bölge, Riemann 
konform dönüşümü, Bieberbach polinomları, Genelleşmiş Bieberbach polinomları 
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 Except the introduction and the conclusion chapters, the thesis consists of 
four chapters. 
 
 In Chapter 2, the classes of some domains and curves, where the 
approximation problems in the complex plane were investigated, were introduced. 
Then the required analytic function spaces were given and the important  properties 
of these spaces were investigated. In the final part of the chapter, the conformal 
mapping whose importance in practice was emphasized at the introduction  and 
which was in the position of approximated function in our work, and the 
quasiconformal mapping that was the generalization of the conformal mapping were 
introduced. 
  
 In Chapter 3, an extremal problem and its solution in the class of  the analytic 
functions with some additional conditions were given. Then the similar problem was 
considered in the class of the polynomials satisfying the same additional conditions. 
As a solution of this problem, the Bieberbach polynomials were introduced and their 
properties were investigated. 
 
 In the first part of Chapter 4, a subclass of Dini-smooth domains was defined 
and the approximaton problems to the conformal mapping by the Bieberbach 
polynomials on these domains were investigated. In the second part of this chapter, 
on these domains, the approximation problems by the generalized Bieberbach 
polynomials to the special function, expressed by conformal mapping were 
investigated. 
 
 In Chapter 5, the rate of approximation by the generalized Bieberbach 
polynomials to the special function mentioned above on the smooth domains with 
bounded boundary rotation was studied.  
 
KEY WORDS: Dini-smooth domain, Smooth domain bounded boundary rotation, 
Riemann conformal mapping, Bieberbach polynomials, Generalized Bieberbach 
polynomials. 
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1.  GİRİŞ 

 

Konform dönüşümler, uygulamalı matematiğin ve mekaniğin pek çok 

alanlarında önemli rol oynar.  Fakat bu dönüşümlerin analitik ifadelerinin bulunması 

oldukça güçtür.  Sadece bazı özel bölgelerin konform dönüşümlerinin açık ifadeleri 

bilinmektedir.  Örneğin, bir çokgenin birim diske konform dönüşümü Schwarz-

Christoffell formülleri ile ifade edilir.  Genel durumda konform dönüşümlerin 

ifadelerini bulmak oldukça güç olduğundan ifadeleri kolaylıkla bulunabilen veriler 

yardımıyla bu dönüşümlere yaklaşım problemi ortaya çıkmıştır. 

 Bieberbach polinomlarının konform dönüşümlerin pratik olarak 

bulunmasında kullanılabilirliği ilk defa Bieberbach tarafından gözlenmiştir.  

Bilindiği gibi, kompleks düzlemde bir bölge verildiğinde bu bölgede ortogonal olan 

cebirsel polinomlar sistemi Gram-Schmidt yöntemi kullanılarak bulunmaktadır.  

Bieberbach polinomları ise bu ortogonal polinomlar yardımı ile ifade 

edilebildiklerinden bir bölge verildiğinde bu bölgenin Bieberbach polinomlarının 

bulunması her zaman çözülmesi mümkün olan bir matematiksel hesaplama 

problemidir.  Böylece, Bieberbach polinomlarının bir bölgede konform dönüşüme 

yakınsaklığını bilerek bu konform dönüşümü de yaklaşık olarak bulmak mümkündür. 

Bergman uzaylarında polinomlarla yaklaşımın mümkünlüğü ile ilgili Markushevich - 

Farrel teoreminin bir sonucuna göre Caratheodory bölgelerinin kompakt 

altkümelerinde Bieberbach polinomlarının  konform dönüşüme düzgün yakınsaklığı 

bilinmektedir.  M. V. Keldych ilk defa kapalı bölgelerde Bieberbach polinomlarının 

konform dönüşüme düzgün yakınsaklık problemlerini incelemiş, bölge sınırının 

sınırlı eğriliğe sahip bir eğri olduğu durumda yakınsamanın kapanışta da düzgün 

olduğunu ispatlamış ve özel halde Bieberbach polinomlarının konform dönüşüme 

kapanışta yakınsamadığı bölge örneği vermiştir.  Böylece Bieberbach polinomlarının 

kapanışta yakınsaklığı probleminin bölge sınırının geometrik yapısı ile bağlantılı 

olduğu görülmüştür. 
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Daha sonra S. N. Mergelyan [34], Wu Xue-Mou [45], P. K. Suetin [41, 42], I. B. 

Simonenko [39], V. Kulikov [30], V. V. Andrievskii [6,7,8], D. Gaier [13-17], D. M. 

İsrafilov [19-27], I. Pritsker [36] ve diğer matematikçilerin yapmış olduğu 

çalışmalarda yaklaşım hızının, bölge sınırının düzgünlük parametreleri ile doğru 

orantılı olduğu sonucuna varılmıştır. Daha düzgün özelliğe sahip bölgelerde 

Bieberbach polinomlarının bölgenin kapanışında konform dönüşüme yaklaşımının 

daha  hızlı olduğu gözetlenmiştir.  Bieberbach polinomlarının yaklaşım özellikleri ile 

ilgili araştırmalar daha sonra genelleşmiş Bieberbach polinomları durumunda da  ilgi 

odağı olmuştur. 

 Bu tezde uygulamalı matematik ve mekanik problemlerinin çözümünde çok 

kullanılan ve Lyapunov eğrileri olarak adlandırılan eğriler sınıfının bir genelleşmesi 

tanımlanmış, bu eğrilerle sınırlı kapalı bölgelerde Bieberbach ve genelleşmiş 

Bieberbach polinomlarının yaklaşım özellikleri incelenmiş, bu polinomların konform 

dönüşüme ve konform dönüşüm yardımı ile ifade edilen özel fonksiyonlara yaklaşım 

hızı bölge sınırının geometrik özelliklerine göre değerlendirilmiştir. Bunun dışında 

genelleşmiş Bieberbach polinomlarının sınırlı rotasyonlu düzgün bölgelerin 

kapanışında yaklaşım özelliklerini incelenerek uygun yaklaşım hızı bulunmuştur. 
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2. ÖN BİLGİLER 

 

2.1 Kompleks Düzlemde Bazı Önemli Eğri ve Bölge Sınıfları 

 

      C ile kompleks düzlemi göstereceğiz. 

 

2.1.1 Tanım.  Kompleks düzlemde birim çemberin homeomorfik bir dönüşüm 

altındaki görüntüsüne Jordan eğrisi denir [28, s.1]. 

 

2.1.2 Tanım.  ( ) ( )btatz:γ ≤≤ kompleks düzlemde bir eğri ve  

P := ( ){ }btt...tta:t,....,t,t,t n1n10n210 =<<<<= − ,  [ ]ba,  kapalı aralığının bir 

bölüntüsü olsun.  Eğer  

( ) ( ) ∞<−∑
=

−

n

tztz
1

1sup
ν

νν  

ise γ  eğrisine sonlu uzunluklu eğri denir.  Burada supremum P   kümesi üzerinden 

alınır [32, s. 246]. 

 

2.1.3 Tanım.  Bir L eğrisinin ( ) ( )πττγ 20 ≤≤  parametrik gösterimi için 

( )τγ ''  fonksiyonu sınırlı ise L eğrisine  sınırlı eğrilikli eğri denir [41]. 

 

2.1.4 Tanım.  L bir Jordan eğrisi olsun. Eğer 2121 ,, zzLzz ≠∈  koşullarını 

sağlayan bütün noktalar çifti için 

( )[ ] 21
2,1

21 max:, ttzzd
tt

−=
∈γ

γ 21 zzc −≤  

olacak şekilde bir c sabiti bulunabilirse L eğrisine kvazikonform eğri denir.  Burada 

,  noktalarının  L eğrisini bölmüş olduğu yaylardan çapı küçük 

olanıdır. 

( )21 z,zγ 21 zvez
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Kvazikonform eğriler sınıfı oldukça geniştir ve özel halde sonlu uzunluklu olmayan 

bazı eğrileri de içerebilir.  Fakat sivri açıya sahip olan bir eğri kvazikonform değildir 

[31, s.100]. 

 

2.1.5 Tanım. γ , sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ve  

( ) { }rtz:γt:rz,D <−∈=  

olsun.  Eğer  

( ) crrzD
z

≤∩
∈

γ
γ

,sup  

olacak şekilde r’den bağımsız bir c sabiti bulunabilirseγ  eğrisine Regüler eğri veya 

Carleson eğrisi denir.  Burada ⋅ , ( ) γrz,D ∩  kümesinin Lebesgue ölçümüdür.  [28, 

s.2]. 

 

2.1.6 Tanım.  L  Jordan  eğrisi, ( )τ'γ  sürekli ve 0≠  olacak şekilde bir 

,  parametrizasyonuna sahipse bu eğriye  düzgün eğri denir.  

Diğer bir deyişle düzgün eğri, sürekli değişen teğete sahip olan eğriye denir [35, 

s.43].  

( ) ( )π≤τ≤τ 20γ

 

2.1.7 Tanım.  f, bir A⊂C bağlantılı kümesinde düzgün sürekli bir fonksiyon 

olsun. f’nin  süreklilik modülü 

( ) ( ) ( ) ( )
A

δh
hffsup:Af,δ,ωδω +⋅−⋅=≡

≤
 

( ) ( ){ } ( ]π0,δδttA,t,t:tftf 212121 ∈≤−∈−= ,sup  

biçiminde tanımlanır [35, s.46]. 

 

2.1.8 Tanım.  , bir h fonksiyonunun süreklilik modülü olmak üzere ( th,ω )

( )  ,
∞<∫ dt

t
thωπ

0

 

koşulu sağlanıyorsa h fonksiyonuna  Dini-sürekli fonksiyon denir [35, s.46]. 

 

2.1.9 Tanım.  Eğer bir L eğrisi, ( )τγ'  Dini sürekli ve 0≠  olacak şekilde  

( ) 2πτ0,τγ:L ≤≤  
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parametrizasyonuna sahipse L’ye Dini-düzgün eğri denir [35, s.48]. 

 

 , birim diskin L düzgün eğrisi ile sınırlı bölgeye konform dönüşümü olsun. 

Bu durumda L  eğrisinin 

0ψ

( ) ( )it
0 eψtz = , 2πt0 ≤≤ , konform  parametrizasyonu 

yazılabilir. ( )tθ  ile L düzgün eğrisine ( ) ( )it
0 eψtz =  noktasında çizilen teğetin x 

ekseninin pozitif yönü ile oluşturduğu açıyı gösterelim. 

 

Şimdi yeni bir eğriler sınıfı tanımlayalım. 

2.1.10 Tanım. ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  sayıları  verildiğinde δ dan bağımsız bir c 

sabiti için  

( ) ( ]πδ
δ

δδθω βα ,0,4ln, ∈≤ c  

koşulu sağlanıyorsa L eğrisi B ( )βα,  sınıfındandır denir. 

Bu tanıma göre, 10 21 ≤<< αα  olduğunda 

B ( ) ⊃βα ,1 B ( )βα ,2 ,   [ )∞∈β ,0  

ve ∞<<≤ 210 ββ olduğunda  

           B ( ) ⊂βα 1, B ( )2βα, ,   ( ]10,∈α    

bağıntıları geçerlidir. 

 

2.1.11 Tanım. [ ]2π0,t,t 21 ∈∀  için  

( ) ( ) ( )10,α,ttctθtθ α
2121 ∈−≤−  

 olacak şekilde bir c sabiti bulunabilirse L eğrisine Lyapunov eğrisi denir [41]. 

 

B ( )βα ,  sınıfının tanımından kolaylıkla görülebilir ki B ( ) ( )100 <α<α,  

sınıfı Lyapunov eğrileri sınıfı ile çakışır.  Üstelik B ( )βα, , ( ] [ )∞∈β∈α ,,, 010  

sınıfı, Dini-düzgün eğrilerin bir alt sınıfıdır.  Gerçekten: 

∈L  B ( ),βα, ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  aldığımızda tanım gereği   

( )
∞<∫ dt

tt
tc 4ln,

0

θω  

olduğundan [42, s.139] deki teorem 2 kullanılarak  
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( ) ∞<∫ t
dtt,ψω

c

0

'
0  

elde edilir.  Böylece L ‘nin Dini-düzgün eğri olduğu görülür. 

 

2.1.12 Tanım.  Kompleks düzlemde bağlantılı ve açık kümeye bölge denir [35 s. 

1]. 

2.1.13 Tanım.  G basit bağlantılı bir bölge,  ise C∞G G  nin sonsuz noktasını 

içeren bileşeni olsun.  Eğer G ve  aynı sınıra sahipseler, G bölgesine 

Caratheodory bölgesi denir [13, s.17]. 

∞G

Her Jordan bölgesi bir Caratheodory bölgesidir, fakat bazı basit bölgeler bile 

Caratheodory bölgesi olamayabilir.  Örneğin yarıçapı çıkarılmış bir disk 

Caratheodory bölgesi değildir.  Caratheodory bölgeleri polinom yaklaşımı özelliğine 

sahiptirler [13, s.17]:  f, G de analitik ve  

( ) ( ) ∞<
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∫∫
1/p

G
z

p

GpL dσzf:f ,         1p ≥

ise  için 0>ε∀ ( ) εPf GpL <−  olacak biçimde  bir P cebirsel polinomu vardır.  

 

2.1.14 Tanım.  G, sonlu uzunluklu  L  eğrisiyle sınırlı bir bölge olsun. Eğer  

L eğrisi  L∈∀ζ  noktasının bir komşuluğunda tanımlı yerel koordinat sisteminde  

( ) ( ) Ix'x,,x'xcx'x ∈−≤ϕ−ϕ  

koşulunu sağlayan ( )xy ϕ=  fonksiyonu yardımıyla ifade edilebilirse G bölgesine 

Lipschitz bölgesi denir.  Burada I yerel koordinat sisteminde x değişkeninin ait 

olduğu bir aralıktır [12]. 

 

2.1.15 Tanım. Eğer bir G bölgesinin ( )tθ  teğet yön açısı sınırlı varyasyonlu ise, 

diğer bir deyişle, 

( ) ( ) ( ) ∞<−= ∑∫
=

−

n

t
tttd

1
1

2

0

sup
ν

νν
ν

π

θθθ  

koşulu bütün  π2...0 10 =<<<= nttt  bölüntüleri için sağlanıyorsa G’ye  sınırlı 

rotasyonlu bölge denir [35, s:63]. 
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2.1.16 Tanım. ( )tθ  teğet yön açısı sınırlı varyasyonlu olup bütün sıçramaların 

modülleri π  den daha küçük olan bölgelere Radon bölgeleri denir [12]. 

Eğer ( )tθ  teğet yön açısı sınırlı varyasyonlu  ve bazı  sıçramaların modülleri 

π ye eşitse G bölgesi sınırlı rotasyonlu bölgedir.  

Her  konveks bölge Radon bölgesidir. Sivri açısı olmayan parçalı düzgün 

bölgeler Radon bölgeleri sınıfındandır ve bütün Radon  bölgeleri Lipschitz 

bölgeleridir.  Her  Lipschitz bölgesi de Carleson bölgeleri sınıfındandır. 

 

2.1.17 Tanım. ),2,0( πpp LLg =∈ ,1 ∞<≤ p için  

( ) ( ) ( )
1/p2π

0

p

δh0
p dxxgtxg:δg,ω

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+= ∫
≤<

sup  

fonksiyonuna  g’nin p. dereceden integral süreklilik modülü denir [9, s.44]. 

 

2.1.18 Tanım.  Eğer için pLg ∈

pg, t  Ot , 0   ≤ 1,  

koşulu sağlanırsa g fonksiyonu  sınıfındandır denir [10, s.71]. p
αΛ

 

 

2.2 Analitik Fonksiyon Uzayları 

 

2.2.1 Tanım. G sonlu uzunluklu bir L Jordan eğrisiyle sınırlı bölge ve ∞<≤ p1  

olsun.  L’de Lebesgue ölçülebilir ve pf  nin yay uzunluğuna göre Lebesgue 

integrallenebilir olduğu kompleks değerli f fonksiyonların kümesine  Lebesgue uzayı 

denir ve  ile gösterilir [9, s.18]. ( )LLp

 

2.2.2 Tanım.  G sonlu uzunluklu L Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge ve f, G 

bölgesinde analitik bir fonksiyon olsun. 
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 Eğer  

( ) Mdzzf
p

nL

≤∫ ,            ∞<≤ p1  

olacak şekilde G  içinde G’nin kompakt altkümelerini sınırlayan ve L eğrisine 

yaklaşan { }  sonlu uzunluklu Jordan eğrileri dizisi varsa f fonksiyonu Smirnov  

uzayındandır denir.  Smirnov uzayı 

∞
=1nnL

( )GE p  ile gösterilir [10 s, 169].  

( )GEf p∈∀  fonksiyonu L üzerinde hemen her yerde açısal  limite sahiptir ve eğer f  

nin açısal  limiti için aynı notasyonu kullanırsak ( )LLf p∈  dir. 

 

2.2.3 Uyarı.   ve ( )LLp ( )GE p  uzayları olduğunda  1p ≥

( ) ( ) ( )
p
1

L

p

LpLGpE dzzf:ff ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫  

normuna göre Banach uzayıdırlar. 

 

( )GLp ’deki bir fonksiyonun G’nin bir noktasındaki değerini üstten  ( )GpLf  

normu ile değerlendiren aşağıdaki Lemmayı ileride, ana sonuçlarımızın ispatlarında 

sıkça kullanacağız. 

 

2.2.4 Lemma.  Eğer ( ) ( ) Gz,1pGLf 0
p ∈≥∈  ve zz:d 0Gzz0

−=
∂∈

min  ise 

( )

( )p
1

2
z

GpL
0

0
dπ

f
|)f(z| ≤                                   (2.1) 

eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat.  olduğundan  f  fonksiyonu G bölgesinde analitiktir.  Böylece  f 

 diskinin içinde ve sınırında da analitiktir.  Ortalama değer teoremi 

gereğince  

( )GLf p∈

( ) Gr,zD 0 ⊂

( ) ( )dtrezf
2π
1zf

2π

0

it
00 ∫ +=  
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eşitliği yazılabilir.  Yukarıdaki eşitliğin her iki yanını rdr ile çarpıp 0 dan ’ a 

integrallersek 

0zd

( ) ( )
( )
∫∫∫ σ=

00

0

zd,zD
z

dz

0
0 dzf

2π
1rdrzf  

( ) ( )
( )
∫∫ σ=

00

0

zd,zD
z

z
0 dzf

2π
1d

zf
2

2

 

veya 

( ) ( )
( )
∫∫ σ=

000 zd,zD
z

z
0 dzf

πd
1zf 2  

ve buradan da 

( ) ( )
( )

( ) q
z

zd,zD
z

p

z
0 0

000

dπdzf
πd

1zf
/

p/

12

1

2 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
σ≤ ∫∫  

( )

( )
( )

( )1/p2
z

GpL

q
112

z

GpL

0
0

πd

f

πd

f
=≤

−
 

elde  edilir. 

Eğer f analitik fonksiyonu G  ye sürekli genişlemeye sahipse aşağıdaki normu 

tanımlıyoruz. 

( ){ }Gz:zf:f G ∈= sup . 

 

2.2.5 Tanım.  L, sonlu uzunluklu bir eğri olsun. Eğer [ ∞→ ,0: L ]ω  ölçülebilir 

fonksiyonu için kümesi sıfır ölçüme sahipse { }( ∞− ,01ω ) ω  fonksiyonuna ağırlık denir 

[28, s.27]. 

 

2.2.6 Tanım. ,ω  L de bir  ağırlık fonksiyonu olsun.  

( ) ( ) ( ){ }LLωf:LLf:ωL,L 1p1p ∈∈=  

biçiminde tanımlanan uzaya ω  ağırlıklı Labesgue uzayı denir [12]. 

 

2.2.7 Tanım. ,ω  L de bir ağırlık fonksiyonu olsun.  

( ) ( ) ( ){ }ωL,Lfω:GEf:ωG,E p1p ∈∈=  
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biçiminde tanımlanan uzaya G’de analitik fonksiyonların p. mertebeden ω  ağırlıklı 

Smirnov uzayı denir [12]. 

 

2.2.8 Tanım. ω  fonksiyonu L eğrisi üzerinde bir ağırlık fonksiyonu olsun. Eğer  

( )
( )

( )[ ] ( )

( )
∞<⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

∩

−−

∩>∈
∫∫

1p

rz,DL

1p1/

rz,DL0rLz
dζζω

r
1dζζω

r
1supsup  

oluyorsa ω  fonksiyonu Muckennhoupt-Ap koşulu’nu sağlıyor denir [28, s.28]. 

L üzerinde Muckenhoupt-Ap koşulunu sağlayan bütün ağırlık fonksiyonlarının 

kümesi Ap(L) ile gösterilir [28, s.28]. 

 

2.2.9 Tanım. C sınırlı bir bölge, ⊂G ∈ω Ap(L), ( )ω,GEf p∈  ve ∞<≤ p1  

olsun.  Pn derecesi n’yi aşmayan polinomlar sınıfı olduğunda  f  fonksiyonuna 

 uzayında polinomlarla en iyi yaklaşım sayısı ( ωG,E p )

( ) ( ωL,pLn
nPnppn pf:ωf,E −=

∈
info

)  , 

( )GLf p∈  için  uzaylarındaki en iyi yaklaşım sayısı ise ( )GLp

( ) ( )GpLn
nPnppn pf:fε −=

∈
inf  

olarak  tanımlanır [12]. 

 

2.2.10 Teorem. G bir Radon  bölgesi veya düzgün sınırlı bölge, ,1 ∞<< p ∈ω  

Ap(L) ve  olsun. Bu durumda ( )GEf 1∈ ,...2,1=∀n için 

( ) ( )pn
1/p

pn ωf,Ecnfε o−≤                                   (2.2) 

olur [11].  

 

D. M. İsrafilov  tarafından [ 20 ] ispatlanan aşağıdaki lemmayı  ana 

sonuçlarımızın ispatlarında, normların değerlendirilmesi için kullanacağız. 

 

2.2.11 Lemma.  G kvazikonform eğriyle sınırlı sonlu bir bölge,  derecesi 

n’yi aşmayan ve noktasında 

( )zpn

Gz0 ∈ ( ) 00 =zpn  koşulunu sağlayan bir polinom 

olduğunda  
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( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<

>

=

≤

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2p1,pcn

2p,pc

2p,pnc

p

GpL

'
n

2K1

22K
1

p
2

GpL

'
n

GpL

'
n

Gn

log

 

eşitsizliği sağlanır [20]. 

 

 

2.3  Konform Dönüşümler 

 

2.3.1 Tanım.  G, C de bir bölge olmak üzere G→C sürekli dönüşümü 

verilsin.  Eğer bir G noktasından geçen ve aralarında 

:f

∈0z α  açısı oluşturan  

herhangi iki düzgün 1γ  ve 2γ  eğrilerinin ( )1γf  ve ( )2γf  resim eğrileri de 

 da aralarında yön ve büyüklük bakımından ( )00 zfw = α  açısı oluşturuyorlarsa f  

fonksiyonuna  da bir konform dönüşümdür denir.  Eğer f  her G noktasında   

konform ise G de konformdur denir [33, s.120]. 

0z ∈0z

 

2.3.2 Teorem. (Riemann Konform Dönüşüm Teoremi): C sınırı en az iki 

noktadan oluşan basit bağlantılı bir bölge ve 

⊂G

∈0z G olsun.  Bu durumda G bölgesini 

D diskine,  

( ) 00 =zf  ve ( ) 0' 0 >zf  

koşulları altında resmeden bir tek f  konform dönüşümü vardır  [32, s.8]. 

 

G, kompleks düzlemde sonlu uzunluklu Jordan eğrisiyle sınırlı, basit 

bağlantılı bir bölge ve  olsun.  Riemann konform dönüşüm teoremine göre 

G’yi 

Gz ∈0

( )r0,DDr =  diskine dönüştüren ve  

( ) ( ) 1',0 0000 == zz ϕϕ  

 koşullarını sağlayan bir tek ( )zw 0ϕ=  konform dönüşümü vardır.  

( ) DC/:DD,:T,1 0,D:D,GC/:G =−∂===−  

ve ( )z0ϕ  fonksiyonunun tersini ( )w0ψ  ile gösterelim. 
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 ye −− D G nin 

( ) ( ) 0lim, >
∞→

∞=∞
z
z

z
ϕϕ  

koşullarını sağlayan konform dönüşümünü ϕ  ile gösterelim ve 1−= ϕψ  olsun. 

 

Şimdi  tezde ana sonuçların ispatlarında sıkça başvurduğumuz, konform 

dönüşümün türevi ile ilgili bazı değerlendirmeler vereceğiz: 

Eğer G  bölgesi sonlu uzunluklu bir eğriyle sınırlı bölge ise  dir  

[18, s.].  

( )GE1'
0 ∈ϕ

G  bölgesi  düzgün sınırlı bir bölge olduğunda  aşağıdaki değerlendirmeler 

Warschawski tarafından [44] de ispatlanmıştır: 

( ) ( )∞∈∈
ϕ

ϕ 1,p,LL
ψ
1,1,ψ, p

'
0

'
0

'
0

'
0 . 

 

 

2.4  Kvazikonform Dönüşümler 

 

2.4.1 Tanım.  G⊂C bir bölge, C bir homeomorfizm ve →Gh : 1≥K  olsun.  

Eğer  

i-) h, G bölgesinde doğrular üzerinde mutlak sürekli ve 

ii-) 
1
1

+
−

=
K
Kk  olmak üzere G’de hemen her yerde zz

hkh ≤  ise 

h dönüşümüne G üzerinde bir K-kvazikonform dönüşüm denir [3, s.24]. 

Konform dönüşümler 1-kvazikonformdur. 

 

Daha önce kvazikonform eğrilerin geometrik tanımını vermiştik. Şimdi bu 

eğrilerin tanımını kvazikonform dönüşümün tanımı yardımıyla verelim. 

  

 2.4.2 Tanım.  C ’nin kendi üzerine K-kvazikonform bir dönüşümü altında bir 

çemberin görüntüsüne K-kvazikonform eğri denir [31, s.97]. 
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3.  GEOMETRİK FONKSİYONLAR TEORİSİNİN BAZI 

EKSTREMAL PROBLEMLERİ 

 

3. 1 Ekstremal Problem 

 

Basit bağlantılı bir G bölgesinde analitik olan ve 

( ) ( ) 1',0 00 == zfzf  

koşullarını sağlayan fonksiyonlar sınıfında   ( )
p

GpLf'  integralini minimize eden 

fonksiyonu bulunuz.  

[37 s.433] de ispatlanmıştır ki yukarıdaki problemin çözümü  

( ) ( )[ ] 0pGzdz p2
0

z

0z
p >∈= ∫ ,,: /' ζζϕϕ            (3.1) 

fonksiyonudur. 

Özel halde  p=2 durumunda ( ) =ϕ z2 ( )z0ϕ  olur. 

 Basit bağlantılı bir G bölgesini birim diske dönüştüren ve  

( ) ( ) 0>ϕ=ϕ 0000 z'0,z ~~  

 koşullarını sağlayan konform dönüşümle Bergman çekirdek fonksiyonu arasındaki 

bağıntılar  aşağıdaki eşitlikler ile verilir. 

( ) ( ) ( )dνz,K
z,zK

πz 0

z

0zν00
0 νϕ ∫

=

=~       ve    ( ) ( ) ( ) G.z,z'z'
π
1zz,K 0000 ∈= ϕϕ ~~  

Bergman çekirdek fonksiyonunun, G’nin birim diske normalleştirilmemiş F 

konform dönüşümü cinsinden ifadesi ise 

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] Gzz

zFzF1

zFzF1zzK 02
0

0
0 ∈

−
= ,

''
,

π
 

biçimindedir. 

G’nin özel halde birim disk olması halinde ( ) zzF =  seçerek D’nin çekirdek 

fonksiyonu için  
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( ) ( )20

0
zz1π

1zz,K
−

=  

ifadesini  elde ederiz. 

Eğer ( )z0ϕ , G’nin ( )r0,D  diskine 

( ) ( ) 1z0,z 0
'
00 =ϕ=ϕ0  

koşullarını sağlayan konform dönüşümü ise  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) Gz,

z
dνzν,K

z,zK
1

z'
z

z
0zν

0
0000

0
0 ∈∫==

=ϕ
ϕ

ϕ ~
~

                   (3.2) 

olur. 

 

 

 3. 2 Ekstremal Polinomlar 

 

n∏  derecesi n’yi aşmayan ve 

( ) ( ) 1z'p0,zp 0non ==  

koşullarını sağlayan polinomların bir sınıfı olsun.  

( )
( )∞<<−ϕ p1,'p' p

GpL
np  

 integrali bu sınıfta bir tek  polinomu ile minimize edilir.  Bu polinoma ( )  

çifti için n. dereceden genelleştirilmiş Bieberbach polinomu denir.  p=2 durumunda 

elde edilen  polinomları Bieberbach polinomları olarak bilinirler.  

polinomlarının açık ifadesi (3.2) eşitliğinde 

pn,π 0, zG

nπ nπ

( )0zzK ,  yerine onun n-1. kısmi 

toplamını yazmak suretiyle aşağıdaki şekilde elde edilir. 

              ( ) ( ) ( )∫=
=

−
−

z

0zν
01n

001n
n dνzν,K

z,zK
1:zπ ,                  (3.3)              

burada ,  ortogonal polinomları yardımıyla  ( )01n zzK ,− ( )zPj

                      ( ) ( ) ( )zPzPzzK j

1n

0j
0j01n ∑

−

=
− =,                      (3.4) 

biçiminde ifade edilir.  

Şimdi özel halde birim diskin Bieberbach polinomlarını bulalım. 
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Birim diskin ortogonal polinomları  

( ) ,...2,1,0,1
=

+
= jzjzP j

j π
 

biçimindedir.  Bu ortogonal polinomlar (3.4) de yerine yazılırsa  

( ) ( ) ( )zPzPzzK j

1n

0j
0j01n ∑

−

=
− =,  

1n1n

00
jj

0

1n

0j

zz
π
n...zz

π
2

π
1zz

π
1j −−−

=

+++=
+

= ∑  

olduğu görülür.  Burada 0z0 =  alırsak ( )
π
10z,K 1n =−  elde edilir. Bunu (3.3) 

eşitliğinde yerine yazarsak 

( ) ( ) zdν
π
1πdν0ν,Kπ:zπ

z

0zν

z

0zν
1nn

00

=== ∫∫
====

−  

bulunur.  Böylece birim diskin Bieberbach polinomları ( ) zzn =π  olur. 

Tezde incelenen temel problem bir G bölgesi verildiğinde bölge sınırının 

geometrik özelliklerine göre  

( ) ( )zπz:π pn,p
GzGpn,p −ϕ=−ϕ

∈
max  

yaklaşım hatasının değerlendirilmesidir.  Yapılan araştırmalar göstermiştir ki, bölge 

sınırının düzgünlük derecesi ile orantılı olarak bu hata  uygun bir hızla sıfıra yaklaşır. 

Farrell ve Markushevich’in sonuçlarından görüldüğü gibi eğer G bölgesi bir 

Caratheodory bölgesi ise 

( )
( )∞→→−ϕ n,0'π'

GpL
np , 

ve böylece G’nin kompakt altkümelerinde düzgün olarak  

 

( ) ( ) ( )∞→⇒ nzz ppn ϕπ ,  

olur. 

Gerçekten, Caratheodory bölgeleri polinom yaklaşımı özelliğine sahip olduğundan 

en az bir  polinomu vardır ki  np
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( )
( )∞→→−ϕ n0'p'

GpL
np  

olur. Genelleştirilmiş Bieberbach polinomlarının ekstremal özelliği gereği  

( )
( )∞→→−ϕ n0π'

GpL

'
pn,p  

olduğundan ve  (2.1) eşitsizliğine göre  

( ) ( ) ≤−ϕ zπz' '
pn,p

( )
( )

( )Gz,
πd

'π'

p
1

2
z

GpL
pn,p

0

∈∀

−ϕ

 

yazılabildiğinden 

( ) ( )zz'π '
ppn, ϕ⇒  

olduğu görülür.  Buradan Weierstrass teoremine göre kompakt altkümelerde  

( ) ( )zzπ ppn, ϕ⇒  

düzgün yakınsaması elde edilir. 

Bieberbach polinomlarının G  kapalı bölgesinde düzgün yakınsaması ilk 

olarak M. V. Keldych [29] tarafından incelenmiştir.  Keldych, G’nin sınırının sınırlı 

eğrilikli düzgün Jordan eğrisi olması durumunda ( )εcc = , n den bağımsız bir sabit 

olmak üzere 0>ε∀  için aşağıdaki sonucu ispatlamıştır: 

ε1Gn0 n
cπ −≤−ϕ  

Daha sonra S. N. Mergelyan [34], G bölgesinin sınırı düzgün Jordan eğrisi 

olduğunda 0>ε∀ için 

n

cπ
ε

2
1n0 G −

≤−ϕ  

olacak şekilde bir ( )εcc = >0 sabitinin olduğunu göstermiştir.  

Mergelyan’ın aynı bölgeler için bir konjektürü de vardır ki bu yukarıdaki 

sonuçta ε−
2
1  yerine ε−1  yazılabileceğidir. Fakat bu şimdiye kadar 

ispatlanamamıştır. 

D. M. İsrafilov, Mergelyan’ın elde ettiği sonucu yine düzgün bölgeler için 

aşağıdaki şekilde iyileştirmiştir: 
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2n,
n
nlcπ

2
1

Gn0 ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−ϕ

n                          (3.5) 

Burada c, n’den bağımsız bir sabittir.  

İsrafilov, Mergelyan’ın konjektürünün doğruluğunu bölgenin sınırlı rotasyonlu 

düzgün bölge olması durumunda ispatlamıştır [23]. 

Daha sonra İsrafilov, Radon bölgelerinde Bieberbach polinomlarının 

yakınsaklık problemini incelemiş ve yukarıdaki iyileşmenin bu bölgelerde de geçerli 

olduğunu göstermiştir [24]. 

Bir sonraki bölümde bu sonuçların genelleşmiş Bieberbach polinomları için 

benzerleri ispatlanacaktır. 
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4.  BIEBERBACH VE GENELLEŞMİŞ BIEBERBACH 

POLİNOMLARININ DINI-DÜZGÜN BÖLGELERDE YAKLAŞIM 

ÖZELLİKLERİ 

  

Bu bölümde 1. bölümde tanımlanan Dini-düzgün bölgelerin B  

altsınıflarında Bieberbach ve genelleşmiş Bieberbach  polinomlarının ekstremal 

fonksiyonlara yaklaşım problemleri incelenir ve uygun yaklaşım hızı bulunur. 

( )βα,

 

4. 1 Bieberbach polinomlarının Dini-düzgün bölgelerde yaklaşım 

özellikleri 

 

 Dini-düzgün bölgelerin bilinen bir altsınıfını oluşturan Lyapunov bölgelerin 

de Bieberbach polinomlarının konform dönüşüme yaklaşımı ve yaklaşım hatasının 

değerlendirilmesi problemi ilk defa Wu [45]  tarafından incelenmiştir. 

G, Lyapunov bölgesi olduğunda Wu [45]   n den bağımsız için  0)( >= Lcc

                            10,ln

2
10 <<≤−
+

απϕ
α

n

nc
Gn                     (4.1)  

eşitsizliğini ispatlamıştır.  Farklı yöntemler kullanılarak Wu’nun elde etmiş olduğu 

yukarıdaki değerlendirme Suetin [41] ve İsrafilov [24] tarafından iyileştirilerek  

    1α0 ncπ
α

2
1

n
Gn0 <<≤−ϕ

+
,ln                  

değerlendirilmesi ispatlanmıştır.  Burada c, n den bağımsız bir sabittir. 

Bu bölümde biz Lyapunov bölgeleri sınıfından daha geniş olan B  

bölgeler sınıfı için (4.1) in bir genellemesini vereceğiz.  Özel halde G bölgesi 

Lyapunov bölgesi olduğunda bulduğumuz değerlendirme (4.1) ile çakışır. 

( )βα,

Ana teorem ve ispatını vermeden önce burada gerekecek yardımcı sonuçları ve 

ispatlarını vereceğiz.  

0, 21 >cc sabitler olduğunda ,  sayıları için 0>a 0>b bcabc 21 ≤≤  eşitsizliğini 

ile göstereceğiz. ba ≈
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4.1.1 Yardımcı Sonuçlar 

 

Aşağıdaki lemma, ∈L B ( )βα,  olduğunda 0'ψ  fonksiyonunun süreklilik 

modülü ile ilgili bir değerlendirmeyi içermektedir. 

 

4.1.1 Lemma.  ∈L B ( )βα, , ( ] [ )∞∈β∈α ,,, 010  ise 

( ) =:,'0 δψω ( ) ( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈
≤−

+≤ 1α,
δ
4

;0,1α,
δ
4cδ

wψ'weψ'
1β

βα

T0
ih

0
δh ln

ln
sup

δ
 

değerlendirmesi geçerlidir. 

 

İspat. L Dini-düzgün eğri olduğundan [35, s.44, teorem 3.2] den 

               ( ) ( )
2
πttθeψ it'

0 −−=arg                               (4.2)               

ve 

( ) ( ) dt
2
πttθ

we
we

2π
iwψ'

2π

0
it

it

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−
+

= ∫log                   (4.3) 

eşitlikleri yazılabilir. 

( ) ( )itetg 0'arg: ψ=  olsun.  (4.2) den  

( ) =:δg,ω ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
δ

δδωδθω βα
π

δ

4ln,,sup 22,0
cttghtg

h
≤+≤−+

≤
        (4.4) 

olur.  Bunu dikkate alırsak 

( ) ( ) ( )
dt

t
tg,ωδdt

t
tg,ω:δg,ω

π

δ
2

δ

0

* ∫∫ +=  

modülü için 

( ) ≤δω ,* g
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
                         (4.5) 

değerlendirilmesi elde edilir. 

Gerçekten, eğer ( )1,0∈α  ise yeterince küçük  ve 0ε > δ  dan bağımsız bir c3 

sabiti için  
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( ]δ
δ

δ βαβα ,0,4ln4ln 3 ∈≤ ∈−∈− tc
t

t  

olur.  Diğer yandan [ )∞∈∀ ,0β  için 

[ )πδ
δ

ββ ,,4ln4ln ∈≤ t
t

. 

eşitsizliği yazılabilir.  Böylece (4.4) bağıntısından  

( ) td
t

t
4lt

δcdt
t

t
4t

cδg,ω
π

δ
2

βα

2

δ

0
1

βα

2
* ∫∫ +≤ ∈−

∈− nln
 

δ
δ

δ
δ

δ
δ βα

π

δ

αβ
δ

βα 4ln4ln4ln 2
5

0

1
4 cdttcdttc ≤+≤ ∫∫ −−∈∈−  

bulunur.  Eğer 1=α  ise benzer yöntemle  

( ) 6
* , cg ≤δω dt

t
t
4

δcdt
t

t
4t π

δ

β

7

δ

0

β

∫∫ +∈

∈ lnln
 

t
4dl

t
4δcdtt

δ
4lδc

π

δ

β
7

δ

0

εβε
8 nlnn ∫∫ −≤ −   

δ
4cδ

δ
4δc

δ
4δc 1β1β

10
β

9
++ ≤+≤ lnlnln  

olduğu görülür. 

L eğrisi Dini-düzgün olduğundan, π2  periyotlu  

( ) ( ) ( )
2
πttθearg:tg it

0 −−=ψ= '  

fonksiyonu reel eksende Dini süreklidir.  Bu durumda (4.2), (4.3) ve [35, s:47]  deki 

Önerme 3.4 den, ( )w0'logψ  fonksiyonunun D  de sürekli genişlemeye sahip olduğu 

ve 1δww 21 <≤−  özelliğindeki Dw,w 21 ∈  noktaları için, 

( ) ( ) ( )δωψψ ,*'log'log 2010 gcww ≤−  

olduğu görülür. 

Bu son eşitsizlikden 

( ) ( ) 112010 cwψ'wψ' ≤− ( ) 1δww,δg,ω 21
* <≤−            (4.6) 

eşitsizliği ve sonunda (4.5) ile (4.6) birleştirilerek  
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( ) ≤δψω ,'0
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
                    

değerlendirmesi elde edilir. 

 

G, düzgün sınırlı bir bölge ve ( ) =Φ :p w ( ) ( )( wψϕ
p/

'
2

0 ) olsun.  

fonksiyonu  dendir.  Gerçekten; 

( )wpΦ

( )TLp

( )
( )

p

TpLp wΦ = ( ) ( ) dwweih
p

p

T

' ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψϕ∫ o

2

0  

( ) ( ) ( ) ( ) dzz'z'dwwψ'
2

L
0

p

p
2

0
T

ϕϕ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ= ∫∫ o  

 Sonuncu ifadeye 1
q
1

p
1

00
=+  için  Hölder eşitsizliğini uygularsak  

( )
( )

p

TpLp wΦ
01/q

0q

L

01/p

02p
0

L

|dz||(z)||dz||(z)|c ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ≤ ∫∫ ′  

olur.  olduğundan yukarıdaki çarpım sonludur ve ( )LLp∈','
0 ϕϕ ( )

( )
∞<

p

TpLp wΦ  

bulunur.  

 ∈L B ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  olsun.  

( ) ( ) ( )
Tp

ih
p

δh
p wΦweΦδ,Φω −=

≤
sup  

fonksiyonuna ( ) ( )GE pp ∈/2
0'ϕ  nin  genelleşmiş süreklilik modülü diyeceğiz. 

p=2 durumunda ( ) =:wΦ ( ) ( )wψ'0 oϕ  fonksiyonunun genelleştirilmiş süreklilik 

modülü ( )δω ,Φ  elde edilir. 

 

4.1.2 Lemma. ∈L  B ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  ise 

( )δω ,Φ
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈
≤

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
 

değerlendirilmesi geçerlidir. 
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İspat.  L Dini-düzgün eğri olduğundan 0'ψ  ve 0'ϕ  fonksiyonları sırasıyla  D  

ve G de, 'ψ  ve 'ϕ  fonksiyonları ise sırasıyla −D  ve −G  de süreklidir.  Ayrıca 

1=w  üzerinde 1''0 ≈≈ ψψ  bağıntıları, L üzerinde de 1''0 ≈≈ ϕϕ  bağıntıları 

sağlanır.  Böylece 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) h1ewwewψweψwψweψ ih

T

ih

T

ih

T0
ih

0 ≈−=−≈−≈ϕ−ϕ  

ve 4.1.1 lemma uygulandığında 

( ) =δΦω :, ( ) ( )
δhT

ih

δh
wΦweΦ

≤≤
=− supsup ( )[ ] ( )[ ]

T

ih wwe ψϕψϕ 00 '' −  

=
δ≤h

sup ( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
T

'' wweih ψϕψ
−

ψϕψ 0000

11  

( )[ ][ ] ( )[ ][ ]
T00

ih
00

δh
wψψ'weψψ'c ϕ−ϕ≤

≤
sup  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈
≤

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
 

bulunur. 

( )GE p  de polinomlarla yaklaşımı ifade eden ve Alper [4] tarafından 

ispatlanan aşağıdaki teoremi ana teoremin ispatında kullanacağız. 

 

4.1.3 Teorem. ( ) ∞<<∈ pGEf p 1,  ve L bir Dini-düzgün eğri olsun. Her n 

doğal sayısı için 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−

n
1,ψfcω

n
1f,ωcfz,Pf

LpLn o~  

olacak şekilde derecesi olan n≤ ( )fz,Pn  polinomu vardır.  Burada c,  n’den 

bağımsız bir sabittir.  
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 4.1.2 Ana Sonuçlar  

 

4.1.4 Teorem. ∈L  B ( )βα, ,  ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  ise n’den bağımsız bir 

c>0 sabiti için 

≤−ϕ
Gn0 π

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈

+

+

+

1α,
n

ncln

;10,α,
n

ncln

3/2

3/2β

1/2α

1/2β

 

değerlendirmesi geçerlidir. 

 

İspat. ,  fonksiyonuna ( )zqn 0'ϕ ( )G2L⋅  normunda en iyi yaklaşan ve derecesi 

 olan bir polinom, yani, n≤

( ) ( )GLn
nPGLn Pq 2020 'inf' −=− ϕϕ  

olsun.  Burada inf derecesi n≤  olan tüm Pn  polinomları üzerinden alınır. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )00

0

1:,: zzzqzQztdttqzQ nnn

z

z
nn −−+== ∫  

olsun.  Burada ( ) ( ) 1zt'0zt 0n0n == ve,  olduğu kolaylıkla görülür. 

(2.2) bağıntısında özel halde p
1

':ω −ϕ=  ve  alınırsa  p=2 için '
0ϕ=f

( )
2

0
02

1

20 '
1,'' ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−

ϕ
ϕϕε nn Ecn  

ve buradan  

( ) ( )
( )G2L

0nn0G2Ln0 zq1q't'' +−−ϕ=−ϕ  

( ) ( ) ( )G2L0n20n zq1'ε −+ϕ≤  

( ) ( ) ( )G2L0n00

2

0
0
n

2
1

zqz'
'

1,'Ecn −ϕ+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
ϕ≤

−
 

bulunur.  Şimdi (2.1) bağıntısı  p=2 için kullanılırsa 

 
( )

( )
0z

20n

2

0
0
n

2
1

G2Ln0 d
'

'
1,'Ecnt''

ϕε
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ϕ
ϕ≤−ϕ

−

2
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
ϕ≤

−

'
1,'Enc 0

0
n

2
1

14  

 23



ve buradan da ’in ekstremal özelliğine göre  nπ

( )
2

0
0
n

2
1

'
1,'Encπ'' ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
ϕ≤−ϕ

−
 

elde edilir. 

 2. 2.11 Lemma  p=2 durumunda  uygulanır ve Simonenko ve 

’nin yöntemi kullanılırsa, sonuncu eşitsizlikten  

14G2Ln0

Andrievskii

2

0
02

1

150 '
1,'ln
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−

ϕ
ϕπϕ nGn E

n
nc  

eşitsizliğine ulaşılır. 

 L Dini-düzgün olduğundan Lz ∈  için ( ) 1z' ≈ϕ  bağıntısı geçerlidir ve 

böylece 

( )'1/L,2Ln0
nP

2
1

n ⎞
15Gn0 P'

n
cπ

ϕ
−ϕ⎟

⎠
⎜
⎝
⎛≤−ϕ infln  

( )L2Ln0
nP

2
1

16 P'
n
nc −ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤ infln  

bulunur.  Şimdi 4.1.2 lemma ve 4.1.3 teorem uygulandığında 

( )

⎪
⎪
⎩

≤⎟
⎞

⎜
⎛Φ⎟

⎞
⎜
⎛≤−

nn
nc

Gn
1,ln 2

150 ωπϕ
⎠⎝⎠⎝

1

⎪
⎨ +

+n
3/2β

1/2α⎪
⎧

=

∈
+

1α,
n

ncln

;10,α,ncln

3/2

1/2

 

eşitsizliği ispatlanmış olur. 

 

β

 B ( )0,α  ∈ 4.1.5 Sonuç.  Eğer ise L

,
n

ncπ
α

2
1Gn
+

0 ≤−ϕ
ln    ( )1 ,0∈α  

olur. 

  Daha önce P. K. Suetin [42] ve D. M. İsrafilov [24] tarafından elde edilen bu 

 Wu’nun (4.1) deki sonucundan daha iyidir. sonuç
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4.2 Genelleştirilmiş Bieberbach polinomlarının Dini-düzgün bölgelerde 

yaklaş  özellikleri 

 

ım

 ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βαBu bölümde L  B∈  olduğunda 4.1.4 Teoremde 

lde edilen değerlendirme e nπ  polinomunun genelleşmesi olan pn,π  polinomu ile  

0

∈
/ m d

genelleştirilir. 

 

.2.1 Yardımcı Sonuçlar 

ğıdaki genelleşmesini verelim. 

( ) ( )[ ] 0pGzdz 0

z

z
p >= ∫ ,,: ' ζζϕϕ ,  fonksiyonuna yaklaşı urumuna p2

 

4

 

Önce 4.1.1 Lemmasının aşa

 

4.2.1 Lemma. ∈L  B ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  ise 

( )( ) =:,' /2 δψ p ( )0ω ( ) ( ) ( )
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
δ

δ

∈
≤−

+β≤ 1α,4lc

;0,1α,
δ
4

wψ'w
1

βα

T

2/p
0

2/p

δh n

ln
p  

olur. 

 İspat.  

(4.4) bağıntısına göre 

                      

cδ
eψ' ih

0su

( )δg,ω
δ
4lnδc βα

2≤                    (4.7) 

dır.  

Diğer yandan  

( ) ( ) ( )
dt

t
tg,ωδdt

t
tg,ω:δg,ω

π

2

δ

0

* ∫∫
δ

+=  

için 

( ) ≤∗ δg,ω
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈

+ 1α,
δ
4cδ

;0,1α,
δ
4cδ

1β

βα

ln

ln
                   (4.8) 
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 olduğu (4.5) den bilinmektedir. 

( )w0'logψ  fonksiyonunun D  de sürekli  ge lduğunu ve 

buna göre de  

nişlemeye sahip o

1δww 21 <≤−  özelliğindeki Dw,w 21 ∈  ler için, 

( ) ( ) ( )δωψψ 'log 0 w ,*'log 201 gcw ≤−  

bağıntısının yazıla

andan

bildiğini daha önce belirtmiştik. 

Diğer y  M≤2ζ için, M≤1 ,ζ

 

sağlanır, burada 

( ) 12

1n

12
2ζ1ζ ζζMcnMζζee ≤−≤− ∑

∞

( ) 21,k,wψ'
p
2ζ k0k == log

1n n!
−

=

−

 dir. 

Son iki eşitsizlikten  

( ) ( ) ( ) ( ) 11201
2/p

0 wψ' 2/p cwψ' ≤− ( ) 1δww,δg,ω 21
* <≤−            (4.9) 

lduğu görülür. (4.8) ile (4.9) birleştirilerek  o

( )( )≤∗ δψω ,' / p2
0

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈

+ 1,4ln

;1,0,4
δ

βln

1 α
δ

δ

αδ

β

α

c

c
                    

değerlendirmesi elde edilir. 

4.2.2 Lemma.

 

 

 ∈L  B ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα  ise 

( )δ,Φω p

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈
≤

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
 

bağıntısı geçerlidir. 

İspat. 4.1.2 Lemma’sının ispatında gösterildiği gibi  

 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) hewwewwewwe ih

T

ih

T

ih

T

ih ≈−=−≈−≈− 100 ψψψϕψϕ  

dır ve 4.1.2 Lemma’dan 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
T

pihp wwe ψϕψϕ /2
0

/2
0 '' −  ( ) ( )

δhTp
ih

p
δh

wΦwe( ) =Φ :,δω p Φsup
≤≤

=− sup
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=
δ≤h ( ) ( )[ ][ ] ( ) ( )[ ][ ]

T

pihp wwe ψϕψψϕψ 0
/2

00

/2
0 '

1
'

1
−  sup

( ) ( )[ ][ ] ( ) ( )[ ][ ]
T0

2/p
0

ih
0

2/p
0

δh
wψψ'weψψ'c ϕ−ϕ≤

≤
sup  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

∈
≤

+ 1,4ln

;1,0,4ln

1 α
δ

δ

α
δ

δ

β

βα

c

c
 

elde edilir. 

4.1.3 Teorem  f fonksiyonu özel halde p'ϕ  olarak seçildiğinde buna Faber 

serisinin n. kısmi toplamları yardımıyla yaklaşım teorem şağıdaki şekilde olup ana 

teoremin ispatında kullanılacaktır. 

bir

=k

i a

 

4.2.3  Teorem. G,  Dini düzgün sınırlı  bölge, p>1 ve  

( ) ( ) ( ) ,...2,1,0,':,' == ∑ nzFazS kp

n

kpn ϕϕ  
0

 nün Faber serisinin n. kısmi toplamı olsun.  Bu durumda c>0 sabiti için p'ϕ

( )
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎛Φ≤− cS 1,.,'' ωϕϕ  
⎝ npLpLpnp

bağıntısı vardır. 

 

4.2.2 Ana Sonuçlar 

.2.4 Teorem. 

 

 

 ∈L  B ( )βα, , ( ] [ )∞∈∈ ,0,1,0 βα4  olsun. Bu durumda 

aşağıdaki bağıntılar sağlanır.  

1 >p sabiti için 2  olduğunda, bir  1 >c 0. 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

.1,ϕ
nGpp  

2. 2=p  olduğunda,  bir  0>c

∈
≤

+−−

−−

,ln
;1,0,ln

1/11

/1

1 α

α
π

β

βα

nn
nnn

c
p

p

n

sabiti için 2
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( )
⎪
⎩ nn ln

⎪
⎨

⎧

=

∈
≤−

+−

+−−

1.αn,

;10,αn,nn
cπ

2
3β3/2

2
1β1/2α

2Gn0

ln
ϕ  

3. olduğunda,  ve bir 21 << p  0>ε∀ ( )εcc 33 = >0  sabiti için, 

( )
⎪
⎩ = .1α

⎪
⎨

⎧
∈

≤−
++−

++−−

,

;1,0,
12

11

3,

α
πϕ

ε

εα

p

p

Gpnp

n

n
c  

 

İspat. ∈L  B  olsun. L Dini-düzgün olduğundan ( )βα, , 0'ϕ  ve '/1 ϕ  

fonksiyonları  için  her 1≥p ( )LLp ’ye, p'ϕ  fonksiyonu ise ( )'/1, ϕLLp  ye aittir. 

Ayrıca p'ϕ ( )GE1∈ olduğundan ( )'/1,' ϕϕ GE p
p∈  olur. Bu durumda (2.2) eşitsizliği 

unda da yazılabilir. '
pf ϕ=  durum

    ( )zq in n ’ p'ϕ   ( )GpL⋅  fonksiyonuna normunda şan ve derecesi 

 oldu ım.

 en iyi yakla n≤

olan bir polinom ğunu varsayal

 

 ( ) ( ) 1'ˆ,0ˆ 00 == zp  olacak şekilde  

z

zp nn

,dζζ

 ve  nin tanımlarından 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )00

0

1:ˆ: zzzqzpzpqzp nnn
z

nn −−+== ∫  

polinomlarını tanımlayalım. 

( )zpn ( )zpnˆ

( )
( )

( )GpL
0nnpGpLnp zq1q''p' +−−ϕ=−ϕ ˆ  

                                
( )

( ) ( )GpLnGpLnp zqq 01' −+−≤ ϕ  

( )
( ) ( )                                            0n0p4GpLnp zqz'cq' ϕ+−ϕ≤  

olur.  

Diğer yandan (2.1) ve (2.2) e lerinden 

−

şitsizlik

( ) ( )

( )

( )1/p2
z

GpL
np

4
GpL

npGpLnp

0
πd

q'
cq''p'

−
+−=−

ϕ
ϕϕ ˆ  

( ) ( )
( ) ,'εc

πd

c
1q'

ppn51/p2
z

4

GpL
np

0

ϕϕ =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−≤  
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p

p
0
n

p
1

'
1,'Ecn ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ϕ
ϕ≤

−

                                  

ve pn,π  polinomlarının ekstremal özelliği dikkate alındığında 

                                  
( )

p

pn
p

GpLpnp Ecn ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤−

−

'
1,''' 0

1

, ϕ
ϕπϕ  

                            ( )'/,
/ 'inf

ϕ
ϕ

1LpLnp
np

p1− pcn −=   

                                                           ( ) ( )'/1,
/1 .,'' ϕϕ pLpnp

p Scn −≤ −

ϕL
 

                        
p1

p

L
np

p1 dz
Scn

/

/

'
' ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫−

ϕ
ϕ      

p
p

L
np

p dzScn
/1

/1 ' ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤ ∫− ϕ                             

olur.  Böylece  

( ) ( )LpLnp
p

GpLpnp Scn −≤− '' ,πϕ
−

'
1

ϕ  

bulunur. 4.2.3 Teorem  ve 4.2.2 Lemma  kullanılarak                    

 

            
( )

p
GpLpnp cn

1

,''
−

≤−πϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ

np
1,ω                            

                                                 ⎪
⎨
⎧

=

∈
≤

−−

.1
;1,0,ln/1

α

αβα nnn
c

p

 

lde edilir.  

 

ğer p>2 ise bir  sabiti için 

( )
⎪⎩

+−− ,ln 1/111 β nnn p

e

Şimdi 2.2.11 Lemma’ya  göre e 0>1c

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−1

n
1Gpn,p cπ ≤−ϕ

=

∈
+

−−

,1,ln
;1,0,ln

1/1

/1

α

α
β

βα

nnn
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p
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 sabiti için p=2 ise bir 0c2 >

(
⎪
⎩

⎧

=

∈

+−

+

1,αn,nn

α

2
3β3/2

1β

ln

)⎪
⎨≤−ϕ

−− ;10,n,nn
cπ

21/2α

2Gn0

ln
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olduğu görülür. durumunda ise, düzgün bir eğrinin  21 << p  0>∀ε  için ε+1  

quasikonform katsayılı quasikonform eğri olduğu göz önüne alınarak [38] bir c3>0 

sabiti için  

Gpnp ,πϕ −
( )
( )211

212
1

2

ε

ε

++

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≤ pcn
( )
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⎪
⎨
⎧

=

∈
+−−
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α

α
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⎪
⎩

⎪
⎨

=

∈
≤

+
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1
2

3

α

α

β
ε

β

nn
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c

p
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⎧ ++−−

1

11 εα

                                         
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

∈
≤

++−

++−−

1,

;1,0,
12
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3

α

α
ε

εα

p

p

n

n
c  

sonucuna ulaşılır. 
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5.  GENELLEŞMİŞ BIEBERBACH POLİNOMLARININ SINIRLI 

ROTASYONLU DÜZGÜN BÖLGELERDE YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Bir önceki bölümde pϕ  fonksiyonuna pn,π  polinomu ile Dini düzgün 

bölgelerde yaklaşımı inceledik.  Bu bölümde ise aynı yaklaşımı sınırlı rotasyonlu 

düzgün bölgeler sınıfında inceleyecek ve [23] deki sonucu ( )∞∈ ,1p  için 

genelleştireceğiz. 

 Bu bölgeler sınıfındaki yaklaşımı değerlendiren sonuçları vermeden önce 

yardımcı sonuçları verelim. 

 

 

5.1 Yardımcı Sonuçlar 

 

5.1.1  Teorem.   G , sınırlı rotasyonlu düzgün bir bölge ve 1>p  ise 

için 0>ε∀

( ) p

p

itp e
ε

Λ∈ψ
−

′

1

2

0 )(  

olur. 

İspat.  G  bölgesi düzgün sınırlı olduğundan ( 35, s. 43-44, Teorem  3.2  ) 

gereğince, bölge sınırının konform  parametrizasyonu için  

( ) ( ) ( )

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

=
′′

2
πttθ

p
2

eargψ
p
2eψarg it

0
itp

2

0

 

ve 

( ) ( ) Dw)dt,
2
πtt(

p
2 

we
we

2π
i(w)ψlog it

it2π

0

p
2

0 ∈−−
−
+

= ∫
′

θ             (5.1) 

bağıntıları yazılabilir. 

(5.1) bağıntısında w’ya göre türev alınırsa 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) D w)dt,

2
πtt(

we
e

pπ
i

wψ

wψψ
2it

it2π

0p
2

0

0

1
p
2

0p
2

∈−−
−

= ∫
′

′′−′

θ  

ve buradan  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) Dw)dt,
2
πtt(

we
ewψ

pπ
iwψψ

p
2

2it

it2π

0

p
2

00

1
p
2

0 ∈−−θ
−

= ∫
′′′−′

 

 

( ) ( ) ( ) Dw,
we

1)d
2
πtt(

pπ
wψ

itt

2

0

p
2

0 ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−θ−= ∫

π′

 

bulunur. 

( )
we

1
2
πttθ it −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−  

fonksiyonu periyodik olduğundan, kısmi integrasyon yöntemi kullanılarak 

( ) ( ) ( )
Dw,

we
)ttd(

pπ
(w)ψ

(w)ψψ
p
2

it
2
πp

2

0
0

1
p
2

0 ∈
−

−−θ
= ∫

π′
′′−′

2

0

           (5.2) 

elde edilir. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1/p

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

′′−′′′−′

∫ dθ|reψreψ
p
2|:)ψψ

p
2(r,M piθ

0
iθ

1
p
2

0

2π

0
0

1
p
2

0p  

ise (5.2) bağıntısından 

( )
( )

( ) ( ) ( ) dθ
ree
π/2)ttd(θreψ

pπ
1)ψψ

p
2(r,M

p

iθit

2π

0

iθp
2

0

2π

0
p0

1
p
2

0
p
p −

−−
= ∫∫

′′′−′
, 

olduğu görülür ve burada,  Hölder eşitsizliğini kullanırsak 

( ) )2,( 0

12

0

′′−′
ψψ pp

p p
rM

( )
( ) ( ) ( )

0
00

0

1/qpq

iθit

2π

0

2π

0

1/p

ppiθp
2

0

2π

0
p dθ

ree
π/2)ttd(dθ|reψ|

pπ
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−θ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫

′
 

bulunur.  Burada 1/1/1 00 =+ qp  dir. Bölgenin sınırı düzgün olduğundan ilk integral 

sonludur ve böylece 
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( ) ( )
)1/(pqpq

iθit

2π

0

2π

0
10

1
p
2

0p

0
0

dθ
ree
π/2)ttd(c)ψψ

p
2(r,M ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−θ

≤ ∫∫
′′−′

   (5.3) 

bağıntısı elde edilir. 

 

Minkowski eşitsizliğini (5.3) bağıntısına uygularsak  

( ) ( ) |π/2)ttd(|
|ree|

dθc)ψψ
p
2(r,M

)1/(pq

pqiθit

2π

0

2π

0
20

1
p
2

0p

0

0
−−θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
≤ ∫∫

′′−′
 

olur ve burada  

( ) 10pq
3

0pqiθit

2π

0 r1
c

|ree|
dθ

−−
≤

−∫  

bağıntısını göz önüne alırsak 

 

( )
( )

( ) |π/2)ttd(|
r1

c
)ψψ

p
2(r,M

2π

0
0pq

1
0

pq
4

0

1p
2

0p −−θ

−

≤ ∫−

′′−′
 

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

G  bölgesi sınırlı rotasyonlu olduğundan , ( ) π/2ttθ −− fonksiyonu sınırlı 

varyasyonludur.  Bu özellik sonuncu integralin sonlu olduğunu gösterir ve bu 

durumda 

( )
( ) 0pq

11

5
0

1
p
2

0p
r1

c
)ψψ

p
2(r,M

−

′′−′

−
≤  

bulunur. 

 

1’e yeterince yakın bir  sayısı seçilirse, 10 >q 0>∀ε  için 

( )
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

′′−′

−
≤

ε
ψψ

p

p
p

r

c
p

rM
11

5
0

12

0

1
)2,(  

olur. 

Son eşitsizliğe Hardy-Littlewood teoremi  [10, s.78] uygulanırsa 

( )                            Λ)(eψ p
ε

p
1

itp
2

0 −

′
∈  
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sonucuna ulaşılır ki bu da hipotezi ispatlamış olur. 

 

Şimdi  5.1.3 teoremde gerekli olacak, Privalov Lemması olarak bilinen bir 

lemmanın ifadesini vereceğiz. 

 

5.1.2 Lemma. Eğer C sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ve Cauchy singular 

integrali C de hemen hemen her yerde mevcut ise C nin iç ve dış bileşenlerini 

oluşturan bölgeler üzerinden bütün açısal yollar boyunca Cauchy integralinin limit 

değerleri C de hemen hemen her yerde mevcuttur ve 

( ) ( ) ( )'
0

C
'
0C

'
0zz

zπifdz'
zz'
z'fdz'

zz'
z'f

±
−

=
− ∫∫

→
lim ,     Cz'

0 ∈

eşitliği geçerlidir [18, s.431]. 

 

5.1.3 Teorem.. , düzgün sınırlı bir bölge,  ve G 1>p

Sn p
′ , z :∑

k0

n

ak p
′ Fkz, n  0,1,2, . . .

 

p'ϕ  fonksiyonunun Faber serisinin n. kısmi toplamı olsun.  Bu durumda c>0 sabiti 

için 

( )
( )

),/1,( , ncS pp
LpL

pnp Φ≤⋅− +

′′

εωϕϕ  

bağıntısı geçerlidir. 

 

İspat.   ,  olduğunu daha önce göstermiştik.    )(TLp
p ∈Φ 1≥p

  ve  fonksiyonlarını aşağıdaki şekilde tanımlayalım. +Φ p
−Φ p

( )
,Dwd

wτ
Φ

 
i2

1:(w)Φ p

Tp ∈
−

= ∫+ τ
τ

π
 

( )
.Dwdτ

wτ
Φ

 
i2

1:(w)Φ p

Tp
−− ∈

−
= ∫

τ
π

 

 ,  olduğundan )(GE p
p ∈
′

ϕ 1≥p

( ) ( ) ( )zFaz kpk
0k

p

′∞

=

′
ϕ∼ϕ ∑  
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yazabiliriz.  Burada  

( ) ( )
2,...,1,0,k dττ

τ
τΦ

i2
1:a 1k

p

T
pk == +

′

∫π
ϕ (5.4) 

′

pϕ  fonksiyonunun Faber katsayılarıdır. 

5.1.2 Lemma’ya göre,  T üzerinde hemen her yerde  olur. 

Üstelik ve

−+ Φ−Φ=Φ ppp

),(DE p
p ∈Φ+ )( −− ∈Φ DE p

p ( ) 0=∞Φ−
p  olduğunu görebiliriz. (5.4) 

bağıntısından 

( ) ( ) ( ) ( )
)(Φadτ

τ
τΦτΦ
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1dτ

τ
τΦ
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1a pk1k
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T
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p

T
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+
+

−+

+

′
=

−
== ∫∫ ππ

ϕ  

elde edilir. Yani   ‘nin orjindeki k. Faber katsayıları, ’nin 

orjindeki k. Taylor katsayıları olur. 

( )GE p
p ∈
′

ϕ )(DE p
p ∈Φ+

Diğer yandan  olduğundan ( )GE p
p ∈
′

ϕ

( ) −′

′

′

∈=
−

ϕ
∫ Gz0,dς
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L

 

ve T üzerinde hemen her yerde sağlanan  bağıntısından L üzerinde 

hemen her yerde 

−+ Φ−Φ=Φ ppp

( ) ))(())(( ςϕςϕςϕ −+′
Φ−Φ= ppp

                          (5.5) 

yazılabilir. 

 

  alalım.  Bu durumda  −∈′ Gz
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k

L

k
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( )( ) ( )( )
dς

zς

Φ
i2

1dς
zς

Φ
i2

1 p

L

p

L
′

−

′

+

−
+

−
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ζϕ
π

ζϕ
π

 

olduğu görülür. 

Kolaylıkla görülebilir ki, , ve   Buna göre 

sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülü kullanılırsa 

)())(( −− ∈Φ GE p
p ςϕ 1p ≥ .0))(( =∞Φ− ϕp

1
2iL

p
−

 − z ′ d  −p
−z′

 

ve buradan da 

Snp
′ , z′ ∑

k0

n

ak p
′
kz′ 

 

( ) ( ) ( )( )[ ]
))z((Φdς

zς
Φa
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1

p
p

k
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n
0k

L

′−
′−

−∑
+ −

+′

=

∫ ϕ
ζϕζϕϕ

π
 

olur.  L nin dışındaki bütün açısal yollar boyunca zz →′  limiti alınırsa, görülür ki L 

üzerinde hemen her yerde 

Snp
′ , z  1

2 ∑
k0

n

ak p
′
kz − p

z
 

 p
z − p

−z  SL ∑
k0

n

ak p
′

k − p
 ∘  z

 

olduğu görülür.  Üstelik (5.5) bağıntısı hesaba katılarak, , (p>1) de singular 

operatörün sınırlılığı ve de Hölder eşitsizliği kullanıldığında son eşitlikten  

)(LLp

∥ p
′ − Sn p

′ ,  ∥LpL ≤ c 6 ∥ ∑
k0

n

ak p
′
kz − p

z ∥LpL

 

 

 c6

L


k0

n

∑ ak p
′
kz − p

z

p

|dz|

1
p
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 c6

T


n

k0

∑ ak p
′ wk − p

w

p

| ′w||dw |

1
p

≤ c6

T


n

k0

∑ ak p
′ wk − p

w

pp 0
1

pp0

T

 | ′w|
1

q0 |dw |

1
pq0

 

bulunur.  Burada  1
0
1

0
1 =+ qp  dir. pL∈′ψ , ( )1>p  den dolayı son integral sonludur 

ve böylece her için 10 >p

∥ p
′ − Sn p

′ ,  ∥LpL ≤ c7

n

k0

∑ ak p
′ wk − p

w
L

pp0 T  

elde edilir. 

Şimdi (9, s.205 Teorem  2.2 ) kullanılarak 

∥ p
w −∑

k0

n

akp
wk ∥Lpp0 T ≤ c8pp 0p

, 1/n,
 

bulunur.  Burada 

pp 0p
, 1/n  sup

∣h∣≤1/n
∥ p

weih − p
w ∥Lpp0T .

 

T üzerinde hemen her yerde 

)(
2
1

pTpp S Φ+Φ=Φ+  

STpw : P.V 1
2i 

p
 − w d, |w |  1,

 

olduğundan 

( )

( )T0ppLpT
ih

pT

n
1h

T0ppLp
ih

p

n
1h

p0pp

)(w)(ΦS))(we(ΦS

(w)Φ)(weΦ
2
11/n),(Φω

−+

−≤

≤

≤

+

sup

sup

 

elde edilir. 

Şimdi     den kendisine singüler integralin sınırlılığı kullanılarak  ),(TLp 1>p
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pp 0p
, 1/n ≤ c9 sup

∣h∣≤1/n
∥ pweih − pw ∥ Lpp0 T

 

)
n
1,(Φωc p0pp9=  

sonucuna ulaşılır. 

Böylece 
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1/n),(Φωc,S p0pp9
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olduğu görülür.  1 e yeterince yakın 1 sayısı seçilerek  0 >p

                         ( )
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1/n),(Φω c,S pεp9
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pnp +

′′
≤⋅ϕ−ϕ  

eşitsizliği bulunur. 

 

5.1.4  Lemma.  Eğer 1>p  ve G  sınırlı rotasyonlu düzgün bir bölge ise 

için 0>ε∀

ε
ω

−
≤Φ

p
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cn 1)/1,(  

bağıntısı sağlanır. 

 

İspat.  Hölder eşitsizliğine göre 
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dir.  Burada   dir. 11/q1/p 00 =+ 1/1/1 11 =+ qp  olduğunda Hölder eşitsizliğini 

kullanırsak  
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( )[ ]

)p1/(pq

1q02q
00L

10

|dz|
|zψ|
|z|

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
=

′∫ ϕ
ϕ                                   

( )
)pp1/(pq

2p

L

210

|dz||z| ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′≤ ∫ ϕ

( )[ ]

)qp1/(pq

qq2q
00L

210

210
dz

|zψ|
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

′∫ ϕ
 

olur.  

  olduğundan son eşitsizliğin sağındaki ilk integral sonludur ve böylece ( 1>∈′ pLpϕ )

( )

( )[ ]

)qp1/(pq

qq2q

0

0

T
1011

210

210
|dw|

wψ

wψ
cB

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
≤

′

′

∫  

bulunur.  Yine Hölder eşitsizliği kullanılırsa  1/1/1 33 =+ qp  için 

( )
( )[ ]

)qqp1/(pq

)qqq2p

0
T

)pqp1/(pq
p

0
T

11

3210

3210

3210

3

wψ

|dw||dw|wψB
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

′

′ ∫∫  

eşitsizliği elde edilir.  ( )10 >∈′ pLpψ  olduğundan ilk integral sonludur ve böylece 

 sayısı da sonlu olur. 11B

12B  nin sonluluğu benzer şekilde ispatlanır.  Sonuç olarak 

( ) 111TpLp
ih

p Ac(w)Φ)(weΦ ≤−  

bulunur. 
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( )TpLp
ih

p
1/n|h|

pp (w)Φ)(weΦ1/n),(Φω −=
≤

sup  

olduğundan, son eşitlikten 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ] ,|dw||wψψweψψ|supc1/n),(Φω
)1/(pp

0pp
0

p
2

0
ih

0
p
2

0T1/n|h|
11pp

0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−ϕ≤ ′′

≤
∫  

ve 5.1.2 Teorem den 

( )( ) ( )( )
ε

pp
1

0
ih

0
1/n|h|

12pp
0|wψweψ|supc1/n),(Φω
−

≤
ϕ−ϕ≤  

olduğu görülür.  

G  bölgesinin sınırı düzgün olduğundan 0ϕ  ve ψ  dönüşüm fonksiyonları sırasıyla L 

ve T üzerinde 0>ε∀  için ε−1  katsayılı Hölder sınıfına aittir.  Bunu dikkate alırsak 

son eşitsizlikten 

ε
pp
1pp

0n

c1/n),(Φω
−

≤  

elde edilir.  Burada 1 e yeterince yakın 1 sayısı seçilerek  0 >p 0>ε∀  için 

pp , 1/n ≤ c
n

1
p −

,
 

eşitsizliğine ulaşılır. 

 

 

5.2 Ana Sonuçlar 

 

5.2.1  Teorem , sınırlı rotasyonlu düzgün bir bölge ise G 0>∀ε  için  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<<

>

≤−ϕ

−

−

2p1,
n
c

2;p,
n

c

π

ε1
2

ε
p
2
1

Gpn,p  

olacak şekilde  ve ( )εcc 11 = ( )εcc 22 =  sabitleri vardır. 

.

 

İspat. G düzgün bir bölge olduğundan || 0
′ϕ ve ||/1 ϕ′  fonksiyonları  

için ’ye aittir [44].  Hölder eşitsizliği yardımıyla     

1>∀p

( )LLp
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( )
( )

( )
( )

0q
1

oq
L

0p
1

0pp

p
L

p
L

dz
z

1dzzdz
z

1z
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ≤

ϕ
ϕ

′

′

′

′

∫∫∫  

∞<
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ=

′

′

∫∫
0q
1

0q
L

0p
1

02p

0
L

dz1dz  

ve böylece  olur. Burada  ( ||/1, ϕϕ ′∈
′

LLp
p ) 1

0
11 =+ qop  dir.  Sonuç olarak 

olduğu görülür.  Diğer yandan ( ||/1, ϕϕ ′∈
′

GE p
p ) ),(||/1 LAp∈′ϕ ( 1>p )  [21, 

Lemma 12] olduğundan (2.2) eşitsizliği  fonksiyonu ve |′
pϕ |/1: ϕω ′=  ağırlık 

fonksiyonu için geçerlidir. 

Şimdi  [23] deki Teorem 1 in ispatındaki metodu izliyoruz. ’ye′
pϕ ( )GpL⋅  

normunda en iyi yaklaşan polinomu ( )zqn  ile gösterelim.    

pnz :
z0

z

 qnd, pnz : pnz  1 − qnz0 z − z0 

 

olsun.   Bu durumda  pnz0   0, pn
′
z0   1. olur.  Buradan 

∥ p
′ − pn

′
∥LpG ∥ p

′ − qn − 1  qnz0  ∥ LpG  

 

( )
( ) ( )GpL0nGpLnp zq1q −+−ϕ≤ ′  

 

( )
( ) ( )0n0p12GpLnp zqzcq −ϕ+−ϕ= ′′  

olur.  Diğer yandan (2.1) eşitsizliğine göre 

( ) ( )

( )

( )p
1

2
z

GpLnp

13GpLnp
GpL

np

0
dπ

q
cqp

−
+−≤−

′

′′′
ϕ

ϕϕ ˆ  

( ) ( ) ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−≤ ′

p
1

2
z

13
GpLnp

0
d

c
1q

π
ϕ  

 41



ve (2.2) bağıntısından 

( ) p
pn

p
1

14
GpL

np
1Encp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

≤−
′−′′

||
,ˆ
ϕ

ϕϕ o  

eşitsizliği elde edilir. 

   nπ   polinomlarının ekstremal özelliğine göre, 

( )
p

pn
p
1

14
GpL

pn,p ||
1,Encπ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ′

ϕ≤−ϕ
′−′′ o  

olur.  Hölder eşitsizliğini son eşitsizliğe uygulamak suretiyle 

∥ p
′ − n,p

′ ∥LpG ≤ c14n−
1
p

p n

inf∥ p
′ − pn ∥

Lp L, 1
∣′∣  

≤ c14n−
1
p p

′ − Sn p
′ , 

Lp L, 1
∣′∣  

≤ c14n−
1
p

L

 p
′ − Sn

p |dz|
∣  ′ ∣

1
p

 

              
0

1

0

0
1

01

14 ||
1 pq

q
L

pppp

np
L

p dzdzSnc ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤ ∫∫

′−

ϕ
ϕ  

bulunur.  Burada  1/1/1 00 =+ qp  dir. 

 L  düzgün olduğundan, son integral sonludur ve böylece 

( ) ( )LppL
np

p

GpL
pnp Snc

0

1

15, −≤−
′−′′

ϕπϕ  

olur.  Şimdi  sağdaki norma 0: ppp =  olduğunda 5.1.2 Teorem  ve daha sonra 5.1.3 

Lemma’yı uygulayarak p ,  ve 10 >p 0>ε  için  

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ≤− +

−′′

n
nc ppp

p

GpL
pnp

1,
0

1

16, εωπϕ  

≤ c17n−
1
p 1

n
1

pp0
−

 

olduğu görülür.  Sonuncu eşitsizlikte  sayısı 1’e yeterince yakın seçilerek   0p

( ) ε
πϕ

−

′′
≤−

pGpL
pnp

n
c 217,

1  
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elde edilir. 

Diğer yandan her düzgün eğri 0>∀ε  için 1+ε  quasikonform katsayılı quasikonform 

eğridir [38].  Bu durumda ispatın geri kalan kısmı [20] deki Teorem 1 dekine benzer 

olarak yapılır. 
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 6. SONUÇ 

 

1. Lyapunov eğrileri sınıfının  bir genelleşmesi tanımlanmış, bu sınıftan olan 

eğriler ile sınırlı bölgelerde Riemann konform dönüşümlerinin düzgünlük 

modülleri için bazı önemli değerlendirmeler elde edilmiştir.  

2. Yeni tanımlanmış bölgeler sınıfında Bieberbach ve genelleşmiş Bieberbach 

polinomlarının konform dönüşüme ve konform dönüşüm yardımı ile ifade 

edilen özel bir fonksiyona kapalı bölgelerde yaklaşım hızı bölge sınırının 

geometrik özelliklerine göre değerlendirilmiştir. 

3. Sınırlı rotasyonlu düzgün bölgelerin konform dönüşümlerinin düzgünlük 

modülleri ile ilgili gerekli değerlendirmeler ispatlanmış ve bu 

değerlendirmeler yardımı ile genelleşmiş Bieberbach polinomlarının verilen 

bölgelerin kapanışında yaklaşım hızı ile ilgili uygun değerlendirmeler elde 

edilmiştir. Özel halde p=2  durumunda elde edilen sonuç iyi bilinmekte olup 

S. N. Mergelyan konjektürünün pozitif çözümünü vermektedir. 
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