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OZET

EKSTREMAL POLINOMLARIN KOMPLEKS DUZLEMDE
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bur¢in OKTAY
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmani: Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOYV)
Balikesir, 2007

Giris ve sonug¢ bolimleri disinda bu tez esas olarak dort bdéliimden
olusmaktadir.

2. Boliimde, kompleks diizlemde yaklasim problemlerinin incelendigi bazi
bolge ve egri smiflar1 tanitildi. Daha sonra gereken analitik fonksiyon uzaylari
tanimlanarak bu uzaylarin O6nemli Ozellikleri incelendi. Boliimiin son kisminda,
pratikteki 6neminden tezin giris boliimiinde s6z edilen ve ¢alismamizda yaklagilan
fonksiyon konumundaki konform doniigiim ve bu doniisiimiin bir genellesmesi olan
kvazikonform doniisiim tanitildi.

3. Bolimde, bir bolgede analitik olan ve bazi ek kosullar1 saglayan
fonksiyonlar sinifinda bir ekstremal problem ve bu problemin ¢oziimii verildi. Daha
sonra benzer probleme belirli ek kosullar1 saglayan polinomlar sinifinda bakilarak bu
problemin ¢6ziimii olan Bieberbach polinomlar1 tanitildi ve 6zellikleri incelendi.

4. boliimiin ilk kisminda Dini-diizglin bolgelerin bir alt sinifi tanimlanarak bu
siiftan olan bolgelerde Bieberbach polinomlart ile konform doniisiime yaklasim
problemleri incelendi. Boliimiin ikinci kisminda ise ayni siniftan olan bdlgelerde
genellesmis Bieberbach polinomlar ile, konform doniisiim yardimiyla ifade edilen
0zel bir fonksiyona yaklasim problemleri arastirildi.

5. boliimde konform doniisiim yardimiyla ifade edilen 6zel fonksiyona siirl

rotasyonlu diizglin bolgelerde, genellesmis Bieberbach polinomlar: ile yaklagimin
hiz1 degerlendirildi.

ANAHTAR SOZCUKLER: Dini- diizgiin bblge, Simirli rotasyonlu bdlge, Riemann
konform dontisiimii, Bieberbach polinomlari, Genellesmis Bieberbach polinomlari
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ABSTRACT

THE APPROXIMATION PROPERTIES OF THE EXTREMAL
POLYNOMIALS IN THE COMPLEX PLANE

Burcin OKTAY

Balikesir University, Institue of Science,
Department of Mathematics

(PhD. Thesis / Supervisor: Professor Daniyal M. ISRAFILOV

Balikesir- Turkey, 2007

Except the introduction and the conclusion chapters, the thesis consists of
four chapters.

In Chapter 2, the classes of some domains and curves, where the
approximation problems in the complex plane were investigated, were introduced.
Then the required analytic function spaces were given and the important properties
of these spaces were investigated. In the final part of the chapter, the conformal
mapping whose importance in practice was emphasized at the introduction and
which was in the position of approximated function in our work, and the
quasiconformal mapping that was the generalization of the conformal mapping were
introduced.

In Chapter 3, an extremal problem and its solution in the class of the analytic
functions with some additional conditions were given. Then the similar problem was
considered in the class of the polynomials satisfying the same additional conditions.
As a solution of this problem, the Bieberbach polynomials were introduced and their
properties were investigated.

In the first part of Chapter 4, a subclass of Dini-smooth domains was defined
and the approximaton problems to the conformal mapping by the Bieberbach
polynomials on these domains were investigated. In the second part of this chapter,
on these domains, the approximation problems by the generalized Bieberbach
polynomials to the special function, expressed by conformal mapping were
investigated.

In Chapter 5, the rate of approximation by the generalized Bieberbach
polynomials to the special function mentioned above on the smooth domains with
bounded boundary rotation was studied.

KEY WORDS: Dini-smooth domain, Smooth domain bounded boundary rotation,

Riemann conformal mapping, Bieberbach polynomials, Generalized Bieberbach
polynomials.
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1. GIRiS

Konform doniigiimler, uygulamali matematigin ve mekanigin pek c¢ok
alanlarinda 6nemli rol oynar. Fakat bu doniisiimlerin analitik ifadelerinin bulunmasi
olduke¢a giictiir. Sadece bazi 6zel bolgelerin konform doniisiimlerinin agik ifadeleri
bilinmektedir. Ornegin, bir ¢okgenin birim diske konform déniisiimii Schwarz-
Christoffell formiilleri ile ifade edilir. Genel durumda konform doniisiimlerin
ifadelerini bulmak olduk¢a gii¢ oldugundan ifadeleri kolaylikla bulunabilen veriler
yardimiyla bu doniigsiimlere yaklagim problemi ortaya ¢ikmuistir.

Bieberbach  polinomlarinin = konform  doniistimlerin  pratik  olarak
bulunmasinda kullanilabilirligi ilk defa Bieberbach tarafindan goézlenmistir.
Bilindigi gibi, kompleks diizlemde bir bolge verildiginde bu bdlgede ortogonal olan
cebirsel polinomlar sistemi Gram-Schmidt yontemi kullanilarak bulunmaktadir.
Bieberbach polinomlar1 ise bu ortogonal polinomlar yardimi ile ifade
edilebildiklerinden bir bolge verildiginde bu bdlgenin Bieberbach polinomlarinin
bulunmasi her zaman ¢06ziilmesi miimkiin olan bir matematiksel hesaplama
problemidir. Boylece, Bieberbach polinomlarinin bir bolgede konform doniisiime
yakinsakligini bilerek bu konform doniisiimii de yaklasik olarak bulmak miimkiindjir.
Bergman uzaylarinda polinomlarla yaklasimin miimkiinliigii ile ilgili Markushevich -
Farrel teoreminin bir sonucuna gore Caratheodory bdlgelerinin  kompakt
altkiimelerinde Bieberbach polinomlarinin konform doniisiime diizgiin yakinsakligi
bilinmektedir. M. V. Keldych ilk defa kapali bolgelerde Bieberbach polinomlarinin
konform doniisiime diizglin yakinsaklik problemlerini incelemis, bdlge sinirinin
siirlt egrilige sahip bir egri oldugu durumda yakinsamanin kapanista da diizgiin
oldugunu ispatlamis ve 6zel halde Bieberbach polinomlarinin konform doniisiime
kapanista yakinsamadig1 bolge 6rnegi vermistir. Boylece Bieberbach polinomlarinin
kapanigta yakinsakligi probleminin bolge sinirinin geometrik yapisi ile baglantili

oldugu goriilmiistiir.



Daha sonra S. N. Mergelyan [34], Wu Xue-Mou [45], P. K. Suetin [41, 42], 1. B.
Simonenko [39], V. Kulikov [30], V. V. Andrievskii [6,7,8], D. Gaier [13-17], D. M.
Israfilov [19-27], 1. Pritsker [36] ve dier matematik¢ilerin yapmis oldugu
caligmalarda yaklagim hizinin, bolge sinirinin diizgiinliikk parametreleri ile dogru
orantilt oldugu sonucuna varilmigtir. Daha diizgiin 6zellige sahip bolgelerde
Bieberbach polinomlarinin bolgenin kapanisinda konform doniisiime yaklagiminin
daha hizli oldugu gozetlenmistir. Bieberbach polinomlarinin yaklasim 6zellikleri ile
ilgili arastirmalar daha sonra genellesmis Bieberbach polinomlart durumunda da ilgi
odag1 olmustur.

Bu tezde uygulamali matematik ve mekanik problemlerinin ¢oziimiinde ¢ok
kullanilan ve Lyapunov egrileri olarak adlandirilan egriler sinifinin bir genellesmesi
tanimlanmis, bu egrilerle smurli kapali bolgelerde Bieberbach ve genellesmis
Bieberbach polinomlarinin yaklasim 6zellikleri incelenmis, bu polinomlarin konform
dontisiime ve konform doniisiim yardimu ile ifade edilen 6zel fonksiyonlara yaklasim
hiz1 bolge sinirin geometrik 6zelliklerine gore degerlendirilmistir. Bunun disinda
genellesmis Bieberbach polinomlarimin  smirli  rotasyonlu diizgiin  bolgelerin

kapaniginda yaklasim 6zelliklerini incelenerek uygun yaklagim hizi bulunmustur.



2. ONBILGILER
2.1 Kompleks Diizlemde Bazi Onemli Egri ve Bolge Simiflart
C ile kompleks diizlemi gosterecegiz.

2.1.1 Tammm. Kompleks diizlemde birim ¢cemberin homeomorfik bir doniisiim

altindaki goriintiisiine Jordan egrisi denir [28, s.1].

2.1.2 Tamm. 7y :z(¢) (a <t < b) kompleks diizlemde bir egri ve
P:= {(t,.t,,t,,...,t,): a=t,<t <..<t, , <t =b}, [a, b] kapali araliginin bir

boliintiisii olsun. Eger
sup Y J=(t, )~ =(e, ) <
v=l

ise y egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Burada supremum P kiimesi iizerinden

alinir [32, s. 246].

2.1.3 Tamm. Bir L egrisinin y(z) (0 < 7 < 27) parametrik gésterimi i¢in

7”(2’) fonksiyonu simirli ise L egrisine swmirlt egrilikli egri denir [41].

2.1.4 Tanmm. L bir Jordan egrisi olsun. Eger z,,z, € L, z, # z, kosullarin

saglayan biitiin noktalar ¢ifti igin

dly(z,,z,)|= max| 1, —t)| <dz,-z,)|
112€y

olacak gekilde bir c sabiti bulunabilirse L egrisine kvazikonform egri denir. Burada
y(z,,z 2), z, ve z, noktalarimin L egrisini bolmiis oldugu yaylardan ¢apr kiigiik

olanidir.



Kvazikonform egriler sinifi oldukga genistir ve 6zel halde sonlu uzunluklu olmayan
baz1 egrileri de igerebilir. Fakat sivri agiya sahip olan bir egri kvazikonform degildir

[31, 5.100].

2.1.5 Tanmm. y, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve
D(z, r)= {t €y |z—t| < r}
olsun. Eger

sup|D(z,r)r\7/|Scr

zey
olacak sekilde r’den bagimsiz bir ¢ sabiti bulunabilirse y egrisine Regiiler egri veya

,D(z,7)"y kiimesinin Lebesgue dlciimiidiir. [28,

Carleson egrisi denir. Burada | .

s.2].

2.1.6 Tamm. L Jordan egrisi, y (v) siirekli ve # 0 olacak sekilde bir
y(t) (0 <t< 27c), parametrizasyonuna sahipse bu egriye diizgiin egri denir.
Diger bir deyisle diizgiin egri, siirekli degisen tegete sahip olan egriye denir [35,
s.43].

2.1.7 Tanmm. f, bir Ac C baglantili kiimesinde diizgtin siirekli bir fonksiyon

olsun. f’nin siireklilik modiilii

w(d)=w(d, £A):= ﬁtg” FO)=fC+n)|,

=sup{| £(¢,)= £(,)] 1, t, € 4, |1, ~1,| <6}, 5e(0.7]

bi¢iminde tanimlanir |35, s.46].

2.1.8 Tamm. w(h,t), bir h fonksiyonunun siireklilik modiilii olmak iizere

]Ea)(h, t)

——dt <o
t

kosulu saglaniyorsa h fonksiyonuna Dini-siirekli fonksiyon denir [35, s.46].

2.1.9 Tamm. Eger bir L egrisi, y'(t) Dini siirekli ve # 0 olacak sekilde
L:y(t), 0<t<2z



parametrizasyonuna sahipse L’ye Dini-diizgiin egri denir [35, s.48].

V, , birim diskin L diizgiin egrisi ile sinirli bdlgeye konform doniisiimii olsun.
Bu durumda L egrisinin z(t) =y, (e” ), 0 <t < 2m,konform parametrizasyonu
yazilabilir. 0(¢) ile L diizgiin egrisine z(¢) =y, (e”) noktasinda ¢izilen tegetin x

ekseninin pozitif yonii ile olugturdugu aciy1 gosterelim.

Simdi yeni bir egriler sinifi tanimlayalim.
2.1.10 Tanim. o € (0,1], pe [0,00) sayilart verildiginde & dan bagimsiz bir ¢
sabiti icin
(0,5)< 5% In” %, 5e(0, 7]

kosulu saglantyorsa L egrisi B (oc, B) stnifindandur denir.
Bu tanima gore, 0 < ¢, < @, <1 oldugunda
B(c; p)>B(e;. B),  Be[0,0)
ve 0 < B, < B, <o oldugunda

B(OHBl)CB(OL’Bz)’ ae(o’ 1]

bagintilar1 gegerlidir.

2.1.11 Tammm. V¢,,t, € [0, 27| igin
10(t,)-0(t,)| < cft, -t,]", ae(01)

olacak sekilde bir c sabiti bulunabilirse L egrisine Lyapunov egrisi denir [41].

B(a, ) smifinin tammindan kolaylikla goriilebilir ki B (at,0) (0 < a0 < 1)
siifi Lyapunov egrileri smfi ile gakisir. Ustelik B (ot,p), oo €(0,1], B €[0,0)
sinifi, Dini-diizgiin egrilerin bir alt sinifidir. Gergekten:

Le B(a,p)ac (0,1], pe [O,oo) aldigimizda tanim geregi

jmlnfdmoo
0

t t

oldugundan [42, s.139] deki teorem 2 kullanilarak



c

}[a)(l//o t)% <o

elde edilir. Boylece L ‘nin Dini-diizgiin egri oldugu goriiliir.

2.1.12 Tamm. Kompleks diizlemde baglantili ve acik kiimeye béolge denir [35 s.
1].

2.1.13 Tammm. G basit baglantili bir bélge, G, ise C G nin sonsuz noktasini
iceren bileseni olsun. Eger G ve G aym simira sahipseler, G bolgesine

Caratheodory bélgesi denir [13,s.17].

Her Jordan bdlgesi bir Caratheodory bolgesidir, fakat bazi basit bolgeler bile
Caratheodory bolgesi olamayabilir. Ornegin yaricapi ¢ikarilmis bir disk
Caratheodory bolgesi degildir. Caratheodory bolgeleri polinom yaklagimi 6zelligine
sahiptirler [13, s.17]: f, G de analitik ve

||f||Lp(G)-={Jj|f<z>|f’daz} co. e

ise Ve >0 i¢in || f- P|| o) <€ olacak bigimde bir P cebirsel polinomu vardir.

2.1.14 Tamim. G, sonlu uzunluklu L egrisiyle sinirli bir bolge olsun. Eger

L egrisi V¢ € L noktasimin bir komsulugunda tanimli yerel koordinat sisteminde

;o x,x'el

|(p(x) - (p(x'] < c|x —x'
kosulunu saglayan y = (o(x) fonksiyonu yardimiyla ifade edilebilirse G bélgesine

Lipschitz bélgesi denir. Burada I yerel koordinat sisteminde x degiskeninin ait

oldugu bir araliktir [12].

2.1.15 Tamim. Eger bir G bolgesinin H(t) teget yon agisi sinirlt varyasyonlu ise,

diger bir deyisle,

T|d(9(t)| = supi|9(tv )-6(r, ) <o

by v=l
kosulu biitiin 0=t¢, <t, <...<t, =2x boliintiileri i¢in saglaniyorsa G’ye sinirl

rotasyonlu bélge denir [35, s:63].



2.1.16 Tamim. Q(t) teget yon agisi sumirlt varyasyonlu olup biitiin si¢ramalarin
modiilleri 7= den daha kiiciik olan bélgelere Radon bélgeleri denir [12].
Eger 6’(1) teget yon acist sinirlt varyasyonlu ve bazi sigramalarin modiilleri
7 ye esitse G bolgesi sinirli rotasyonlu bolgedir.
Her konveks bolge Radon bolgesidir. Sivri agist olmayan pargali diizgiin
bolgeler Radon bolgeleri sinifindandir ve biitiin Radon bdlgeleri Lipschitz

bolgeleridir. Her Lipschitz bolgesi de Carleson bolgeleri sinifindandir.

2.1.17 Tamm. g e L’ = L7 (0,27), 1< p < o0, i¢in

o) = (o050 o

0<h<o 0

fonksiyonuna g’nin p. dereceden integral siireklilik modiilii denir [9, s.44].

2.1.18 Tamm. Eger g € L icin
a)p(g:t) = O(Za)a 0 <a S 1:

kosulu saglanmirsa g fonksiyonu A’ sunifindandir denir [10, s.71].

2.2 Analitik Fonksiyon Uzaylari

2.2.1 Tamm. G sonlu uzunluklu bir L Jordan egrisiyle sinirli bélge ve 1 < p < ©

olsun. L’de Lebesgue olciilebilir ve | f |p nin yay uzunluguna gore Lebesgue

integrallenebilir oldugu kompleks degerli f fonksiyonlarin kiimesine Lebesgue uzayt

denir ve L* (L) ile gosterilir [9, s.18].

2.2.2 Tanmm. G sonlu uzunluklu L Jordan egrisiyle simirli bir bélge ve f, G

bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun.



Eger

J.|f(z)|p|dz|SM, I<p<ow
Ly

olacak sekilde G icinde G ’nin kompakt altkiimelerini sinirlayan ve L egrisine

yaklasan {L,}”

,; Sonlu uzunluklu Jordan egrileri dizisi varsa f fonksiyonu Smirnov

uzayindandir denir. Smirnov uzayr E” (G) ile gosterilir [10 s, 169].
VfekE” (G) fonksiyonu L iizerinde hemen her yerde agisal limite sahiptir ve eger f

nin agisal limiti i¢in ayn1 notasyonu kullanirsak f e L” (L) dir.

2.2.3 Uyan. L’ (L) ve E? (G) uzaylart p > 1 oldugunda

lor =l = [J |f<z>|”|dz|]p

normuna gore Banach uzayidirlar.

L’ (G) ’deki bir fonksiyonun G’nin bir noktasindaki degerini listten || f || 2(6)

normu ile degerlendiren asagidaki Lemmayi ileride, ana sonuglarimizin ispatlarinda

sikca kullanacagiz.

2.2.4 Lemma. Eger feL’(G)(p21) z,eG ve d_ :=minlz, —z] ise

zedG

f P (G
| fz,) < % 2.1)
ndzzo P

esitsizligi saglanir.

Ispat. felL’ (G) oldugundan f fonksiyonu G bolgesinde analitiktir. Boylece f
D(z,,r)c G diskinin iginde ve simirinda da analitiktir. Ortalama deger teoremi

geregince

er) = [ e



esitligi yazilabilir. Yukaridaki esitligin her iki yanini rdr ile ¢arpip 0 dan d, ’ a

integrallersek
dz,
() ]
f(Zo) rdr = —— J‘.[f(z)dcz
0 2n D(z(,,dzo )
t
flz) === [[f(z)do.
2 D(z(),dzo)
veya

ve buradan da

] ) 1/p e
e )<~ e [(] j f) (2)] dcz] (wa.’)

ey _ e
(ndzz)_é (”dz(,z)l/p

elde edilir.

Eger fanalitik fonksiyonu G ye siirekli genislemeye sahipse asagidaki normu

tanimliyoruz.

17| =sup{|£(2)]: zeGl.

2.2.5 Tammm. L, sonlu uzunluklu bir egri olsun. Eger w:L — [0,00] olciilebilir

fonksiyonu igin ™' ({0, oo}) kiimesi sifir olgiime sahipse @ fonksiyonuna agwrlik denir

[28, 5.27].

2.2.6 Tammm. o, L de bir agirlik fonksiyonu olsun.

L' (Lw):= {f el'(L):|f]"wel (L)}

biciminde tanimlanan uzaya @ agwhikl Labesgue uzayt denir [12].

2.2.77 Tanmm. o, L de bir agirlik fonksiyonu olsun.
E’(Gw):= {f cE'(G): fwe L”(L,a))}



bi¢iminde tanimlanan uzaya G’de analitik fonksiyonlarin p. mertebeden @ agirliklt

Smirnov uzayt denir [12].

2.2.8 Tanim. @ fonksiyonu L egrisi iizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger
p-1
1 1 (e
sup sup| — J.a)(C)|d(| - .[[a)(g“)] Yelgg | <o
zel >0\ T 1P ) T 1~D(zr)

oluyorsa @ fonksiyonu Muckennhoupt-A, kosulu’'nu saghyor denir [28, s.28].
L tizerinde Muckenhoupt-A, kosulunu saglayan biitiin agirlik fonksiyonlarinin

kiimesi Ap(L) ile gosterilir [28, s.28].

2.2.9 Tanim. G c C surl bir bolge, ® € A,(L), f € E” (G, a)) ve l< p<oo
olsun. P, derecesi n’yi agsmayan polinomlar sinifi oldugunda f fonksiyonuna

E? (Gco) uzayinda polinomlarla en iyi yaklasim sayist

Ei(fe), = i |/ ~p,

P (L)’
fel” (G) icin L” (G) uzaylarindaki en iyi yaklasim sayist ise
e, (f), = inf |1 - p,

17(0)

olarak tamimlanwr [12].

2.2.10 Teorem. G bir Radon bolgesi veya diizgiin sinirli bolge,1 < p <0, w €
Ay (L) ve f e E'(G) olsun. Bu durumda ¥n =1,2,...i¢in
e,(f), <en”E,(f o), (2:2)
olur [11].

D. M. israfilov tarafindan [ 20 ] ispatlanan asagidaki lemmay1 ana

sonuglarimizin ispatlarinda, normlarin degerlendirilmesi i¢in kullanacagiz.

2.2.11 Lemma. G kvazikonform egriyle sinirli sonlu bir bélge, p, (z) derecesi
n’yi asmayan ve z, € G noktasinda p, (zo)z 0 kosulunu saglayan bir polinom

oldugunda
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cwllogn‘p; oy p=2
||Pn||5 < C‘p; »(6)’ p>2
o
cn'”? ”Kz‘p,; (@) I<p<2

esitsizligi saglanir [20].

2.3 Konform Doniisiimler

2.3.1 Tammm. G, C de bir bolge olmak iizere f :G— C siirekli doniigiimii
verilsin. Eger bir z, € G noktasindan gegen ve aralarinda o agisi olusturan
herhangi iki diizgiin y, vey, egrilerinin f (71) ve f (72) resim egrileri de
w, = f (zo) da aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan o agist olusturuyorlarsa f

fonksiyonuna z, da bir konform déniisiimdiir denir. Eger [ her z, € G noktasinda

konform ise G de konformdur denir [33, s.120].

2.3.2 Teorem. (Riemann Konform Doniisiim Teoremi): G — C sinirt en az iki
noktadan olusan basit baglantili bir bélge ve z, € G olsun. Bu durumda G bélgesini

D diskine,
f(z,)=0ve f'(z,)>0

kosullar: altinda resmeden bir tek f konform doniisiimii vardir [32, s.8].

G, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu Jordan egrisiyle simrli, basit

baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Riemann konform doniisiim teoremine gore
G’yi D, = D(0, r) diskine doniistiiren ve
(Do(zo): 0, (/70'(20): 1
kosullarini saglayan bir tek w = ¢, (z) konform doniistimii vardir.
G~ :=C/G, D=D(0,1), T:=éD, D~ :=C/D

ve ¢, (z) fonksiyonunun tersini y,(w) ile gosterelim.
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G ninD ye
p(o0)=c0,  lim (o) >0

z—>o00 Z

kosullarini saglayan konform doniisiimiinii ¢ ile gosterelim ve y = go_l olsun.

Simdi tezde ana sonuglarin ispatlarinda sik¢a bagvurdugumuz, konform
doniisiimiin tiirevi ile ilgili baz1 degerlendirmeler verecegiz:

Eger G bolgesi sonlu uzunluklu bir egriyle smurli bolge ise ¢, € E'(G) dir
[18,s.].

G bolgesi diizgiin sinirli bir bolge oldugunda asagidaki degerlendirmeler
Warschawski tarafindan [44] de ispatlanmistir:
1

—i el’ (L) pE (I,oo)
Py Wy

Por ¥y,

2.4 Kvazikonform Doniisiimler

2.4.1 Tamm. Gc C bir bélge, h: G — C bir homeomorfizm ve K >1 olsun.
Eger
i-) h, G bolgesinde dogrular iizerinde mutlak siirekli ve

ii—)k:K !
K+1

olmak iizere G'de hemen her yerde ‘h;‘ < k|hz| ise

h doniigiimiine G iizerinde bir K-kvazikonform déniisiim denir 3, s.24].

Konform dontistimler 1-kvazikonformdur.

Daha 6nce kvazikonform egrilerin geometrik tanimini vermistik. Simdi bu

egrilerin tanimini kvazikonform doniisiimiin tanim1 yardimiyla verelim.

2.4.2 Tamm. C 'nin kendi iizerine K-kvazikonform bir doniisiimii altinda bir

cemberin goriintiisiine K-kvazikonform egri denir [31, s.97].
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3. GEOMETRIK FONKSiYONLAR TEORISINiN BAZI
EKSTREMAL PROBLEMLERI

3. 1 Ekstremal Problem

Basit baglantili bir G bélgesinde analitik olan ve
f(Zo): 0, f'(Zo):l
kosullarini saglayan fonksiyonlar sinifinda || f ||§p( ¢) integralini minimize eden

fonksiyonu bulunuz.

[37 5.433] de ispatlanmistir ki yukaridaki problemin ¢oziimii

z

0,)=[ o) dc. ze6. p>0 @)

20
fonksiyonudur.

Ozel halde p=2 durumunda ¢,(z)= ¢@,(z) olur.
Basit baglantili bir G bélgesini birim diske doniistiiren ve
y(2))=0. 9,'(z,)>0
kosullarini saglayan konform doniisiimle Bergman ¢ekirdek fonksiyonu arasindaki

bagintilar asagidaki esitlikler ile verilir.

V4

- 1 - -
(00(2): K(L K(V’ Zo)dv ve K(Z’Zo)=_§0'0 (Z) @' (Zo)’ ze(.
Z(),Zo) T

v=z()
Bergman ¢ekirdek fonksiyonunun, G’nin birim diske normallestirilmemis F

konform doniisiimii cinsinden ifadesi ise

K(z,z())=é z,z,€G

bigimindedir.
G’nin 0zel halde birim disk olmasi halinde F (z) = z segerek D’nin ¢ekirdek

fonksiyonu i¢in

13



1

K(z,zo):m

ifadesini elde ederiz.
Eger ¢,(z), Gnin D(0,r) diskine

(p0(20)=0, (P;)(Zo):]

kosullarini saglayan konform doniistimii ise

_ 9 (Z) _ 1 2
0,(z)= 7)) K(ZO,ZO)V_IZ,,K(V’ z,)dv, zeG (3.2)

olur.

3. 2 Ekstremal Polinomlar

[1, derecesi n’yi agmayan ve

pn(zo)zo’ pn’(z())zl
kosullarini saglayan polinomlarin bir sinifi olsun.

1 P

o,-p . (I<p<xo)

1P (G)

integrali bu sinifta bir tek 7z,  polinomu ile minimize edilir. Bu polinoma (G, zo)

np
¢ifti i¢in n. dereceden genellestirilmis Bieberbach polinomu denir. p=2 durumunda

elde edilen =z, polinomlar1 Bieberbach polinomlar1 olarak bilinirler. 7,
polinomlarinin acik ifadesi (3.2) esitliginde K(z,zo) yerine onun n-/. kismi

toplamini yazmak suretiyle asagidaki sekilde elde edilir.
] z
7 (z2)=—Fr— [K, (v, z,)dv, (3.3)
anz(Z())Z())wzo 1 ’

burada K, ,(z,z,), Pj(z) ortogonal polinomlar: yardimryla

n—

K, (Zazo): Z

1
Jj=0

P, izo )P/ (Z) 34

bigiminde ifade edilir.

Simdi 6zel halde birim diskin Bieberbach polinomlarini bulalim.
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Birim diskin ortogonal polinomlari

P()= 2 =0l
’ T

bicimindedir. Bu ortogonal polinomlar (3.4) de yerine yazilirsa

n—1I

K, Z ZO ZP/izo iP

Jj=0
! +1—,,. I 2— n—ni
= :_+_Z() Z+...+—Z0 z
T T T

oldugu goriiliir. Burada z, = 0 alirsak K, ,(z,0)= z elde edilir. Bunu (3.3)
T

esitliginde yerine yazarsak

T, (z) =T J‘Kn_l (v, O)dv =n j idv =z

v=z,=0 v=z,=0
bulunur. Boylece birim diskin Bieberbach polinomlari 7, (z)= z olur.

Tezde incelenen temel problem bir G boélgesi verildiginde bolge sinirnin

geometrik ozelliklerine gore

J=max
zeG

0,()-m,,(2)]

yaklagim hatasinin degerlendirilmesidir. Yapilan arastirmalar gdstermistir ki, bolge

o, =,

siirinin diizgiinliik derecesi ile orantili olarak bu hata uygun bir hizla sifira yaklasir.

Farrell ve Markushevich’in sonuglarindan goriildiigii gibi eger G bolgesi bir

Caratheodory bdlgesi ise

(p,p—n; -0, (n—> o),

LP(G)

ve boylece G’nin kompakt altkiimelerinde diizgiin olarak

7,,(2)=¢,(z)(n > =)
olur.
Gergekten, Caratheodory bdlgeleri polinom yaklasimi 6zelligine sahip oldugundan

en az bir p, polinomu vardir ki

15



! !

¢, - —)0(}1—)00)

! LP(G)
olur. Genellestirilmis Bieberbach polinomlarinin ekstremal 6zelligi geregi

-0 (n - oo)
LP(G)

(Pp _n-np

oldugundan ve (2.1) esitsizligine gore

yazilabildiginden

!

7,,(2)=¢,(z)

oldugu goriiliir. Buradan Weierstrass teoremine gére kompakt altkiimelerde

7,,(2)= ¢,(z)
diizgiin yakinsamasi elde edilir.

Bieberbach polinomlarinin G kapali bolgesinde diizglin yakinsamasi ilk
olarak M. V. Keldych [29] tarafindan incelenmistir. Keldych, G’nin sinirinin sinirl

egrilikli diizgiin Jordan egrisi olmast durumunda ¢ = c(g), n den bagimsiz bir sabit

olmak tizere Ve > 0 i¢in agsagidaki sonucu ispatlamistir:

||(P() - 7[11

- <—
G n*S

Daha sonra S. N. Mergelyan [34], G bolgesinin sinir1 diizglin Jordan egrisi
oldugunda Ve > 0igin
c

- <
G 1,
n2

e, =,

olacak sekilde bir ¢ = ¢(g)>0 sabitinin oldugunu gostermistir.
Mergelyan’in ayni bolgeler i¢in bir konjektiirii de vardir ki bu yukaridaki
sonucta %—g yerine 1-¢ yazilabilecegidir. Fakat bu simdiye kadar

ispatlanamamustir.

D. M. Israfilov, Mergelyan’in elde ettigi sonucu yine diizgiin bdlgeler icin

asagidaki sekilde iyilestirmistir:
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1

bz
_s(;(ln—”j , n22 (3.5)

G n

||(P0 - 7Tn

Burada ¢, n’den bagimsiz bir sabittir.

Israfilov, Mergelyan’in konjektiiriiniin dogrulugunu bélgenin smirli rotasyonlu

diizgiin bolge olmas1 durumunda ispatlamstir [23].

Daha sonra Israfilov, Radon bdlgelerinde Bieberbach polinomlarinm
yakinsaklik problemini incelemis ve yukaridaki iyilesmenin bu bolgelerde de gecerli
oldugunu gostermistir [24].

Bir sonraki boliimde bu sonuglarin genellesmis Bieberbach polinomlart igin

benzerleri ispatlanacaktir.
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4. BIEBERBACH VE GENELLESMIS BIEBERBACH
POLINOMLARININ DINI-DUZGUN BOLGELERDE YAKLASIM
OZELLIKLERI

Bu béliimde 1. boliimde tanimlanan Dini-diizgiin bolgelerin B (o, B)

altsiniflarinda Bieberbach ve genellesmis Bieberbach polinomlarinin ekstremal

fonksiyonlara yaklasim problemleri incelenir ve uygun yaklasim hizi bulunur.

4. 1 Bieberbach polinomlarimin Dini-diizgiin bolgelerde yaklasim

ozellikleri

Dini-diizgiin bolgelerin bilinen bir altsinifini olusturan Lyapunov bolgelerin
de Bieberbach polinomlarinin konform doniisiime yaklasimi ve yaklagim hatasinin
degerlendirilmesi problemi ilk defa Wu [45] tarafindan incelenmistir.

G, Lyapunov bolgesi oldugunda Wu [45] 7 den bagimsiz ¢ = ¢(L) > 0 igin

clnn

G T
—ta
n

oy — 7, O<a<l (4.1)

2

esitsizligini ispatlamistir. Farkli yontemler kullanilarak Wu’nun elde etmis oldugu

yukaridaki degerlendirme Suetin [41] ve Israfilov [24] tarafindan iyilestirilerek

clnn

o — )
G L
n2

O<a<l

||(P0 - ﬂ:n

degerlendirilmesi ispatlanmistir. Burada ¢, n den bagimsiz bir sabittir.

Bu boliimde biz Lyapunov bélgeleri sinifindan daha genis olan B (o, B)
bolgeler smifi igin (4.1) in bir genellemesini verecegiz. Ozel halde G bolgesi
Lyapunov bolgesi oldugunda buldugumuz degerlendirme (4.1) ile ¢akisir.

Ana teorem ve ispatint vermeden dnce burada gerekecek yardimei sonuglari ve

ispatlarini verecegiz.
¢,, ¢, > 0sabitler oldugunda a >0, b >0 sayilarn i¢in ¢,b <a <c,b esitsizligini

a = b ile gosterecegiz.
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4.1.1 Yardimci Sonuclar

Asagidaki lemma, L €B (oc, B) oldugunda vy, fonksiyonunun stireklilik
modiilii ile ilgili bir degerlendirmeyi i¢ermektedir.
4.1.1 Lemma. L €B(a,B), a€(0,1], B<[0,) ise

co“In” g o€ (0,1);

vy (we" )=y, (),

0)(1//'0 b 5) = Sup 4
‘h‘sﬁ 5lnﬂ+1 =,

oa=1

degerlendirmesi gecgerlidir.

Ispat. L Dini-diizgiin egri oldugundan [35, s.44, teorem 3.2] den

argy, (e” )=6(r)-1 —% (4.2)
ve
. 2 it
logy’, (w)=— [& W(@(t)— - ﬁjdt (4.3)
2wy e —w 2
esitlikleri yazilabilir.
g(t):=argy, (e”) olsun. (4.2) den
(g, 9). = supllg (t+ )= 80N,y < @(0,0)+ 0(t,6) < ;6 In” = T 4
olur. Bunu dikkate alirsak
J T
o' (g0):= I—dw(‘ft) t+ 5J.4dw(5t) t
0 0
modiilii i¢cin
o p 4 .
oI’ =, ae(0,)
»'(g,6)< o (4.5)

I
—_

célnﬂ”%, a

degerlendirilmesi elde edilir.
Gergekten, eger o € (O,l) ise yeterince kiiciik € >0 ve 0 dan bagimsiz bir c;

sabiti i¢in
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s 4

< 1nﬂ§sC35“ In 5 t (0, 5]

olur. Diger yandan VS € [0, oo) igin
lnﬁis lnﬁi, te [5, 7r)
t o

esitsizligi yazilabilir. Boylece (4.4) bagintisindan

et e
o' (g d)< cz'[ ldg_etdﬂrczéj Ttdt
0

0
4 47 4
<, 0" In’ —[t5"dt + ;6 =~ [Pt < e85 In” =
51 59 B

bulunur. Eger o =1 ise benzer yontemle

€ 54 ﬁ4
s tIn” — - In” —
w*(g,5)éc6j Ttdt+c75'|‘ Ttdt
0 o

o T
<c 0’ %jﬁdz —c,6[In’ ;dlné
0 0

< c¢,dln” §+ ¢y0ln”" g < ¢oln ! g

oldugu goriiliir.

L egrisi Dini-diizgiin oldugundan, 27 periyotlu

glt):=argy, ") =6(1)~1 —g

fonksiyonu reel eksende Dini siireklidir. Bu durumda (4.2), (4.3) ve [35, s:47] deki

Onerme 3.4 den, logy', (w) fonksiyonunun D de siirekli genislemeye sahip oldugu
ve |w] - w2| < ¢ < I ozelligindeki w,,w, € D noktalari igin,
|10g v', (w1 )— logy', (w2 )| <cw* (g, 5)

oldugu goriiliir.

Bu son esitsizlikden
|‘//’0 (WI )_ v (WZ)I <cy o) (g: 5)) |W1 - W2| <d<li (4.6)

esitsizligi ve sonunda (4.5) ile (4.6) birlestirilerek
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0% In” %, a < (0,1)
oy, ,8)<
¢S In”! %, a=1

degerlendirmesi elde edilir.

G, dizgiin sl bir bolge ve @, (w):= (¢, )2/ ’ (w(w)) olsun. ® o (w)

fonksiyonu L”(T') dendir. Gergekten;

[, 21 ‘ (((P'o Jo o W)(We,»h i

((Po pOl//j
1

Sonuncu ifadeye — + qi =/ i¢in Holder esitsizligini uygularsak
0 0

1/pg /99
H@p(w)H;(T)Sc( [ |<p'0(z)|2*’°|dz|J [ [ |<p'<z)|‘*°|dz|J
L L

olur. ¢,,p'e L’ (L) oldugundan yukaridaki ¢carpim sonludur ve H@ » (w) Hp <o

LP(T)

@[ 9:)]la

=

bulunur.

LeB(a,B), a<c(0,1], pel0,0) olsun.

(q'J ,8)=sup 45( ”)—%(W)HT

|n|<o

fonksiyonuna ((p’o )2/p e E? (G) nin genellesmis siireklilik modiilii diyecegiz.
p=2 durumunda @(w) = ((p’o Ol//) (w) fonksiyonunun genellestirilmis siireklilik

modiilii o(®,5) elde edilir.

4.1.2 Lemma. L € B(oc,B), ae (0,1], pe [0,00) ise

a B 4 .
co’ln” —, ae (0,1),
o(®,5) < o

cﬁlnﬂ“%, a=1

degerlendirilmesi gecerlidir.
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ispat. L Dini-diizgiin egri oldugundan y', ve ¢', fonksiyonlar sirasiyla D
ve Gde, ' ve ¢ fonksiyonlari ise sirasiyla D~ ve G~ de siireklidir. Ayrica
W =1 tizerinde |y = | = 1 bagntilar, L iizerinde de |¢';| = |¢| ~ 1 bagmtlar:
saglanir. Boylece
bl T o, <[l -, <[ =, =Je* = =
ve 4.1.1 lemma uygulandiginda

@(weih )— ¢(W)”T = sup H¢'O [W(Weih )]_ @ [W(W)]‘

B

o(®,8) := sup

T

1
Vo l(Po lw(weih )J J_ VY [(Po [\V(W)] ]

: ci‘ﬂzH vy [oolwlwe” )l 1-v', [o, (w1,

=sup
‘h‘éé‘ T

0% In” i, ae (0,1);
< o
¢oIn”! i, a=1
bulunur.

E* (G) de polinomlarla yaklagimi ifade eden ve Alper [4] tarafindan

ispatlanan asagidaki teoremi ana teoremin ispatinda kullanacagiz.

4.1.3 Teorem. f € E” (G), 1 < p <o ve L bir Dini-diizgiin egri olsun. Her n

dogal sayist icin

"n
olacak sekilde derecesi < nolan P, (Z, 1) polinomu vardir. Burada c, n’den

|7 =) < £ =cof (row) L)

bagimsiz bir sabittir.
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4.1.2 Ana Sonuclar

4.1.4 Teorem. L€ B(a,p), o e (O,l], pe [O,oo) ise n’den bagimsiz bir
c>0 sabiti icin
lnﬁ+1/2

C n

+1/2 7’
n o

6 S
Cln p+3/2

||(P() - n-n

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat. ¢, (z), ¢, fonksiyonuna || . || 2() normunda en iyi yaklasan ve derecesi

< n olan bir polinom, yani,

|#'=a.],2) = infle's =P,

(G 12(G)

olsun. Burada inf derecesi < olan tim P, polinomlar1 iizerinden alinir.
0,(2)=[q,(6)dt, t,(2)=0,(z)+[1-q,(z)(z-z)
0
olsun. Burada ¢,(z,)=0, ve t',(z,) = I oldugu kolaylikla gériiliir.

1
(2.2) bagintisinda 6zel halde w = |(p’|7 » ve f =@, almirsa p=2 i¢in
LJ
ol),

2o = |00=a, = 1+4,(z) | 2

1
6'” (¢'0 )2 S Cn_EE’? [(p'o s

ve buradan

||(P’0 _t’n
(@)

<,(0), +[1 =4,z 26,

A ]
<cn ZE,?[(P'():_,J +
1),

bulunur. Simdi (2.1) bagintis1 p=2 i¢in kullanilirsa

(P'O (ZO )_ 4, (20 mL2 (G)

€, ((P,O )2

20

1
i ' ) ' 1
(PO_t ””LZ(G) < cn ZEV?((PO ’?J +
2

_1 ]
scyn 2E3((P'0 ) _,J
1),
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ve buradan da 7, ’in ekstremal 6zelligine gore

' ' - ' 1
”(Po_”n 2(G) Scyh ZE;?((PO rml

elde edilir.
2.2.11 Lemma p=2 durumunda uygulanir ve Simonenko ve

Andrievskii’nin yontemi kullanilirsa, sonuncu esitsizlikten
Inn .1
G SCIS(_j E,? Do
" o),

L Dini-diizgiin oldugundan z € L i¢in |(p' (z)| ~ | bagintis1 gecerlidir ve

N | —

||¢0 - ﬂ’.n

esitsizligine ulagilir.

boylece

1

| 2,
[ _”nna < Cz{%jz “,}nf

®o=Bul 2 e

(1)

!
S € (ln#j : igf”(P'o —P,

bulunur. Simdi 4.1.2 lemma ve 4.1.3 teorem uygulandiginda

clnﬂ+1/2n
||(p0 =7, < cls(—] a)(CD, —] <
G n n clnﬂ+3/2n
FEZEN =1
esitsizligi ispatlanmis olur.
4.1.5 Sonug. Eger LE B (a,0) ise
clInn
||(p0—7rn ¢ <TTI ae(O,l)

n 2
olur.

Daha &nce P. K. Suetin [42] ve D. M. Israfilov [24] tarafindan elde edilen bu

sonu¢ Wu’nun (4.1) deki sonucundan daha iyidir.
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4.2 Genellestirilmis Bieberbach polinomlarinin Dini-diizgiin bolgelerde

yaklasim ozellikleri

Bu bélimde Le B (a,B), @ €(0,1] B €[0,0) oldugunda 4.1.4 Teoremde

elde edilen degerlendirme 7, polinomunun genellesmesi olan 7z, , polinomu ile

®, (z) = _[ [(po ({ )]2/p d¢, ze G, p>0, fonksiyonuna yaklasim durumuna

20
genellestirilir.
4.2.1 Yardimc1 Sonuclar
Once 4.1.1 Lemmasinin asagidaki genellesmesini verelim.

4.2.1 Lemma. L e B (a,B), @ (0,1} g e[0,0) ise

cé“lnﬁg, ae((),l),‘

olly,'”.6)= sup

() e )= (o, ()| <

T

= S a=1
olur.
Ispat.
(4.4) bagintisina gore
wl(g 8)<c,0%n” g 4.7)
dir.
Diger yandan
J T
w'(g0):= I—dw(g ) t+5f4dw(g2’ ) i
0 4 8 t
i¢in

cé“lnﬁi, o€ (0,]),‘
o (g,6)< J (4.8)
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oldugu (4.5) den bilinmektedir.

logy', (w) fonksiyonunun D de siirekli genislemeye sahip oldugunu ve
buna gore de |w, —w,|<J < I ozelligindeki w,,w, € D ler igin,

|10gW'0 (Wl )_log‘//'o (Wzl = Cw*(g,ﬁ)

bagintisinin yazilabildigini daha 6nce belirtmistik.

Diger yandan |§1| <M, §2| <M igin,
0 n—1
‘eg’—eg‘SKz—CJznﬂ;{, SC(M)|CQ—CJ|
n=1 .

saglanir, burada ¢, = ilogt//’o (w,), k=12 dir.
p

Son iki esitsizlikten
‘(l//'o )2/1) (W1)_(‘//'0 )2/17 (sz <cy a)*(g,é), |W1 _W2| <d<l 4.9)
oldugu goriiliir. (4.8) ile (4.9) birlestirilerek
¢S In” i, ae (0,1);
o

el
coln”' =, a=1

degerlendirmesi elde edilir.

4.2.2 Lemma. Le B (a,B), @ €(0,1 g e[0,0) ise

o In” i, ae (0,1);
ol®,,5)< j
¢oIn”! 5 @ =1

bagintist gegerlidir.

Ispat. 4.1.2 Lemma’sinin ispatinda gosterildigi gibi
[l -, >yl )], =[], =1 =}
dir ve 4.1.2 Lemma’dan

olo,.8)= s "), ], = sup [ e -0, 0]

|n|<6

T
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1 1
=sup

o “[co e | 7 Tl (W] )
<csupH v V" oo lwlowe )=, Y Too by |

0% In” i, a € (0,1)
< o

Il
—

cﬁlnﬂ“%, a

elde edilir.
4.1.3 Teorem ffonksiyonu 6zel halde ¢', olarak secildiginde buna Faber

serisinin z. kismi toplamlar1 yardimiyla yaklasim teoremi asagidaki sekilde olup ana

teoremin ispatinda kullanilacaktir.

4.2.3 Teorem. G, Dini diizgiin sumirli bir bolge, p>1 ve

(¢, . 2)= Zak( (). n=012,.

@', niin Faber serisinin n. kismi toplami olsun. Bu durumda c>0 sabiti igin

1
P (L) = ca)[q)p ’;j

H¢'p =S, ( 'p ”1

bagintist vardir.

4.2.2 Ana Sonuclar

424 Teorem. Le B (a,B), a<(0,1] g e[0,0) olsun. Bu durumda

asagidaki bagintilar saglanir.
1. p > 2 oldugunda, bir c, > 0sabiti i¢cin

- n P Inn’n,
4 ‘6 =6 - B+

ae
—1-1/
n PInn""n, a=

H(/)P ~ 7,

e (0,1)
1.

2. p =2 oldugunda, bir c, > 0sabitiigin
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1
et
—o—1/2
n " ?lnn ?n, ae(O,]);
el
nInn n,  «a

”(Po

1.
3. 1< p <2 oldugunda, Ve >0 ve bir ¢, =c,(e)>0 sabiti icin,

1
—-a-l+—+¢

n L ae(O,l);

_<c
G 3

H(pp Ty

Ispat. Le B (oc,B) olsun. L Dini-diizgiin oldugundan, |¢' | ve 1/|¢>'|

fonksiyonlart her p >1 igin L” (L)’ye, ¢', fonksiyonu ise L” (L, l/|(o'|) ye aittir.

Ayrica @', € E 1 (G)oldugundan @', ek’ ( /¢’ ) olur. Bu durumda (2.2) esitsizligi

f= (p;j durumunda da yazilabilir.
q, (z) ’in @', fonksiyonuna || . || () normunda en 1yi yaklasan ve derecesi < n

olan bir polinom oldugunu varsayalm. p,(z,)=0, p', (z,)=1 olacak sekilde

)= Ja. 0. p =P O aele2)

polinomlarini tanimlayalim.

D, (z) ve p, (z) nin tanimlarindan

o) =94 =1+ 4.(2))

LP(G)

< H¢‘p_qn 17 (G) + ”1 -4, (Zo ]|Lp @)

= H(P’P "l (o) T ‘(P’p (z,)-4, (Z()X

olur.

Diger yandan (2.1) ve (2.2) esitsizliklerinden

H(p,p 4 H

P (G
+c, (©)

c ’
LP(G){] ’ (ﬁdzzj)l/p J o ((Pp )p’
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1 ]
<cn PES[(p’p —’]
o] ),

ve 7, , polinomlarnin ekstremal 6zelligi dikkate alindiginda

1
(R < p 0 '
H¢p ﬂ-n,p Lp(G) scn En(wpa

=cn!'?inf
Pn

< cn‘”””go'p—Sn (go'p ,.1

-1/
=Ccn ’ j‘¢'p_
L

<enVP H(D'p—
L

olur. Bdoylece

1 '
Hgop " onnllp (o)

bulunur. 4.2.3 Teorem ve 4.2.2 Lemma kullanilarak

1

' '
o',

n—a—l/p
<

elde edilir.

=
)

@',—p,

Sn

SV[

1
<cn? H(o'p—S

LP(L,1/]g)

p@jﬂp

o]

1/p
dz|]

NP (L)

P

- 1
p -
LP(G)Scn a)(cl)p,nj

Inn’n,

(94
=6 “1-1/p B+l
n Inn""n, «

LP(L,1/]9))

Simdi 2.2.11 Lemma’ya gore eger p>2 ise bir ¢, > 0 sabiti i¢in

H(pp “up

—a-1
n V7 Inn’n,
G~ 1

pp 11’1nﬁ+1n,
p=21se bir ¢, > 0 sabiti igin

pel
- n " Inn ?n,
e 3

||(P0 _n-n
W3
n1nn 2n,

29

ae(O, 1);
a=1,

ae(0,1)

a=1,



oldugu goriiliir. 1 < p <2 durumunda ise, diizgilin bir egrinin V& >0 i¢inl+¢&

quasikonform katsayili quasikonform egri oldugu g6z oniine alinarak [38] bir c3>0

sabiti i¢in

2 ) 2(1+e)? o
["IJ > (n P Inn’n a e(O 1)
- s e - ae
P nplg = -1-
¢ n P, a=1,
—a—1+l+s
n In? n, ae (O, 1),
<c .
—2+—+¢ |
n ' In'n, a=1,
1
—a-l+—+¢
n , ae (O, 1),
<c
<c 1
—2+—+¢
n , oa=1

sonucuna ulagilir.
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5. GENELLESMIS BIEBERBACH POLINOMLARININ SINIRLI
ROTASYONLU DUZGUN BOLGELERDE YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bir dnceki boliimde ¢, fonksiyonuna 7, , polinomu ile Dini diizgiin

bolgelerde yaklasimi inceledik. Bu boliimde ise ayn1 yaklagimi sinirli rotasyonlu
diizgiin bolgeler sinifinda inceleyecek ve [23] deki sonucu p € (l,oo) icin
genellestirecegiz.

Bu bolgeler sinifindaki yaklasimi degerlendiren sonuglari vermeden dnce

yardimci sonuglari verelim.

5.1 Yardimci Sonuglar

5.1.1 Teorem. G, sinirl rotasyonlu diizgiin bir bélge ve p > 1 ise

Ve > 0icin
’ 2 .
bifeyear
p

olur.
Ispat. G bolgesi diizgiin smirli oldugundan ( 35, s. 43-44, Teorem 3.2 )

geregince, bolge sinirinin konform parametrizasyonu igin

2

arg(z//(’, )p (e” ) = ?argw(; (e” )
2 T
oy

ve

2 . 2 it

' i e +w 2 T

zog(wo);(w)zgj ~ W—(H(t)—t—;)dt, weD (5.1)
0 —-wp

bagintilar yazilabilir.

(5.1) bagitisinda w’ya gore tiirev alinirsa
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Ne-1
i(V/oF Yo (W) i T e

-—| = (9(1)—t—§)dt, weD

bofon 7o )

ve buradan

2ol =Ll P e o-1-Zpa wen

2
0 (elt _ W)

e —w

- ¥ p(W)T (G(t)—t—g)d,( ! j weD

bulunur.

o01-5)

fonksiyonu periyodik oldugundan, kismi integrasyon yontemi kullanilarak

?(w; F v 0= (Wéi(w) j MO8 \ep )

e’ —w

elde edilir.

2 Bt x5\ N p
Mp(r,_(‘//o); Y ):(J. |_('//0F (rel )V/O (rel )‘p d@]
p vw P

ise (5.2) bagintisindan

2 , 2_1 . 1 2
M;’(r,;(woy Wy )= f

(p”)p 0

oldugu goriiliir ve burada, Holder esitsizligini kullanirsak

(%)i (e )] do()-1-m2)| | ”

it i0
0 e —re

2( B
Mﬁ(’”a_(l//o); 29
p

i (f o e dHJm (I

0

it i0
0 e —re ‘

o P40 Vao
Id(e(t_)—z—_n/z)| dH}

bulunur. Burada 1/ p, +1/¢, =1 dir. Bélgenin sinir1 diizgiin oldugundan ilk integral

sonludur ve boylece
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2

J

0

it i0
0 e —re

pgy )
2( o odeo(e)-t-a2)|
Mp(r:;(‘//()F W0)<01[ J. (() - )| do (5.3)

bagintis1 elde edilir.

Minkowski esitsizligini (5.3) bagintisina uygularsak

2 , 2_1 ” 2 2 dH gy )
Mp(r,;(wa); v, )<c | [j Ie—J 1d(0(t)—t—/2)]
0

_ reiﬁ |pqo
0

olur ve burada

T do ¢

; . <
: | ell _ rel(’? |pq() (] _ r)P‘I()*I

bagintisini géz Oniine alirsak

2

2( 1o ¢
Mp(r:;(l//oy V/O)S#J- |d(9(t)—t—7r/2)|

0

(]—r) iy !

esitsizligine ulasilir.

G bolgesi siirli rotasyonlu oldugundan , H(t)— t — /2 fonksiyonu sinirlt

varyasyonludur. Bu 6zellik sonuncu integralin sonlu oldugunu gosterir ve bu
durumda

2 e
M, =\, ] Vo)<
p (]—r Pdy

bulunur.

1’e yeterince yakin birg, > 1 sayis1 secilirse, V& > 0 icin

Cs

2( B o
Mp(ra;(‘//o); Wy)<

olur.

Son esitsizlige Hardy-Littlewood teoremi [10, s.78] uygulanirsa

’ 2 .
(!//o);(e”)E/lfg
P
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sonucuna ulagilir ki bu da hipotezi ispatlamis olur.

Simdi 5.1.3 teoremde gerekli olacak, Privalov Lemmasi olarak bilinen bir

lemmanin ifadesini verecegiz.

5.1.2 Lemma. Eger C sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve Cauchy singular
integrali C de hemen hemen her yerde mevcut ise C nin i¢ ve dis bilesenlerini
olusturan bolgeler lizerinden biitiin acisal yollar boyunca Cauchy integralinin limit

degerleri C de hemen hemen her yerde mevcuttur ve

limjL_Z')dz’= J@dz’im’f(z(’)), z,eC

2220 ¢ C z -z

esitligi gecerlidir [18, s.431].

5.1.3 Teorem.. G, diizgiin simirli bir bolge, p >1 ve

Su(9.2) =D ar(p,))Fi@), n=01.2,...
k=0

@', fonksiyonunun Faber serisinin n. kismi toplami olsun. Bu durumda c>0 sabiti

icin

<cw,, (P,,1/n),

pte

¢p - Sn (¢p ’.)

P(L)

bagintist gegerlidir.

Ispat. @ , €L"(T), p=1loldugunu daha 6nce gostermistik.

d); ve @ fonksiyonlarini asagidaki sekilde tanimlayalim.

. 1 2,()
@p(W) _2_7Z-I'T1-p_wd WED,
D
913;():L ﬁdrweD
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yazabiliriz. Burada

’ b
4 ((pp) =LJ' p(r)drrk:O,],Z,..., (5.4)

2ri !

T

(pl; fonksiyonunun Faber katsayilaridir.
5.1.2 Lemma’ya gére, T iizerinde hemen her yerde ® , =®] —~®, olur.
Ustelik @' € E”(D), ®, € E"(D")ve®,()=0 oldugunu gérebiliriz. (5.4)

bagintisindan

ak(¢;)= ! | cpp(r)d 1 | @' (r)-, ()

z_,’c+1 272_1 z_lc+1

dr = a, (P )

2ri

T T

elde edilir. Yani (01; eE? (G) ‘nin orjindeki k. Faber katsayilari, ® € £”(D) nin
orjindeki k. Taylor katsayilar1 olur.

Diger yandan (p; eE” (G) oldugundan

J.(Pp—(g,)dgza zleG’
1 ¢c—z

ve Tiizerinde hemen her yerde saglanan ® , = ®  —®  bagmtisindan L iizerinde

hemen her yerde

0 (5)=D (0(s) - D, (9(s)) (5.5)

p

yazilabilir.

z' e G~ alalim. Bu durumda

olur. p>1 igin (0; € E”(G) oldugundan

Sn((D;’Z’)::ZOak((D;)Fk(Z')::Zoak((o,z’;)(ok(zr)-i_ 1 J- Zﬁoak(¢’;)§0k(§)dg

2miy c—z

1 w;(g) . ( ) K 1 ZZ_oak((P,;)(ﬂk@)
- dec = d
] 2\, Jo (Z)+2m.£ . 5
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R AC PR A

dg
2riy o2

2riy - -
oldugu goriiliir.
Kolaylikla goriilebilir ki, @, (¢(5)) € E(G™), p=1ve ®, (¢(0))=0. Buna gore

siirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiilii kullanilirsa

o
R D)

ve buradan da

n

Su(@p.2) =D ai(@,)o*()

k=0

+

de -, (p(=)

g 510l Jot (0)- @5 0(0)

27y c—z'

olur. L nin digindaki biitiin agisal yollar boyuncaz’ — z limiti alinirsa, goriilir ki L

tizerinde hemen her yerde

Sn(@p.2) = %[Zak(qa;)fpk(z) - @;(w@))}
k=0

+[0;(p2)) — P, (p()]+S. (Z ar(p, )o* — @ o <p> @)
k=0

oldugu goriiliir. Ustelik (5.5) bagintis1 hesaba katilarak, L” (L), (p>1) de singular

operatoriin sinirhiligi ve de Holder esitsizligi kullanildiginda son esitlikten

I 0y =Su(0p) ey <co I Y ai(0,)0"@) - 0;(0@) llww
k=0

= cq j Zak@p;)(p"(z)—@;(fp@)) |dz|

L k=0
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=

n p

= eo| [ |2 a(op)wt = @300 | /00w

T | k=0

1

n ppo o

l 1
<o |25 ar(o,)w - opow) [ w007 e
T | k=0 T
bulunur. Burada -+_L=1dir. y'eL”, ( p >1) den dolayi son integral sonludur

PO

ve bdylece her p, >li¢in

I oy —Si(@pe) e <cr| D a(o,)wh - @i(w)

k=0 L")

elde edilir.
Simdi (9, s.205 Teorem 2.2 ) kullanilarak

| @5w) = D" ar@DIwh ([ mogry < cs@pp, (@5, 1/n),
k=0

bulunur. Burada

@pp (D5, 1/n) = sup | (I);(weih)—d);(w) | ovo ) -
[h|<l/n

T iizerinde hemen her yerde

L1
O =§(DP+ST((DP)

S1(@,)(w) = (P.V) = | 1 (fv) dr, w|=1,
oldugundan
w, (F,1/n)< és:iguép (we )~ (w)HLppo "
+S;15’ns P (@, )we" ) =S (@, )W)y 1)
elde edilir. n

Simdi L”(T), p>1 den kendisine singiiler integralin sinirlilig1 kullanilarak
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@ pp, (D}, 1/n) < C9|hs»|u]§l)/ | (Dp(Weih) -®,(w) |

IPPO (T)

1
=cyw,, (D,,—)
n

PP

sonucuna ulagilir.

Boylece

"( p")HLP(L) <c9wppo(¢ I/n)

oldugu goriiliir. 1 e yeterince yakin p, >1 sayist segilerek

(pp _Sn( p’)

<cow, (P, 1/n)

p+e

P (L)

esitsizligi bulunur.

5.1.4 Lemma. Eger p >1 ve G simirli rotasyonlu diizgiin bir bolge ise

Ve > 0icin

o, (®,,1/n)<

——
n p

bagintist saglantr.

Ispat. Holder esitsizligine gore

; 2 . 2 Lp
| @y 0ve™) = @,0) o, = ([ 1 @0 rlwe™) 1= @) wm)] 17 | dw | )

ZJ.‘,zl ih_,zl p|dW|
) o llwe™)] () )2 Loy (w(w)]

NI B AT
T sV o (wve™ )] (0, )7 Lo, ()]

| dw|

[ [ o bolore 1o ) o (w(W))]I"q"J

= A, -B,

< [JT‘ Az [ 20w (w)] ~ )% o, (e )]0 |dw|J1/(pp0 )
/
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dir. Burada I/p,+1/q, =1 dir. 1/ p, +1/q, =1 oldugunda Holder esitsizligini

kullanirsak

1

B, = [J‘ N2 . 5 |dw|]
? 1o lolove - o, o))

SU T 'dw')mm

I e

ve 1/ p, +1/gq, =1 oldugunda

] 1/(17%171)
B, = - d
z [l G W'J

{l it J

pgypip2) pqyp1q,)
<|| |(p'(z)|”|dzj ( ; Idzlj
[L ol (2 ]|

p'el’ ( p> 1) oldugundan son esitsizligin sagindaki ilk integral sonludur ve boylece

‘ , ( )< pqppi19:)
w
B, ¢y [l [l//, (l/:)]gqﬂqlqz_ | dw |J
0

bulunur. Yine Holder esitsizligi kullanilirsa 1/ p, +1/¢, =1 i¢in

pqop19293 )
pqop19:03) ‘dw’
T e [
T[V’o(w)]

esitsizligi elde edilir. w, € L” ( p> 1) oldugundan ilk integral sonludur ve boylece

pqyq,)
. |dw|) = B,,-B,,
ih ))J|2qoq1

N

olur.

B,, sayist da sonlu olur.

B,, nin sonlulugu benzer sekilde ispatlanir. Sonug olarak
|, 0ve" ) =@, 00)] ., < cnd,

bulunur.
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w,(®,,1/n) = sup

| h|<1/n

\@p (we" )~ ®  (w) HLP "

oldugundan, son esitlikten
2 _ 2 1ippy)
0y (P 1)< ey sup (L (o )7 oo brlwe™ )= (o, )7 [, ()] 172 [ l) :
ve 5.1.2 Teorem den

1

©, (@, 1n) S cp, sup | 0, wlwe”)- @, (w(w)
oldugu goriiliir.
G bolgesinin sinir1 diizgiin oldugundan ¢, ve  doniisiim fonksiyonlari sirasiyla L
ve Tlizerinde Ve > 0 icinl —¢ katsayili Holder sinifina aittir. Bunu dikkate alirsak
son esitsizlikten
c

o,
n PPy

®,(D,.1/n) <

elde edilir. Burada 1 e yeterince yakin p, >1 sayisi segilerek Ve >0 i¢in

0, (®,,1/n) < —5—,

npe

esitsizligine ulagilir.

5.2 Ana Sonuglar

5.2.1 Teorem G, sinirli rotasyonlu diizgiin bir bolge ise V& > 0 igin

C
21 p>2;
—=&
p
H(pp _77’-11,1) 6 S
Cs
=, I<p<?2
n

olacak sekilde c, = ¢,(¢) ve ¢, = ¢, (&) sabitleri vardir.

Ispat. G diizgiin bir bélge oldugundan | ¢, | ve 1/|¢’| fonksiyonlar1 Vp > 1

icin L” (L) ’ye aittir [44]. Holder esitsizligi yardimiyla
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/12p0 20 ]
= U 0, |dz|] J‘ — |dz| | <o
L

Hle

ve boylece (p[; e L”(L,1/|¢'|) olur. Burada --+-L =1 dir. Sonug olarak

Po 90
gol; € E?(G,1/]¢'|)oldugu goriiliir. Diger yandan 1/ | ¢’ |e 4,(L), (p > 1) [21,
Lemma 12] oldugundan (2.2) esitsizligi (p;) fonksiyonu ve @ =1/|¢’'| agirlik
fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Simdi [23] deki Teorem 1 in ispatindaki metodu izliyoruz. (0;, ye |||| L,(6)
P

normunda en iyi yaklagan polinomu ¢, (z) ile gosterelim.
pn@ = [ @Ot pre) = pa@) +[1 - guz0)]E - 20)
20

A~ A~
olsun. Budurumda ?.(z0) =0, p,» (z0) = 1. olur. Buradan

o~
[ (P} —Pn ||L,,(G) =|| (an —qn—1+qa(z0) | Lp(G)

<[o, ~a.[, o *11=2.)l, e

Lp

:H(p;v 4 +c]2‘(p’p(zo)—qn(zox

Lp(G)

olur. Diger yandan (2.1) esitsizligine gore

' B N <H o N H(pl’ 9 L,(G)
Rt N Rl E CBW
, C
< H(Pp —-q, 1,(0) 1+ (ﬂd’;o )ﬁ
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ve (2.2) bagintisindan

¢, D,

_1 , ]
<c,n ”E;[gop,—, ]
1y(6) o',

esitsizligi elde edilir.
7, polinomlarmin ekstremal dzelligine gore,
1L , Ji
ScMn PE; (Pp’_,
) l9"[),

olur. Holder esitsizligini son esitsizlige uygulamak suretiyle

Cp =T

Lp

! ' 1. !
” Op — Tnp ”Lp(G) S cuun IIlf” Pp = Pn ||LP<L ;>
Pn ry

<cun? || (p,; - Sn (CDz/)") || Lp(L,+)

lo" |

1

P |dZ|

| o' |

_L !
< ciun’? I |(pp—Sn

L

®,=5S,

1
_1 ,
<o (J. PPO |dz|] PO [J. '1 |dZ|Jpq0
L Ak |0

bulunur. Burada 1/p,+1/g, =1 dir.

L diizgiin oldugundan, son integral sonludur ve boylece

Pp =T

n

Ly
P
<cn H(pp )

L

p(G)

LPPO (1)
olur. Simdi sagdaki norma p = pp, oldugunda 5.1.2 Teorem ve daha sonra 5.1.3

Lemma’y1 uygulayarak p, p, >1 ve £ >0 icin

1

1
P
Sch "0, ., (CDP,;

Pp =70 p

Lp(G)

1
Scpnr

J S—
n ppote €

oldugu goriiliir. Sonuncu esitsizlikte p, sayisi 1’e yeterince yakin segilerek

Pp =T

<c, -

Ly(G) e
P n V4
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elde edilir.
Diger yandan her diizgiin egri Ve > 0 i¢in 1+ & quasikonform katsayili quasikonform
egridir [38]. Bu durumda ispatin geri kalan kismi [20] deki Teorem 1 dekine benzer

olarak yapilir.
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6. SONUC

Lyapunov egrileri sinifinin bir genellesmesi tanimlanmis, bu siniftan olan
egriler ile sinirli bolgelerde Riemann konform doniisiimlerinin diizgiinliik
modiilleri i¢in baz1 6nemli degerlendirmeler elde edilmistir.

. Yeni tanimlanmis bolgeler sinifinda Bieberbach ve genellesmis Bieberbach
polinomlariin konform doniisiime ve konform dontisiim yardimu ile ifade
edilen 6zel bir fonksiyona kapali bélgelerde yaklagim hizi bolge sinirinin
geometrik ozelliklerine gore degerlendirilmistir.

Sinirli rotasyonlu diizgiin bolgelerin konform doniigiimlerinin diizgiinliik
modiilleri ile ilgili gerekli degerlendirmeler ispatlanmis ve bu
degerlendirmeler yardimi ile genellesmis Bieberbach polinomlarinin verilen
bolgelerin kapanisinda yaklagim hizi ile ilgili uygun degerlendirmeler elde
edilmistir. Ozel halde p=2 durumunda elde edilen sonug iyi bilinmekte olup

S. N. Mergelyan konjektiirliniin pozitif ¢oziimiinii vermektedir.

44



KAYNAKLAR

[1] Abdullayev, F. G., “Uniform convergence of the generalized Bieberbach
polynomials in domains of complex plane”. In: Approximation Theory and its
Applications, Pr. Inst. Math. Nats. Akad. Nauk Ukr., Kiev, (1999), 5.

[2] Abdullayev, F. G. , “Uniform convergence of the Bieberbach polynomials inside
and on the closure of domains in the complex plane”, East Journal of Approximation,
7,1, (2001), 77.

[3] Ahlfors, L.V. , Lectures on quasiconformal mappings, Wadswort, Brooks/ Cole
Advanced Books, Software, Monterey, California (1987).

[4] Alper, S. Y., “Approximation in the mean of analytic functions of class EP’
(Russian), In: Investigations on the modern problems of the function theory of a
complex variable, Moscow: Gos. Izdat. Fiz. Mat. Lit., (1960), 273.

[5] Anderson, J. M., Gehring, F. W. , Hinkkanen, A., “Polynomial approximation on
Quasidisk”, Differential Geometry and Complex Analysis, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, (1985), 75.

[6] Andrievskii, V. V., “Convergence of Bieberbach polynomials in domains with
quasi-conformal boundary”, Ukrainian Math. J. 35 (1983), 233.

[7] Andrievskii, V. V., “Uniform convergence of Bieberbach polynomials in
domains with piecewise-quasiconformal boundary” (Russian). In: Theory of
Mappings and Approximation of Functions, Kiev: Nakova Dumka (1988) 3.

[8] Andrievskii, V. V.and Pritsker, I. E.: “Convergence of Bieberbach polynomials
in domains with interior cusps”, J. d' Analyse Math. 82, (2000), 315.

[9] DeVore, R. A., Lorentz, G. G. “Constructive Approximation”. Springer-Verlag
(1993).

[10] Duren, P. L., “Theory of H” Spaces”, Academic Press, New York-London,
(1970).

[11] Dyn'kin, E. M., “The rate of polynomial approximation in the complex
domain”. In Complex analysis and spectral theory (Leningrad, 1979/1980), Berlin:
Springer (1981), 90.

[12] Dyn'kin, E. M. , Osilenker, B. , “Weighted estimates for singular integrals and
their applications”, Mathematical Analysis, Akad. Nauk SSSR Vsesoyuz. Inst. Nauc.n
Tekhn. Inform. Moscow, 21, (1983), 42.

[13] Gaier, D., “Lectures on Complex Approximation”, Birkhduser Verlag, Boston
(1987).

45



[14] Gaier, D., “On a polynomial lemma of Andrievskii” , Arch. Math. 49, (1987),
119.

[15] Gaier, “On the convergence of the Bieberbach polynomials in regions with
corners”, Constr. Approx. 4, (1988), 289.

[16] Gaier, D., “On the convergence of the Bieberbach polynomials in regions with
piecewise analytic boundary”. Arch. Math. 58, (1992), 289.

[17] Gaier, D., “Polynomial approximation of conformal maps”, Constr. Approx. 14,
(1998), 27.

[18] Goluzin, G. M., “Geometric Theory of Functions of a Complex Variable”,
Translation of Mathematical Monographs, Amer. Math. Soc. , 26, (1969).

[19] Israfilov, D. M., “Approximative properties of extremal polynomials”, Dep. in
viniti, Moscow, N. 5461, 82, (1982), 23.

[20] Israfilov, D. M., “Uniform convergence of some extremal polynomials in
domains in domains with quasi conformal boundary”, East Journal of
Approximation, 4, 4, (1998), 527.

[21] Israfilov, D. M., “Approximation by p-Faber polynomials in the weighted
Smirnov space EP(G, @) and the Bieberbach polynomials”, Constr. Approx. 17,
(2001), 335.

[22] Israfilov, D. M., “Bergman type kernel function and approximation properties
of some extremal polynomials on quasidisks”, East Journal on Approx., 9, 2, (2003),
157.

[23] Israfilov, D. M., “Uniform convergence of the Bieberbach polynomials in
closed smooth domains of bounded boundary rotation”, Journal of Approx. Theory,
125, (2003), 116.

[24] Israfilov, D. M., “Uniform convergence of Bieberbach polynomials in closed
Radon domains”, Analysis (Munich), 23, (2003), 51.

[25] Israfilov, D. M. , Oktay, Burcin, “Approximation Properties of the Bieberbach
polynomials in the Dini-smooth domains” Bull Belgian Math. Soc. 13, (2003), 91.

[26] Israfilov, D. M., Oktay, Burcin, “Approximation Properties of the Bieberbach
polynomials”, XVII. Ulusal Matematik Sempozyumu, Bolu, (2004), 32.

[27] Israfilov, D. M., Oktay, Burcin, “Approximation Properties of the Generalized
Bieberbach polynomials in the Dini-smooth domains”, Khazar Journal of

Mathematics, 2, (2006), 17.

[28] Karlovich, Y. 1., Bottcher, A., “Carleson curves, Muckenhoupt weights and
Toeplitz operators”, D’estvdis Catalans Barcelona Inst. Barcelona, (1997).

46



[29] Keldych, M. V., “Sur 'approximation en moyenne quadratique des fonctions
analytiques”, Math. Sb., 5, 47, (1939), 391.

[30] Kulikov, V., “L? convergence of Bieberbach polynomials” (Russian), Izv Akad
Nauk SSSR Ser. Mat. 43, (1979), 1121.

[31] Lehto, O. Virtanen, K. , “Quasiconformal mappings in the plane”, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, (1997).

[32] Markushevich, A. 1., “Theory of functions of complex variable 111, Prentice
Hall, Inc.(1967).

[33] Marsden, J. E. , “Basic Complex Analyis”, W. H. F. and Company, (1973).

[34] Mergelyan, S. N., “Certain questions of the constructive theory of functions”
(Russian), Trudy Math. Inst. Steklov, 37, (1951), 1.

[35] Pommerenke, Ch. , “Boundary Behaviour of Conformal Maps”, Springer-
Verlag, Berlin (1992).

[36] Pritsker, I. G., “On the convergence of Bieberbach polynomials in domains
with interior zero angles”. In: Methods of approximation theory approximation
theory in complex analysis and mathematical physics, Leningrad, 1991. A. A.
Gonchar and E. B. Saff; eds.), Lecture Notes in Math. 1550, (1992), 169.

[37] Privalov, 1. I. : “Introduction to the Theory of Functions of a Complex
Variable”, Nauka, Moscow, (1984).

[38] Rickman, S., “Characterization of quasiconformal maps”, Ann. Acad Sci. Fenn.,
Ser. A., Mathematica", 395, (1966).

[39] Simonenko, 1. B., “On the convergence of Bieberbach polynomials in the case
of a Lipschitz domain”, Math. USSR-Inv., 13, (1978), 166.

[40] Sobolev, S. L., Applications of Functional Analysis in Mathematical Physics,
SO AN SSSR, Novosibirsk, (1962).

[41] Suetin, P. K., “Polynomials orthogonal over a region and Bieberbach
polynomials”, Proc. Steklov Inst. Math, Amer. Math. Soc., Providence, R.1., 100
(1974).

[42] Suetin, P. K., “Series of Faber Polynomials”, Gordon and Breach Science
Publishers, Australia, (1998).

[43] Warschawski, S. E. “Uber das Randverhalten der Abbildungsfunktionen bei
konformer” Abbildung. Math. Z.. , 35, 321.

47



[44] Warschawski, S. E., Schober, G. P., “On Conformal Mapping of Certain
Classes of Jordan Domains”, Arch. Rational Mach. Anal. 22, (1966), 201.

[45] Wu Xue-Mou, “On Bieberbach polynomials”, Acta Math. Sinica, 13 (1963),
145.

48





