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OZET
GRAF TEORISININ BAZI MUHENDISLIK UYGULAMALARI
Murat S. SARAN
Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez damsmani: Doc. Dr. Ahmet Sinan CEVIiK)
Balikesir, 2008
Graf Teorisinin ¢ikis ve gelismesi aligilagelmis bicimde olmamistir. Teori,
kendisinden ¢ok daha eski bir problemin ¢dzliimii olarak ortaya konmustur. Graflar
daha sonra elektrik miihendisligi, kimya ve ekonomi gibi birbirinden bagimsiz
alanlarda karsimiza cikmistir. Bugiin ise graf teorisi, modern cebirin 6nemli

kollarindan biri olmustur.

Ele aldigimiz bu ¢alisma; graf kavrammi ve temellerini agiklayarak, elektrik
mithendisligi ve endiistri miihendisligi alanlarina ne gibi katkilarda bulundugunu
incelemeye yoneliktir. Bu arastirma gdstermistir ki bu iki miihendislik alaninda ilgili
problemlere yaklasimda farkli yontemler de olmakla birlikte, graf yaklagimi, bu
problemlere ¢cok daha net bir bakis acis1 ortaya koymaktadir.

Calisma dort boliimden olusup iki, {ic ve dordiincii bolimler tezin amacini

gerceklestirmeye yoneliktir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Graf/ Graf Teorisi / Elektrik Devreleri / Matematiksel
Model / Elektrik Devrelerinin Analizi / Ulastirma Aglar1
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ABSTRACT
ENGINEERING APPLICATIONS of GRAPH THEORY

Murat S. SARAN
Balikesir University, Institute of Science
Department of Mathematics

(MSec. Thesis / Supervisor: Asoc. Prof Dr. Ahmet Sinan CEVIK)
Balikesir. Turkey, 2008
Graph theory has had an unusual origin and development. Theory has been
shown up a solution of a problem which was set up before itself. Later, graphs
appeared in unique areas such as electrical engineering, chemistry and economics.

Today, graph theory becomes one of main branches of modern algebra.

This study aims that to explain basic concepts of graphs and then to examine
graph theory approaches in electrical engineering and industry engineering areas.
This study denotes that although both engineering areas have different approaches to
related problems, graf approaches of the same problem have more efficient focus on

problems.

Our study has four main chapters and second, third and fourth Chapters tend to

realize our aims.

KEYWORDS: Graph / Graph Theory / Electric Circuits / Mathematical Model /
Analysis of Electric Circuits / Transport Networks
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1. GIRIS

Graf Teorisi 1736 yilinda Euler’ in Konigsberg Koprii problemini ¢dzmesi ile
ortaya atildi. Sonraki yiizyil boyunca iizerinde herhangi bir ¢alisma yapilmayan
teori, 1847 yilinda G. R. Kirchhoff” un (1824 — 1887) Aga¢ Teorisinin Elektrik
Devrelerine Uygulanmasi baslikli ¢alismasi ile yeniden giindeme geldi. Bundan on
yil kadar sonra A. Cayley (1821 - 1895) C,H,+> Doymus Hidrokarbon
Izomerlerinin Simiflamas: ¢ahsmasi sirasinda agag¢ kavramim kesfetti. Kirchhoff ve

Cayley ile ayn1 zamanlarda graf teorisi i¢in iki ayr1 kilometre tas1 kondu.

Bu kilometre taslarindan birincisi bir harita {izerinde, birbirlerine sinir komsusu
olan iilkelerin farkli renklerle boyanarak birbirlerinden ayrilmasi i¢in dort rengin
kullaniminin yeterli oldugunu gosteren Dért Renk Varsayimidir. Dort renk varsayimi
ilk kez A. F. Mobius (1790 — 1868) tarafindan 1840 yilinda verdigi bir ders sirasinda
ortaya atilmigtir. Bu varsayim 1879 yilinda Cayley’ in Proceedings of the Royal
Geographic Society adli dergide yaptigi makale ile ¢ok bilinen bir problem

durumuna geldi.

Ikinci kilometre tas1 ise Sir W. R. Hamilton (1805 — 1865) tarafindan gelistirilen
bir bulmaca yardimiyla kondu. Bu bulmaca, her kosesine diinyanin 20 6nemli
sehrinin yerlestirildigi tahtadan, diizgiin bir 12-yiizliiden (her bir yiizii diizgiin bir
besgen olan 20 koseli, her bir kosede 3 ayridin birlestigi ¢okylizlii) olugsmaktaydi.
Burada hedef; 12 yiizliiniin kenarlar1 kullanilarak her bir sehirden bir defa gegmek
kosuluyla 20 sehri iceren bir tam tur yapmakti.

Bu emekleme donemini bir yarmm ylizyillik duraklama donemi izledi. Bu donem
sonunda 1939 yilinda D.Ko6ning kendinden Onceki c¢aligmalar1 derleyerek konu
hakkindaki ilk kitabr yayinladi. Izleyen 30 yil boyunca teorik ve uygulama alaninda

konuyu igeren ¢ok yogun caligmalar yapildi. Giliniimiizde de halen yukarida sozii



edilen ¢oziilmiis ya da ¢oziilmemis problemlerin ifadesi ve ¢dziimii anlaminda pek

cok calisma yapilmaktadir.

Son on yillik periyotta ise yine graf teori kullanilarak, Kriptografi, Bilisim ag1
sistemleri ve elektronik, mekanik sistemler vb. ([6] [14] [15] [9] [10] [18])
konularinda gerekli ¢caligmalar yapilmis olup, halen teorik matematiksel kavramlar
(6zellikle cebirsel konular) iizerinde, adi gegen uygulama alanlarina adaptasyonlar
yapilmaktadir. ([2], [11]). Konu {izerinde yapilan ¢aligmalar ¢esitli siireli yayimnlarda
da yayinlanmaktadir [8].

Bu tezin genel amaci, o6zellikle cebirsel ve uygulamali matematik alanlarinda
onemli bir yer tutan Graf Teori kavraminm, sadece matematikte degil, ayni
zamanda miihendislik disiplinine de katkilarinin bulundugunu ve de mevcut bircok
mithendislik uygulamasimin ya graf teoriden basladigi ya da teorinin miihendislik

uygulamasina dogrudan rehber oldugu ger¢egini vurgulamaktir.

Tez 4 boliimden olusup iki, ii¢ ve dordiincii boliimler tezin amacina yoneliktir.



2. GRAFLAR

2.1. Graf Nedir?

Bir graf G = (V,E ) kiimelerinden olusur. Burada V' = {vl,vz,...}kﬁmesinin
elemanlarma diigiim; E = {el,ez,...} kiimesinin elemanlarina da kenar adi verilir.
Bir e, kenari sirasiz bir ¢ift (vi,vj) ile belirlenir. Sozii edilen v, ve v, diigiimleri e,

kenarinin baglangi¢ ve bitig diiglimleridir. Graflarin en yaygimn gosterimi, Sekil 2.1
de gosterildigi gibi, diiglimlerin birer nokta, kenarlarin ise kendi baslangic ve bitis
diiglimleri arasinda dogru parcalar1 ile gosterildigi diyagramlardir. Diyagramin

kendisi graf olarak adlandirilir.

Bir grafta, herhangi bir e, kenar1 bir (vl.,vj) diigiim cifti ile eslesir. Baslangi¢
ve bitis diiglimleri ayn1 olan kenar dongii olarak adlandirilir. Sekil 2.1 de e, kenar:

bir dongiidiir. Baslangi¢c ve bitis diigiimii ayn1 olan birden fazla kenar var ise bu

kenarlara paralel denir. Ornegin Sekil 2.1 de e, ve e, kanarlar1 paraleldir.

Sekil 2. 2 Bes diigiim ve yedi kenardan olusan graf

Dongii ve paralel kenar igermeyen graflar basit graf olarak adlandirilir.
Bununla birlikte pek ¢ok miihendislik uygulamasinda paralel kenar (ve hatta dongii)
gereklidir. Bu yiizden paralel kenar ve dongii iceren graflara da genel graf admi

verecegiz.



Bir grafin geometrik sekli 6nemli degildir. Graf ¢izimlerinde 6nemli olan,
kenarlar ile diigiimler arasindaki iligkidir. Ornegin Sekil 2.2-(a) ve (b) de gdsterilen

graflar, diiglim ve kenarlar arasindaki iligkileri nedeniyle aynidur.

(a) (b)

Sekil 2. 3 Ayni grafin farkli ¢izimleri

2.2. Graflarim Siiflandirilmasi

Graflar, sayilabilirliklerine gore sonlu ve sonsuz olarak isimlendirilirler ([5]).
Diigiim kiimesi ve kenar kiimesi sonsuz birer kiime olarak alindiginda sonsuz graf
ad1 verilen yapilar elde edilir. Sekil 2.3 de sonsuz graflara bir 6rnek verilmistir.

Sonlu diigiim ve kenar kiimelerine sahip olan graflara sonlu graf denir.

[3] de belirtildigi gibi, graflar yapilarina gore birlesik ve par¢ali olmak {izere
ikiye ayrilirlar.

Bir grafin herhangi bir diigiimiinden diger biitiin diigiimlerine kenarlar {izerinden
ulasilabiliniyorsa bu grafa birlesik graf ad1 verilir. Ornegin Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de

gosterilen graflar birlesik graflardir.



Sekil 2. 4 1ki sonsuz Grafa Ait Birer Boliim

Bir grafin en az iki diigiimii arasinda yukarida sozii edildigi gibi bir kenar yoksa

bu grafa par¢ali graf denir. Sekil 2.4 de gosterilen graf parcali grafa bir 6rnektir.

Sekil 2. 5 Iki Pargah Graf

2.3. iliski ve Derece

Alinacak bir v; diigiimii bazi e, kenarlarinin herhangi bir diigiimii ise v, ve e;

iliskilidir denir. Ornegin Sekil 2.1 de gosterilen grafta e,,e,ve e, kenarlar1 v,

diigtimii ile iligkilidir. Paralel olmayan iki kenar ortak bir diigiim ile iligkiliyse bu
kenarlara bitisik kenar; benzer sekilde iki diiglim bir kenarin ortak sonu ise bu

diigiimlere de bitisik diigiim denir. Ornegin Sekil 2.1 de ¢, ve e, kenarlar1 ile v, ve

v, diiglimleri bitigiktir.



Bir diigiime bagl olan kenarlarm sayis1 (dongii iki kez sayilmak iizere) o

diigiimiin derecesini verir ve d(v,)ile gdsterilir. Ornegin Sekil 2.1 de verilen grafta
d(v)=d(v,)=d(v,)=3, d(v,)=2dir. Bu grafinv, diiglimiinde ise bir kenar ve bir

dongii bulundugundan  (dongiileri iki derece olarak kabul edecegimizden)

d(v,) = 3tiir,

Bir G grafinin e kenar1 ve v,,v,,...,v, ile gosterilen 7 diiglimii olsun. Her bir

kenar, baslangi¢ ve bitig diiglimleri nedeniyle iki dereceyi temsil edeceginden

D d(v)=2e 2.1
i=1
seklinde gosterilir.

Sekil 2.1 de verilen graf, 5 diigimden olugsmaktadir. Bu durumda:

dwv)+d(v)+dvy)+d(v,)+d(vy)
=3+3+3+2+3=14

olup, verilen graf 7 kenardan olustuguna gore elde edilen diigiim dereceleri toplama,

kenar sayismnin iki katidir.
2.4. Alt Graf

G bir graf olsun. G nin alt grafi ile anlatilmak istenen ki bunu G, ile
gosterelim, aslinda; diiglimleri ve kenarlar1 G de bulunan ve kenarlar1 G deki ayni
diigiim ciftleri ile iliskili olan graftrr. Ornegin Sekil 2.5-(b) de verilen graf, Sekil
2.5-(a) da gosterilen grafin alt grafidir.



Sekil 2. 6 Graf ve Alt Graf

Alt graf, bir grafin herhangi bir parcas1 seklinde de diisiiniilebilir. Kiimeler
teorisinde kullanilan alt kiime sembolii, alt grafi géstermek icin de kullanilabilir ve

G, <G iken G, grafi G nin alt grafidir seklinde algilanmasi gerekir.

Alt graf i¢in asagida verilen 6zellikler gecerlidir:

a. Her grafkendisinin alt grafidir.
b. G grafinin herhangi bir diigiimii tek basina G nin alt grafidir.

c. G deki tek bir kenar kendi baslangi¢ ve bitis diiglimleri ile birlikte G nin alt
grafidir.

2.5. Adim, Yol ve Cevre

Bir diiglim ile baslayip herhangi bir diigiim ile biten, diiglimler arasindaki
baglantilar1 o diigiimler ile iligkili kenarlarm kurdugu hareketler zincirine adim denir.
Adim igerisinde bir kenar iki kez kullanilmazken, bir diigiim birden fazla
kullanilabilir. Omegin Sekil 2.6 de kalin ¢izgi ile gosterilen v;av,bvievidvy bir
adimdrr. Adim ayn1 zamanda kenar dizisi ya da zincir olarak da adlandirilir. Bir

adimi olugturan kenar ve diiglimler kiimesi, aciktir ki, verilen grafin bir alt grafidir.



Sekil 2. 7 Adim, Yol ve Cevre

Adimin baslangi¢ ve bitis diiglimleri kutup diigiimleri olarak adlandirilir. Sekil
2.6 da gosterilen adimda v, ve v, diiglimleri kutup diigiimiidiir. Baslangi¢ ve bitis

diigiimleri ayni olan adim kapali adim, baslangic ve bitis diiglimleri farkli olan adim

ise ac¢tk adim olarak tanimlanir,

Her diigiimiin bir kez kullamldig1 agik adim yol olarak adlandirilir. Ornegin
Sekil 2.6 da v;avsevidv, bir yol; ancak v,avibvsevidvy bir yol degildir. Bagka bir
ifade ile yol kendisini kesmez. Yol i¢indeki kenarlarin sayist ile yol uzunlugu elde

edilir. Adim igerisinde dongii bulunabilir ancak yol i¢erisinde dongii bulunamaz.

Bir yolun baslangi¢ ve bitis diiglimleri ayni ise bu yola kapali yol denir. Sekil 2.6
da vhv, fv;ivs yolu kapali yoldur.

2.6. Agac Kavram

Kapal1 yol icermeyen birlesik grafa aga¢ denir. Agag, kapali ¢cevre ve dongii
icermediginden en basit graf olarak anilabilir [5]. Agaca ait kenar elemanlarini dal

olarak adlandiririz [16].



2.6.1. Teorem: Bir G,agacimin herhangi iki diigiimii arasinda bir ve yalniz bir

yol vardir.[5]

Ispat: Verilen G, agaci birlesik bir graf oldugundan G, nin her bir diigiim ¢ifti
arasimnda bir yol vardrr. G, agacinn herhangi a ve b gibi iki diiglimii arasinda iki

farkli yol bulunsun. Bu iki yolun birlesimi bir kapali yol olacagindan G, bir agac

olamaz.O

2.6.2. Teorem: n diigiimden olusan bir agacin n-1 tane dali vardir. [16]

Ispat: Teoremin n = 1,2 ve 3 icin dogrulugu agiktir. O halde, tiimevarim
yontemi ile dogrulugunu kanitlamak i¢in n—/ diglimlii bir aga¢ géz Oniine alalim.

Tiimevarim hipotezinde bu agacin n—2 tane kenar1 vardrr. Bir G, grafi n diigiimli
bir aga¢ ise, bu agacta derecesi 1 olan en az bir diigiim vardr. G, den bu diigiim
cikartilirsa geride kalan G, grafi birlesik bir graftr. G, ashinda n—I digiimli bir

graf olup cevre icermediginden bir agactir ve n—2 kenar1 oldugundan G, agacinin n—

1 dali vardir.O

2.7. Agac Tiimleyeni (Kirisler Kiimesi)

G birlesik bir graf ve G,de bu grafin bir agact olsun. G, ye iliskin biitiin
elemanlar G den kaldirilirsa, geride G, ile gosterecegimiz bir alt graf kalacaktir.

GT' alt grafina G, nin G igindeki tiimleyeni (aga¢ tliimleyeni) denir. GT' nin kenar
elemanlarina da kirig ad1 verilir. Sekil 2.7 de birlesik grafta se¢ilmis bir aga¢ (kalin
cizgilerle gosterilmistir) ve bunun tiimleyeni olan kirisler kiimesi (ince cizgilerle

gosterilmistir) goriilmektedir.



KIRIS

DAL—

Sekil 2. 8 Segilmis bir agag ve tiimleyeni

Birlesik bir G grafindaki diiglim sayis1 n,, kenar sayisi da n, ile gosterilsin.
2.6.2 Teoreme gore dal sayis1 n, —1 olacagindan kiris sayis1 n, —n, +1olacaktir.
Ornegin Sekil 2.7 de verilen grafta n, =5,n, =8 dir. Bu nedenle grafta secilen

agacin dal sayis1 n, —1=4; kiris sayis1 n, —n, +1=4 tiir.

2.6.1 Teoremden yararlanilarak su sonucu ¢ikarabiliriz: Birlesik bir G
grafinda G, agaci ile G, nin herhangi bir ek kirisini alalim. e, nin baslangig ve
bitis diiglimleri (vl.,v_ /.)olsun. Bu diiglimler G, nin de diigiimleri olup 2.6.1 Teorem
geregince G igerisinde v, ile v; arasinda bir tek yol bulunmaktadir. Ote yandan, e,
kirigi v, ile v, diigtimleri arasinda ikinci bir yol olusturdugundan, {GT,ek} grafi bir

cevreye sahiptir. Bu gevre e, kirisinin G, agacima katilmasi ile olusur.
2.8. Yonlendirilmis Graflar (Digraf)

Diigiimler kiimesiV ={v,v,,...}, kenarlar kiimesi E={e,e,,...} ve (vl.,vj)
siralt  diigiimlerinden olusan grafa yénlandirilmis graf (digraf) adi verilir.
Yonlendirilmis graflar, (vl.,v_ /.) sirali diiglimlerini, iligkili olduklar1 kenar iizerinde

bir ok isareti ile gsteren yonlii dogru pargalar1 ve noktalardan olusur.

Diger bir deyisle, yOnlendirilmis graflarda diiglimler nokta, kenarlar ise v,

diigiimiinden v; digimine dogru ydnlendirilmis dogru pargasi ile temsil edilir.
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Sekil 2.8, bes diigiim ve dokuz kenardan olusan yonlendirilmis bir graf

gostermektedir.

Bir digrafin kenar1, baglantili oldugu diigiim cifti ile yon agisindan da iligkilidir.
Diigiimler, kenar yonii diiglimden disar1 dogru ise baslangi¢ diigiimii, kenar yonii
diigiime dogru ise final diigiimii olarak adlandirilir. Ornegin Sekil 2.8 de v, diigiimii
e, kenarinin final, e kenarmm baslangic diiglimiidiir. Bir dongiiniin baslangi¢ ve
final diiglimleri aynidir. Sekil 2.8 de v, diiglimii e, kenarmin hem baglangi¢c hem de

final diglimidiir.

Sekil 2. 9 Bes diigiim ve dokuz kenarl1 yonlendirilmis graf

Bir v, diiglimiiniin, disar1 yonlii kenarlarinin sayis1 baslangi¢ derecesini verir
ve d*(v,) ile gosterilir. Bir v, diiglimiiniin digiime dogru yonlii kenarlarmnin sayisi
final derecesini verir ve d (v,) ile gosterilir.  Sekil 2.8 de verilen grafin

diigiimlerinin baslangi¢ ve final dereceleri

d*(v)=3 d(v)=2
d'(v,)=1 d (v,)=2

d*(v;)=0 d (v))=3
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d'(v,)=1 d(v,)=2

d"(vy)=4 d (v,)=0
seklinde verilir.

2.8.1. Teorem: Bir digrafin diigiimlerinin baslangi¢ derecelerinin toplami, final

derecelerinin toplamina veya kenar sayisina esittir. [ 5]

Ispat: Bir digrafin kenarlar1 iizerindeki yon isaretleri kaldirilirsa digraf, graf
haline gelecektir. Bir grafta ise diigiim derecelerinin toplami (1.1) geregince kenar

sayisinin iki katina esittir.

Bir digraf ise; her bir kenar1 i¢in bir baslangi¢ bir de final diigiimii i¢erdiginden,
baslangi¢ diiglim derecelerinin toplam1 kenar sayisina; dolayisi ile final dereceleri
toplam1 da kenar sayisina esitti. O halde, bir digraf diigiimlerinin baslangic
dereceleri toplami, diigiim dereceleri toplaminin yarisina, yani kenar sayisina esittir.
Aymi sekilde, digraf diigiimlerinin final dereceleri toplami, diigiim dereceleri

toplaminin yarisina yani kenar sayisima esittir. Bu durumda diiglim sayis1 n, kenar

sayst n, olan bir digrafi¢in
zd+(vi)=zd7(vi)=ne (2.2)
i=1 i=1

esitligi her zaman i¢in saglanmaktadir. Bu ise ispat1 tamamlamaktadir.O

Not: Digraflarin graflardan tek farki kenarlarinin yOnlendirilmis olmasidir.
Tezimizin konusu graflarin 6zellikle elektrik mithendisligi uygulamalar1 olacagindan
ve bu alanda yoOnlendirilmis graflar kullanilacagindan bundan sonraki asamada

graflarin digraf olarak anlagilmasi gerekmektedir.
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2.9. Temel Cevre, Kesitleme ve Diigiim Kesitlemesi

2.9.1. Tammm: Kenar sayisin,, diigiim sayis1 n, olan birlesik bir grafta se¢ilmis
bir G, agacinin tanimladig1 n, —n, +1 kiristen her biri, &teki elemanlar1
yalniz G, nin i¢inde olmak iizere bir ¢cevre olusturur. Boylece tanimlanmis

n, —n, +1 cevreye Temel Cevreler Kiimesi ad1 verilir.

Birlesik bir grafta, genel olarak, birden ¢ok aga¢ secilebileceginden, elde

edilebilecek temel ¢evre kiimelerinin sayist da segilecek agac sayist kadar olur ([16]).

Her temel ¢evre bir tek kiris tarafindan olusturuldugundan, bdyle bir ¢evre i¢in
tanimlanacak c¢evre yonii, genellikle, bu ¢evreyi tanimlayan kirisin yoni olarak
secilir. Ornegin Sekil 2.9 da verilen graftan segilen bir agaca iliskin dort kirisin her
biri bir temel ¢evre olusturmaktadir. Bu temel ¢evreler kiimesi ve kiimedeki her bir

temel ¢evrenin yonii, Sekil 2.9 da verilmistir.

Sekil 2. 10 Graf, segilmis agag, kirisler kiimesi ve temel ¢evre yonleri
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2.9.2. Tanmm: Birlesik bir G grafinin asagidaki 6zelliklere sahip olan bir G, alt
grafin1 goz oniine alalim:

a) Gyalt grafini olusturan bitin kenarlar G grafindan

kaldirildiginda, G grafi G, ve G, ile gosterecegimiz iki alt
grafa boliniir. ayrica G, ve G, nin her biri birlesiktir.
b) Gy nin hicbir alt grafi a) daki 6zellikleri saglamaz.

Bu durumda G ya G grafina iliskin bir kesitleme denir.

Ormnek olarak Sekil 2.10-(a) da verilen G grafin1 alalm. Bu birlesik graftan
4,5,6,10 ve 13 ile gosterilen kenarlar ¢ikartildiginda,  geriye Sekil 2.10-(b) de

verilen G! ile gosterecegimiz alt graf kalr. Bununla birlikte G, ={4,5,6,10,11,13}
alt grafi bir kesitleme degildir.  Cinkii G, nm Ga1 =1{4,5,6,10,11} ve
Ga1 =1{4,5,10,11,13} alt graflar1 da 2.9.2. Tanimindaki (a) kosulunu saglar. Diger
taraftan ne Ga1 ne de Ga2 bir kesitleme olamazlar, ¢iinkii her ikisinin ortak bir alt
grafi olan Ga3 =1{4,5,10,11} de 2.9.2. Taniminmn (a) kosulunu saglar. Tlave olarak
kolayca goriilebilir ki, Ga3 ayni tanimin (b) kosulunu da saglamaktadir. Bu nedenle

G, bir kesitlemedir.
3

.39.-_1'I 11 dz ,3!;,_]4

(a) (b)
Sekil 2. 11 Birlesik bir graf ve ona iliskin bir alt-graf
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2.9.3. Teorem: Bir diigiim noktasi ile iligkili olan kenarlarin olusturdugu kiime

bir kesitlemedir. [16]

Ispat: Birlesik bir G grafin1 ele alalm. Bu grafin herhangi bir diigiimii ile

iligkili olan kenarlar1 graftan kaldirdigimiz zaman ortaya ¢ikan G’ grafi iki pargali bir
graftir. Bu kenarlardan herhangi bir ekenarin1 G' grafina yerlestirdigimiz zaman

ortaya ¢ikacak yeni graf birlesiktir. Dolayisi ile bir diigiimiin tiim kenarlar1

2.9.2. Tanimindaki her iki kosulu da sagladigindan bir kesitlemedir.

2.9.3. Teoremi geregince olusturacagimiz tiim kesitlemelere diigiim kesitlemesi

adin1 verecegiz.

2.94.Teorem: G,, birlesik bir G grafindan segilmis agag olsun. Kesitleme
kiimesinin elemanlari, digerleri kirislerden secilmek iizere, G, agacimin

bir tek dalinin bulundugu bir kesitleme vardir.

Ispat: G grafindan herhangi bir G, agac1 segelim. Grafin biitiin kirislerini
gosteren K = {kl,kz,...,kn} kirigler ~kiimesinin biitlin elemanlarin1  graftan
kaldirdigimizda dahi graf birlesiktir. Geride kalan G — K kiimesi ise 7 agacini
olusturan D ={d,,d,,...,d,} dallar kiimesine esittir. K kiimesine herhangi bir d,
elemanmin katildig1i kiime G grafindan kaldirilirsa geride kalan graf iki parcali olur.
Bu ise 2.9.2 Taniminin (a) sartin1 saglar. K u{d}.} kiimesinin, diger elemanlar1
kirigler kiimesinden olmak tizere, d, dalmi igeren bir alt kiimesinin 2.9.2. Tanimimin

(b) sartin1 saglayacagi agiktir.

Yukarida verilen 2.9.4. Teoremi geregince elde edecegimiz kesitlemelerin her

birine dal kesitlemesi adin1 verecegiz.
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2.10. Kesitleme Yonii ve Cizgisi

Dal kesitlemesi yolu ile elde edilen kesitleme bir kesitleme ¢izgisi ile gosterilir.

Elde edilen kesitlemenin yonii ise kesitleme igerisinde bulunan dalin yoniidiir.

Ornek olarak Sekil 2.11 de verilen birlesik grafim segilmis bir G,agaci ile

birlikte ele alalim. Agacm 6 numarali dalinin tanimladig: kesitlemeyi belirtmek
iizere ds ve dj diigiimlerini sirasi ile A ve B seklinde isaretleyelim. Bu durumda d;
diigiimiinii A, d, ve d4 diigiimlerini de B harfi ile isaretlemek gerekecektir. Sekilden
de gozlemlenebilecegi gibi, 2, 5, 6, 7 ve 8 numarah kenarlarin u¢ diigiimleri farkli
isaretlenmis olacagimdan bu elemanlar 6 numarali dalin tanimladig1 kesitlemeyi
olustururlar. Bu kesitlemeyi graf iizerinde, kesitlemedeki elemanlar1 kesecek bir
cizgi ile gostermek miimkiindiir. Boyle bir ¢izgi, Sekil 2.11 de bir ¢ember pargasi
ile gosterilmistir. Kesitleme ¢izgisi ad1 verilen ve grafi iki parcaya bdlen bu ¢izgi
kapatilirsa, grafin i¢inde bulundugu diizlemi de iki parcaya ayirir. Bu bolgelerden
birinde birlesik grafin A ile isaretlenmis biitiin diiglimleri, digerinde ise B ile
isaretlenmis biitiin diigiimleri vardwr.  Kesitlemeye iliskin biitiin elemanlarin

baslangi¢ ve final diiglimleri farkl bolgelerde bulunmaktadir.

Kesitleme !
Yéni SN

Sekil 2. 12 Birlesik bir grafta kesitleme se¢imi
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Kesitlemeyi tanimlayan 6 numarali dalin yonii bu bolgelerin birinden digerine
olan gecisi gosterir. Bu gecis, kesitleme ¢izgisini kesen ve kesitleme yon ¢izgisi adi

verilen kiiciik bir okla da gosterilmistir.

2.10.1. Tammm: Kenar sayis1 n,, diiglim sayis1 n, olan birlesik bir graftan

secilen 7' agacinin dallarmmdan her biri ile 2.9.4.Teoremi geregince elde

edilecek n, —1 kesitlemeden olusan kiimeye temel kesitlemeler kiimesi ad1

verilir.

Birlesik bir grafta, genel olarak, birden ¢ok sayida agag se¢ilebileceginden, elde

edilecek temel kesitleme kiimelerinin sayis1 da agag sayisi ile iligkili olacaktir.
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3. ELEKTRIiK DEVRELERI ve GRAF TEORISI

Bu bolimde verilecek bazi bilgiler standart olup, [16], [12], [1]gibi

kaynaklardan bulunabilir.

3.1. Giris

Bu boliim iginde goriilecegi iizere devreler teorisi iki temel aksiyoma
dayanmaktadir [16],[1]. Bu aksiyomlar yardimi ile devrenin Olgiilebilen
biiyiikliiklerine ulasilabilmesi i¢in, devrenin elemanlarina ve bu elemanlarin baglant1
bi¢cimine gore, lineer veya lineer olmayan denklem takimlar1 elde edilmesi gerekir.
Bu iki aksiyom yardimi ile devrelerden denklem elde etmekte bir zorluk
yasanmamaktadir. Sorun elde edilen denklem takimlarinin ¢éziimlerinin varligi ve
tekligi tlizerinedir. Yonlendirilmis graflar1 (bundan sonra graf olarak anilacaktir)
kullanan asagida ornekleri ile agiklayacagimiz “sistematik”, elde edilen denklem
takimlarinin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi iizerine tartigma gotiirmeyecek sonuglara

ulagilmasina yardime1 olacaktur.

Fiziksel sistem denilince, belirli bir gorevi gergeklestirmek iizere birbirine
baglanmis fiziksel eleman ya da diizenlerin olusturdugu kiime anlasilmaktadir.
Elektrik devresi de bir fiziksel sistemdir ve gorevini elektrik akimi, gerilimi, aki vb.

fiziksel biiytikliikler ile saglar.

Elektrik devrelerini olusturan diizenlere devre elemanlar: adi verilir.  Devre,
istenen fonksiyonunu, igerdigi elemanlar iizerindeki akim-gerilim gegisleri ile
sagladigindan devre elemanlar1 arasinda baglanti adi verilen bir iliski kurulmalidir.
Devre elemanlar1 birbirlerine sahip olduklar1 u¢lar yardimi ile baglanmaktadir.

Devre elemanlarmin birbirine baglanmalar1 rastgele olmayip, baglant1 bigimi,
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devrenin kendisinden istenen davranigi gergeklestirecek nitelikte olmalidir. En basit

devre elemaninin iki ucu vardir.

Devre elemanlari, isledikleri fonksiyonlarin siirekliligine ve ayrikligina; enerji
verip almalarna; enerji depolaylp depolayamama gibi oOzelliklerine gore
siiflandirilabilmekle birlikte, tezimizin amaglarindan biri, devrelerin graflarla olan
iliskisini incelemek oldugundan, uclara gore smiflandwrmadir. Bu konu ile ilgili

asagidaki tanim verilebilir.
3.1.1.Tamim: Devre elemanlar1 u¢ sayilarina gore siniflandirildiginda, en basit
devre elemanina 2-u¢lu denir. Genellersek; n>2 olmak iizere n adet uca
sahip devre elemanma n-u¢lu adi verilir.

O halde, devre elemanlarinin birbirleri ile olan baglantis1 u¢lari ile gergeklesir.

3.1.2. Tamim: Devre elemanlarinin baglant1 noktalarina diigiim adi verilir.

Sekil 3. 4 Sekiz diigiimlii bir elektrik devresi ve grafi
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3.2. Devre Elemanlar1 ve Matematiksel Model

Bilinen biitiin miihendislik sistemlerinin analiz edilebilmesi i¢in, sistemi
olusturan en kii¢iik birimden sistemin biitiiniine kadar sistem pargalar1 ve bu pargalar
arasindaki iliskinin matematik dili ile ifade edilmesi gereklidir. Bu islem
mithendislik biliminde matematiksel model ya da kisaca modelleme olarak
adlandirilir.  Tezimizin bundan sonraki asamalarinda matematiksel modelden

kastimiz, ilgilendigimiz miihendislik alt dalina iliskin model olacaktir.

Devre analizi denilince, “verilmis bir devredeki bilinmeyen biitiin elektriksel
biiyiikliiklerinin bulunmasi islemi” anlasilmalidir. Burada izleyecegimiz metot ile,
analiz edilecek devredeki elemanlarin biitiin 6zellikleri ve devre i¢inde birbirleri ile
olan baglant1 bigimi matematik diline ¢evrilecek, daha sonra da bilinen matematik

yontemler yardimi ile istenilen sonuca ulasilmaya calisilacaktir.

3.2.1.Tammm: Elemanlarin 6zelliklerinin ve baglant1 bi¢imlerinin matematik

diline doniistiiriilmesi islemine matematiksel model ad1 verilir.

Dolayisiyla devrenin yapi taslari olan devre elemanlarinin 6zelliklerinin
matematiksel model yardimi ile belirlenebilmesi i¢in, verilen devrede Oncelikle
devre elemanlarinin ayirt edilebilmesi gerekmektedir. Bu islemi basit bir gézlem
yolu ile yapmak her zaman miimkiin olmayabilir. Ornegin bazi durumlarda bir devre
elemanim bir bagka devre elemanina olan uzaklig1 dahi, s6z gelimi elektrik alan ya
da magnetik alan yolu ile, bir etki unsuru olabilir. Bu gibi durumlarda bu eleman
toplulugunu birlikte bir “cok-u¢lu devre elemani” olarak ele almak gereklidir.
Devredeki elemanlar ayirt edildikten sonra, bunlarmn her biri uglarindan ¢oziilerek,
ozellikleri incelenmek iizere devreden ¢ikartilabilir. Bu 06zelliklerin o elemanin
uclarinda yapilacak 6lgmeler ile ortaya konulabilecegi varsayilacaktir. Bu islemde

Olgtilen biiytikliikler “akimlar” ve “gerilimler”dir.
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Sekil 3. 5 (a) 2-uglunun uyarilmasi
(b) Ampermetre ve voltmetrenin 2-ugluya baglanis sekli

(c) Olgii aletlerinin baglanis bicimini gdsteren ug graf

Sekil 3.2 de verilen 2-uglu bir devre elemanini ele alalim. Bu elemanin A; ve
A, uglarinda yapilabilecek elektriksel 6lgmeler bu elemanin iki ucu arasindaki
gerilim ile bu elemanin iizerinden akan akimin Olciilmesinden olusabilir. Bu

Ol¢limlerin yapilabilmesi i¢in elemanin uyarilmasi gereklidir.

3.2.2.Tamm : Bir elektrik devre elemanmin iizerinden akim gecirilmesi

islemine elemanin uyariimasi denir.

Fiziksel biiyiikliikkler skaler (yon igermeyen) biiyiiklikler ve vektorel (yonlii)
biiyiikliikler olarak ikiye ayrilir. Elektrik sistemlerinin temel biiyiikliikleri olan akim
ve gerilim yonlii biiyiikliiklerdir. Ornegin bir dogru akim ampermetresi sabit bir
akim degeri Olcerken uglari degistirilirse gostergesi ters yonde sapacaktir. Bu
nedenle dl¢li aygitlariin ucglarindan biri (biz + isaretini kullanacagiz) isaretlenerek
bu aygitlar1 kullanan herkesin biitiin O6lgmeleri bir tek bicimde yapmalari

saglanmalidir.

Sekil 3.2 yi gbz Oniine alalim: Sekil 3.2-(a) da verilen 6lgmeleri yaparken gerek
ampermetre gerekse voltmetre devreye iki bigimde baglanabilir. Bu durumda akim
ve gerilimden olusan dort farkli Olgiim ¢ifti elde etmek miimkiindiir. Bu
biiyiikliiklerin ani degerleri (akim ve gerilimin zamana bagl fonksiyonlari) i(¢) ve

v(f) fonksiyonlar1 ile gosterilirse Olglilecek degerlerden biri (i(¢),v(¢)) bi¢ciminde
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yazilirsa diger olgmeler; (-i(¢),w(?)), (i(¢),-v(¢)), (-i(¢),-w(¢)) seklinde olur. Bu dlgme
ciftlerinin yalniz birinin secilebilmesi i¢in Sekil 3.2-(c) de verilen a; diiglimiinden a,
diiglimiine yonlendirilmis grafi kullanacagiz. Graf yonii degistirilirse Sekil 3.2-(b)
de gosterilen Olgli aletlerinin her ikisinin de yoniiniin degisecegi anlasilmalidir.
Devre elemaninin dlgmelerini tanimlamak i¢in kullandigimiz grafa wug-graf adi
verilir. Sekil 3.2-(c) de verilen u¢ grafin yaninda yazili i(¢) ve v(¢) fonksiyonlar1 2-

uclunun uglarinda hangi biiyiikliiklerin ani degerinin 6l¢iildiigiine isaret eder.

3.2.3. Tanim: Bir elektrik devre elemanmin herhangi iki ucundan 6lgiilen i(¢) ve

v(f) bliyilikliiklerine elemanin o ug ¢iftine ait u¢-degiskenleri ad1 verilir.

Yukarida verilen 3.2.3.Tanimina gore, 0&zel durum olarak, 2-u¢lu i¢in
bulunacak olan i(f) ve v(¢) fonksiyonlar1 bir cebirsel ya da diferansiyel denklem
bi¢imindedir. Dolayisiyla elde edilen bu denkleme 2-uglunun u¢ denklemi adi

verilmektedir. Bu durumda 2-ugluya ait u¢ denklemi:

=0 (3.1)

. diav  d"iodi
f(l’v)_(lavadtadta ’dl’n ’dl’nj

formunda, iki u¢ degiskeninin kendileri ile bunlarin tiirevleri arasinda var olan ve

ayrica zaman degiskenine de bagli olabilen bir bagint1 bi¢cimidir.

Yukarida agiklanan bilgiler, asagida verilen tanimi destekler.
3.2.4. Tammm: 2-uclu devre elemani i¢in secilen bir ug-graf ve buna iligkin ug-
denklemi o elemanin 6zelliklerini belirlediginden, 2-u¢lu eleman igin

belirlenecek (u¢-graf, ug-denklemi) ikilisine o 2-uglu devre elemaninin

matematiksel modeli denir.
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Sekil 3. 6 a) Yart iletken diyotun sembolii

b) ve ¢) Matematiksel modeller

Ornegin, Sekil 3.3-(a) da 2-uclu yariiletken diyot elemanma iliskin matematiksel
model verilmistir. Ug graf iki farkli 6lcme modeli ile alinabileceginden, her iki
durum i¢in de matematiksel model Sekil 3.3-(b) ve Sekil 3.3-(c) de verilmistir.
Ancak burada ug¢-denklemi f{7,7) seklinde bir baginti ile verilecegi yerde grafik olarak
verilmistir. Bu model diyotun statik karakteristigi olup pek ¢ok uygulama i¢in
kullanighdir. Bununla birlikte, u¢ degiskenlerinin hizli degistigi durumlar halinde
bu matematiksel modelin daha karmasik bir bigimde, bir ifade olarak géz Oniine

alinmasi gerekir.

2-uclu bir devre elemani igin verilen matematiksel model kavrami ¢ok uglu
elemanlara uygulanmak istenirse, c¢ok uclu elemanin uglarinda yapilabilecek biitiin
akim ve gerilim 6l¢melerinden s6z etmek gerekecektir. Cok u¢lu elemanin ug sayisi

n ise, elemanin uglari ikiser ikiser géz Oniine alinarak bu ug ¢iftleri arasinda

n) n(n-1)
2) 2

akim 6lgmesi ve bir o kadar da gerilim &lgmesi yapilabilir. Ozel olarak n = 5

alinirsa,  Sekil 3.4-(a) da gosterilen 5-uclu devre elemanimnin uglar1 arasinda

yapilabilecek dlgmelerin sayist 10 dur.
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Sekil 3. 7 a) 5-uglu bir devre elemani
b) Olcmeler Grafi

¢) 5-uclu elemanin ug-agaglarindan biri

5-uglunun herhangi iki ucu arasinda yapilan 6lgmeler, 2-uglu bir elemanda oldugu
gibi yoOnlendirilmis bir kenar ile gosterilirse, Sekil 3.4-(b) de gosterilen 10

yonlendirilmis kenardan olusan ve él¢meler grafi ad1 verilen graf elde edilir.

Bununla birlikte tezimizin ilerleyen boliimlerinde aksiyom olarak verecegimiz
Kirchhoff’'un Gerilimler Yasasi’ni kullanarak, yukaridaki paragrafta belirtilen,
Olgililen bu 10 gerilimin birbirinden bagimsiz olmadig1 gosterilebilir. Daha agikgasi,
Olgmeler grafinda kapali yol lizerinde kapali yol olusturan kenarlardan herhangi
birine ait dlgme, bu kapali yolun diger kenarlar1 cinsinden ifade edilebilir. ileride
goriilecegi gibi Olgmeler grafi igerisinden segilebilecek herhangi bir agac icin
yapilacak oOlgiimler, ¢ok uglunun uglar1 arasinda birbirinden bagimsiz olarak
yapilabilecek bir grup 6lgme, c¢ok uclunun matematiksel modeli igin yeterli

olacaktir.

Asagidaki tanim graf baglantisi agisindan ¢ok isimize yarayacaktir:

3.2.5. Tanim: Cok uglu devre elemaninin 6lgmeler grafi {izerinden segilen

agaca, ¢ok uclunun u¢ agact adi verilir.
Yukarida verilen 3.2.5 tanimu ile belirttigimiz u¢ agacina, c¢ok uglunun u¢ grafi

adin1 verecegiz. Bununla birlikte, ¢ok uc¢lunun ug grafinda her hangi bir kenarin

baslangi¢ ve final diiglimlerine kap: ad1 verecegiz.
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3.3. Bazi1 Elektrik Devre Elemanlarimin Matematiksek Modelleri

Bu boliimde, matematik modelleme kavramini 6rneklemek iizere, bazi elektrik
devre elemanlarinin matematiksel modeli verilecektir. ~ Ancak bu modelleri
olusturma sistematigi, tezimizin ana fikrini icermediginden, ele alinmayacak sadece
sonu¢ ile ilgilenilecektir. Bu sistematik bu boliimiin sonunda verilen elektrik

devrelerinin ¢dziimii asamasinin anlasilmasi agisindan 6nemlidir.
2-Uc¢lu Diren¢ Elemanlar

Matematiksel modeli en basit olan 2-u¢lu diren¢ elemaninin u¢ denklemleri:

G, Re R olmak tizere;

v(t) = Ri(?) (3.2)
ya da

i(t)=Gv(t) (3.3)
seklinde ifade edilir [16], [12], [1].

3.3.1.Tanmm: (3.2) ve (3.3) ile verilen u¢ denklemlerinde R ve G = I/R reel
katsayilarina sirasi ile elemanin direng degeri, ya da kisaca direnci, ve

iletkenlik degeri, ya da kisaca iletkenligi, adi verilir.

Yukarida verilen (3.2) ve (3.3) ifadeleri 1827 yilinda George Simon Ohm
tarafindan verilmistir ve fizikte Ohm Yasasi olarak bilinmektedir. Ohm Yasasina

uyan 2-uglu direng elemanlarina Lineer Direng ad1 verilmektedir.

Bununla birlikte, fve g reel fonksiyonlar olmak {izere, u¢ denklemi

w(t) = f(i(t)) (3.4)
ya da
i(t) = g(w(1)) (3.5)
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biciminde ifade edilebilen ve Ohm yasasini1 saglamayan 2-uglu direnglere Lineer

A a
Vit
ift)
B B b

@ (b (c)

Sekil 3. 8 (a) 2-uglu lineer direng elemani sembolii

Olmayan direng ad1 verilir.

(b) 2-uglu lineer olmayan direng elemani sembolii

(c) 2-uglu direng elemanina iliskin ug-graf

2-Uclu Bagimsiz Kaynak Elemanlan

Daha oOnce verilen 3.2.2. Taniminda da belirttigimiz iizere, elektrik devre
elemanlarmin islevlerini gergeklestirebilmesi i¢in uyarilmas: gereklidir. Bu uyarma
islemini yapan elemanlar kaynak olarak bilinir ve bize ¢esitli akim ve gerilim

fonksiyonlarini saglar. Bu boliimde 6rnek bazi kaynaklar1 tanimlayacagiz.

3.3.2.Tammm: Ug gerilimi, u¢ akimindan bagimsiz olarak, daima verilen bir
zaman fonksiyonunu iireten 2-uglu devre elemanmna bagimsiz gerilim

kaynag ya da kisaca gerilim kaynagi ad1 verilir.

3.3.2. Taniminda verilen tiirde kaynaklar, elektrik devrelerine gerekli olan
gerilim fonksiyonlarini saglar. Diger taraftan akim fonksiyonu iireten kaynaklara da

ihtiyac¢ duyulur.
3.3.3. Tammm: Ug akimi, ug¢ geriliminden bagimsiz olarak, daima verilen bir

zaman fonksiyonunu iireten 2-uglu devre elemanina bagimsiz akim

kaynag ya da kisaca akim kaynagi ad1 verilir.
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Yukarida verilen bagimsiz kaynaklara ilave olarak asagidaki tanimlar verilebilir:

3.3.4.Tammm: Bir gerilim kaynaginin ug¢ gerilimi ya da akim kaynaginin ug
akimi zamanla degismeyip sabit kaliyorsa bu kaynaklara sirasiyla dogru

(DC) gerilim kaynagi ve dogru (DC) akim kaynag: denir.

3.3.5.0rnek: Sekil 3.6 ile 3.3.3.Taniminda belirtilen DC kaynaklara iliskin

devre sembolleri ve verilmistir.

A A
. Vit vzl
s =
—E I YE() E | 7
| Z ‘ [
B B ]
(@) (b) (© (d) (€)

Sekil 3.9 (a) Dogru (DC) gerilim kaynagi
(b) Dogru (DC) akim kaynag1
(c) DC kaynaklara iliskin ug graf
(d) DC gerilim kaynagmin v-i karakteristigi
(e) DC akim kaynaginin v-i karakteristigi

DC kaynaklarin tersine alternatif kaynaklar asagidaki bicimde tanimlanabilir:

3.3.6. Tammm: Bir gerilim kaynaginm ug¢ gerilimi ya da bir akim kaynagmin ug
akimi, zamanla degisen fonksiyonlar sagliyorsa bu kaynaklara sirasiyla

altenatif (AC) gerilim kaynagi ve alternatif (AC) akim kaynagi ad1 verilir.

3.3.7.0rnek: Sekil 3.7 de AC kaynaklara iliskin semboller, ug graf ve bazi

ornek akim gerilim fonksiyonlar1 verilmistir.
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A A
v(t) va da ifz)

a
: v(t) va da ift)
M) e it = (i) [/\ A
b

‘U”'/ N
B B

(a) (b) (c) (d)
Sekil 3.10 (a) Gerilim kaynag1 sembolii

(b) Akim kaynag1 sembolii
(c) Kaynaklara iliskin ug graf
(d) Ornek kaynak fonksiyonlar1

3.3.8.Not: Elektrik ve elektronik devrelerinde en yaygin kullanilan AC
kaynaklar siniizoidal gerilim ya da akim iireten kaynaklar olmakla birlikte
lineer ve lineer olmayan ¢esitli periyodik isaretler iireten kaynaklar da

kullanilmaktadir.

3.3.9.Not: 2-uglu elemanlara iliskin grafin, devre elemaninin iki ucunu

birlestirecek bigimde yonlendirilmis bir dogru pargasi olacagi agiktir.

3-Uclu ve Iki Kapih Devre Elemanlari

3-uclu ve iki kapili devre elemanlarinin u¢ denklemleri, secilmis bir u¢ grafa

iliskin olarak

_il(t)}_|:81(V1(t)avz(t))}

_iz(t) B g, (v (2),v,(2))

v (t)} - {fl (0y(1), 1, (1)) |

() B AUGRAON e
v (2) B hy (i, (1), v, (1))

i, (t)} ) Lzz (i, 1),V (1)

_il(t):|_|:k1(vl(t)9i2(t)):|

RICIRLACIORAG)
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bagntilarindan biri ile verilir.

A
a C
A o— —=C
ixi 0] v
B KAPILI D il(t) i ;'(t)
b d
C
(@) (b)

Sekil 3. 11 (a) 3-uglu ve dlgme grafi
(b) Iki kapili ve 6lgmeler grafi

3.3.10. Not: Sekil 3.8 de gosterilen iki kapili devre elemani, aslinda 3.1.1.
Tanimmi geregi, bir 4-uglu olmasina ragmen iki kapili olarak ifade edilmis,
ayrica Olgme grafi da iki parcali graftan olusturulmustur. Bu elemanin iki
kapili olarak ifade edilmesinin nedeni, elemanin her ne kadar dért ucu
olsa da bunlardan belirli iki ucu, s6z gelimi “B” ve “D” , birbirine
denktir. Bu nedenle iki kapilinin 6lgme grafi bir 3-uglunun 6lgme grafi ile

de ifade edilebilir.

3.4. Devreler Teorisinin Aksiyomlari

Bu boliimiin giris kismida devreler teorisinin iki aksiyoma dayandigina isaret
etmistik. Bu asamada bu aksiyomlar1 ifade edip, baz1 kaynaklarda iicilincii bir
aksiyom olarak ifade edilen, n uglu devre elemaninin tam olarak tanimlanabilmesi

icin lizerinde yapilmasi gereken 6lgme sayisina ulagmaya calisacagiz[16].
3.4.1. Aksiyom (Kirchhoff Gerilimler Yasasi): Bir elektrik devresinin herhangi
bir kapali ¢evriminde gerilim diisilislerinin ve artiglarinin cebirsel toplami1

sifirdr.

Bu aksiyomu Sekil 3.9 da verilen devre {izerinde gosterilen iki ¢evre iizerinde

uygularsak:
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-V +V,=0

+V, -V, =0
denklemlerine ulagiriz.  Ayni denklem takimina devrenin graf modelinden de
ulagilabilir. Gerilim ifadelerinin Oniinde yer alan isaret, devre grafindaki graf
yonleri ile iliskilidir. Ornegin 1. denklem, devre grafindaki aV;cV;a kapali yolu

kullanilarak olusturulmustur. Bu yolun ters ¢evrilmesi ile de ayni denkleme

ulasilacag agiktir.
A B
- »
+ - - +
I:IVI QVS h Q "
C

Sekil 3. 12 Bir elektrik devresi ve ug grafi

3.4.2. Aksiyom3.2 (Kirchhoff Akimlar Yasasi): Bir diigiim noktasina giren ve

o diiglim noktasindan ¢ikan akimlarin cebirsel toplami sifirdir.

3.4.3. Teorem: Bir kesitleme kiimesi elemanlar1 iizerinde bulunan akimlarin
kesitleme yOnii ile ayni olanlar ile kesitleme yoniine zit olanlarin cebirsel

toplamu1 sifirdir.

Ispat: Birinci boliimde, 2.9.2. Tanimda da gosterildigi gibi, kesitleme kiimesini
olusturan elemanlar graftan kaldirildiginda graf, Ga ve Gg ile gosterilebilecek iki alt
grafa ayrilir ve her iki alt graf da birlesiktir. Kesitleme kiimesi elemanlarindan
sadece kirigleri kaldirdigimizi, kesitlemeyi tanimlayan dalin ise grafta kaldigini, bu
dalim ve bu dalin terminal diiglimleri diginda kalan tiim graf elemanlarinin ve
diiglimlerin Sekil 3.10-(a) da gosterildigi gibi bir birlestirme islemine tabi
tutuldugunu diistinelim. Her iki alt grafta birlesik oldugundan sonugta, A ve B

diigiimleri Gy ve Ggp alt grafinin kesitlemeyi tanimlayan dalin terminal diigiimii
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disinda kalan diigiimlerinin n’lileri (n € Z) olmak {izere, her birlesik graftan elde

edilecek islem Sekil 3.10 (b) de gosterildigi gibi olacaktir.OO

'_’—j:>'—’—(bo))z>m

(a.b.c)
(@)
WA B,
(b)
Sekil 3. 13

3.5.Graf Matrisleri

Bu boliimde birlesik bir grafta secilen herhangi bir aga¢ yardimi ile tanimlanan
temel ¢evrelerin ve temel kesitlemelerin matrisler kullanilarak gdsterilmesi
hedeflenmistir. Burada amag, devre teorisi aksiyomlarmin matrisler yardimi ile tim

devreye uygulanmasini saglamaktir.

3.5.1.Tamim (Temel Cevreler Matrisi): Diiglim sayis1 n,, kenar sayist nx olan
birlesik bir graf i¢indeki herhangi bir temel cevreler kiimesine iligkin
olarak alinan ve i. satir j. siitun elemanlar1
e b;j=0, eger]. eleman i. temel ¢evre iginde bulunmuyorsa,
e b;=1, egerj. eleman i. temel ¢evre i¢inde bulunuyor ve j. elemanin
yonii bu ¢evrenin yonii ile ayni ise,
e b;=-1, egerj. eleman i. Temel gevre i¢inde bulunuyor ve j. elemanin
yonii bu ¢cevrenin yoniine ters ise.
ozelliklerine sahip olan ny — ny + 1 satir ve n, siitunlu B, = [b;;] matrisine

temel ¢evreler matrisi ad1 verilir
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Ornek olarak Sekil 3.11 deki birlesik grafi ele alalim. Bu grafta diigiim sayis1 8,
kenar sayisi ise 10 dur. Graf lizerinde kalin ¢izgiler ile gdsterilen elemanlar grafin

agacini olusturmaktadir.

a 9 b
L b L
14 ¢ [
C d $C
271 b 10
L >
f h

Sekil 3. 14 Temel Cevreler

Bu birlesik graf ve graftan segilen agag i¢in temel ¢evreler matrisi:

Dallar Kirigler
O @ @B 6 © ® 9 10
®o1 -1 0 o -1 0: 1 0 0
B-9(1t0o-1 1-1 0 0oi 0o 1 0
amlo o o 0 1 -1 -1 0o 0 1

biciminde yazilabilir. B, matrisinin baz1 6zellikleri, bu yazilis biciminden de
kolayca goriilebilir. Eger B, matrisi yazilirken 6nce dallara sonra da kirislere iligkin
stitunlar yerlestirilir; kirisler de kendi aralarinda temel ¢evrelerin ele alinig sirasina

gore olusturulursa B, matrisi:

B =[B U } (3-7)
t U1

formunda olacaktir. Burada, B,; matrisi satirlar1 kirigler siitunlar1 ise dallardan

olusan n; — ny +1 satir, ny;— 1 siitundan olusan matris; U ise (n;— 1) dereceden birim

matristir.



3.5.2.Tamim (Temel Kesitlemeler Matrisi): Digiim sayis1 ns, kenar sayis1 ny
olan birlesik bir graf icinde se¢ilmis bir temel kesitlemeler kiimesi ele

alalim. Bu temel kesitlemelere iligkin i. satir ve j. siitun elemanlar1

e q; =0, egerj. eleman i. Temel kesitleme igerisinde bulunmuyor ise,

e q; =1, eger j. eleman i. temel kesitleme igerisinde bulunuyor ve j.
elemanin yonii bu kesitlemenin yonii ile ayni ise,

e q; = -1, eger . eleman i. temel kesitleme icerisinde bulunuyor ve j.
elemanin yonii bu kesitlemenin ydniine ters ise.

ozelliklerine sahip olan ny — 1 satr ve n slitunlu Q/~=[q;;] matrisine temel

kesitlemeler matrisi ad1 verilir.

Ornek olarak yine Sekil 3.11 deki birlesik graf ele almirsa bu birlesik graftan elde

edilecek temel kesitlemeler matrisi:

Dallar Kirigler

Mm@ @6 O O ao

Dry 9 0 0 0 0 o0 0 -1 0]
@Dl 1 0 00 0 0 -1 0 o
Glo o 1 0 0 o0 o0 11 0

Qt =@lo 0o 0 1 0 0 0 0 -1 0
o 0 0 0 1 0 0 0 1 -1
60 0 0 0 0 1 0 1 0 1
b0 0 0 0 0 0 -l 0o 0 1

seklinde olacaktir.
Elde edilen matris olusturulurken, temel ¢evreler matrisinde oldugu gibi, dallar

ve kirigler ayni islemle matrise yerlestirilmistir. Bu durumda temel kesitlemeler

matrisi O, de:
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Q, {U QJ (3.8)

formunda yazilabilir.

3.5.3. Teorem: Temel kesitleme matrisinden elde edilen B, = [B; | U] ve Q; = [U
| O;] matrisleri arasinda;
o) :_BIT;BI = _Q1T (3.9
esitlikleri vardir. [16]

Ispat: B, ve O, matrislerinin elemanlar1 {-1,0,1} kiimesinin elemanlarindan
olusmaktadir. B; matrisinin satirlart kirislerden siitunlar1 dallardan olusurken Q;
matrisinin satirlar1 dallardan siitunlar1 kirislerden olugsmaktadir. Bu satir ve slitunlar
ayni sekilde numaralandirilmiglardir. B; matrisinin herhangi bir satirlarinda sifirdan
farkli olan elemanlarin isareti o temel ¢evreyi tarif eden kiris tarafindan belirlenirken
0O, matrisinin herhangi bir satirinda bulunan sifirdan farkli elemanlarin yoniinii ise o
satir1 olusturan kesitlemeyi tarif eden dal belirler. Bir temel ¢evreyi olusturan
elemanlar kiimesi bir ve yalniz bir kiris ile sonlu sayida daldan olugmakta, bir temel
kesitlemeyi olusturan elemanlarin kiimesi bir ve yalmiz bir dal ile sonlu sayida

kiristen olusmaktadwr.  Simdi B, ve (@, matrislerinin elemanlarinin mutlak

degerlerinden olusan B, = [1b, []ve é[ =[l g, |] matrislerinin birlestirilmis matrisi

Upp matrisini tanimlayalim. Bu matrisin asagidaki formda olacag: agiktir.

UBQ: )

Bu durumda Ujpp = [u;;] matrisinin satir ve elemanlar1 su anlami tagtyacaktur:

u; = 0, egerj. eleman i. temel kesitleme veya temel ¢cevrenin eleman: degil ise;

u; =1, egerj. eleman i. temel kesitleme veya temel ¢evrenin eleman ise.
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Bu durumda U,, =U gQ oldugu agik¢a goriiliir. Dolayisiyla él = Q] elde edilir.

Temel cevreler matrisi Bt ile temel kesitlemeler matrisi O, olusturulurken
matrislerin sifirdan farkli olan elemanlar1 B, matrisi i¢in her bir temel cevreyi
tanimlayan kirigin yoniine; Q; matrisi i¢in ise her bir temel kesitlemeyi tanimlayan

dalin yoniine gore belirlenmistir. Bu durumda sekilde de gdosterildigi gibi her

by,q; # 0i¢in b, =—q,; olacagindan Q, = ~B/;B, = -0/ oldugu goriilerek ispat

tamamlanir.O

+— —

Cevre Yom esitlome Cevre Yoni
...... } }rﬁnﬁ R\ }
R
Kesitleme
voni

Sekil3. 15 Cevre ve kesitleme yonleri

3.5.4.Teorem: Birlesik bir grafin ayni bir agacina karsilik elde edilen temel

kesitlemeler matrisi Q; ile temel ¢evreler matrisi B, arasinda
Q[B[T =0yada B[Q[T =0 (3.10)
esitlikleri gecerlidir. [16]

Ispat: Temel kesitlemeler matrisi ve temel cevreler matrisinin genel formundan

hareket ederek:

r By
QtBtT:[U Ql]'[Bl U] :[U Ql]

=B +Q,=B/ +(-B/)=0

Benzer sekilde hareket ederek B,Q] = 0oldugu da gosterilerek ispat tamamlanir.OJ
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3.5.5.Tammm (Diigiimler Matrisi): Digliim sayis1 ny, kenar sayist n; olan

birlesik bir grafa ait diiglimlere iliskin kesitleme elemanlarinin olusturdugu

A= [al.j]matrisine diigiimler matrisi adi verilir. Diigiim kesitlemesi,

2.9.3.Teoreminden de bilindigi gibi, pargalarin birinde tek bir diiglim

bulunan ozel bir kesitleme oldugundan 4 matrisi 3.5.2 Taniminda ki gibi
olusturulur. Ancak bu kesitleme tiiriinde kesitleme yonii iginde tek bir

diigiim bulunan parcadan digerine dogru olacak bi¢imde se¢ilecektir.

Sekil 3.11 de verilen birlesik graftan elde edilecek olan diigiimler matrisi:

M @ & H & 6 O @O O 40

@al-1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
o o0 0o 1 0 0 0 0 -1 0
@1 1 1 0 0 0 0 O O O
A—:(d) 0O 0 -1 0 1 1 0 0 0 0
@ o 0 0-1-1 0 0 0 0 1
Do-1 0 0 0 0 0 1 0 0
@ o0 0o 0 0 0 -1 1 -1 0 0
Mo 0o 0 0o 0 0 -1 0 0 -1

seklinde yazilabilir.

Temel diiglimler matrisinin siitunlar1 incelendiginde agikca goriilebilir ki matrisin
her bir siitununda biri 1 digeri -1 olan sifirdan farkli iki eleman vardir. Bir kenar iki
diigiim ile tanimlandigindan ve eleman yonii bir digim i¢in diigiim kesitlemesi
yoniinde digeri ise diiglim kesitlemesi yoniine ters olacagindan bu 6zellik her birlesik

graftan elde edilecek diiglim matrisi i¢in gecerli olacaktur.

Temel diigiimler matrisinin siitunlarina iligkin yukarida s6zii edilen &zelligin

sonucu olarak n,; digliimli birlesik bir graftan elde edilecek diiglimler matrisinin
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ranki ns — 1 den biiylik olamaz. Diiglimler matrisinin satirlar1 toplanarak elemanlar1

sifir olan yeni bir satir elde edilir ki bu, 4 nin n, satirmin aralarida lineer bagimli

olduklarmi gosterir.

Bu nedenle 4 matrisinin herhangi bir satwrmi silmek

miimkiindiir. A matrisinden herhangi bir satirm silinmesi ile elde edilen 4 matrisine

indirgenmis diigiimler matrisi adi1 verilir. Yukaridaki dnekte elde edilen diigiimler

matrisinden elde edilebilecek indirgenmis diiglimler matrisinin biri,s6z gelimi, 4

satirnin silinmesi ile;

(a)
(b)
(c)
A=)
(e)
f)

(&)L

elde edilir.

M @
-1 0
0 O
1 1
0 O
0 O
0 -1
0 O

(3) 4 ) 6 (D () (9 10)
o 0 0 o0 O O 1 O
o 1 0 0 O O -1 0
1 0 0 O O O O O
-1 0 1 1 0 0 0 0
0o -1 -1 0 0 0 0 1
o 0 0 o0 o0 1 0 O
0o 0 0 -1 1 -1 0 0

A ya da A matrisinin ranki n, -1 oldugundan, bu matris igerisinden siitunlari

bu grafin agaci olarak segilecek her alt matris singiiler degildir. Ornegin Sekil 3.11

de verilen grafin agacini olusturan dallarin bulundugu

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
f)

(&)L

M @
-1 0
0 0
11
0 0
0 0
0 -1
0 0

() @) ) 6 O
0O 0 O 0 o
o 1 0 0 o0
1 0 0 0 O

-1 0 1 1 0
0O -1 -1 0 O
0O 0 O 0 o
0 0 0 -1 1
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alt matrisi singiiler degildir. Bunun gibi Sekil 3.11 den segilecek her bir agacin
dallarmm bulundugu A4 matrisinden elde edilecek her alt matris singiiler
olmayacaktir. Bu durumda indirgenmis diigiimler matrisi 4 asagidaki gibi

bolmelenirse,

dallar Kirisler

A{Al Az}

A; matrisi singiiler olmayan bir alt matris oldugundan esitligin her iki yan1 soldan

A ile carpilabilir. Bu durumda:

dallar Kirisler

waly] 4

elde edilir.

Temel ¢evre ve temel kesitlemeler matrislerinin elde edilmesinden sonra B, ve O,
G grafinda secilen bir agaca iligkin temel gevreler ve temel kesitlemeler matrisi; v(z)
ve i(t) sltunlar1 B, ve Ot ye uyumlu olarak diizenlenmis olan gerilim ve akim

vektorleri olmak tizere Kirchhoff aksiyomlar1 yardimu ile

By(t)=0 (3.11)
Qi(1)=0 (3.12)
esitlikleri yazilir.
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Yukarida verilen birinci bagintiya Temel Cevreler Denklemleri ikinci bagintiya

Temel Kesitlemeler Denklemleri ad1 verilir.

3.5.6. Teorem: Herhangi bir devredeki ani giig:

p(6) =v" ity = Y v, (i, (1) =0

olacak bigcimde Ozdes olarak sifira esittir. Baska bir deyisle devrede

iiretilen enerji ile tiiketilen enerji anlik olarak esittir. [1]

Ispat: Herhangi bir D devresi ve bu devrenin grafindan segilmis bir Gr agacina

iliskin temel ¢evreler ve temel kesitlemeler matrisleri asagidaki gibi yazilabilir:

Bu ifadeler;
v, (8) = =B (1),
L (1) =—0i, (1)

bi¢iminde yazilabiliriler. Buradan da;

"
Vi) = @) V@) Ll ((tﬂ

=v{ (0)iy(t) +v3 ()i, (£)
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= O 0 0]+ [~ Bm 0] 120
00 + B L)

olup, 3.5.3 Teoremi geregince, Q, =-B/;B, = -0/ oldugundan son esitlik sifira

0zdes olacaktir. Bu ise ispat1 tamamlar.O

3.5.7.Teorem: Graflar1 ayn1 olan D ve D devrelerinde ¢apraz ani giiclerin

toplami1 Ozdes olarak sifira esittir. Yani

() =V () i (1), p, (£) = V7 (£)i(¢) olmak iizere

p,(t)=p,(t)=0dur. [1]
Ispat: Birlesik bir D devresine iliskin devre grafi G ve bu graftan segilen agac da
Gr olsun. Bu durumda bu devreye iliskin temel cevre ve temel kesitleme

matrislerinin yukaridaki sekli ile:
Bv(t)=0ve Q,i(f)=0

biciminde yazildiklarmi varsayalim. Bu denklemlerde verilen v(?) ve i(?) vektorleri
devre elemanlarinin u¢ denklemleri nedeni ile birbirleri ile bagimlidir. Ancak bu

bagimlilik yukarida verilen denklemlere yansimamuistir.

Simdi, D devresindeki iki ve ¢ok-uclu elemanlarin, 6zellikleri bunlarinkinden

cok farkli olan yeni iki ve ¢ok-uglu elemanlar ile degistirildigini diisiinelim. Bu
degistirme sonucunda elde edilen devreyi D ile gosterelim &yle ki D ve D

devrelerinin tek ortak yani bu devrelerden cizilen graflar olsun. D den elde edilen
akim ve gerilim vektorleri swrasi ile i'(t) ve v'(t) ile gosterilirse devreden elde

edilecek temel cevre ve temel kesitleme matrisleri:
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B, v(t)=0ve Q, i (t)=0

bi¢ciminde olacaktir. D devresinin de ayn1 Gr agaci kullanilarak elde edilen temel

cevre ve temel kesitleme matrisleri bdlmeler halinde yazilirsa:

5 Ul “quo s lﬂ:{vmn}zo
R0 v (1)

(0] RGN
1% QJ—; }—0 , U QJ—LAQ}—O

bu ifadeler:

v(t)==Bw(t) , va(t)=—=Bv,(t)1)

b

(1) =-0i, (1) i_1(t)=—Q1 i_z(t)

biciminde yazilabilir ki bu asamadan sonra 3.5.6. Teoremindeki adimlar ile bu

0zdesligin var oldugu goriiliir.C0

3.5.8.Not: ifade edilen bu son teorem “Tellegen Teoremi” olarak bilinmektedir.
Bu teorem ile ayni topolojiye (devre haritasi anlaminda) sahip devreler
arasinda bir iligki kurulabilmektedir. Bu iliskinin kurulmasinda Kirchhoff
aksiyomlar1 etken olsa da devre grafindan segilen agaclardan elde edilen
denklem takimlarinin, devre elemanlarmin matematiksel modelini

icermediginin de bir kanit1 olarak disiiniilebilir.  Aciktir ki D ve
D devrelerinin islevleri birbirlerinden farklidir. Bu noktadan sonra,

elimizdeki ifadeleri D ve D devreleri arasindaki farkliliklar da igerecek

sekilde genisletmemiz kagmilmazdir.

Simdi agagidaki soruyu gbz oniine alalim:
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“Devreleri olusturan elemanlarin karakteristiklerinin elde bulunan denklem
sistemlerine yansitilmasi, elemanlart belirli kosullarda birbiri ile iliskilendirilmis

her devre igin gegerli olabilir mi?”

Boyle bir sorunun cevabi i¢in, devre elemanlarmin devre topolojisine bazi
kisitlamalar getirip getirmedigini incelemek gerekmektedir. Kirchhoff aksiyomlar1
ile kaynaklar bir arada diistiniildiigiinde kaynaklarin devre igerisinde yer almasi ile
ilgili olarak bazi kisitlamalar karsimiza g¢ikmaktadwr. Bu kisitlamalar1 ortaya
koyalim: Igerisinde akim ve gerilim kaynaklar1 bulunan birlesik bir D devresini ele

aldigimizda,

1) Devredeki gerilim kaynaklarin bazilarmmin bir ¢ c¢evresi olusturdugunu
diistinelim. Bu kaynaklar kendi iizerlerine atanan gerilim fonksiyonlarini
gergeklestireceklerinden, bu ¢evre i¢in yazilacak olan temel ¢evre denklemi

genellikle saglanmaz.

i1) Devredeki akim kaynaklarinin bazilarinin bir K kesitlemesi olusturdugunu
diistinelim. Bu kaynaklar, gerilim kaynaklarinda oldugu gibi, kendi
tizerlerine atanan fonksiyonlar1 gerceklestireceginden bu kesitleme igin

yazilacak olan temel kesitleme denklemi de genellikle saglanmayacaktir.

Yukarida verilen 1) ve ii) kisitlamalar1 nedeni ile asagidaki tanimin yapilmasi

gerekmektedir,

3.5.9.Tammm: Gerilim kaynaklarinin g¢evre, akim kaynaklarmin kesitleme

olusturmadig1 devrelere uygun devreler ad1 verilir.

3.5.10. Teorem: Uygun ve birlesik bir D devresinin grafi G ise, G icinde dyle
bir agac secilebilir ki, bu aga¢ D deki gerilim kaynaklarma iliskin G nin
biitiin elemanlarini dal olarak icine alir. Ayrica D deki akim kaynaklarina

iliskin G nin biitlin elemanlar1 da bu agacin disinda kalur.
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Ispat: Yukarida verilen 3.5.9. Tanim geregince gerilim kaynaklar1 cevre
olusturmadiklarina gore herhangi bir D devresinin grafi G ise bu devrenin tiim
gerilim kaynaklarina iliskin kenarlar agac igerisine alinabilir. Ayni tanim geregince
akim kaynaklar1 da kesitleme olusturmayacagindan 2.9.4. Teoremi geregince D

devresinin tiim akim kaynaklarma iliskin G grafinin kenarlar1 kirigler kiimesi

icerisinde kalabilir.O0

Herhangi bir D devresinin G grafindan 3.5.10. Teoreminde verilen 6zelliklere

gore secilecek agaca denklem kurma agaci ad1 verilir.

3.5.11. Teorem: Bir devredeki tim kenarlarin gerilimlerini dal gerilimleri,
biitiin akimlarin1 da kirig akimlari cinsinden ifade etmek, devrenin biitiin

akim ve gerilimlerini ifade etmek i¢in yeterlidir. [16]

Ispat: Bir devre grafindan segilen herhangi bir aga¢ icin devre akim ve

gerilimlerinin asagidaki esitlikleri sagladigi bilinmektedir.

[B EU]-_Vl(t) =0
L v, (1)

o]
v ia| -0

Burada v,(¢) ve vx(¢) siras1 ile dallara ve kirislere iliskin gerilim fonksiyonlar1, i,(¢)
ve ix(f) dallara ve kiriglere iliskin akim fonksiyonlaridir. 3.5.10. Teoremi geregince
tiim gerilim kaynaklar1 dallarda ve tiim akim kaynaklar1 da kiriglerde bulunmaktadir.
Gerilim kaynaklar1 v,(¢) =e(?), akim kaynaklar1 da 7,(#) = j(#) bigiminde belli
fonksiyonlar {irettiklerinden gerilim kaynaklarinin gerilim fonksiyonlari, akim

kaynaklarmin da akim fonksiyonu bilinen fonksiyonlardir. Bu durumda temel ¢evre

ve temel kesitleme denklemleri:
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By B, U 0 .
By By i 0 U .

RAGY
i; ()

{U 0 0, QIZ]

0 Ui Oy Op o
k

L J(D) ]

seklinde yazilabilir. Burada;

e(t) :Gerilim kaynaklarmin gerilimlerine iliskin vektor,

v4(?): Kaynaklar disinda kalan dallara iligkin gerilimler vektorii,
vi(?): Kaynaklar diginda kalan kiriglere iliskin gerilimler vektorii,
v{(?) : Akim kaynaklarinin gerilimlerine iliskin vektor,

i.(?) : Gerilim kaynaklarinin akimlarina iligkin vektér,

i4(t): Kaynaklar disinda kalan dallara iliskin akimlar vektorii,
ir(?): Kaynaklar disinda kalan kirislere iliskin akimlar vektorti,
j(?) : Akim kaynaklarmin akimlarma iliskin vektordiir.

Bu ifadeler:
v (1) B B, B,| | e®
_Vj(t) - B, Bzz_‘ v, (2)

_ie(t)}:_{Qn le_-|:ik(t):|
[, (D) Oy On| O

biciminde yazilabilir. Bu durumda tiim devrenin gerilimleri:
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et | [ U 0
v, (t) 0 U { o) }

v (9)

Vk(f) - B, —-Bp
_vj(t)_ __le _Bzz_

3.5.3. Teoremi geregince O, =—B/; B, = -0/ oldugundan

_e(t)_ U 0
o] R
O o) ) v
v, (9) Q1T1 1];
_Vj(t)_ _Qle 2Tz_

b
= Vl
o/

v(t) =0/ v(0)

oldugu goriiliir. Bu ise devrenin tiim gerilimlerinin dal gerilimleri cinsizden ifade

edilebilecegini gosterir.
Benzer igslemler akim denklemleri i¢in de yapilirsa:

i(t)= BtT i, () sonucuna ulagilir ki bu da devrenin tiim akimlarmimn kiris akimlar1 ile

ifade edilebilecegini gosterir.]

Bu teoremin sonucunda devre ¢ozlimlerinin bilinmeyen dal gerilimlerinin ya da
bilinmeyen kiris akimlarina yonelik olmasmin, devre biitliniinlin anlasilmast i¢in

yeterli olacagini gosterir.
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3.6. Dal Gerilimlerinin Belirlenmesi

Devreyi olusturan, kaynaklar disinda kalan elemanlarin u¢ denklemlerinin
i, (1)=G,v,(?) (k= 12,...n) seklinde diizenlendigini varsayalim. Burada Gy, reel

bir sabit, bir operatdr ya da vi(t) nin lineer ya da lineer olmayan bir fonksiyonu
olabilir. Biz bu ¢aliymada Gy’nin reel bir sabit olacagini varsayacagiz ki bu da bir
diren¢ elemaninin matematiksel modelidir. Devrelerde kullanilan kaynaklar ise
zamanin sabit, istel ya da periyodik olarak degisen siirekli fonksiyonlar1 ya da
pargali siirekli fonksiyonlar1 olabilir.

Devre grafi olusturularak devre igerisinden denklem kurma agaci secildigine
devre akim ve gerilimleri;
i,(1)]

) } dal akimlar1
iy (t)

i, (1)
L J(®)

_ e(0) -
} dal gerilimleri
vy ()

} kiris akimlar1

} kirig gerilimleri

seklinde diizenlenebilir. Burada i.(¢) ve e(¢) vektorleri gerilim kaynaklarma; j(f) ve
v{(?) vektorleri akim kaynaklarma; i4(f) ve va(¢) vektorleri bilinmeyen dal akim ve
gerilimlerine; ix(f) ve vi(f) vektorleri ise bilinmeyen kiris akim ve gerilimlerine
iliskin buyiiklikleri gostermektedir. Gerilim kaynaklarma iliskin e(f) ve akim
kaynaklarma iligkin j(#) kaynak fonksiyonlar1 olup bu biiytikliikler bilinmektedir.
Devrenin grafi yardimiyla belirlenen temel c¢evreler denklemleri ile temel

kesitlemeler denklemleri:
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[ e(t) | [i(t)]
: v, (1) : iy (1)
{Bn B, U 0] B {U 0 O Q12] _0
By, By 0 U o U -
21 22 i v, (£) P Oy O i (f)
v, @] | J(®)
Buradan kiris gerilimleri ve dal akimlarmna iliskin:
v (1) =—By,e(t) — Bj,v, (?) (3.13)
iy (1) = =051y (1) = O, j (1) (3.14)

denklemleri yazilabilir. Devrenin kaynak diginda kalan elemanlarinin u¢ denklemleri

dal akimlarma iliskin akim denkleminde yerine yazildiginda:

Gyv (1) =—0,,G v (1) — 0, j(1) (3.15)

elde edilir. Elde edilen (3.13) denklemi (3.15) esitliginde yerine kondugunda:

G, () =-0,G; [_ By e(t) — B,v, (f)] — 05 (1)
(Gy = 011G B, v, (1) = 0y,G By e(t) — 0ny (1)

Dal Gerilimleri Denklemleri elde edilir. Burada, Q,; ve Bj, matrisleri singiiler

olmayan kare matrislerdir. Fiziksel olarak islev goren bir devrenin de G4 ve Gy
matrisleri singliler olamaz. Bu durumda (Gd - QZIGkBIZ)matrisinin tersi

bulunabilir. Dal gerilimlerine ulasildigindan 3.5.11.Teoremi geregince devrenin

biitiin gerilimlerine ulasilabilir.
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3.7. Kiris Akimlarinin Belirlenmesi

Devreyi olusturan, kaynaklar disinda kalan elemanlarmn u¢ denklemlerinin
v, (8)=R,i, (t)(k = 1,2,...n) seklinde diizenlendigini varsayalim. Burada Ry, reel

bir sabit, bir operatdr ya da ix(f) nin lineer ya da lineer olmayan bir fonksiyonu
olabilir. Diren¢ elemanlar1 i¢in Ry reel bir sabittir. Devrenin elemanlarma ait ug

denklemleri (3.13) denkleminde yerine konursa:
Ryiy (8) =—Bye(t) — B, R, (2)
(3.14) denklemi bu denklemde yerine konursa:
Ryiy (t) =—By e(t) — B, R, [_ Oyi (1) - szj(t)]

(R = B, R 05)iy (1) = =By e(t) + B, R, 05, j(1)
Kiris Akimlar1 Denklemleri elde edili. (R, — B;,R,;0,,) matrisinin tersi

yardimiyla devrenin bilinmeyen kiris akimlarina ulasilir. 3.5.11 Teoremi geregince

devrenin tim akimlari bellidir.
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4. iS- AG AKIS PROBLEMLERI ve GRAF TEORISi

4.1. Giris

Calismamizin ikinci boliimiinde graflarin 6zelliklerini vererek, graf {izerinde
temel bazi tanim ve teoremleri ele aldik. Bu tanim ve teoremlerin elektrik
devrelerinin aksiyomlari, modelleri ve devre fonksiyonlarnin igerisine katilmasiyla
elektrik devrelerinin analizi i¢in olduk¢a kullanigh bir analiz yOontemi
olusturulacagini gordiik. Esas olarak graf disiplini miithendislik sistemlerinin pek
cogunun analizinde kullanilabilecek bir yapiya sahiptir. Bu bolimde bir baska
mithendislik alanini probleminin ¢ziimiiniin graf yaklasimina goz atacagiz. Graf
teorisi, kombinasyonel islem olarak ifade edilebilecek is — ag akis problemleri i¢in
olduk¢a kullanighdir. Bir isletmenin seyahat eden satis elemanlarmin seyahat
uzunlugunu minimize etme, uygun is ve ig¢i optimizasyonu bu tip problemlere 6rnek

olarak verilebilir. Bu tiirden problemler {izerine 6rnek bir caligma [3] de goriilebilir.

4.2. Ulastirma Aglan

Graf elemanlarinin mal ve hizmetlerin bir noktadan baska bir noktaya tasmmasi
icin planlanan aglara ulastirma ag: adi verilir. Bu alt bolimde graf elemanlarmnin,
genel anlamda, ulastirma aglarinda nasil bir rol aldigini inceleyecegiz. Ulagtirma
aglarindaki temel problem; ag akisini maksimize etmek ya da akis sirasinda olusan
herhangi bir fonksiyonu (maliyet vs.) minimize etmektir. Bu problemler lineer
programlama ile ¢oziilebilir. Ancak graf teorisi yaklagimi, bir bakis acisina gore,

probleme daha etkin bir yaklasimdir.

4.2.1.Tammm : Birlesik bir G yonlendirilmis grafi aslinda bir ulastirma agini

temsil eder. Ele alman bu G grafinin kenarlar1 pozitif sayilar ile
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numaralandirilir ve bu sayilar i. Diigiimden, ;. diigiime giden yolun

kapasitesini temsil eder. Burada kapasite c; ile gosterilir.

Sekil 4. 3 Ulastirma Ag1

Yukarida da soz edildigi gibi ulastirma ag1 problemlerinden bir tanesi de ag
akisin1 maksimize etmektir. Boyle bir probleme yaklagmak icin dncelikle asagidaki

tanim1 yapmak gereklidir.

4.2.2.Tamm: Bir ulastrma agin1 temsil eden bir G grafinin, bir kenar ile
iliskilendirilmis herhangi bir i. diigiimii ile j. diiglimiine dogru hareket
eden mal ve hizmet miktarina, o kenar lizerinden akis denir ve fj ile

gosterilir.

4.2.2 Taniminda verilen f;; negatif olmayan bir sayidir. Yine ayni tanima bagl
olarak, yonlendirilmis graflar ve akis i¢in asagidaki tanim ve kosullar gecerlidir.

1. G grafinin yonlendirilmis her (i,j) kenar1 i¢in
fy<c, (4.1)
dir.
2. G grafinda kaynak olarak adlandirilacak 6zel bir s diiglimii i¢in

D Sa= 2 Si=w 4.2)

seklinde tanimlanan w degeri akis degeri olarak adlandirilir.

3. G grafinda dagitim noktas: olarak adlandirilacak 6zel bir ¢ diiglimii i¢in

D=2 Sy =W (4.3)

seklinde bir fark degeri benzer olarak tanimlanabilir.

50



4. G grafinin kaynak ve tiiketim noktasi disinda kalan tiim diigiimleri ara

diigiim olarak adlandirilir ve her bir ara diigiim i¢in

> Sy =2/ =0 (4.4)

esitligi vardir.

Yukarida verilen (4.1) esitligi herhangi iki diiglim arasindaki akisin, kapasiteden
daha fazla olamayacagmi gosterir. (4.2), (4.3) ve (4.4) esitliklerinin anlam ise,
kaynak diiglimiinden ¢ikan w miktardaki mal ya da hizmetin ara diiglimler iizerinden
dagitim noktasina ulastigmni gosterir. Ozel olarak (4.4) esitligi 3. Béliimde aksiyom

olarak verilen Kirchhoff Kanunlarina da benzetilebilir.

Ornek olarak Sekil 4.1 de verilen ulastirma agini ele alalim: Bu ag igerisinde

degiskenler 10 kenar iizerinden akacaklar1 agiktir. Bu ag icerisinde

w= sb+ sd _fcs

olarak ifade edilebilir. Ancak biz w akis degerini, baska bir degisken olarak ele
alacagiz. Verilen bu ag iizerindeki biitlin akis fonksiyonlar1 asagidaki gibi bir siitun

vektori ile tanimlanabilir.

Jsb
Jsa
Jes
e
o
Jeb
Je
Ja
Ja
Jia
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Elde edilen bu matrise, w degiskeninin de eklenmesi ile olusan matris:

&

ile ifade edilir. Bu matrislere ek olarak / ile gOsterecegimiz bir satir vektor
tanimlayalim. Tanimlayacagimiz bu matrisin [/,,] elemani 1 olup, diger elemanlar1
0 dir ve siitun sayis1 kenar sayisindan 1 fazladir. Ornegin Sekil 4.1 de verilen ag i¢in

h matrisi

h=[L 0 0 000 0 0 0 0]

olacaktir. Bu durumda ¢oziilmesi gereken problem

A-=f0, f<cve 20

kisitlamalar1 altinda / - f matrisini maksimize etmektir. Burada A4 matrisi

ulagtirma agin1 temsil eden grafinin dagitim noktasi diigiimiinden, kaynak diiglimiine
dogru eklenecek bir kenar ile elde edilen graftan olusturulan matristir. Bu matris

3.Boliimde elde edilen diigiim matrisi ile ayn1 sekilde olusturulur. Dolayisiyla,

st sb sd c¢s bc bt cb ct dt dc dt

sl-1 1 1 -1 0 0 0 O 0 0 0
b O -1 0 0 1 1 -1 0 0 0 O
A=c¢/ 0 0 O 1 -1 0 1 1 0 -1 0
d 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 1 -1
tf 1.0 0 0 0 -1 0 1 -1 0 1]
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ve ¢ matrisi kenarlarin kapasitesini gosteren siitun vektordiir. Sekil 4.1 ile verilen

ornegimiz i¢in ¢ matrisi:

e = " I e ) N \O RV, - S ) R AN

biciminde olacaktir. Elde edilen matrislerin satir ve siitun dizilimlerinin ayni sirada
olmasi1 gerekir. Aciktir ki problem bir lineer programlama problemi olarak da ele
alnabilir [5]. Ancak tezimizin genel amaci1 dogrultusunda graf teorisi yaklagimi ile

problemin ¢oziimiinii arayacagiz.

4.2.3. Tamim: Bir ulagtirma aginda, 2.9.2. Tanimi geregince, kaynak digiimii

ile dagitim noktasi diiglimiinii sirasi ile P ve P ile gosterecegimiz iki ayri

birlesik grafta brrakan bir kesitleme yapilabilir. Bu kesitleme kiimesi

elemanlarmin P den P ye dogru yonlendirilmis olan kenarlarin

kapasiteleri toplamina kesitleme kapasitesi adi verilir, C(P,P) ile

gosterilir ve

> ¢;=c(P,P)

ieP,jeT’
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seklinde ifade edilir. Ornegin Sekil 4.1 de verilen ulastirma ag1 grafinda yapilan bir

kesitleme ile graf, P = {s,b} ve P= {c,dt} olmak iizere iki ayr1 birlesik grafa
ayrilabilir. Bu kesitleme ye ait ¢izgi, Sekil 4.1 de kesik ¢izgilerle gosterilmistir.

4.2.3 Tanimindan, kesitlemeyi olusturan elemanlarin P den Pye yonlendirilmis

olanlarm kapasiteleri toplami, kesitlemenin kapasitesini vereceginden

c¢(P,P)=5+5+2=12
olacaktir.

4.2.4.Teorem: Bir G ulastirma aginda w akis degeri; s kaynak diigiimii ile ¢
dagitim noktasi diiglimiini birbirinden ayiran kesitlemenin kapasitesinden

kiigiik ya da esittir. [5]

ispat: (P, P) kesitlemesi, s diigiimiinii P kiimesi igerisinde ve 7 diigiimiinii ise

P kiimesi iginde birakan herhangi bir kesitleme olsun. G igerisindeki tiim ara

diigtimler i¢in, (4.2) esitligi gbz Oniinde tutularak ve (4.4) esitligi yardimiyla

prt_ Z/[tpzw

peP.teG peP.teG

Zpi+ z fpi_ Zip_ z /[ip:w

peP.ieP _ peP,ieP —
peP.ieP peP,ieP

seklinde yazilabilir. Burada

zfpi_ Zﬁpzo

peP.ieP peP.ieP

oldugundan
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z fpi_ z f[ip:W

peP,icP peP,icP

akis fonksiyonlarinin toplamlar1 daima negatif olmayan sayilar olacagindan
w< > [ < Dc(pi)=c(P,P) (4.5)
peP,ieT’ peP,iel_D

esitsizligi yardimiyla ispat tamamlanir.O

4.2.5.Teorem : Bir G ulastirma aginda, s kaynak diigiimiinden ¢ dagitim noktas1
diigiimiine dogru olan akis degerinin maksimum degeri, s ve ¢ diiglimlerini
ayrran tiim kesitlemelerin minimum kesitleme kapasitesine sahip

kapasiteye esittir. [5]

Ispat: 4.2.4 Teoremine gore, G de bir wy akis degerine sahip fonksiyonlar
kiimesinin s diigiimii ile # diiglimiinii ayran (Po,f’o) kesitlemesinin kapasitesinin

c(P,, P,)a esit oldugunu gostermemiz ispat1 bitirecektir.
G i¢inde, wy miimkiin olan maksimum akis kapasitesini gostermek tizere, P ve
P diigiim kiimelerinin ele alalim. Buna gore
i) seP dir.
ii) 7€ P digiimii igin
ya f; <c;yada f; >0

kosullarini saglayan j € P dir.

iii) G nin P de olmayan tiim diigtimleri P kiimesindedir.

Bu kosullardan 7 digiimiiniin P de olamayacagi goriilecektir. Eger 6yle olsaydi,

s ile ¢ arasinda, Sekil 4.2 de gosterilen, her bir kenar1 ya f .41 <Cj 4 yada

f [N 0 kosulunu saglayan bir p yolu bulunmak zorunda olacakti.
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Sekil 4.2 de gosterilen p yolu lizerinde;
e (v;vj+1) kenar1 v; diiglimiinden, v;+; diigiimiine dogrultulu ise gidis yonlii
kenar,

e v den vj ye yonlendirilmis ise doniis yonlii kenar olarak

isimlendirilir.
Gidis Yonli Déniis Yonli
Kenar Kenar
- "|_.-; iTi
i V-'-,:
5
Sekil 4. 4

Ele aldigimiz p yolunda 6, tim gidis yonlii kenarlar igin |.CVjVj+1 — fvjijJ

farkinin minimum degeri, &; ise tiim doniis yonlii kenarlar igin ayni farkin minimum

degeri olsun. Burada hem &; hem de &, degerlerinin pozitif biyiiklikler olacagi

aciktir. Ozel olarak, & =min(&;,5;) olsun. Bu durumda G ulastirma ag1 igerisindeki

toplam akis miktari; gidis yonlii akigin artmasi, doniis yonii akisinin azalmasi ile
artacaktir. Bu ag icin de (4.1), (4.2), (4.3) ve (4.4) kosullarinin saglandig1 da

diisliniildiigiinde, bu akis miktarinin maksimum degerinin wy oldugu varsayim ile
celigki elde edilir. Dolayisiyla ¢ diigiimii P kiimesinde olmahdir. Bagka bir deyisle

(P, P) kesitlemesi s diigiimii ile 7 diigiimiinii farkli diigiim kiimelerine ayirir. Ispatin

baslangicindaki i) ve ii) kosullar1 geregince P iginden alinacak bir p diigimii ve

P icerisinden alinacak bir i diglimii i¢in

elde edilir. Esitlik (4.5) geregince akis degeri
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Wo = Z fpi_ 2 /[ip

peP,ieT’ peP,ieT’
= > ¢, =c(P,P)
peP,ieT’

olacaktir. Bu ise aranan sonugtur.O
Sekil 4.1 de verilen ag i¢in kaynak digiimi s ile t dagitim noktasi diiglimiinii
ayiran sekiz kesitleme vardir. Bu kesitlemelerin kapasiteleri asagida verilmistir.

Diiglim Kiimesi P

c(P,P)
{s} 9
{s,b} 12
{s,c} 19
{s,d} 6
{s,b,c} 11
{s,b,d} 9
{s,c,d} 16
{s,b,c,d} 8

Goriildiigii gibi bu ag igerisindeki akis miktar1 P = {s,d} ve P ={b,c,t} ile

belirlenir.

Yukarida vermis oldugumuz teorem, anlik akisin maksimum degeri olarak ifade
edecegimiz Wy, degerini bulmaya doniik bir algoritma igermez. Ayrica tiim
diigiimler aras1 akis miktarlarin1 iceren f matrisini de maksimum kilacak bir
algoritma icermez. Bu tiirden algoritmalar ([13]) halen daha gelistirilmektedir ([17]).

Ag akis problemleri daha da genisletilebilir. Inceledigimiz sistem tek bir kaynak
ve tek bir dagitim noktasindan olusmaktadir. Birden fazla kaynak ve birden fazla
dagitim noktasiin bulundugu ulagtirma aglari, diigiimlerin de belirli kapasitelerinin
bulundugu (s6z gelimi belli noktalarda depolama zorunlulugunun bulundugu) aglar,

iki yonlii esit akisin bulundugu aglar gibi genislemeler yapilmistir [5] .
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5. SONUC ve DEGERLENDIRME

Bu tezde graf teorisinin miithendislik uygulamalarina neler kattig1 ve ne gibi bakis
acilar1 getirdigi, baz1 miithendislik alani uygulamalar1 6rnekleri ile gézlemlenmeye
calisilmigtir. Bu amacla tezin 2. Bolimiinde, Graf Teorisinin bu uygulamalarda
yaygin kullanilan tanim ve teoremleri ortaya konmustur. Bu tanim ve teoremler 3. ve
4. Bolimde ilgili alanlarin temel problemlerine yaklasim amacli kullanilmastir.
Ozellikle 3. Boliimde, graflardan elde edilen matrisler yardimi ile elektrik
devrelerinin analizi problemlerinde ¢6ziime ulagsmak amacli lineer bagimsiz denklem
sistemlerinin elde edilmesi i¢in kesin bir yol ortaya konmustur. 4. Bolimde ise
isletme problemlerinin uygulamalarma kisa bir bakis yapilmistur.

Bu caligmanin devaminda, grup genislemelerinin graf modellerinin elektronik ve
haberlesme sistemlerinde nasil bir model olarak kullanilabilecegi, graf — grup —

genisleme kavramlari arasindaki iliski, es yapililik bagmtisi altinda incelenecektir.
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