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OZET
FABER POLINOMLARININ ASIMPTOTIK OZELLIiKLERI

. Teslime ISIK
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dal

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOYV)
Balikesir, 2008
Bu calisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, diger bdliimlerde kullanilacak olan temel tamimlar,
gosterimler ve teoremler verilmistir.

Uc kisimdan olusan ikinci boliimde, Faber polinomlar1 ve onlarin asimptotik
ve yaklasim oOzellikleri incelenmistir. Birinci kistmda Faber polinomlart
tanimlanmis, ikinci kisimda Faber polinomlarinin basit asimptotik o6zellikleri
arastirllmigtir, iiclincii kistmda ise Faber polinomlarinin  yaklasim o6zellikleri
incelenmistir.

Uciincii boliim ii¢ kistmdan olusmaktadir. Birinci kistmda genellesmis Faber
polinomlar1 ve ikinci kisimda ise p-Faber polinomlar1 tanimlanmistir. Son kisim ise
p-Faber polinomlarinin asimptotik 6zelliklerine ayrilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Faber polinomu / genellesmis Faber polinomu / p-
Faber polinomu / Faber serisi
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ABSTRACT
ASYMPTOTIC PROPERTIES OF FABER POLYNOMIALS

Teslime ISIK
Balikesir University, Institue of Science,
Deparment of Mathematics

(M. Sc. Thesis / Supervisor: Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOV)
Balikesir-Turkey, 2008
This work consists of three chapters.

In the first chapter basic definitions, notations and theorems which are used in
the following chapters are given.

In the second chapter, which consists of three sections the Faber polynomials
and their asymptotic and appoximation properties are investigated. Here, in first
section Faber polynomials are defined, in second section the simple asymptotic
properties of Faber polynomials are investigated, in third section appoximation
properties of Faber polynomials are studied.

The third chapter consists of three sections. In the first section the
generalized Faber polynomials and in second section p-Faber polynomials are
defined. =~ The last section devoted to the asymptotic properties of p-Faber
polynomials.

KEY WORDS: Faber polynomial / generalized Faber polynomial / p-Faber
polynomial / Faber series
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SEMBOL LISTESI

Simge Ad1

C Karmagik sayilar kiimesi

R Gercgel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

K Baglantili timleyene sahip sinirl bir kontinyum
G Sinirh basit baglantili bolge

r G bolgesinin sinir1

| K kontinyumunun seviye ¢izgisi

Gy I'; seviye ¢izgisinin igi

D, I', seviye ¢izgisinin dis1

{F, (2)} K kontinyumunun Faber polinomlari
I(T) I' egrisinin uzunlugu

G G bolgesinin kapanist

U {ze C:|¢| <1} kiimesi ( agik birim disk)
D(z,,9) {z€ C:|z -z, < & } kiimesi

CG G bolgesinin tiimleyeni



ONSOZ
Faber polinomlari, genellesmis Faber polinomlart ve onlarin asimptotik
ozelliklerini konu alan bu calismam boyunca bana zamanini ayiran ve yardimlarini

esirgemeyen damismamim Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOV’a tesekkiirlerimi
sunarim.

Ayrica bu noktaya gelmemde biiyiik emekleri olan, desteklerini her zaman
hissettigim annem, babam ve agabeyime de tesekkiirlerimi bildiririm.

Balikesir, 2008 Teslime ISIK
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1. ON BILGILER

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

1.1.1 Tanmmm: Karmasik diizlemde baglantili ve agik bir kiimeye bolge, baglantili ve

kapal1 bir kiimeye de kontinyum denir [1, s:1].

1.1.2 Tanmm: [a,b] R olmak tizere siirekli bir

I' : [ab]>C

fonksiyonuna karmasik diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarina
sirastyla egrinin baglangic ve bitim noktalar1 denir. Bir I' egrisi verildiginde
I'(a)=I'(b) ise I ’ya kapali egri; bir I' egrisi sadece f, =¢, i¢in I'(¢,)=I'(z,)
oluyorsa I'’ya Jordan egrisi; I tiirevi var ve siirekli ise I ’ya diferansiyellenebilir
egri; diferansiyellenebilir bir I' egrisi icin eger, I"'(¢) # 0 oluyorsa I"’ya diizgiin egri

denir [2, s:126].

1.1.3 Tanim: B karmasik diizlemde bir bolge olmak iizere f:B — C siirekli
doniistimii verilsin. Eger bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda ¢ agis1 yapan
herhangi iki diizgiin ¥, ve y, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrileri de w, da
aralarinda yon ve biiyiiklilk bakimindan o acis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z, da

bir konform doniisiimdiir denir [2, s:309-310].

1.1.4 Tammm: Bir f karmagik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(z,,9) , 6 >0,

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,’da analitiktir denir

[2, s:100].



1.1.5 Tanim: I" karmasik diizlemde bir egri olsun. Eger bir 7 ¢cemberini I ’ya
resmeden ve 7 cemberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim varsa

" egrisine analitik egri denir [3, s:20].

1.1.6 Tammm: Bir y(t) = z(r) = x(¢) + iy(¢), 0<¢t <1 egrisini alalim. Bunun ug
noktalar1 z,= z(0) ve z,= z(1) olsun. Eger, egri lizerindeki noktalar, z,’dan
baslamak iizere #’'nin artisina karsilik gelis sirasina gore taranirsa, p pozitif yonde

doniilmiis olur [2, s:129].

1.1.7 Teorem(Riemann Doniisiim Teoremi): G — C siir1 en az iki noktadan

olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bdlgesini U’ya,

f(zy)=0 ve f'(z,)>0
kosullar1 altinda resmeden bir tek f konform doniisiimii vardir [4, s:8].

1.1.8 Teorem: E c C en az iki noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip, sinirlt

bir kontinyum olsun. Bu durumda, CE bolgesini cU’ ya

P(o0) =00, @'(o0) =1im 2 50
oo 7

kosullar1 altinda resmeden bir tek ¢ konform doniisiimii vardir [4, s:104].

R>1 olmak iizere, merkezi O ve yaricapt R olan ¢emberin ¢ fonksiyonu

altindaki ters goriintiisii
I, ={z:]p(2)|=R,R>1)

olsun.

I'y, R>1,egrilerine E kontinyumunun seviye ¢izgileri denir [5, s:34].



1.1.9 Teorem(Smirsiz Bolgeler icin Cauchy Integral Teoremi): G, sonlu
uzunluklu bir Jordan egrisi ile simirlanmig simirl bir bolge ve I bunun pozitif

yonlendirilmis sinirt olsun. f, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

If(s‘) f(e)=f(2); z€ CG
27 f(); z€G

olur [6, s:486].

1.1.10 Teorem(Holder Esitsizligi): E bir ol¢iim uzay1 olmak iizere, p>1, g>1 ve

l.,.l:l icin fe L”(E) ve ge L'(E) ise fge L'(E) ve
P 4q

1

< U|f(x)|”dxjp(j|g(x)|"dqu

[ Fg(xdx

olur [7, s: 388].

1.1.11 Teorem(Smirlarin uygunlugu teoremi): G, I'" ile sinirl basit baglantili bir
bolge ve w=f(z), G’yi |w| <1 diskine konform ve birebir olarak doniistiiren bir
doniisiim olsun. Bu doniisiimiin G ve |w| <1 kiimeleri arasinda bir homeomorfizme

genisletilebilmesi icin gerek ve yeter kosul I'’nin bir Jordan egrisi olmasidir

[4, s:70].

1.1.12 Teorem(Weierstrass M-Testi): AcC ve g, A lizerinde tamml

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Gergel sayilarin asagidaki kosullar1 gercekleyen bir

M, dizisi varsa, z 8. » A lUzerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
1



WM, =0, ZMn yakinsak,
1

(ii) Her ze A i¢in, [g, (2)| <M, ,  k=1,23,...
[2, 5:189].

1.1.13 Tamm: x, ve y, iki pozitif dizi olsun. Eger |xn| <c.y, ., n=1,23,..., olacak

sekilde n’den bagimsiz bir ¢>0 varise x, = O(y,) gosterimi kullanilir.



2. FABER POLINOMLARI
2.1 Faber Polinomlarinin Tanim

I sinirt en az iki noktadan olusan basit baglantili bir G bolgesi verilsin.
G=GuT kapal1 bolgesinin tiimleyeni D olsun (D =C —5). Riemann konform
doniisiim teoremine gore D bolgesini |w| > 1 bolgesine birebir ve konform resmeden

veE

P =0, /()= 1T >0 @

kosullarim1 saglayan ¢ doniisiimii tektir. Gergekten; D bolgesinin z = o noktasini

z, = 0 noktasina tagiyan

(zp€ G)

doniistimii altindaki goriintiisii G, bolgesi olsun ve w, = @(z,), G, bolgesini

#(0)=0, ¢'(0) = lim L =1

Z|—>0 Zl

kosullar: altinda |w1| <1 bolgesine doniistiiren fonksiyon olsun. Buradan D bolgesini

|wl| > 1 bolgesine doniistiiren



1

W=(P(Z)=—1
)
Z—2,

fonksiyonu (2.1)’de istenen ozellikleri saglar. Gergekten

1
( )—¢(0)—

im?2 _im L& s
4 zl—>OZOZ1+]W1

dir.

¢ fonksiyonu D’de sadece « noktasinda analitik degildir. (2.1)’deki sartlar
altinda oo noktas1 ¢ fonksiyonun birinci mertebeden kutup yeridir. Buradan

hareketle ¢ fonksiyonunun e ’un komsulugundaki Laurent acilimi1

P()=y+Y, +ﬁ+L§+...
Z 2z

bicimindedir. n=0,1,2,3,... i¢in

lp(2)]" = (72 +7, +%+:—§+...j

b (n) b (n) b(”)
=y'"+a " a7 a2 a” A+

< < 4

oldugu goriilmektedir. Sonuncu esitligin  sagindaki z’nin negatif olmayan
kuvvetlerinden olusan
(m =t (n) n=2 ()

F()=y"z7"+a"z"" +a"z" > +..+a" 7 +a

polinomuna G bolgesi i¢in n. mertebeden Faber polinomu denir.



b (n) b (n) b(n)
L+ 2 4.2

. +...
2 k
< < <

toplamin1 da — E (z) ile gosterirsek
[p(2)]' = F,(2)-E, (2)
esitliginden
F,()=[p@] +E, (2

elde ederiz.

Bazi 6nemli kiimelerin Faber polinomlarini verelim.

2.1.1 Ornek : Eger G bolgesi |z - z0| < R, diski ise bu diskin diginin |w| >1

o(z)

bolgesine, @(0) =00 ve @'(0)=lim——=>0 kosullarini
Z—>0 Z
doniisimii
— ZO
w = )=
@(2) R,

dir. Bu durumda her n dogal sayis1 i¢in

F(2)=—(z2—2z))"

n
0

saglayan konform

olur. Goriildiigii gibi |z - z0| <R, diski i¢in Faber polinomlar1 konform doniisiim

fonksiyonunun negatif olmayan tam kuvvetleridir ve E (z) =0, n=0,1,2,....



2.1.2 Ornek: K =[-1,1] olsun. Bu durumda K kontinyumunun diginin

|w|>1 bolgesine, @(c0) =o0 ve @'(o0)=lim—= ()

0 7

>0 kosullar1 altindaki konform

doniisiimii w=@(z) = z++z” —1 seklindedir. Karekok fonksiyonunun

liml«/ z° —1 =1 kosulunu saglayan dalim sectigimizde ¢ fonksiyonunun tersi

Z—)OOZ
1 1
:W(W):E(W'F;j, |W|>1

Zhukovskii fonksiyonu olur. Bu fonksiyonu

v _$EG

l//(t)—Z —~ tn+l ’ ZEGR’ |t|>R

o(t,z)=

formiiliinde yerine yazarsak

l//'(t) _ tz—l el (Z)
W(t)_z _t(tz—ztz+l) 20 n+l

olur. Buradan

> F.(2)
t—2tz+1 Z::; - R el <R

elde edilir. ¢ = l dersek
w

2 0o
oW S WwE@. <l

1—2WZ+W n=0

oldugu goriiliir.



Diger yandan ortagonal polinomlar teorisinde ispatlanmigtir

T (x) =cos(narccos x) biciminde tanimli Chebyshev polinomlart i¢in

1_W2 oo
T T+ W' T (2
1— 2wz +w? (2) Z‘ (@)

acilimi gecerlidir. Boylece
F,(z2)=T,(z) ve F,(z)=2T,(z), n>1
elde edilir.

2.1.3 Ornek: R>1 olmak iizere diizlemde odaklar1 F1, yar1 eksenleri

RPN
2 R 2 R

olan elips verilsin. Bu elipsin denklemi

z:l(Re"% lﬂj, 0<o<27
2 Re'

seklinde yazilabilir. Boylece konform doniisiim fonksiyonu

z=y¥(w;R) =%(RW+LJ,

Rw

W=(/’(z;R)=%(z+\/z2 —1)

formiilleri ile tanimlanabilir. Bu elips i¢in Faber polinomlar:

FL(zR) =~ F ()=

T (2), n=>1
R" R" (2

ki



seklinde bulunur.

2.1.4 Ornek: K kontinyumu

-1 -2
" +a, 7" +a, 2"t tazt+a|<a

kosulunu saglayan noktalar kiimesinin belirledigi p odakli lemniscate olsun.

Bu durumda konform doniisiim fonksiyonu

2 p-1 r
Z

v

z a. a. a a P

w=@(z) == 1+ L2422 L0 zeD
a Z Z Z

. veq oo - . . . ap—l aO % .
dir. Kokiin temel degerini alirsak (lim(1 + —+ ....—p) P =1 olacak sekilde)

700 Z Z
" () =—— (z” +a, 2" +..+az+a, )m , m=1,2,...
a
1 p p-l i
Fmp(Z):T,,(Z +a,,z +...+a1z+a0) , m=1.2,...
a
olur.
Bu oOrnekte m=1,2... iken mp mertebeli biitin Faber polinomlari
hesaplanabilir. Ozellikle eger iki odakli ‘zz — 1‘ <1 Ilemniscate verilirse

F, (z)=(z° —1)" elde edilir. Ustelik

b
SESN LR i
<

formiiliine dayanarak kii¢iik derecelerin tek Faber polinomlar1 hesaplanabilir.

Ornegin

10



F(2)=z, F3(Z)=z3—%z

elde ederiz.

2.1.5 Ornek:
1
=yw)=w+—, |w| >1 (2.2)
3w

fonksiyonu |w| >1 bolgesinde basit kutba sahip oldugu oconoktasi hari¢ analitiktir.

Bu fonksiyonda w = e’ yazarsak
7= lﬂ(e“g) =¢'"? +%e‘3"19 =cosf+ isin9+%(cos39—isin30)

buluruz. Reel ve imaginer kistmlar1 ayirarak x=4cos’ 8,y =4sin’ @ astroid
denklemlerini elde ederiz. Sinirlarin uygunlugu kuralina dayanarak (2.2) fonksiyonu

|w| >1 bolgesini birebir ve konform olarak astroidin digina doniistiiriir. Faber

polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu hesaplayarak

w'(w) wt—1 = F, (z)
= Z

W(W)_Z =0 W

ww! +;— w?)

elde ederiz.

Bu durumda z’nin keyfi degerleri i¢in Faber polinomlarini yazmak kolay
degildir. Sadelik i¢in bu polinomlarin degerlerini z =0 i¢in hesaplayalim. z=0

oldugunu farz edersek

w*—1 1 w—l (1) (-DF = (=1
5 '1+(1/3 W z Z 4k+l Z3kw4k+5

w k=0

11



elde ederiz. Bu agilimdan

Y —*!
F4k(0):( 32 _(3k)—1

=(—1)"31k, k>1

F,(0)=0, n#4k

oldugu goriiliir.

2.2 Faber Polinomlariin Basit Asimptotik Ozellikleri
I, ={z:|p(x)| =R}, R>1

seviye cizgisini tammmlayalim. Her I', seviye cizgisi iki kanonik bolge tanimlar;

Egrinin i¢i G, ve dis1 Dy :
G, =intl'y, D, =extl’,
2.2.1 Teorem: R>1 olmak iizere her z e G,igin

=L [0 g

mi gz
olur.

Ispat: ze G, alalim. E, (z)fonksiyonu Dr kapal1 bolgesinde analitiktir.

Sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral teoremi’ne gore

L E"_(g)d — E ()-E, (2); z€ Dy
27” Tk g_Z En(oo), ze GR

12



dir.

z€ G, oldugundan

. (S)
= j—dg E,()=0
olur. Buradan
J'[("(G)] J‘Fn(G)—En(Q) Ic
2m Y -2 Zm' c—2

I

1 F(g)lg 1' En(g)lg
27a 62 2myr 62

oldugu goriiliir.

Boylece her ze G, i¢in

I[¢(§ )]

bulunur.

2.2.2 Teorem: R>1 olmak iizere her ze€ D, i¢in

E.(z j[(P(G)
2m c—z2

olur.

13



Ispat: ze D, alalim. Smirsiz bolgeler igin Cauchy integral teoreminden

——d—E()E(z)
2my 62

elde edilir. E, (o) =0 oldugundan

E
E()=—— J‘ (G)
R ACR O
27 ¢ ¢z
:_L. Mdg.kL Lg
Zerg—z 2er c—2
1 loo)]"
=— |12
27a'FJ; c—z2 d
bulunur.
I ¢(§) 2eD,
elde edilir.
Boylece
j[go(g)] (e G,

[(D(G)]
Eutz 27ZZJ. Sz ° e D

olur.

14
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2.2.3 Teorem: K, baglantili D tiimleyenine sahip bir kontinyum ve F, (z)

polinomlar1 K kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak iizere her z € K icin

@" F,(2)| <

olur.

Ispat: ze K olsun. & >0olmak iizere (2.3) esitliginde R=1+¢& oldugunu

varsayalim.

Boylece (2.3) formiiliinden ze K i¢in

| 1 ¢ @)
J -z

ag <L 1 (1+&)"I(T,,,)
2” p(K 1+g)

27r

€Z|

1—‘1+£
elde edilir.

Burada [(I',,), I,,, egrisinin uzunlugunu, po(K,I',,,) da K kontinyumu ile

I',,, egrisi arasindaki uzaklig1 gostermektedir.
C(E) — L ( l+€)
2” p(K I+e )
dersek
<ce)(1+e)", ze K

olur. Bu esitsizligin her iki tarafinin n. dereceden kokiinii alirsak

15



1/n

<[e®]""a+e)

elde ederiz. n— oo icin limit alirsak

limz/|F, () <1+¢

oldugu goriiliir. ¢ keyfi kiiciikliikte oldugundan ve sol taraf ¢ "a bagli olmadigindan

lim#
n—oo

F,(2)] <

elde edilir.

2.2.4 Teorem: 1< r < R olacak sekilde r ve R iki sabit say1 olsun.

F (z) polinomlar1 K kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak iizere, Vz e Dr icin

F,(2) =[p()]" +O(r")

olur.

ispat: ze Dr olsun. (2.4)’den

d |SL r'l(I,)
2ﬂ.p(rr’FR)

(/’(G)
e 2 ]

T, |g— Z|

elde edilir. Burada /(I',); I'. egrisinin uzunlugunu, p(I'.,I';) de I', ile I', egrileri

r r

arasindaki uzaklig1 gostermektedir.

c(R,r) = L—Z(F’)
C 27 p(T,Ty)

16



dersek

E,(2)|<c(R,r)r"
olur. Buradan

E (z2)=0(r")
oldugu goriiliir.

F,(2)=[p()]" +E,(z)
esitliginden

F,(2) =[p()]" +0(r")
bulunur.

2.25Teorem: Vze I'; icin

lim#
n—oo

F,(2)] =|e(2)|

olur ve bu esitlikteki yakinsama D i¢indeki her F kompaktinda diizgiindiir.

Ispat: z e ', olsun. (2.5)’den

o@r")
[p(2)]"

n o@r")
= 1
[p(2)] _ +0(R”)_

F,(2)=[o()]"| 1+

=[p()]"| 1+ 0(—,)

r
(- Rn =

17
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olur. Buradan

F (2) | r"

=1+0
[p(2)]" (R")
Fn_(z)_l =0( r’ )
[p(2)]" R"
F (2) <o r"
[p(z)]" | R
F@| [ | FG) —1‘9 r
el |~ o))" R"
_Cr" < F (2) 3 _Cr"
Rn [¢(Z)]n Rn
e F,(2) sl
Rl‘l Rl‘l n
elde edilir.

n n

cl(R)zl—c%, e, (R)=1+c—

n

denirse

¢ (R)< %Zﬂ <c¢,(R)

n —

¢, (R)R" <

F,(2)|<c,(R)R"

olur. Bu esitsizligin her {i¢ tarafinin n. dereceden kokiinii alirsak

1/n

[c, ®]""R < <le, ®]""R

F,(2)

elde edilir. n— oo i¢in limit alirsak

18



R <limz
n—oo

F,(2)| <R

F,(2)| =R =|p(2)|

limy/|F, ()| = |(2)

limz
n—oo

,z€D

elde edilir. Bu esitlikteki yakinsama D icindeki her F' kompakt1 tizerinde diizgiindiir.

2.2.6 Teorem: Vze I';igin

F
tim L2 ()

e F (2) ()

olur ve bu yakinsama D i¢indeki her F kompaktinda diizgiindiir.

Ispat: z e ', olsun. n ve n+l igin (2.5) formiiliinden

F.(2) _ e +0¢")

F.(z)  [o)]"+0@")

O(rn+1 ) j
[p(2)]""

n o@r")
1+
[p(2)] ( T (Z)],,j

n+l
1+ O(;M J

= ¢(2) -
1+0(r j
Rl‘l

n+l n n
140~ |+0| = |-0| =
Rn+ Rn Rn

= ¢(2) -
1+0(’" j
Rn

[¢(z)]"“(1 +

19



n+l n
o~ |-0| =
Rn+ Rn

=¢(z) |1+ -
1+0(r ]
Rn

rn
=@(z)+ O(R” j

elde edilir. Boylece

F,..(2)
F,(z)

:¢(Z)+0(;"J’ zel;

oldugu goriiliir. n— oo i¢in limit alirsak

F
fim £ (D)

= , D
n—oo Fn (Z) ¢(Z) Ze

elde edilir. D ig¢indeki her F kompaktinda bu yakinsama diizgiindiir.

2.3 Faber Polinomlarinin Yaklasim Ozellikleri

{c,} karmasik sayilar dizisi i¢in

l:@,}’i/a:%’ R>0

oldugunu varsayalim. Cauchy-Hadamard Teoremine gore

D e, (z—2)"
n=0

20
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kuvvet serisi |z - z0| < R diskinde yakinsak,

= z0| > R iken 1raksaktir.

K kontinyumu ve bunun {F, (z)} Faber polinomlar: dizisi verilsin.

e, F,(2) @)

Faber polinomlar1 serisini diisiinelim. Dogal olarak bir soru ortaya cikar: (2.7)
serileri nerede yakinsak nerede iraksaktir? Yani (2.7) serisinin yakinsama bolgesi

nedir? Bu serinin yakinsama bolgesi (2.6) degerine baglidir.

2.3.1 Teorem: {c,} bir karmasik sayr dizisi, {F, (z)}_,’ler de K

kontinyumunun Faber polinomlar1 dizisi olsun.

lzﬁnr;/cn =%<1, R>1

ise ZCnFn(Z) Faber serisi G, bolgesi i¢inde diizgiin yakinsak, D, bolgesinde
n=0

wraksaktir.

Ispat: 1<R, <R olacak sekilde bir R, sayisi alalim. 2.2.5 teoremin ispatindan
AR" <|F,(2)<AR", zeT,

oldugunu biliyoruz. Diger yandan

oldugundan her &€ >0 icin dyle bir N dogal sayist vardir ki n>N icin

21



elde ederiz. &, sayisin1 R, < R— €, olacak sekilde sectigimizde

0

R n
c,F (2)<A !
n n( )| Z(R_gj

R,

olur. g = dersek 0<g<I i¢in

&

¢, F,(2)|< Aq"

olur. Boylece ze€ I’ i¢in (2.7) serisinin mutlak degeri N+1 den baslayarak diger
indeksler igin iistten sinirlanmig oldu. Bu yiizden (2.7) serisi I, iizerinde diizgiin ve

mutlak yakinsaktir.

Diger taraftan ze€ D, olsun. |qo(z)| =R, denirse R, >R ve z€ I olur. Bu

durumda 2.2.5 teoremin ispatindan

AR <|F,(2)|SAR,", zeTy

olur. En",/ cn| =% oldugundan her £>0 i¢in {c,} dizisinin

22



c

ny

) _
Ak>l_€:1 ER
R R

olacak bicimde bir { ¢, } alt dizisi vardir. &, = - denirse

(1—-€R

1 —
Ak>1 eR: 1
R  R+g

c

s

olur. € sayisii, R+ &, <R, olacak sekilde secersek

A.R,™ R,
¢, F (z)\ > 22 A2
R (R+¢&)™ R+ ¢,

R2
R+¢,

R =)
elde edilir. P 2 >1 oldugundan Z(

ny
j serisi 1raksak olur. Buradan
E -
1 k=0

z ¢, F,(z) serisinin 1raksak oldugu cikar.
n=0

2.3.2 Teorem: G basit baglantili ve sinirli bir bolge ve bu bolgenin I sinir1
analitik bir egri olsun. Bu durumda G bolgesinde analitik herhangi bir f{z)
fonksiyonu K =GuUT kontinyumunun Faber polinomlar1 serisine agilabilir ve bu

acilim G bolgesi i¢inde diizgiin yakinsaktir.

Ispat: T analitik bir egri oldugundan w = ¢(z) doniisiim fonksiyonu G’nin

igine analitik ve birebir olarak genisletilebilir ve baz1 0 < p, <1 i¢in D, bolgesinde

birebir olur. Bu durumda z=W(w) fonksiyonu w=co noktas1 hari¢ |w| > P,

bolgesinde analitiktir ve o noktasinda basit kutba sahiptir.

z€ G olsun. Bu durumda p, < p<I ve z€ G, olacak sekilde bir p sayisi

vardir. { =w(¢) degisken degisimini ve Cauchy formiiliinii uygularsak
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ij) a- 7 | wo i 8)

elde ederiz.

vy @
- Z; et zeG,, |f=p (2.9)

oldugunu biliyoruz.

Gostermek kolaydir ki (2.9) serisi |t| 2 p ve G, bolgesindeki herhangi bir F

kompaktinda diizgiin yakinsaktir. Gergekten F, G,’nin kapal bir alt kiimesi ve

ze F olsun. FcG, ve p, <r < p olacak sekilde bir r sayis1 vardir. Bu durumda

o, (rr" <

<c,(rr",zel,

yazabiliriz. Boylece (2.9) serisi iistten sinirlanmis oldu. (2.9) ag¢ilimim (2.8)’de

yerine yazip integral alirsak

n+l
n=0

_ - F,(2)
f(2)= o, Lf[w(t)][z el

olur.

Syl e,
j = j d¢ (2.10)

n+1 ¢n+1 (é/)

gosterimini kullanirsak
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f(2)= ianFn(z) , z€G 2.11)

elde ederiz. Boylece teorem ispatlanmis olur. Burada (2.10) formiilii ile tanimlanan

(2.11) aciliminin {a,} katsayilar1 K kontinyumu i¢in f{z) fonksiyonunun Faber

katsayilaridir.

2.3.3 Teorem: K kontinyumu iizerinde analitik her f{z) fonksiyonu biitiin K

tizerinde diizgiin yakinsak Faber serilerine acilabilir.

Ispat: f, K’da analitik bir fonksiyon olsun. Bu teoremde K tiimleyeni
baglantili sinirlt bir kontinyumdur ve sinirinda herhangi bir kisitlama yoktur. f; K’da

analitik bir fonksiyon oldugundan R =1+&>1 iken bu fonksiyon G, bdolgesinde

analitiktir. 1< p <R olacak sekilde bir p sayis1 alalim. ze K igin

_ L) b ')
f@=_ rjﬁé Zﬂit'[pf[l//(t)]l//(t)—zdt (2.12)

P

elde edilir. Diger taraftan z€ K ve |t| = p i¢in

v & FQ
y(t)—z zo "

acilimi diizgiin yakinsaktir. Bu acilimi (2.12)’in sag tarafindaki integralde yerine

yazarak

an:#j WOl pm0123,...
2

n+l
t

icin

25



=Y aF ), ek

elde ederiz.

M = maxﬂf(z)| 1 Z€E Ep}
denirse |an| < En buluruz.

P
I<r< p bigiminde bir r sayist alalim. Her ze€ G i¢in
1 n
Fn(z)=—_j[¢(g)] d¢
2myr G-z

oldugundan

F,(2)| <c(rr"

olur. Bu durumda her n dogal sayis1 ve her ze G icin

a,F,(7)| < c(r)M(Lj
P

elde edilir. c(r)M (Lj serisi yakinsak oldugundan Weierstrass-M testi geregince
P

a,F, (z)| serisi G lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak olur.

26



3. GENELLESMIS FABER POLINOMLARI

3.1 Genellesmis Faber Polinomlarimin Tanim

g(z) fonksiyonu D bolgesinde analitik ve g(co) >0 olsun. Bu durumda ne N

icin g(z)[(p(z)]" fonksiyonu o noktasinda n. mertebeden kutba sahiptir. Bu nedenle

oo’ daki Laurent ag¢ilimi

(n) b(n)
gDl =a,y" 2" +a 2" + a2+ aVz+al” +—+ Lt
Z Z

biciminde olur. Bu agilimdaki z’nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan

F(z9)=ay'z" +a" 72" +a", 2" +..+a"z+a”

polinomuna K kontinyumunun g agirhk fonksiyonuna gore n. mertebeden

genellesmis Faber polinomu denir.

bl(n) bz(n) blin)
+ 5 +... < +
< Z <

toplamini da — E (z; g)ile gosterirsek

g@e)]' =F,(z:8)-E,(z:8)
esitliginden

F,(z;8)=g(le()]" +E, (z;8)
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elde edilir.

3.2 p-Faber Polinomlan

I' ile smirh basit baglantili bir G bolgesi verilsin. G=GuT kapal1

bolgesinin tiimleyeni D olsun (D =C —5). ¢, D bolgesini |w| > 1 bolgesine birebir

ve konform resmeden,

M>0

Plew) = 0, g (eo) = i

kosullarim saglayan bir doniisim ve neN, pe (I,o)olsun. £/¢'(2)[@(z)]", o un

cikarilmis komsulugunda analitik oldugundan

. . . 5 O
I’/go'(z)[go(z)] =y, 72" +Y,.2 l+...7/1z+7/0+?1+z—§+...

Laurent serisine acilabilir. Bu esitligin  sagindaki z’nin negatif olmayan

kuvvetlerinden olusan
F, (D=772"+ Y2 Y 2 Y,

polinomuna G kiimesi i¢in n. dereceden p-Faber polinomu denir.

toplamimi da — E, (z) ile gosterirsek

Ho' @p)] =F, (2)-E, ()
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esitliginden

F,,(=%¢@le@] +E, ()

olur.
3.3 p-Faber Polinomlarmimn Asimptotik Ozellikleri
3.3.1 Teorem: Her z € G; i¢in
1 (Yo' Ole)]"
F,, (=== dg
27 §—2
olur.

Ispat: ze G, alalim. E, ,(z) fonksiyonu Dr bolgesinde analitiktir.

Sinirsiz bolgeler icin Cauchy integral teoremine gore

1 (E,,©©)
— | ——""dc=FE ) =1()
27a'rJ; -2 6= Eup ()

dir. Buradan

1 Ne " 1 (F,)-E, &)
I\/co(g)[qo(g)] ag= L [Fus 2

27 §—2 27 §—2
F E
};IM@M"LIM@G
2y 62 2myr G-z
1 F,,©)
27zz‘r{ c—z =,
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olur. Boylece

J‘\W’(G [(/’(6') eG,
FR
elde edilir.
3.3.2 Teorem: Her ze€ D, igin
J‘\/(/’(G [(/’(6') e D,
FR

dir.

Ispat: ze D, alalim. E, ,(z) fonksiyonu Dr bolgesinde analitiktir. Sinirsiz

bolgeler i¢in Cauchy integral teoremine gore

E,
ij Euslge -k, ()=,
6—2

elde edilir. E, ,(ec) =0 oldugu i¢in

1 ¢E,, ()
E — [Zmet2
no(2) 27zz‘r{ §—2 d

» &) =Y9'() [(P(G)

a 2721j c—z2
:_Lan[’ Ic J‘\/(/’(G [¢’(€)]
c—z Zm c—2
_LI\IP ¢'(§)[¢(§)]"d
27 -z
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oldugu goriiliir. Buradan

z€ Dy

J‘\/(/’(G [¢’(€)

bulunur. Boylece ne N i¢in

F(2)= % j\”/q)'(g)[qo(g)] y G,

i c—2

J‘\/(/’(G [(/’(G)

z€ Dy

formiilleri elde edilir.

(3.1)

(3.2)

3.3.3 Teorem: K baglantli D tiimleyeni ile smirli kontinyum ve

F,, (z) ,n=0,1,2,... K kontinyumunun Faber polinomlar1 olmak iizere her z € K i¢in

limg|F, (2] <1

olur.

Ispat: z € K olsun. & >0 olmak iizere (3.1) esitliginde R =1+ & oldugunu

varsayalim. Bu durumda (3.1) formiiliinden z € K icin

G )‘_| J' \/(P(G [p(o)]"

1 d+8)"IT,,) NI
< L s d
2 p(K,1.,,) F£J¢(G)| |g|

elde edilir.
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Burada [(I,,); 1},, egrisinin uzunlugunu, p(K,I,,)’da K kontinyumu ile

+&

I

1+e

egrisi arasindaki uzakligi gostermektedir.

Holder esitsizligini kullanarak

J

1—1+E

’ A
¢"(§)|”pdgﬁ{pr‘(g)lldGIJ {Idd] . —t—=1
Dive Die p 4q

- ( [ |dw|Jp b(r.

w‘:l-%—e

=" (1+e)" [T, 1"

+£)
buluruz. Boylece

1148,
2. p(K.Ly,)

F,,(2)< @m)""(1+8)" 1T, )]

n+i 1+i

1 d+¢ "HAL)] 1

(27[)1_% p(K’ 1—‘1+e )

bulunur.

1l

1 Udy)lf

l_l K’F+e
am v P

C1(€’P) =

dersek

1
F,,(|<c(ep) A+e) 7, zekK
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elde edilir. Burada c, (€, p) sabiti £’a ve p’ ye baghdir ve € — 0 iken sinirh artiga

sahiptir. Bu esitsizligi

F,,(2|<c/(&p) (+€) (1+€)"
seklinde yazip her iki tarafin n. dereceden kokiinii alalim.

F,, @ " <leepla+e) a+e)'”

esitsizliginde n— oo i¢in limit alirsak

ﬁnn/Fn,p(z)‘ <l+e¢

elde ederiz. ¢ keyfi kiigiikliikte oldugundan ve sol taraf € ‘a bagl olmadigindan,

limy|F, () <1, zeK

elde ederiz.

3.3.4 Teorem: /< r < R olacak sekilde r ve R iki sabit say1 olsun.

F, ,(z) polinomlar1 K kontinyumunun Faber polinomlari olmak iizere, Vz € D_R icin

F, (2) =8¢ (De(2)]" +O0(r")
olur.

ispat: ze Dx olsun. (3.2)’den
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|1 jxp/q)'(g)[(p(g)]" i

E”K@LW2mF c—z
1 r'iT.) 1p
<————|l|¢ d
> p(Fr,FR)y(p(G)' dg]
elde edilir.

Burada [(I',); I, egrisinin uzunlugunu, o(I',,I;) de I’ ile I'y egrileri

r

arasindaki uzaklig1 gostermektedir.

Holder esitsizligi yardimiyla

1 1

1p . » a 1 1
[le') ng(Ilco(G)lldGI} [IIdGIJ, el

q

‘W‘:I’

- ( j dw|Jp I )]5

=Qn)""r'r, 1"
buluruz. Boylece,

1)
2’7[ p(rr’FR)

E, (7)< @) P, )

1

I+~
1 rF[r)] 9t

-1 | D
o P, Ty)

olur.
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Q=

1/
rP

1+
1 [1d,)]
c(R,r,p)= - .
— r.r
o' P

dersek

Ew(z)‘ <c(R,r,p)r"

elde ederiz. Buradan E, ,(z) = O(r") yazabiliriz. Boylece

F,, Q=49 @lp)]"+E, ,(2)

esitligini kullanarak p-Faber polinomlari i¢in en basit asimptotik formiilii elde ederiz

F, (2) =8¢ Dle()]" +0"), ze Dr, l<r<R.

3.3.5Teorem:Vz e I', icin

limy|F, , (2)] =|e(2)

olur ve bu esitlikteki yakinsama D i¢indeki her F kompaktinda diizgiindiir

Ispat: z € ', olsun. (3.3)’den

ol o o(r")
F = 8
(2 =19(2)] { ¢'(2) + " |

ox o™ |
Jo'(2) + o) |

=[p(2)]"

=[p()]"| {9 (2) + O( ;

)
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dir. Buradan

F n
n,p(Z) :W+0(F )

[p()]" R"

F, (2) r"
P el

(o] Ne'(2) (R")

F, (2) r"

__r P ! S

ooy VPO

F, (2) F, ,(2) , r"
, _\rl < ; _p <

[T o) oo V=R
" |F,,(2) N r

T e 2o (z)‘ <co

N " | F,,(2) o

\/(D(Z)‘—CRn < o] SCR" + \/¢(Z)‘

elde ederiz. ¢'(z)#0, Vze CG icin z € I', oldugundan

O<g <

4 (0'(Z)‘ < ¢, <o olacak sekilde ¢, ve c, sabitleri bulunabilir.

Buradan

n

F,,(2)
[op()]"

r" r
c(p)—c—< <c(p)tc

Rn

n

bulunur.

n n

" Ve ¢,(Rir,p)=cy(p)+et

C3(R,l",p):C1(p)—CR

n

denirse

F,,()
c;(R,r,p) < R <c,(R,r,p)
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c;(R,r,p)R" <

Fn,p(Z)‘SC4(R,r,p)Rn, Ze FR
olur. Bu esitsizligin her {i¢ tarafinin n. dereceden kokiinii alirsak

le;Ror. )] R<|F, (2" <le,(Ror. p)]"" R

oldugu goriiliir. n— oo i¢in limit alirsak

R<limy|F, ,(2)] <R
limy/|F, , (2)| = R =[p(2)|
limy|7, , (2)] = |o(2)

, ze D

elde edilir ve bu esitlikteki yakinsama D igindeki her F kompakti iizerinde

diizgiindiir.

3.3.6 Teorem: Vze I icin

olur ve bu yakinsama D icindeki her F' kompaktinda diizgiindiir.

Ispat: z € ', olsun. n ve n+l icin (3.3) formiiliinden

Frnpy @ _ @ @lp@]"™" +0("™)
F,, (@ {o@le)]" +0r")

[¢(z)]"“(</(p‘(z) , OU) j

B [p(z)]™!
n| s o(r")
g +
[p(2)] ( 9'(2) [P j
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, ' O(rn+l)
( Pl 0<R"“>j
=@(z)

(’V o) + O(rn)j

O(R")

O(rn+l)
Ne'(2)
{ p'¢( O(Rn+1 }
r')

o' (z

{ \”/(/’(Z O(R" )}

0(rn+1)
B pl¢ (Z O(Rn+1
= ¢(z) o)
\/” @' (2)O(R")

=¢(2)

elde edilir. @'(z)#0, Vze CG icin z € T', oldugundan

O<c

< f’/(p’(z)‘ <c, <o

olacak sekilde ¢, ve c, sabitleri bulunabilir. Boylece
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bulunur. Diger yandan

P(2) - <|p(2)
1+ 0( r j ‘
R

olur. Boylece,

Fn+1,p (Z)
F o0 @(2) +¢(2) -
mp 1+0( rﬂ}

oldugu goriiliir. Son olarak

n

F
il e

F, (2)

olur. Buradan n — oo i¢in limit alirsak

elde edilir. D icindeki her F' kompaktinda bu yakinsama diizgiindiir.
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SONUC

Yiiksek lisans tezinde asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. Faber polinomlar1 ve genellesmis Faber polinomlarinin tanimlar1 verilmis ve bazi

asimptotik Ozellikleri ile ilgili bilgiler elde edilmistir.

2. Genellesmis Faber polinomlarinin sik uygulanmakta olan 6zel bir durumu,

p-Faber polinomlar1 tanimlanmis ve bunlarin asimptotik 6zellikleri incelenmistir.
3. Iki ardisik p-Faber polinomlarinin orani ve bunlar1 doguran konform doniisiim

arasindaki baglanti incelenmis, ayrica p-Faber polinomlarinin sinirsiz bolgelerde

asimptotik ozellikleri konform doniisiime bagli olarak 6grenilmistir.
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