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OZET
YARIGRUPLAR VE OZELLIKLERIi

_ FilizKORKMAZ
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Doc. Dr. Ahmet Sinan CEVIK)
Balikesir, 2008

Bu calismada birer cebirsel yap1 olan grup ve monoid yapilari, genel tanimlari
ve sunuslari ile verilmis ve diger bir cebirsel yapi olan yarigruplar; tanimi, sunusu ve
ozellikleri ile ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica bunlara ek olarak 6nemli bir
yarigrup cesidi olan devirli (monogenic) yarigruplar ve bu yarigruplarin 6zellikleri
ayr1 bir boliimde calisilmistir.

Bu tez dort ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, grup ve monoid ile beraber, agirlikli olarak diger
boliimlerde ayrintilariyla incelenecek olan, yarigrup yapilari tanimlanmis ve bu ii¢
cebirsel yapinin sunuslar1 verilerek aralarindaki gecisler incelenmistir. Ayrica diger
boliimlerde kullanilacak olan bazi yarigrup cesitleri ile ilgili temel tanim, teorem ve
ozelliklerden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, yarigruplarin sagladifi ozelliklere gore ayrildign siiflar ve
bu siniflarin belirlenmesinde kullanilan genel 6zellikler verilmistir. Ayrica belirtilen
bazi yarigrup smiflart arasinda baglantilarin olup olmadigi incelenerek, 2.5.3
Teorem, 2.5.6 Sonug, 2.5.9 Teorem verilmis ve ispatlar1 tarafimizdan yapilmistir. Bu
boliimde son olarak regiiler yarigruplar ile ilgili dnemli bir sonug olan 2.5.11 Teorem
incelenerek tarafimizdan ispatlanmistir.

Uciincii boliimde, devirli yarigruplar ele almmustir.  Oncelikle devirli bir
yarigrubun tanimi verilmis ve bu yarigrubun elemanlar1 incelenmigstir. Sonraki
kisimlarda ise devirli yarigruplara ait 6zellikler incelenip, bu yarigruplarin ikinci
boliimde verilen yarigrup smiflarindan hangilerine, hangi kosullar altinda dahil
olabilecegi tarafimizdan arastirilmis ve bazi sonuclar elde edilmistir. Boliim sonunda
ise sonlu devirli bir yarigrubun sunusu verilmistir.

Son bolimde ise her bir bolimde incelenen konularm genel bir
degerlendirilmesi yapilmstir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Yarigruplar, yarigrup sunuslari, Green denklik
siniflari, devirli (monogenic) yarigruplar.
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ABSTRACT
SEMIGROUPS AND THEIR PROPERTIES

Filiz KORKMAZ
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(MSc. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK)
Balikesir, Turkey-2008

At the beginning of this work, it has been given the special algebraic
structures groups and monoids with their general meanings and presentations, and
then investigated semigroups with their general meanings, presentations and
properties. Moreover, it has been studied in the different part the special type of
semigroups, namely “monogenic semigroups”, that are placed in an important part of
these algebraic structures.

This thesis contains four main chapters.

In the first chapter it has been defined semigroups, investigated emphatically
in the remaining chapters of this thesis, with groups and monoids, after that it has
been studied relationships among them by giving presentations of these three
algebraic structures. It has been also mentioned basic definitions, theorems and
properties (which will be used for the remaining parts of this thesis) about some
different types of semigroups.

In the second chapter the classification of semigroup classes has been
generally investigated by depending on their properties. In addition, by studying
whether or not there is connection between these semigroup classes, it has been
given 2.5.3 Theorem, 2.5.6 Corollary and 2.5.9 Theorem that are proved by myself.
At the end of this chapter there will be seen a proof of an important result, 2.5.11
Theorem, which is about the regularity of semigroups.

Chapter three is the main goal of this thesis. In other words, the monogenic
semigroups have been largely studied in here. To do that, at first, it has been given
definition of an monogenic semigroup, and then has been investigated the elements
of this semigroup. In the remaining parts of this chapter, by mentioning the
properties of monogenic semigroups, it has been studied and then obtained some
results that are about what kind of semigroup classes (that are introduced in the
second chapter) include monogenic semigroups. Also, at the end of this chapter it
has been given presentation of an monogenic semigroup.

The final chapter can be thought as a general summarized the results achieved
whole of this thesis.

KEY WORDS: Semigroups, presentations of semigroups, Green relations,
monogenic semigroups.
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SEMBOL LISTESI

Simge
T

X

A+

Adi

X kiimesi lizerindeki tam transformasyon yarigrubu

A kiimesi lizerindeki serbest yarigrup
A kiimesi tizerindeki serbest monoid

S yarigrubunun birimi
S U {1} monoidi

S yarigrubunun sifiri
S u{0} yarigrubu
0-grup (sifirl grup)

Bir kiime iizerindeki baginti

X kiimesi {izerindeki tiim bagintilarin kiimesi

Bir x elemaninin p bagmtisina gore denklik sinifi
S yarigrubunun p ile béliim yarigrubu

w kelimesinin baslangi¢ harfi
w kelimesinin bitis harfi
bos kelime

w kelimesinin uzunlugu

w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu

serbest olarak iki kelimenin esitligi

w kelimesinin denklik sinifi

X kiimesi tlizerindeki serbest grup

grup sunusu

w, ve w, kelimelerinin g sunusuna bagh olarak denkligi

g sunusuna bagl olarak w kelimesinin denklik sinifi



Simge Ad1

[1]@ % sunusuna bagli grubun birimi

G(p) § sunusunun temsil ettigi grup

N normal kapanig

[ M monoidinin sunusu

o8 S yarigrubunun sunusu

[w]pj §, sunusuna bagl olarak w kelimesinin denklik sinifi
S'x S yarigrubunun X kiimesini iceren en kiiciik sol ideali
Xs'! S yarigrubunun X kiimesini iceren en kiiciik sag ideali
S'xs! S yarigrubunun X kiimesini igeren en kiigiik ideali

el I kiimesine bagli Rees denklik bagintisi

S/p,=8/1 S nin / ile olusturdugu Rees boliimii

L R, H D,J Green bagintilari

L, s elemaninin L-sinif

R, s elemaninin R-sinifi

H, s elemaninin H-sinif1

D, s elemaninin D-sinif1

K(S) S yarigrubunun c¢ekirdegi

P=(py)aen. Rees matrisi

M [T; IA; p] Rees matris yarigrubu

M° [T; IA; p] sifirlt Rees matris yarigrubu

< A> A kiimesi ile iiretilen yarigrup

<a> devirli (monogenic) yarigrup

m sonlu devirli bir yarigrupta a nin indeksi

r sonlu devirli bir yarigrupta a nin periyodu

K, <a> yarigrubunun ¢ekirdegi

M (m,r) m indeksli ve r periyotlu devirli yarigrup

vi



Simge Ad1
0 Orneklerin sonuna eklenir

mi Ispatlarin sonuna eklenir

Bu calismada herhangi bir x elemaninin bir f fonksiyonu altindaki goriintiisii
sagdan, yani xf formunda gosterilecektir.

vil



ONSOZ

Bu caligsmay1 hazirlamada gecirdigim siire¢ igerisinde, zamanini bana ayirarak
tezimle ilgilenen, benimle bilgilerini paylasan, tiim kahrimi ¢eken ve beni her konuda
yiireklendiren degerli hocam ve danismamim Dog¢. Dr. Ahmet Sinan CEVIK® e
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Hi¢bir zaman yardimlarim1 esirgemeyen ve beni bilgilendiren hocam Yrd.
Dog. Dr. Firat Ates’ e, Aras. Gor. Eylem Giizel’ e ve 6g8renim hayatim boyunca emek

veren tiim hocalarima tesekkiir ederim.

) Ayrica yiiksek lisans egitimim boyunca maddi yonden destekleri igin
TUBIiTAK BIDEB'’ e tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak bugiinlere gelmemi saglayan, her an yanimda olan ve beni her

konuda destekleyen sevgili AILEME sonsuz tesekkiirler. ..

Balikesir, 2008 Filiz KORKMAZ

viil



1. GIRIS

Bu bolimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan yarigrup, baginti,
homomorfizma ve sunus gibi temel kavramlar, tipki grup teoride oldugu gibi,
incelenecektir. Ayrica bazi yarigrup cesitleri tanimlanacak ve yarigrup teoride
onemli yeri olan teoremler verilecektir. Yine bu boliimdeki kavramlar ile ilgili
ayrintih bilgiler [2, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19] gibi kaynaklarda

bulunabilir.

1.1 Yanigruplar

Bu alt boliimde diger boliimlerde detayli olarak incelenecek olan yarigrup
cebirsel yapsi ile ilgili giris bilgileri verilecektir. Oncelikle yarigrup tanimi verilip

ardindan yarigrup teorinin temel 6zellik ve teoremlerinden bahsedilecektir.

1.1.2 Tamimda goriilecegi gibi bir yarigrup sadece iki temel 6zellik {izerine
kurulmus 6nemli bir yapidir. Yarigruplar bu kadar az sayida 6zellik {izerine insa
edilmis bir cebirsel yap1 olmalarindan dolayr bircok matematik¢inin ilgisini

cekmiglerdir. Tiim ¢alisma boyunca bu 6zel yapinin 6zellikleri incelenecektir.

1.1.1 Tanmm: S bostan farkli bir kiime olmak {iizere, S$x S den § {iizerine

taniml1 olan fonksiyona S {izerinde bir ikili islem denir.

1.1.2 Tammm: S bostan farkli bir kiime ve * ise S lizerinde tanimli bir ikili

islem olsun. Eger
(i) Vx,y,ze Sigin, (x*y)*z=x*(y*z) oluyorsa (birlesme dzelligi),
(ii) Vxe Sicin, x*e =e*x = x olacak sekilde bir ee S eleman
bulunabiliyorsa (birim eleman ozelligi),

(iii) Vxe Sicin, x*x™' =x' * x = e olacak sekilde x™' € S elemani



bulunabiliyorsa (ters eleman ozelligi)

(S,*) ikili sistemine bir grup denir.

Verilen bu ozelliklerden;

e sadece (i) ve (ii)’ yi saglayan (S,*) ikilisine ise bir monoid,

e ancak tek bir (i). 6zelligi saglayan (S,*) ikilisine ise yarigrup denir.

1.1.3 Ornek: Z tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi, R reel

sayilar kiimesi ve C karmasik sayilar kiimesi tizerinde bilinen toplama (+) islemi
tanimlansin. Bu durumda her bir say1 kiimesi bir grup yapisi olusturur. Ayrica, 1.1.2
Tanimdan anlasilacag: gibi, her grup bir yarigrup oldugundan bu say1 kiimeleri birer

yarigruptur. 0

1.1.4 Ornek: S={e} tek elemanli kiimesi iizerinde e*e=e¢ iglemi
tanimlansin. Bu durumda (S,*) ikilisi bir yarigrup olusturur. Bu yarigruba asikér

yarigrup denir. 0

Simdi verilecek olan 1.1.5 Tanim ve 1.1.8 Tamimdaki yarigrup cesitleri,
yarigrup teoride onemli bir yere sahiptir ve bunlarla ilgili yapilmis olan bir¢ok

calisma vardir.

1.1.5 Tanim: X bostan farkl1 bir kiime olmak lizere, 7, simgesi ile X kiimesi

tizerinde tanimli biitiin fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin. Fonksiyonlar iizerinde
bileske islemi tanimlandiginda, birlesme Ozelligi saglanacag: icin, 7, bir yarigrup
olur. Bu yarnigruba Tam Transformasyon Yarigrubu (Full Transformation
Semigroup) ad1 verilir. Ozel olarak X kiimesi {1, 2, ... n} seklinde (sonlu) bir kiime

ise T{szn} yerine kisaca T, yazilir.

1.1.5 Tanimda verilen tam transformasyon yarigrubu ile ilgili baz1 ¢aligmalar
tezimizin 2. Bolimiinde incelenmis olmakla beraber, konu ile ilgili detayh

caligmalara [3,19] gibi kaynaklardan ulasilabilir.



1.1.6 Not: Bu tezde herhangi bir x elemaninin bir 7 fonksiyonu altindaki

goriintiisii 7(x) yerine x7 ile gosterilecektir. Dolayisiyla fonksiyonlarin bileskesi

icin kural da, 7 ve o birer fonksiyon olmak iizere, x(70) = (x7)o seklindedir.

T, in elemanlan fonksiyonlar oldugu i¢in, fonksiyonlar ile ilgili temel bazi

kavramlarin burada gegerli olacagi agiktir. Ornegin bir 7€ T, elemam igin, im7

kiimesi 7 fonksiyonunun goriintii kiimesi olup, kisaca

imz={xt:xe X}

dir. Bununla beraber |imr| ile im7 kiimesinin eleman sayis1 gosterilmekte olup, bu

say1 7 fonksiyonunun rank ’ 1 olarak adlandirilir ve rankt ile gosterilir. Ornegin
1 23 45
T=
31115
ise im7 ={1,3,5} ve rankt=3 olacaktir.

Te T, in goriintii kiimesine ek olarak, bir 7 elemaninin
kerz={(x,y):xr=y7}

seklinde tanimlanan kiimesine, = fonksiyonunun ¢ekirdegi denir. Cekirdek kavrami

ile ilgili daha detayl bilgiler bu boliim igerisinde tekrar belirtilecektir.

1.1.7 Tammm: A bostan farkli bir kiime olsun. A kiimesinin her bir elemanina

harf denir. A kiimesindeki harflerden olusan (a,,4,,...,a,, ) bicimindeki sonlu diziye

A lizerinde bir kelime denir ve bu w=q,a,...a, seklinde ifade edilir. Eger m=0 ise w

kelimesine bog kelime ad1 verilir ve bu kelime e ile gosterilir. Bununla beraber A
kiimesinden alinan harflerle olusturulan herhangi iki kelime i¢in tanimlanan yan yana

yazma islemi



(aa,..a,) (bb,..b,)= aa,..a,bb,..b, (1.1)

seklindedir.

1.1.8 Tammm: 1.1.7 Tanimdaki A kiimesini goz Oniine alalim. Burada A" ile
A daki harflerle olusturulan bostan farkli tiim kelimelerin kiimesi ve A" ile A" Ue
kiimesi gosterilsin. Bu durumda A* ve A" kiimeleri, (1.1)’de tanimlanan islem
altinda birer yarigrup olustururlar. A" yarigrubuna A kiimesi iizerindeki serbest

yarigrup, A" yarigrubuna da A kiimesi iizerindeki serbest monoid denir.

Serbest yapilar ile ilgili ayrintili bilgiler yine bu boliim icerisinde verilecektir.

Herhangi bir yarigrubun elemanlari, sagladigi bazi Ozelliklere gore
isimlendirilir ki bu yarigrup teoride 6nemli bir yer isgal eder. Asagida bazi

ozelliklerin toplandig: bir tanim verilmektedir.

1.1.9 Tamim: S bir yarigrup ve e, z, i€ S olsun.

(i) Vxe S icin ex=x oluyorsa, e ye S nin sol birimi,

(ii) Vxe S i¢cin xe=x oluyorsa, e ye S nin sag birimi,

(iii) e elemani, S nin hem sag hem de sol birimi ise e ye S nin birimi,
(iv) Vxe S icin zx =z oluyorsa, z ye S nin sol stfirt,
(v) Vxe § i¢in xz =z oluyorsa, z ye S nin sag stfirt,
(vi) z elemani, S nin hem sag hem de sol sifir1 ise z ye S nin sifir,
(vii) u eleman1 icin u”> =u oluyorsa u ya S nin idempotent

elemant

denir.

1.1.9 Tamimdan kolayca goriilebilecegi gibi, her sag (veya sol) birim ve her sag

(veya sol) sifir eleman idempotenttir.

1.1.10 Ornek: 7=[0,1] kapali aralig iizerinde



xy=min(x,y) (x, yel)

islemi tanimlansin. Bu durumda 7 kiimesi, tanimlanan bu islem altinda, bir yarigrup
olusturur. Ayrica,
Vxe I icin, x0=0x=0 oldugundan O, / yarigrubunun sifir elemani ve

Vxe I i¢in, x1=1x=x oldugundan 1, / yarigrubunun birim elemanidir. 0

1.1.11 Tanim: S herhangi bir kiime olsun ve § kiimesi iizerindeki carpma

islemi

Xy =2x

seklinde tamimlansin. Bu durumda § kiimesi, tanimlanan bu islem altinda, bir
yarigrup olusturur. Ayrica S kiimesinin her elemani sol sifir ve sag birimdir. Bu
sekilde tamimlanan S yarigrubuna sol sifir yarigrup (left zero semigroup) denir.

Benzer sekilde S kiimesi iizerindeki ¢carpma islemi xy =y seklinde tanimlanirsa elde

edilen S yarigrubuna sag sifir yarigrup (right zero semigroup) denir.

1.1.9 Tanimin sonucu olarak hatirlamaliyiz ki bir S yarigrubunda / sol birim
ve r sag birim ise [ =Ir =r olacaktir, ki bu § yarigrubunda birim elemanin varligini
gosterir.  Dolayisiyla § yarigrubunda birim eleman varsa (bir cebirsel yap1
oldugundan), bu eleman tektir ve 1; (veya 1) ile gosterilir. Bununla beraber S
yarigrubunda birim eleman bulunmuyorsa, bu yarigruba 1 elemanm eklenerek ve

se SU {1} i¢in,

sl=1s=s

carpimi  tammlanarak, S yarnigrubu S'=SuU{l} seklinde bir monoide

doniistiiriilebilir. Ancak S zaten bir monoid ise, bu durumda S' =S dir. (Elde edilen
bu yeni monoid, 2. Boliimde verilecek olan Green bagntilarinin olusturulmasinda

kullanilacaktir).



Bunlara ek olarak bir S yarigrubunda sifir eleman varsa bir tanedir ve O

(veya 0) ile gosterilir. Eger S yarigrubunda sifir eleman bulunmuyorsa bu yarigruba

0 elemani eklenerek ve se S icin,

s0=0s=0

carpimi tanimlanarak, S° =S U{0} seklinde bir yarigrup elde edilebilir. Ozel olarak

S vyarigrubu sifir eleman igeriyorsa, S°=S dir. Yapilan bu tamimlamay1

genelleyerek asagidaki yarigrubu elde ederiz.

1.1.12 Tanim: § herhangi bir kiime olsun. 0e § olmak iizere, S kiimesi
tizerindeki ¢arpma islemi xy=0 (x,ye §) bi¢ciminde tanimlanirsa, S bir yarigrup

olur ve bu yarigruba sifir yarigrup (zero semigroup) denir.

1.1.13 Tanim: G bir grup olsun. Bu takdirde G°=G uU{0} seklinde

tanimlanan kiime bir yarigrup olur. Bu yarigruba 0-grup veya sifirlt grup (group —

with-zero) denir.

1.1.13 Tanimdan goriilecegi gibi, bir G grubuna 0 eleman1 eklenerek yeni bir
kiime olusturuldugunda bu kiime bir grup yapisi olusturmaz. Ciinkii G ye eklenen O

elemani, 1.1.2 Tamim (iii)’de verilen, ters eleman 6zelligini saglamamaktadir.

Yarigruplarin alt kiimeleri de bazi durumlarda yarigrup yapisi olusturabilir.

Asagida bir yarigrubun alt kiimeleri ile ilgili tanim yer almaktadir.

1.1.14 Tammm: S bir yarigrup olsun. Eger S nin bostan farkli bir 7 alt
kiimesi, S kiimesindeki isleme gore kapali ise T kiimesine S nin bir alt yarigrubu
denir. Ornegin 1.1.8 Tanimda verilen A* yarigrubu A" yarigrubunun bir alt

yarigrubudur.



1.1.15 Teorem: S bir yarigrup ve S, (i€l ), S nin alt yanigruplarimin bir

ailesi olsun. Bu takdirde

T=S,

iel

kiimesi, bos degil ise, S yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

1.2 Homomorfizmalar

Homomorfizma kavrami, grup teoride oldugu gibi, yarigrup teoride de yeni
yarigruplar elde edilmesi i¢in kullanilacaktir. Bundan dolayr bu boliimde herhangi
iki yarigrup arasinda tanimlanan bir homomorfizma ile ilgili temel tanim ve

ozellikler verilecektir.

1.2.1 Tanmm: S ve T herhangi iki yarigrup olmak iizere, f:S —=T

fonksiyonu tamimlansin. Eger Vx, ye S icin,

() f = () (5f)
oluyorsa f fonksiyonuna S den T ye bir homomorfizma denir.

Tipki diger cebirsel yapilarda oldugu gibi, 1.2.1 Tamimda verilen f
homomorfizmasi 6rten iken epimorfizma, birebir iken monomorfizma ve son olarak
hem birebir hem de oOrten iken izomorfizma adim1 alacaktir. Ayrica f  bir

izomorfizma oldugunda S ile T izomorftur denir ve bu S =T ile gosterilir.

1.2.2 Onerme: S ve T iki yarigrup olmak iizere, f:S — 7 homomorfizmasi

tanimlansin. Bu homomorfizmanin

imf =Sf ={sf :s€ S}



goriintii kiimesi, T yarigrubu i¢in bir alt yarigruptur. Ayrica f fonksiyonu bir

monomorfizma ise bu durumda § yarigrubu imf yarigrubuna izomorf olur.
Asagidaki teorem ile grup teoride onemli bir yeri olan Cayley Teoremi’ ne
benzer bir teoremin yarigrup teoride de var oldugu goriilmektedir. Gruplar icin

verilen Cayley Teoremi’ nin ifadesi ve ispati [14] de bulunabilir.

1.2.3 Teorem: Her yarigrup, bir tam transformasyon yarigrubunun alt

yarigrubuna izomorftur.
Ispat: S bir yarigrup ve X =S' olsun. Her se S icin,
7.:X—>X, xt,=xs (xeX)
fonksiyonu verilsin. Simdi

¢:S—>T,, sp=r,

fonksiyonunu tanimlayalim ve bu fonksiyonun bir monomorfizma oldugunu

gosterelim. Vs,re S ve xe X icin,
*(07) = (x2,)7, = (xs)7, = (xs)1 = x(st) = x7

st

dir. Boylece

(s9)(t9) =17, =7, =(st)0

olur ki bu durumda ¢ fonksiyonu bir homomorfizmadir. Ayrica yine s,z€ S igin,

sop=tp=>71 =7 =17, =17, =>ls=lt= 5=t



elde edilir. Bu durumda ¢ fonksiyonu birebirdir. O halde tanimlanan ¢ fonksiyonu
birebir bir homomorfizma oldugundan monomorfizmadir. Dolayisiyla 1.2.2 Onerme

geregi, S yarigrubu 7, in im¢ alt yarigrubuna izomorftur. i

1.2.3 Teoremin ispatinda X =S' yerine X =S alinsaydi, ¢ fonksiyonu yine
bir homomorfizma olurdu. Ancak bu durumda ¢ nin birebirligi saglanmayabilirdi.
Ornegin S={a,b,c} kiimesi sol sifirlarin olusturdugu bir yarigrup olsun. Bu durumda
X =S8'={l,a,b,c} olur. Ayrica a, b ve c elemanlarina karsilik gelen 7,,7,,

c

fonksiyonlar1 da
1 a b ¢ 1 a b c 1 a b ¢
T, = , T, = ve T, =
a a b c b a b c c a b c

seklinde olur. Ancak burada X = S' yerine X =S ={a,b,c} alinsaydi,

elde edilirdi ki bu durumda ¢ homomorfizmasi birebir olmazdi.

1.2.4 Tammm: S ve T iki yarigrup olmak iizere, f:S — 7 homomorfizmasi

var olsun. Ozel olarak f orten ise T yarigrubu, S yarigrubunun homomorfik

goriintiisii diir.

Yarigrup teoride serbest yarigruplar i¢in verilen asagidaki teorem, grup
teoride serbest gruplar icin verilen ve bir¢cok oOzelligi belirlemekte yardimci olan

Evrensel Déniisiim Ozelligi’ nin (Universal Mapping Property) bir benzeridir.

1.2.5 Teorem: S herhangi bir yarigrup ve A harflerin olusturdugu kiime

olsun. Ayrica f:A — S fonksiyonu tanimlansin. Bu takdirde f fonksiyonu,



$:A" >SS, af=ap (acA)

seklinde tek bir ¢ homomorfizmasina genisletilebilir.

Ispat: aa,....a € A" icin, ¢: A" — S fonksiyonu

[a,a,....a,10=(a f)a,f)..(a,f)

=(af)(arf)-(a,f)(b.f) (b f ) (B, f)

[qa,.....a,1¢ (Db, ..oy 10

oldugundan, ¢ bir homomorfizmadir. Simdi ¢ nin tekligini gosterelim. Bunun icin

bagka bir

p:A">S, ap=af (ae A)

homomorfizmasi alalim. Bu durumda

elde edilir. O halde ¢ =¢ dir. i
1.2.6 Sonuc: 1.2.5 Teoremdeki f fonksiyonunun goriintii kiimesi olan im f

kiimesi § icin iiretec kiimesi oldugunda, im¢ kiimesi S ye esittir. 1.2.4 Tanimda

belirtildigi gibi “her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik goriintiisiidiir”.
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1.3 Bagintilar

Bir kiime iizerinde tanimlanan bagintilar, matematigin bircok alaninda oldugu
gibi yarigrup teoride de Onemli bir yere sahiptir. Diger boliimlerde bagintilardan
daha ayrintili bir sekilde bahsedilecegi icin, bu alt boliimde sadece bagintinin

tanimina ve saglayabilecegi bazi 6zelliklere yer verilmistir.

1.3.1 Tamim: X bostan farkli bir kiime olmak {izere, X X X kiimesinin her
bir alt kiimesine X iizerinde bir baginti denir. O halde X kiimesi {izerinde tanimlanan

bir bagint1 kilmesi X kiimesinden alinan sirali ikililerden olugmaktadir.

Herhangi iki bagint1 arasindaki bileske islemi,
poo=po={(x,y)e XxX:(3Ize X)(x.2)e p.(z.y)e o} (1.2)

seklinde tanimlanir. Bagintilar arasinda tanimlanan (1.2)’deki bileske islemi
birlesme 6zelligini sagladigindan, X kiimesi iizerindeki tiim bagintilarin olusturdugu
kiime (ki bu kiimeyi B, ile gosterelim), (1.2)’deki isleme gore bir yarigrup
olusturur.  Bununla birlikte 1.1.5 Tamimda verilen 7, tam transformasyon

yarigrubundaki fonksiyonlarin 6zel birer baginti oldugu aciktir. Dolayisiyla T

kiimesi ile tanimlanan yarigrup, B, in bir alt yarigrubu olur.

Asagida bir X kiimesi lizerinde tanimli olan herhangi bir bagintinin

saglayabilecegi ozellikler ile ilgili bir tanim verilmektedir.

1.3.2 Tammm: X bir kiime ve p, X iizerinde tanimli herhangi bir baginti
olsun.
(i) Vxe X icin (x,x)€ p oluyorsa, p bagintisina yansumalt,
(i) Vx, ye X icin (x,y)e p iken (y,x)e p oluyorsa, p bagntisina
simetrik,

(iii) Vx,ye X icin (x,y)e p ve (y,x)e€ p iken x=y oluyorsa, p
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bagintisina ters simetrik,
(iv) Vx,y,ze X icin (x,y)e p ve (y,z)e p iken (x,z)€ p oluyorsa, p
bagintisina gecismeli
denir. Ayrica yansimali, simetrik ve gecismeli olan bir p bagintisi denklik bagintist
ve yansimali, ters simetrik ve gecismeli olan bir p bagintis1 da swralama bagintist

olarak adlandirilir.

1.3.1 Tanim ile verilen “bagint1 tanimindan” yararlanilarak, grup teoride yer
alan boliim gruplarina benzer bir yapi1 yarigrup teoride de olusturulabilir. Ancak
bolim yarigruplari, tanimindan da goriilecegi gibi (bknz. 1.4.2 Tanim), bolim

gruplarindan oldukg¢a farklidir.

1.3.3 Tammm: X bir kiime ve p bu kiime iizerinde tamimli bir denklik

bagintis1 olsun. Herhangi bir xe X ig¢in,
%=px ={y€ X:(xy)e p}

kiimesine x in denklik sinift denir. xe X icin p_  kiimeleri, X kiimesinin bir
ayristmi (parcalamis kiimeleri) dir, diger bir deyisle tim p_ lerin birlesimi X

kiimesini verir. Ayrica X kiimesinin tiim denklik siniflarinin kiimesi

X/ ={p. xe X}

seklinde gosterilir.

1.1.6 Not ile tam transformasyon yarigrubunun bir elemam i¢in ¢ekirdek
kavrami verilmisti. Bu kavram farkli iki kiime iizerinde tanimli olan herhangi bir
fonksiyon i¢in de gecerlidir. Asagida herhangi iki kiime iizerinde tanimli olan bir
fonksiyonun cekirdegi ile ilgili bir 6nerme yer almakta olup, ispati 1.3.2 Tanim

kullanilarak kolayca goriilebilecektir.
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1.3.4 Onerme: X ve Y herhangi iki kiime ve f:X —Y herhangi bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun ¢ekirdegi olan

kerfz{(x,y)e XxX :xfzyf}

kiimesi, X kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 olusturur.

1.4 Kongriians Bagintisi ve Boliim Yarigrubu

1.3 Alt Bolimde bir bagmtinin tamimi ve saglamis oldugu bazi ozelliklere
gore siniflandirilmasi ile ilgili bilgiler verildi. Burada ise denklik bagintis1 olan bir
bagintinin hangi sartlar altinda bir “kongriians bagintis1” belirtecegi verilip, bundan

yararlanilarak “boliim yarigrubu” adi verilen bir yarigrup tanimlanacaktir.

1.4.1 Tammm: S bir yarigrup ve p bu yarigrup iizerinde tanimli bir baginti

olsun. Bu p bagintis1 Vx, y,s€ § icin,

(x,y)e p=(sx,sy)e p
ozelligini sagliyorsa sol uyumludur (left compatible), benzer sekilde
(x,y)e p=(xs,ys)e p

ozelligini sagliyorsa sag uyumludur (right compatible) adim alir. Eger, p bagintisi
hem sag hem de sol uyumlu ise bu durumda p ya uyumludur (compatible) denir.
Bununla birlikte sol uyumlu olan bir p denklik bagintisina sol kongriians, sag
uyumlu olan bir p denklik bagintisina sag kongriians ve uyumlu olan bir p denklik
bagintisina da kongriians bagintisi denir. Kisaca S yarigrubu iizerinde tanimli p

denklik bagintis1 Vx, y,x’,y’ € S icin,
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(x,y)ep ve (¥,y)ep =(xx,yy)ep
ozelligini sagliyorsa bu p bagintis1 bir kongriians bagintisi olur.

1.4.2 Tammm: S bir yarigrup ve p, S lizerinde tanimli bir kongriians bagintisi

olsun. Bu durumda % ile gosterilen S nin tiim denklik siniflarinin kiimesi,

700 0

biciminde tanimlanan ¢arpma islemi altinda, bir yarigrup olusturur. Bu yarigruba S

nin p ile boliim yarigrubu denir.

Yukaridaki tanmimdan anlasilabilecegi {lizere, yarigrup teorideki bolim
yarigrubu yapist aslinda gruplar, halkalar ve vektor uzaylar1 gibi diger cebirsel
yapilardaki boliim yapisindan farklidir. Bu cebirsel yapilardaki boliimler, alt yapilar
yardimi ile tanimlanmaktadir. Acikca belirtirsek, yarigruplarda bolim yarigrubu
kongriians bagintisi ile olusturulurken, gruplarda boliim grubu normal alt grup ile,
halkalarda boliim halkasi idealler ile ve vektor uzaylarinda boliim uzay: alt uzaylarla

olusturulmaktadir.

Diger cebirsel yapilarda oldugu gibi yarigruplarda da énemli bir yeri olan

Birinci izomorfizma Teoremi, 1.4.2 Tanim yardimiyla asagidaki gibi verilir.
1.4.3 Teorem [18] (Birinci izomorfizma Teoremi):

(i) o bagintis1 bir § yarigrubu iizerinde tanimli kongriians olsun. Bu

durumda

f:S%%, =%
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biciminde tanimlanan f fonksiyonu bir epimorfizmadir.

(ii) f:S > T bir homomorfizma olsun. Bu durumda f nin cekirdegi olan

ker f kiimesi S lizerinde bir kongriians bagintisidir ve

%er 7 =imf

dir.

Ispat: (i) f:S — y , =7
pat: (i) f o =70
bicimindeki f kuralinin bir epimorfizma oldugu, % tizerinde (1.3) esitligindeki

gibi tamimlanan ¢arpma islemi tanimindan kolayca goriiliir.

(ii) Burada oncelikle f:S — 7T homomorfizmasinin ¢ekirdeginin S iizerinde bir

kongriians bagntis1 oldugunu gosterelim.  Bunun icin, x,y,s€ S alalim ve

(x,y)ekerf (yani, xf = yf ) olsun. Bu durumda

(sx) £ =(of) () =(sf) (2 ) = (s9) f
olur. O halde (sx,sy)e ker f dir. Dolayisiyla ker f sol kongriians bagimntisidir.
Benzer sekilde ker f in sag kongriians bagintis1 oldugu da gosterilebilir. O halde

ker f, S lizerinde bir kongriians bagintisidir.

Simdi

0 Ser p 2 (Far o=

biciminde bir fonksiyon tanimlayalim. Burada
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%erf:%erf(:)(x,y)e kerf(:)xfzyf(:)(%erf)qﬁ:(%erf)cb

oldugundan ¢ fonksiyonu birebirdir. ~ Ayrica ¢ nin tanmmmindan kolayca

anlagilabilecegi gibi bu fonksiyon ortendir ve

(e ) er 1)) (hir s Jo= 1 =11 030)
=((Her )0 irs)o)

oldugundan ¢ fonksiyonu bir homomorfizmadir. Sonug olarak ¢ bir izomorfizma

oldugundan

%er 7 =imf

dir. O

Birinci Izomorfizma Teoremi, bir yarigrubun homomorfik gériintiisiiniin boliim
yarigrubu ile birebir eslenebilen oldugunu, yani aymi oldugunu, gosterir. Bu
durumda asagidaki sonug elde edilip, ilgili ispat, 1.2.5 Teorem, 1.2.6 Sonug ve 1.4.3

Teorem yardimui ile yapilir.

1.4.4 Teorem: Her yarigrup bir serbest yarigrubun bdéliim yarigrubuna

izomorftur.

1.4.4 Teorem bize gosterir ki ‘“yarigruplar, serbest yarigruplarin boliim
yarigruplar1 seklinde tanimlanabilir”. Bir sonraki alt boliim, bu konu ile ilgili bazi

ek bilgiler icermektedir.
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1.5 Grup, Monoid ve Yarigrup Sunuslari

Grup teoride de Onemli bir yere sahip olan sunuslar, bir¢cok problemin
coziimiinde kolayliklar saglamaktadir. Bu boliimde hazirlik saglamasi agisindan,
oncelikle herhangi bir grubun ve monoidin sunuslarinin tanimlar1 verilecek, daha
sonra yarigrup sunusu ile ilgili tanim ve Ozelliklerden bahsedilerek, bu ii¢ cebirsel

yapinin sunusglari arasindaki gecisler incelenecektir.

Simdi gruplar i¢in sunus olusturulurken kullanilacak kavramlar ile ilgili tanim

ve teoremleri verelim.

1.5.1 Tanim: X bostan farkl1 bir kiime olsun. Bu kiime ile x <> x™' (xe X))
eslemesinden yararlanarak X' kiimesini tamimlayalm. Ayrica X =X uUX™
olsun. X* kiimesinin her bir elemanina harf ve (ne N, g =71, 1<i<n olmak

iizere )

w=x5x%... x° 1.4
1 2

n

ifadesine de X kiimesi iizerinde bir kelime denir. w kelimesinin baslangi¢ harfi «(w)
ile gosterilip bu kelime igin «(w) = x, ve bitis harfi de 7(w) ile gosterilip yine bu
kelime i¢in 7(w)=x % dir. Eger n=0 ise bog kelime elde edilir ve 1 ile gosterilir.
(1.4)’deki gibi bos olmayan bir kelime (n=>1) i¢in her & =+1 (1<i<n) oluyorsa, w

kelimesine pozitif kelime denir. Ayrica (1.4)’deki w kelimesinin fersi

seklinde tanimlanir.
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(1.4)’de verilen kelime icin n sayisina w kelimesinin uzunlugu adi verilir ve

l(w) ile gosterilir. Ayrica w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da

z |€i| olarak hesaplanir ve bu ifade de [ (w) ile gosterilir.

X=X

X kiimesi iizerindeki herhangi iki w ve u kelimeleri arasindaki islem, wu
bicimindeki carpma islemidir. Goriildiigii gibi bu islem, w kelimesinin yanina u

kelimesinin yazilmasi ile elde edilmektedir.

(1.4)’deki gibi bos olmayan bir kelime {iizerinde asagidaki islemler

uygulanabilir:

(§i) & =21 olmak iizere, herhangi bir kelimede x“x % ¢ifti varsa bu cift
silinir. Yapilan bu silme islemine indirgeme islemi denir.

(Jii) & =1 olmak iizere, herhangi bir kelimeye x,“x,“ seklindeki ters harf

cifti eklenebilir. Yapilan bu isleme ekleme islemi denir.

X kiimesi iizerinde herhangi iki w ve w” kelimeleri i¢in, bu kelimelerden biri
digerine (Ji) ve (Jii) islemlerinin sonlu sayida uygulanmasi ile elde ediliyorsa, w ve
w’” kelimelerine serbest olarak esittir (freely equivalent) denir ve w=w" ile
gosterilir. Burada = simgesi ile gosterilen serbest olarak esitligin bir denklik

bagintist oldugu kolayca goriilebilir. Herhangi bir w kelimesini iceren serbest

denklik sinifi [w] ile gosterilir. Eger X kiimesi tizerindeki biitiin kelimelerin denklik

siniflariin kiimesi F(X) ile gosterilirse bu kiime iizerindeki ¢carpma islemi

[w][u]=[wu] (L.5)
biciminde tanimlanir. Bu islemin iyi tanimli oldugu kolayca gosterilebilir.

1.5.2 Tanim: F(X) kiimesi, lizerinde tanimlanan (1.5)’deki isleme gore bir

grup olusturur. Bu gruba X kiimesi lizerindeki serbest (free) grup denir. Ayrica
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X, ={[x]:xe X}

kiimesi, F(X) serbest grubu icin bir iirete¢ kiimesidir. Burada X, kiimesinin

eleman sayisinin X kiimesinin eleman sayisi ile ayni oldugu acgikca goriilmektedir.

X kiimesi tizerindeki herhangi bir kelime, x“x, % (x, € X, &, ==*1) seklindeki
ters harf ¢iftini icermiyorsa, bu kelimeye indirgenmis kelime denir. Ayrica yine X
kiimesi iizerindeki (1.4)’deki gibi bir kelime icin, x“ #x “ ise bu kelimeye

devirsel indirgenmis kelime denir.

1.5.3 Teorem [12] (Evrensel Déniisiim Ozelligi): G herhangi bir grup ve

@, : X, — G bir fonksiyon olsun. Bu takdirde tanimlanan bu ¢, fonksiyonu,
9:F(X)—>G
seklinde tek bir grup homomorfizmasina genisletilebilir.

Bu teoremin ispati, yarigruplar i¢in verilen 1.2.5 Teoremin ispatina benzer

sekilde yapilir.

Verilen hazirlik tanimlarinin ardindan bir grubun sunusu asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
1.5.4 Tanim (Grup Sunusu): X bir kiime (iirete¢c sembollerinin kiimesi) ve

R de X kiimesi iizerindeki devirsel indirgenmis kelimelerden olusan bostan farkli bir

kiime (baginti kelimelerinin kiimesi) olsun. Bu durumda

©=(X;R)
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ikilisine bir grup sunusu denir. Burada X kiimesi sonlu ise g sunusunun temsil

ettigi gruba sonlu iireteclidir, X ve R kiimelerinin her ikisi birden sonlu ise

sunusunun temsil ettigi gruba sonlu sunusludur denir.

X kiimesi iizerindeki kelimeler icin indirgeme ((Fi)) ve ekleme ((Jii))

islemlerinden baska asagidaki islemler kullanilarak, % sunusunun bir grup

tanimladig1 goriiliir. Bunun i¢in, X kiimesi iizerinde bir w kelimesi alalim.

(iii) w kelimesi r“(re R,e =%1) seklinde bir alt kelime iceriyorsa bu alt
kelime silinir.

(fiv) w kelimesinde herhangi bir yere r°(re R,& ==1) alt kelimesi eklenir.

X kiimesi iizerinde iki kelime w, ve w, olsun. Eger w, kelimesinden w,
kelimesine sonlu sayida (Ji), (Jii), (Siii)ve (fiv) islemleri ile ulagilabiliyorsa w, ve
w, kelimelerine  sunusuna bagli olarak denk kelimeler denir ve bu denklik

w, =, w, ile gosterilir. Buradaki =

, bagmtst X tzerindeki biitin kelimelerin
kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir. w kelimesini iceren denklik sinifi [w]p ile

gosterilirse bu denklik sinif1 izerindeki ¢arpma islemi
[Wl ]sg [W2 ]sg = [Wlw2 ]50

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu c¢arpma isleminin iyi tanimli oldugu kolayca

gosterilebilir. Bu carpma islemi altinda, tiim denklik siniflarinin kiimesi bir grup

olusturur. Bu grup G(g) ile gosterilir ve birimi [l]p seklindedir.

Eger G=G(g) ise G grubu @ ile sunuluyor (ya da g sunusunun temsil
ettigi grup G dir) denir. Ayrica {[r]:re R} kiimesinin normal kapanist (G nin

{[r] ‘TE R} kiimesini iceren en kiiciik normal alt grubu) N olarak ifade edilirse su

teorem elde edilir.
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1.5.5 Teorem: G(@)=F(X)/N
dir.

Ispat: © sunusunun temsil ettifi G () grubu ve X kiimesi igin,

¢ :X >G(p)

x> [x]p

fonksiyonunu tanimlayalim. 1.5.3 Teoremden bu fonksiyonun genislemesi olan

¢:F(X)—G(p)

[w]=[wl,

biciminde tek bir homomorfizma vardir ve ¢| «=@, (¢ nin X kiimesi iizerindeki

kisitlanig1) dir.  Kolayca goriilebilecegi gibi ¢ fonksiyonu Ortendir.  Ayrica

ker¢g= N dir. Dolayisiyla gruplardaki 1. izomorfizma Teoremi geregi

elde edilir. O

1.5.6 Ornek: X kiimesi iizerindeki serbest grubun sunusu go=<X ; >
seklindedir. Burada R=O dir. ¢

1.5.7 Ornek: o= <x;x”> sunusu n mertebeli devirli grubu temsil eder. 0

Gruplarda oldugu gibi monoidlerde de sunus olusturulabilir. Ancak bilindigi
gibi monoidler tersinir elemana sahip olmak zorunda degildir. Bu nedenle M gibi bir

monoid i¢in tanimlanan herhangi bir kelime, A harflerin kiimesi olmak {izere,
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A" =A"U{l} kiimesinden alinir (1.1.8 Tanim). Bununla birlikte gruplarda oldugu

gibi, monoidlerde A kiimesinin elemanlariyla A~ kiimesinin elemanlar1 arasinda
a<>a'(ae A) seklinde bir esleme yoktur (1.5.1 Tanim). Bu nedenle gruplar icin
1.5.1 Tanimda verilen (Ji) ve (Jii) islemleri monoidler icin gecerli degildir. Simdi

bir M monoidi i¢in sunus tanimin1 asagidaki gibi verebiliriz:

1.5.8 Tanim (Monoid Sunusu): A bostan farkli bir kiime (iiretec kiimesi) ve

U c A"x A" bagit1 kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda

$u :[A;U]

ikilisine bir monoid sunusu denir. Gruplarda oldugu gibi, eger A kiimesi sonlu ise

§,, sunusunun temsil ettigi monoide sonlu iireteclidir, A ve U kiimelerinin ikisi de

sonlu ise ,, sunusunun temsil ettigi monoide sonlu sunusludur denir.

1.5.9 Teorem: M bir monoid, A kiimesi M icin bir iireteg kiimesi ve p, A’

kiimesi iizerinde U yu iceren en kiiciik kongriians olsun. Bu durumda
M=A/p
dir.
Bu teoremin ispati 1.5.5 Teoremin ispatina benzer sekilde yapilir.
Bu boliimde son olarak yarigrup sunuslarindan bahsedilecektir. Monoid

sunusu olusturulurken verilen tanimlar yarigrup sunusu olusturulurken de gecerlidir.

Ancak yarigruplar, monoidlerden farkli olarak birim eleman icermediklerinden

yarigruplar i¢in tanimlanan bir kelime, A harflerin kiimesi olmak iizere, sadece A"

kiimesinden alinir (1.1.8 Tanim). O halde bir S yarigrubu i¢in sunug tanimi soyledir:
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1.5.10 Tamim (Yarigrup Sunusu): A bostan farkli bir kiime (iirete¢ kiimesi)
ve RC A"XA" kiimesi, u,ve A" i¢in (u,v)e R (ki bu genellikle u=v seklinde
gosterilir) elemanlarindan olusan bir baginti  kiimesi olsun. Bu durumda

A={a,,a,,....,a,} ve R={u, =v,,...,u, =v,} igin,
o, =[A;R])=a,,....a, s u, =v,u, =v

ikilisine bir yarigrup sunusu denir. Eger A kiimesi sonlu ise g sunusunun temsil
ettigi yarigruba sonlu iireteclidir, A ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise g

sunusunun temsil ettigi yarigruba sonlu sunugludur denir.

Gruplar i¢in verilen 1.5.5 Teorem ve monoidler i¢in verilen 1.5.9 Teoremin
bir benzeri yarigruplar i¢in verilmeden dnce bu teoremin ispatinda gerekli olacak bir

tanim verilmelidir.

1.5.11 Tamm: @, =[A;R] bir yarigrup sunusu ve w,,w, € A" olsun. Eger
a,ffe A" ve (u,v)e R (yada (v,u)e R) i¢in w,=auf ve w, =avf oluyorsa, w,
kelimesiw, kelimesinden elde ediliyor denir. Ayrica w, ve w, kelimeleri arasinda,
Vs Vos-n ¥, € AT olmak iizere, w, =%,,%,,....¥7, =w, seklinde sonlu bir dizi varsa (ki
burada her bir 7,,, 7,° den R bagintis1 ile elde edilir) w, ve w, kelimelerine denk
kelimeler denir. Herhangi bir w kelimesinin g sunusuna bagl olarak denklik sinif

[w],, bi¢imindedir.

1.5.12 Teorem: S bir yarigrup, A kiimesi S icin bir iirete¢ kiimesi ve p, A"

kiimesi tizerinde R yi iceren en kiigiik kongriians olsun. Bu durumda
S=A"/p

dir.
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Ispat: @, sunusunun temsil ettigi S yarigrubu ve A iireteg kiimesi iizerinde,

@:A>S

x> [x], (xeA)

fonksiyonunu tanimlayalim. 1.2.5 Teorem geregi bu fonksiyon,

g:A" > S

[w]=[wl,,

seklindeki tek bir orten homomorfizmaya genisletilebilir. Ayrica ker¢ kiimesi R yi
iceren en kiiciik kongriians bagintist oldugundan, ker¢=p dur. O halde, 1.4.3

Teorem geregince,
S=A"/p
elde edilir. mi

Yarigrup sunuslari ile ilgili olarak asagidaki érnekler incelenebilir.

1.5.13 Ornek: A kiimesi iizerindeki serbest yarigrup olan A* yarigubunun

sunusu [A;&] seklindedir. Burada, 1.5.6 Ornekte oldugu gibi, R=9 dir. Ayrica
A" tizerinde R bos bagintisini iceren en kiigiik baginti1 olan p, A, ile gosterilir ve

1.5.12 Teorem den A*/A, = A" dir. 0

1.5.14 Ornek:  Asikir yarnigrup olan {a} nin sunusu [a;azza]

seklindedir. Daha genel olarak m-1 mertebeli devirli (monogenic) bir yarigrubun

m+r

sunusu [a ;a” = a] seklindedir. Ayrica [a ya"t = a’"] sunusu m+r—1 mertebeli

sonlu devirli yarigrubu temsil eder. 0
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1.5.14 Ornekte kisaca verilen devirli yarigruplar, 3. Boliimde ayrmtili olarak

incelenecektir.

2

1.5.15 Ornek: S yangrubu |a;,a,,...q, ; &’ =a,, aa; =a,a, (1<i, j<n)]

n 2

sunusu ile tanimlansin. S nin her bir eleman1 @, nin kuvveti seklindedir. Gergekten,

herhangi carpim seklindeki bir eleman, aa;,=a,a; bagmtist kullamlarak,
a'"a,”...a" (i;20, 1< j<n) bi¢iminde yazilabilir ve burada i, lerin hepsi birden 0

degildir. Ayrica a’=a, bagmtisim kullanarak bu carpimdaki i ; kuvvetlerini

i;=0,1 sayilarina indirgeyebiliriz. Boylece S en ¢ok 2" —1 elemanli bir yarigrup

olur. O

1.5.16 Ornek: S yarigrubu [a,b cat=a,b’=b, ba= ab] sunusu ile
tanimlansin.  ab=ba bagntisi kullanilarak S nin her bir elemam a'b’ (i, j>1)

biciminde yazilabilir. Ayrica a*=a ve b’=b bagintilarim kullanarak i ve j

sayllarim 1<i<3, 1< j <2 olarak indirgeyebiliriz. Boylece S, en ¢ok 11 elemanh

bir yarigrup olur. 0

Buraya kadar grup, monoid ve yarigruplar i¢in sunus tamimlarindan ve
aralarindaki farkliliklardan bahsedildi. Bu {i¢ cebirsel yapinin sunuglari arasinda

birinden digerine gec¢is yapilabilir. Bu durum asagidaki gibi 6zetlenebilir.

« Her yarigrup sunusu bir monoid sunusu haline getirilebilir. Ornegin [A;R]
sunusu S yarigrubunu temsil etsin. Bu yarigruba birim eklenirse [A;R] sunusunun

temsil ettigi bir monoid elde edilir.

« Eger S yarigrubu ee A" ile temsil edilen bir birim eleman iceriyorsa bu

durumda [A ;R,e= 1] sunusu S yarigrubu i¢in bir monoid sunusudur.
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« Simdi de [B;Q] sunusu M monoidini temsil etsin. Bu durumda
[B,e 10, e°=e,eb=be=b (be B)] sunusu M monoidi icin bir yarigrup

sunusudur (Burada Q" bagint1 kiimesi, Q daki w=1 seklindeki her bir bagmntinin

w=e ile yer degistirilmesinden elde edilen kiimedir).

« Ayrica <A;R> sunusunun  temsil  ettigZi grup G ise
<A, A" R,aa' =a'a=1(ac A)> sunusu G grubu icin bir monoid sunusudur
(Burada A™' = {a_1 ‘ae A} kiimesi A dan farkli olan ancak A nin elemanlar ile bire-

bir eslenebilen yeni bir kiimedir).
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2. YARIGRUPLARIN SINIFLANDIRILMASI

Tezimizin temasint yarigruplar olusturdugundan, yarigruplari daha detayl
incelemeye yonelmemiz gerekir. Bundan dolay1 2. ve 3. Bolimlerde, daha 6nceden
bahsettigimiz gibi, yarigruplar belli bir takim o6zelliklerine gore detaylandirilip,
calisilacaktir. Bu tezin iilkemizde son 20 yildir ¢alisilan bu konularin irdelenip -
incelenmesi ve literatiire katilmasi anlamindaki Onemini, bu son iki bdliim

gosterecektir.

Dolayisiyla 2. Bolimde, genel anlamda, yarigruplarin sagladigi birtakim
ozelliklerine gore farkli kategorilere ayrilmasindan bahsedilecektir. Bu kategorilere
ayirmanin i¢inde 6nemli bir yer tutan Green Bagntilar: tanmitilip, 6zel bir 6rnek
tizerinde bu bagintilarin 6nemi vurgulanacaktir. Bunun i¢in, bu bagintilarin i¢inde

bir kose tasi olan Green Teoremi verilecektir.

Yukarida bahsettigimiz ve bu boliimde incelenecek olan kavramlarin bir
kismi ve burada belirtilmeyecek detaylar icin, [2, 8, 10, 11, 15, 17, 18] gibi

kaynaklara yonlendirme yapabiliriz.

2.1 idealler

Ideal kavram, halka teoride ©zel bir alt halka cesidi olarak karsimiza
cikmaktadir. Bilindigi gibi, halka yapisi olusturulurken toplama ve carpma islemleri
seklinde iki farkli ikili islem kullanilmaktadir.  Bunlardan toplama islemi
kullanilarak bir halkanin idealinin kosetleri (kalan siniflar1) olusturulabilir. Ayrica
bir halka yapisi toplama islemine gore abelyan bir grup oldugundan, bu islem ile
kosetler arasinda da yeni bir toplama islemi tanimlanip bir bolim grubu insa edilir.
Bu diisiinceden hareketle, yine halka iizerindeki carpma isleminden yararlanilarak,

kosetler arasinda ikinci bir islem olarak carpma islemi tanimlanabileceginden bir
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boliim halkas1 meydana getirilmis olur. Boliim halkalar1 yardimiyla halka teoride

onemli olan bazi teoremler ve 0zel halka cesitleri elde edilmistir.

Yukarida halkalar i¢in hatirlatilan bu konular, yarigruplara ilgili alanlarda
belirli birtakim degisiklikler yapilarak karsimiza cikacaktir. Bunun icin bolim
halkalariin elemanlar1 olan sag ve sol kalan simiflarina benzer yapilar yarigruplarin
icinde aranmak zorundadir. Bu boliimiin ileriki asamalarinda goriilebilecegi iizere,
birtakim smiflar tanimlanarak c¢alisilan yarigruptan yeni Ozellikler elde
edilebilecektir. Adi gecen bu simflar1 belirlemek icin, bir yarigrup yardimiyla
tanimlanacak ideal kavraminin varlig1 incelenecektir. Bundan dolay: bu alt boliimde
ilk olarak bir yarigrubun ideali ile ilgili temel tanim ve teoremler verildikten sonra
idealler iizerinde tanimlanacak olan birtakim yeni simiflar (ki bunlar ideallerin

uygulamasi olarak diisiiniilebilir) tanitilacaktir.

2.1.1 Tammm: S bir yarigrup ve S nin bostan farkli bir alt kiimesi / olsun.
Eger her se S ve ie [ icin,
e sie [ oluyorsa, I ya S nin sol ideali ve
e ise [ oluyorsa, I ya S nin sag ideali
denir. Bununla birlikte / kiimesi, S nin hem sag hem de sol ideali ise bu durumda /

ya S nin bir ideali denir. Ornegin sifir elemanim barindiran bir yarigrup i¢in {0}

kiimesi bir idealdir.

2.1.2 Ornek: 1.1.5 Tanimda verilen T, tam transformasyon yarigrubunu goz

Oniine alalim. 7, i¢in, her

K(r,n)z{a'e T :ranka<r, 1Sr£n}

kiimesi bir idealdir. (Burada ranka ’ nin |ima| oldugu 1.1.6 Not ile bilinmektedir).

Bu ideallik durumu,

rank (o) < min(ranka , rank 3)
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esitsizliginin bir sonucudur. Bunu e K(r,n) ve fe T, alarak,
rank(af) < min(ranka , rank ) < ranka < r = aff € K(r,n)
ve
rank(fa) < min(rank 8, ranka) < ranka < r = Bae K(r,n)

olmasindan dolay1 rahatlikla gorebiliriz. 0

2.1.3 Teorem: S bir yarigrup olmak iizere, S nin bostan farkli bir alt kiimesi

X olsun. Bu durumda
S'x :{sx:se St xe X}
kiimesi S yarigrubunun X kiimesini i¢eren en kiiciik sol ideali olup, benzer sekilde
XS'={xs:xe X, se S}
kiimesi S yarigrubunun X kiimesini iceren en kiiciik sag ideali ve
S'XS' ={sxt:s,t€ S, xe X}
kiimesi S yarigrubunun X kiimesini iceren en kiiciik hem sag hem de sol ideali dir.
Ispat: Her sxe S'X ve te S icin,
t(sx)=(ts)xe S'X

oldugundan, §'X kiimesi S yarigrubunun bir sol idealidir. Bu idealin X kiimesini

icerdigi, S'X = {sx se S, xe X } tanimindan agiktir. S yarigrubunun X kiimesini
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iceren baska bir sol ideali / olmak iizere, herhangi bir se S' ve xe X icin, sxe I

olacaktir. Boylece S 'X c I elde edilir.
Diger ifadelerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilir. o

1.5.13 Ornekte ad1 gegen A, bagintisini tekrar géz Oniine alalim. Bu baginti

yardimi ile asagidaki denklik bagintisini elde ederiz.

2.1.4 Tanim [18]: S herhangi bir yarigrup olmak iizere, S nin bir alt kiimesi /

olsun.
P, =(IxI)UAg ={(x,y):x,ye I veya x=y} 2.1
bagintisina / kiimesine bagli Rees Denklik Bagintist denir.

2.1.5 Teorem: S bir yarigrup ve S nin bir alt kiimesi / olsun. Eger I bir sol

(swrasityla sag, hem sag hem sol) ideal ise bu takdirde (2.1)’de verilen p, Rees

denklik bagintis1 bir sol (sirasiyla sag, hem sag hem sol) kongriians olur.

Ispat: (x,y)e p, ve se S alam. Eger x=1y ise sx=sy elde edilir ve
(sx,sy)€ p, bulunur. Aksi takdirde x,ye I olacag agiktir. Bu durumda / sol ideal
oldugundan, 2.1.1 Tamm geregi, sx,sye I dir ki bdylece, yine (sx,sy)e p, elde

edilir. O halde, 1.4.1 Tanim geregi, p, bir sol kongriianstir.

p, bagintisinin sag ve bir adim sonrasi hem sag hem sol kongriians bagintisi

oldugu da benzer sekilde ispatlanir. i

1.4 Alt Bolimden hatirlanacagi gibi, bir yarigrup iizerindeki kongriians

yardimi ile boliim yarigrubu tanimlanabilmektedir. O halde (2.1)’de verilen p,
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kongriians bagintisi ile agsagidaki boliim yarigrubu tanimlanabilir. Asagida  verilen

tanim, 1.5 Alt Boliimde verilen materyalin kokenini olusturmaktadir.

2.1.6 Tanim: S bir yarigrup olmak iizere, S nin bir ideali / ve p, bagintisi
da (2.1)’de verilen Rees denklik bagintis1 olsun. Bu durumda S nin p, ile
olusturdugu S/p, bélim yarigrubuna S nin / ile olusturdugu Rees Boliimii denir ve

S/1 ile gosterilir.

2.2 Green Denklik Siniflar:

2.1.4 Tanimda verilen Rees denklik bagintis1 kiimelerinin elemanlarina dikkat
edilirse, S yarigrubunun bir / ideali iizerinde alinan elemanlarinin ya ideale ait
olmast ya da bu elemanlarin esitliginden bahsedilmektedir. Ancak giris boliimiinde
s0z edildigi gibi yarigruplart farkli kategorilere ayirabilmek icin, herhangi bir S
yarigrubu iizerinde tanimlanan bir bagintinin S nin sag, sol veya hem sag hem de sol

ideallerini iiretmek i¢in kullanilabildigini belirtmeliyiz.

Burada verilecek olan bagintilar Green Bagintilari adin1 almaktadir. Green
bagintilari, yarigrup teoride giiniimiizde halen c¢alisilmakta olan, bir¢ok Onemli
problemin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Bu tiir problemler ile ilgili ayrintilar [7] den

elde edilebilir. Simdi sirasi ile bu bagintilardan ve teoremlerinden bahsedelim.

2.2.1 Tammm: S bir yarigrup ve x,ye S olmak iizere S iizerindeki bir L

bagintisi

xly = S'x=S'yosx=y ve ty=x (s,te S")

olarak tanimlansin. Bu sekilde bagintili olan x,ye S elemanlar1 S nin ayni sol
idealini tiretirler. Bu x ve y elemanlarina L-bagintilidir denir ve xLy veya (x,y)e L

ile gosterilir. Benzer olarak x, ye S olmak iizere S lizerindeki bir R bagintisi
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xRy & xS'=yS' @ xs=y ve yt=x (s,teS")

olarak tammmlandiginda x,ye S elemanlar: S nin ayni sag idealini iiretirler. Bu x ve

y elemanlarina R-bagintilidir denir ve xRy veya (x,y)€ R ile gosterilir.

1.1.5 Tamimda verilen tam transformasyon yarigrup 7, in elemanlarinin L

veya R bagintili olup olmadiklari, segilen elemanlarin asagidaki teoremde belirtilen

ozelliklerine gore belirlenir. Dolayisiyla bu 6nemli sonug;

2.2.2 Teorem: «, ST, olmak iizere,
(i) aLf & ima=imf
(i) aRpB < kera =ker

dir.

Ispat: (i) Oncelikle aLfB oldugunu varsayalim. Bu durumda 2.2.1
Tamimdan ¥, €T, igin, a=y8 ve [=0a elde edilir. Buradan

ima =im(yf) cimfB ve benzer sekilde imf =im(dx) < ima oldugundan,

ima =imf

esitligi elde edilir.

Tersine ima =imf =1 oldugunu varsayalim. Ayrica her bir i€ I igin,
a,,b,€{l,2,...n} elemanlan, a.a@=b =i (1<j<n) olacak sekilde almsin.

Buna ek olarak u, ve T, fonksiyonlarini da

xp=a; < xf=i

xV=bj<:>xa'=i

seklinde tanimlayalim. Bu tamimlar ile
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xpa =a,x=i=xp

wph=b,f=i=xx

elde edilir. Boylece pua = ve v =« oldugu goriiliir. O halde 2.2.1 Tanim geregi

aLf dir. Boylece (i) nin ispati tamamlanmis olur.

(i) 1k olarak @Rp olsun. 2.2.1 Tammdan ¥, €T, icin, @ =Sy ve

B =ao elde edilir. Ayrica (x, y)e ker« icin xar = ya dir. Boylece
xP=x00=yad=yp = (x,y)e ker

olur, ki buradan kera c ker # sonucuna ulasilir. Benzer sekilde ker f C kera

oldugu da gosterilebilir. O halde

ker o =ker

elde edilir.

Tersine kera =ker f=K oldugunu kabul edelim. Bu durumda K nin

denklik siniflarinin sayisi ile ima kiimesindeki elemanlarin sayilari birbirine esit

olur. Ustelik ima nin bu sayisi, aslinda, im/’daki elemanlarin sayis1 ile aymdir.
Simdi bu saymin g oldugunu varsayalim. Ayrica K nin her bir denklik sinifindan,

ozel olarak p, (i=12,...,q) seklindeki tekil elemanlarini gbz Oniine alalim. Buna ek

olarak
ima=J={j.jpnj,} ve imB=M={m.,m,,..m)

seklinde olsun. Boylece j =p.a ve m, = p,fB olacak sekilde jeJ ve meM

elemanlar1 vardir. Simdi x4, ve T, fonksiyonlari,
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jill'[:mi (i:Lz’---,CI)

miV:ji (i:1,2,...,CI)

seklinde tanimlanirsa, x€ {1,2,...,n} ve (x, p,)€ K olmak iizere,

xop = pogt = jp=m =p,f=xp

olur. Boylece au = f oldugu rahatlikla goriiliir.

Benzer sekilde Bv =« oldugu da ispatlanabileceginden sonug olarak aRf

elde edilir. O

2.2.3 Not: 2.2.1 Tamimda verilen L ve R bagintilarinin birer denklik bagintisi
olduklar1 aciktir. Bir s€ S elemaninin L bagintisina bagli olan denklik sinifi L-sinif

olarak adlandirilir ve genellikle L, veya s/L ile ifade edilir. Benzer sekilde s nin R
bagintisina bagh olan denklik smifi R-sinif, notasyonel olarak R, veya s/R ile

gosterilir.

2.2.4 Teorem: 2.2.1 Tanimda verilen L bagintis1 bir sag kongriians ve R

bagintis1 bir sol kongriianstir.

Ispat: 2.2.3 Not ile belirtilen her iki bagint1 da birer denklik bagintisidir.

Simdi (x,y)e L ve ze S alalim. Bu durumda L nin tammmindan y=sx ve x=ty
(s, 1€ S") yazilabilir. Buradan yz =s(xz) ve xz=1(yz) olur. Boylece (xz,yz)e L

elde edilir. Dolayisiyla, 1.4.1 Tanim geregi, L bagintis1 bir sag kongriianstir. R

bagintisinin bir sol kongriians oldugu da benzer sekilde ispatlanabilir. i

2.2.5 Not: Genel olarak L ve R bagintilar1 iki yanl kongriians degildir.
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Ornek: X :{1, 2, 3,4} olmak iizere 7, tam transformasyon yarigrubunu

alalim. T, icindeki iki eleman,

1 2 3 4 1 2 3 4
a= ve IB:
2 2 3 4 2 3 4 4

seklinde olsun. Goriildiigii gibi ima =imf dir. Dolayisiyla 2.2.2 Teorem geregi

1 2 3 4

aLp olur. Diger yandan, y =
/ sy 4 (2 2 2 2

je T, igin,

o 1 2 3 4 B 1 2 3 4

= ve =

4 2 2 2 2 3333

elde edilir. Buradan bu iki fonksiyonun L-bagmntili olmadig1 sonucuna varilir. O

halde L bagintis1 sol kongriians degildir. 0

2.2.,6 Tanim: S bir yarigrup ve s,te S olsun. S iizerinde H=LNR

seklinde yeni bir baginti tanimlayalim. Bu takdirde ayn1 anda hem L-bagintili hem

de R—bagitili olan s ve ¢ elemanlarina H-bagintilidwr denir.
L ve R bagintilar1 gibi, H bagintisinin da bir denklik bagintisi oldugu kolayca

goriilebilir. Bir se § elemaninin H bagintisina bagli denklik sinift H-sinif olarak

adlandirilir ve H | ile gosterilir. Bu denklik sinift matematiksel olarak,
H,={t:te L "R}

seklinde ifade edilir. Genel olarak H bagintisi, 2.2.5 Not geregi, sol ve sag

kongriians degildir.

2.2.7 Tammm: S bir yarigrup olmak iizere, S ilizerinde L ve R bagmtilarinin

D =LoR seklinde bileskesi olarak olusturulan bagintiya D bagintist denir. Burada
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x, ye S icin, (x, y)e D oluyorsa x ve y elemanlarina D-bagintilidir denir. Acikca

bu D bagntisi,
D={(x,y):3z€ S; (x,z2)e LA(z,y)€ R} (2.2)
seklindedir.

D bagintis1 da tanimlanan diger bagintilar (L, R ve H bagintilar1) gibi bir
denklik bagintisidir. Ancak D nin sadece tanimindan yararlanarak denklik bagintisi
oldugunu gostermek digerleri gibi kolay degildir. Bunu gosterebilmek icin asagidaki

teoreme gerek vardir.

2.2.8 Onerme: L ve R bagmtilar1 degismelidir, diger bir deyisle LoR=RoL
dir.

Ispat: (x,y)e LoR alalim. Bu durumda (2.2)’deki tanimdan (x,z)e L ve

(z,y)€ R olacak bicimde bir ze S vardir. O halde

1
I=8§X, X=8,2, y=zt, =), (s),8,,1,1,€S")

yazilabilir. § nin u = xt; seklinde yeni bir eleman1 tanimlanirsa

ut, = xtjt, = s,2tt, = $,yt, = 5,2 =X,
Su=sxt, =zt =y,

$,Yy=8,2t, =Xxt, =u

elde edilir. Buradan (x,u)e R, (u,y)e L oldugu ve sonu¢ olarak da (2.2)’deki

tanim yardimiyla (x, y)€ Ro L oldugu goriiliir. O halde
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dir.

Ters kapsamanin varligi da benzer sekilde ispatlanabileceginden R ve L

bagintilar1 degismelidir. i

2.2.8 Onerme yardimu ile ispatin1 yapabilecegimiz teorem asagidaki gibidir.

2.2.9 Teorem: (2.2) ile verilen D bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat: L ve R bagintilarinin her ikisi de birer denklik bagmtis1 oldugundan
bunlar i¢in yansiyanlik 6zelligi saglanip, dolayisiyla D bagintisinin yansiyan olacagi

aciktir. Simdi

(x,y)e D= (Fze S)((x,2)€ L ve (z,y)€ R)
= (dze S)((z,x)e L ve (y,2)€ R)
= (y,x)e RoL=RoL=D

oldugundan, D bagintis1 simetri 6zelligini saglar. Son olarak

(x,v),(y,2)¢e D= (Ju,ve §) (x,u)e L ve (u,y)e R ve (y,v)e L ve (v,z)€ R)
= (Ju,ve S) (x,u)e L ve (u,v)e RoL ve (v,z)€R)
= (Ju,ve S) (x,u)e L ve (u,v)e Lo-R ve (v,z)€ R)
= (du,v,we S) ((x,u)e L ve (u,w)e L ve (w,v)e R ve (v,z7)€ R)
= (dwe S) (x,w)e L ve (w,z2)€ R)
= (x,z)e LoR=D

oldugundan, D bagintis1 gecismelidir.

O halde D bagintis1 bir denklik bagintisidir. i
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D bagintisi i¢in son olarak 2.2.2 Teoreme benzer bir teorem ifade edilebilir.

Bu teorem, 7, tam transformasyon yarigrubunun elemanlarinin hangi durumda D-

bagintili oldugunu gostermektedir.

2.2.10 Teorem: ¢, ST, olmak iizere, D/ olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul rankoa = rank f olmasidir.

Ispat: Oncelikle DS oldugunu varsayalim. Bu durumda 2.2.7 Tanimdan
aLy ve yRp olacak bigcimde bir ye T, fonksiyonu vardir. 2.2.2 Teorem geregi
ima =imy ve kery =ker f oldugu soylenebilir. Boylece ranka = ranky = rank 8

sonucuna varilir.

Tersine ranka =rankff olsun. Bu durumda a ve [ fonksiyonlarinin
goriintii kiimelerindeki eleman sayilar1 esittir ve bu iki fonksiyonun cekirdekleri de

ayni sayida denklik sinifina sahiptir. Eger ker # nin denklik siiflant K,...,K, ve

r

ima={i,i,,..,i,} arasinda

X6 =1, (xe K,)

seklinde bir 0 fonksiyonu tanimlanirsa, imd =imea oldugu goriiliir. O halde dLa

ve ker 0 =ker f oldugundan SR/ elde edilir. Sonug olarak

(@,8)e LoR=D

olacaktir ki bu ise aranilan sonugtur. mi

Bu boliimde son olarak Green bagintilarimin sonuncusu olan iki-yanli

bagintidan bahsedelim.
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2.2.11 Tanmm: S bir yarigrup ve x,ye€ S olsun. x ve y elemanlar1 S nin ayni1

iki-yanl idealini iiretiyorlarsa, bu elemanlara J-bagintilidir denir. Matematiksel

olarak

xJy & S'xS'=58'yS!

bize J-bagintililig verecektir.

Verilen tiim Green bagintilar1 arasinda en genel anlamiyla

HclL,HcR,LcD,RcD,DcJ (2.3)

seklinde bir siralama vardir. Green bagintilar1 6zel olarak bir G grubu iizerinde

olusturulursa

H=L=R=D=J=GxG (2.4)

seklinde bir siralama elde edilir. Bunlara ek olarak Green bagintilarinin

olusturuldugu yarigrup degismeli ise ilgili siralama

H=L=R=D=J (2.5)

halini alir. Not etmeliyiz ki Green bagintilar1 arasindaki (2.3) siralamas: sekildeki

gibi sembollestirilebilir [18].
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D=LoR
L R
H=LNR

Green bagintilar1 arasinda verilen yukaridaki bu siralamalardan bagka,
sirastyla, son iki baginti olarak 2.2.7 Tanim ve 2.2.11 Tanim ile verilen D ve J
bagintilar1 arasinda digerlerinden daha 6zel bir karsilastirma yapilabilir. Asagida bu

karsilagtirmaya 6n kosul olusturacak bir tanim verilmektedir.

2.2.12 Tammm: Bir S yarigrubunun tek bir elemanla iiretilmis her alt
yarigrubu sonlu ise (yani, her a€ § icin, a”™"" =a" olacak sekilde m,re Z" sayilar

var ise) S ye periyodik yarigrup denir.

Yukaridaki tanimdan kolayca anlasilabilecegi gibi her sonlu yarigrup

periyodik olur.

2.2.13 Teorem: Eger S yarigrubu periyodik ise J =D dir.

Ispat: (2.3)’deki siralamada D < J oldugu belirtilmisti. O halde esitligin

ispat1 icin ters kapsamanin varligini gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in (x,y)e J
alalim. Bu durumda, 2.2.11 Tamimdan, x=ayb ve y=cxd (a,b,c,de sY

yazilabilir. Buradan

x =(ac)x(db)=a(cxd)b=ayb=x
x = (ac)*x(db)* = (ac)(ac)x(db)(db) = (ac)x(db) = x
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.=(ac)' x(db) =x=...

elde edilir. S periyodik oldugundan (ac)’ idempotent eleman olacak sekilde

ie NU{0} sayis1 vardir. O halde

x=(ac)' x(db) =(ac) (ac) x(db) =(ac) x=(ac) az  (z=cx)

olur, ki bu durumda xLz oldugu sonucuna varilir. Ayrica

y=(ca)y(bd) = (ca)’ y(bd)* =...= (ca)’ y(bd)’ =...

dir. Benzer sekilde, (bd)’ idempotent olacak sekilde je NU{0} sayis1 var

oldugundan

z=cx=c(ac)" x(db)’™" = (ca)’" cxd(bd)’'b = (ca)’* y(bd)’b

= (ca)’" y(bd)* b= (ca)’" y(bd)"" (bd)"'b = y(bd)""'b

elde edilir. Son olarak y=cxd =zd oldugundan zRy dir ve dolayisiyla xDy
sonucuna ulasilir. Boylece J < D kapsamasi da elde edildiginden, J = D esitliginin

varlig1 ispatlanmis olacaktir. o

Simdi de kisaca D-smif yapisindan bahsedip ardindan bu boliimiin ana

teoremi olan Green Teoremi’ ni verelim.

D=LoR=RoL bagintis1 L ve R yi igeren bir denklik bagintisidir. Bu
nedenle alinacak bir D-sinif aslinda L-sinif ile R-sinifin bileskesinden olusur. Ayrica
a,be § i¢in, L=L, esitligi, D de herhangi bir L-simf ve R=R, esitligi, D de
herhangi bir R-sinif ise bu siniflarin arakesiti olan LR (ki bu bir H-siiftir) bostan
farklidir. D nin tanimindan (2.2.7 Tamim) anlasilabilecegi gibi (a,b)e D olmasi

durumunda (a,c)e L ve (c,b)e R olacak sekilde bir ce S vardir ki bu eleman
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aslinda LN R de bulunur. Yapilan bu agiklamalar kullanilarak ¢ok popiiler olan

asagidaki teorem elde edilir.

2.2.14 Teorem [10, 11, 18] (Green Teoremi):

(i) S bir yarigrup olmak iizere, a,be S i¢in, as =b ve bt =a olacak sekilde

R-bagintili iki eleman alalim. Ayrica

p.:L —>L, xp =xs
ve

p L —L, xp =xt

seklinde iki fonksiyonun varligin1 kabul edelim. Bu durumda p, ve p,

fonksiyonlari, H = LN R sinifindan H sinifina birbirinin tersi olan bire-bir ve orten

fonksiyonlardir.

(ii) S bir yarigrup olmak iizere, a,be S icin, sa=b ve tb=a olacak sekilde

L-bagintili iki eleman alalim. Ayrica

A:R, >R, xA =sx
ve

A:R, >R, xA =tx

seklinde iki fonksiyonun varligini kabul edelim. Bu durumda A ve 4

fonksiyonlari, H = LN R smifindan H sinifina birbirinin tersi olan bire-bir ve drten

fonksiyonlardir.

Ispat: (i) Oncelikle p, : L — L, fonksiyonunun varligini gosterelim. Bunun
icin, bir xe L, alallm. Bu durumda (x,a)e L olur. 2.2.4 Teorem geregi
(xs,as)e L oldugu aciktir ve bdylece xp € L, olur. Benzer sekilde p,:L, — L,

fonksiyonunun varligi da gosterilebilir. Herhangi bir xe L, alimip, x =ua yazilarak
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Xp,p, = xst =uast =ubt =ua = x

elde edilir. Benzer sekilde her xe L, icin xp,p, = x bulunur. Boylece p, ve p,

fonksiyonlarinin tersinir olduklar1 sonucuna varilir.  Bir fonksiyonun tersinir
olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosulun, alinan bu fonksiyonun bire-bir ve Orten

olmasi zorunlulugu nedeniyle, p, ve p, fonksiyonlar1 bire-bir ve Ortendir. Ayrica
xst =x oldugundan, R-bagintihilik tammi gere8i, xR(xp,) dir. Eger x,ye L,
elemanlart H-bagintili ise (xp,)RxRyR(yp,) olur. xp, ve yp elemanlan L-

bagintili oldugundan (her ikisi de L, 'nin i¢indedir) (xp,)H (yp,) elde edilir.

(i1)’ nin ispat1 (i)’ nin benzeridir. |

Asagidaki teorem H-siniflar1 ve alt gruplar ile ilgili onemli bir baglantiy1

gostermektedir.

2.2.15 Teorem: H ile bir S yarigrubunun H-smifin1 gosterelim. Bu durumda

H sinifi ya bir gruptur veya H>NH =@ dir.

Ispat: ilk olarak H> " H # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda abe H
olacak sekilde a,be H vardir. Ayrica herhangi bir he H alalim. 2.2.14 Teoremin

(1). maddesinden

P, x> xb

fonksiyonu H, = H dan H_ = H lizerine bire-bir ve ortendir. 2.2.14 Teoremin (ii).

maddesinden de

A, x> hx

fonksiyonu H, = H dan H,, = H lizerine bire-bir ve ortendir. Buradan
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hH =imA, =H ve Hh=H

elde edilir. O halde H bir gruptur. i

Yukaridaki teorem ile herhangi bir yarigruptan, tanimlanan 6zel bir siif
yardimiyla hangi sartlarda grup elde edilebilece8i gosterilmistir. Green
bagintilarinin diger bircok éneminin yaninda bdyle bir uygulamasinin olmasi kayda

degerdir.

2.3 Regiilerlik

Bir onceki alt bolimiin en son paragrafinda kismen deginildigi gibi,
yarigruplar ile gruplar arasindaki iliski (baglanti) bu konuda c¢alisan bir¢ok
matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bilindigi iizere her grup bir yarigrup iken bu
ifadenin ters kismu i¢in bir takim 6zel sartlar yerine getirilmek zorundadir. Bu 6zel
sartlar (ki bunlan Ozellikler olarak da diisiinebiliriz) her yarigupta saglanmak
zorunda olmayan bir takim teknik matematiksel ifadelerdir. Tezimizin belli
kisimlarinda kismen bunlardan bahsedilmektedir. Bu boliimiin bashigini olusturan
“regiilerlik” konusu da yukarida soz ettigimiz gibi her yarigrupta olmak zorunda
olmayan ancak bulundugu yarigruplara karakteristik bircok oOzellik katan ve de
yarigruplar ile gruplar arasinda koprii kurmada onemli bir yere sahip olan bir 6zel

sarttir.

Bu boliimde, genel olarak, bir yarigrubun regiiler olmasindan ve Green
bagintilar ile regiilerlik arasindaki iliskiden bahsedilecektir. Ayrica regiiler eleman
tanimlanip, bu eleman yardimi ile herhangi bir yarnigrupta tersinir eleman
olusturulacaktir. Son olarak da, regiilerligi calisilmasi anlaminda oldukg¢a popiiler
olan, tam transformasyon yarigruplarinin Green siniflar ile ilgili [18] de yer alan bir

ornek verilecektir.

44



2.3.1 Tammm: S bir yarigrup olmak iizere xe S icin, xyx =x olacak sekilde
en az bir ye § varsa, bu x elemanina S nin regiiler elemant denir. Bununla birlikte

her elemani regiiler olan bir S yarigrubuna ise regiiler yarigrup ad verilir.

2.3.2 Ornek: X bostan farkli bir kiime olmak iizere, e T, alalim. Her bir
xeime i¢in, t @ =x olacak sekilde # € X secelim. Ayrica herhangi bir x,e€ X

icin,

seklinde bir fe T, fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

xofa =t o =xx

esitligi ve dolayisiyla affar =« esitligi elde edilir. O halde « regiilerdir. Burada

o e T, rastgele secildiginden, 7, yarigrubunun regiiler oldugu sonucuna ulagiriz. ¢

2.3.1 Tanim ile verilen regiiler eleman olma 6zelligi herhangi bir yarigrubun
bir D-sinifinin elemanlari i¢in de gecerlidir. Ayrica herhangi bir D-sinifta regiilerlik
degismezdir. Acik¢a belirtirsek bir yarigrup iginde regiiler olan bir elemanin D-
bagintili oldugu eleman da regiiler olur. Asagida bu durum ile ilgili bir teorem

verilmektedir.

2.3.3. Teorem: Bir S yarigrubundaki a eleman: regiiler olsun. Eger bir be S

icin aDb ise bu durumda b elemani da regiiler olur.

Ispat: Oncelikle aLb oldugu diisiiniiliirse ua=>b ve vb=a olacak sekilde
u,ve §' vardir. Ustelik, a regiiler oldugundan axa =a olacak sekilde xe S vardur.

Buradan
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b =ua = uaxa = bxa = bxvb

elde edilir. O halde b regiilerdir. Benzer sekilde aRb oldugunda da b nin regiiler

oldugu goriilebilir.

(2.2)’deki esitlikte belirtildigi gibi, aDb nin anlam1 aRcLb olacak sekilde bir
ce S elemaninin varligidir. Dolayisiyla a nin regiiler olmasindan ¢ nin regiilerligine

ve buradan da b nin regiilerligine ulasilir. i

2.3.3 Teorem ile asagidaki sonucu elde ederiz.

2.3.4 Sonug: Bir § yarigrubunda a regiiler eleman ise a nin D-sinifi olan D,

nin her eleman: regiilerdir.

2.3.3 Teorem ve 2.3.4 Sonuctan yararlanarak herhangi bir D-sinif olan D nin
ya her elemaninin regiiler olacagini ya da hicbir elemaninin regiiler olmayacagini
sOyleyebiliriz. Ayrica idempotent olan bir e elemani regiiler oldugundan idempotent
eleman iceren bir D-siifin regiiler oldugu sonucuna da ulasiriz. Buradan asagidaki

teorem elde edilir.

2.3.5 Teorem: Bir S yarigrubunun regiiler olan bir D-sinifinda her bir L-

sinif1 ve R-sinif1 en az bir idempotent eleman igerir.
Ispat: ae S regiller bir D-sinifinin elemam: olsun. Bu durumda §
yarigrubunda axa =a olacak sekilde bir x eleman1 vardir. O halde xa idempotenttir

ve xalLa dir. Benzer sekilde ax idempotenttir ve axRa dir. i

2.3.6 Teorem: Bir S yarigrubunda idempotent olan her e elemani, R, i¢in bir

sol ve L, i¢in bir sag birimdir.

Ispat: ae R, alalim. Bu durumda a=ex olacak sekilde bir xe S' vardir.

Buradan
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ea=e(ex)=e’x=ex=a

elde edilir. O halde, 1.1.9 Tanim geregi, e eleman1 R, de bir sol birimdir.

Benzer sekilde e nin L, de sag birim oldugu da ispatlanabilir. i

Bolimiin girisinde de bahsedildigi gibi, regiiler eleman yardim ile bir

elemanin tersinir olmasi asagidaki gibi tanimlanabilir.
2.3.7 Tanmm: Herhangi bir S yarigrubundaki x ve y elemanlari
XyX=Xx Vve YXy=y
ozelligini sagliyorsa, bu iki elemana tersinirdir denir.
Yukaridaki tamimdan da anlasilabilecegi gibi herhangi bir elemanin tersi
birden fazla olabilir. Ornegin 2.5.1 Tamimda verilecek olan rectangular band

yarigrupta her bir eleman diger elemanin tersidir.

2.3.8 Teorem: S bir yarigrup olmak iizere, herhangi bir x€ § nin tersinir

olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul bu x elemaninin regiiler olmasidir.

Ispat: Bu teoremin gereklilik kisminmn ispati 2.3.4 Tammdan acikca

goriilmektedir. O halde yeterlilik kismin1 gosterelim.

x elemani regiiler olsun. Bu durumda, 2.3.1 Tamimdan, xyx=x olacak

sekilde bir ye S vardir. Bununla birlikte z = yxy dersek buradan
XZX = XYXyX = XyX = X

veE

XL = YXYXYXY = YXYXy = yXy =2
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elde edilir. O halde, 2.3.4 Tanim geregi, x ve z elemanlar1 tersinirdir. O

2.3.3 Teorem ile herhangi bir yarigrupta regiilerlik altinda degismez oldugunu
gosterdigimiz bir D-sinifi, tersinir olan bir eleman1 icerme konusunda da benzer bir

ozellige sahiptir. Asagida bununla ilgili bir teorem yer almaktadir.

2.3.9 Teorem: a elemani bir S yarigrubunda regiiler bir eleman olmak iizere,

D bu elemanin D-sinif1 olsun.

(i) Eger a nim tersi 4" ise bu durumda a’e D dir. Ustelik H-simf olan

R, NL, kiimesi aa’ idempotent elemanini ve L N R, kiimesi de a’a idempotent

elemanini igerir.

(ii) Eger R, "L, kiimesi e ve R, "L, kiimesi de f idempotent elemanlarini
icerecek sekilde be D varsa H, kiimesi a nin tersi olan @’ elemanlarindan sadece

birini icerir ve aa’=e ve a'a= f esitlikleri saglanir.
Ispat: (i) aa’” ve a’a elemanlarinin idempotent oldugu kolayca goriiliir.

Ayrica aa’a = a esitliginden aRaa’ ve a’aa’=a’ esitliginden de aa’La’ elde edilir.

O halde aDa’ olur.

Benzer sekilde aLa’aRa’ oldugu gosterilebilecegi i¢in ispat tamamlanur.

(ii) Hipotezde aRe ve alf verildiginden

as=e, et=a, ua=f, vf=a (s,t,u,veSs’)

yazilabilir. a’ = fse seklinde tanimlanirsa

aa’a = afsea = vf*se’t = vfset = aset =e’t=et =a,

a’aa’ = fseafse = fsevf’se = fsevfse = fsease= fse’ = fse=a’
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elde edilir. Sonug olarak a ve a’ tersinirdir. Ayrica

aa’ = afse =vf’se=vfse=ase=e" =e,

3
a’a= fsea=uase’t =ue’t =uet=ua=f

dir. O halde a’e L, "R, oldugu ve buradan da a’e L, "R, = H, oldugu elde edilir.

Simdi  H, nin a” tersinir elemanim igerdigini varsayalim. O halde
yukaridaki (i). madde ve 2.2.15 Teorem yardimiyla, aa”=e=aa’ ve a’a= f =d'a

yazilabilir. Buradan ise
’ ’ ’ V4 ’ ” ” ”
a=adad’'=aaa’ =a’aa =a
olacagindan, H, kiimesi a nin tersi olan a’ elemanlarindan sadece birini igerir. O

2.2.15 Teoremden herhangi bir yarigrubun H-sinifinin grup olabilecegini
biliyoruz. Bu teorem ve 2.3.9 Teoremin bir sonucu olarak verilen asagidaki teoremin

ispatina [11] deki referans yardimiyla ulasilabilir.

2.3.10 Teorem: Regiiler bir D-sinifindan grup olan H ve K seklinde iki H-

sinift alalim. Bu durumda H ile K izomorftur.

Green bagmtlann ile ilgili belirtilen tiim bilgilerin ardindan simdi
X ={1,2,3,4} kiimesi i¢in 7, yarigrubunun Green denklik siniflart ile ilgili bir

ornegi inceleyelim.

2.3.11 Ornek: 2.2.10 Teorem geregi T, yarigrubunun dort tane D-sinifi
vardir. Ayrica 2.2.13 Teorem geregi bu D-smiflar1 ayn1 zamanda J-simiflaridir.
T, icin herhangi bir ie X i¢in D-simf

D, ={a: ranka =i}
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seklindedir.

e D, smifi X kiimesindeki elemanlarin permiitasyonlarim igerir. Dolayisiyla
D,=S§, tir. (Burada S, ile 4 elemanli bir kiime iizerindeki simetrik grup

gosterilmektedir). O halde (2.4)’den S, aynizamanda R-, L- ve H-sinifidir.

Simdi D, ve D, smflarim belirleyelim. Bu smiflarin igerdigi R-siniflarinin
belirlenmesinde kolaylik saglamasi agisindan fonksiyonlarin ¢ekirdeklerini temsil

etmek icin rs|t|u gosterimi kullanilacaktir. Bu ifade ile r, ¢ ve u sayilarini1 goriintii

kiimesindeki farkli elemanlara ve s sayisimi da r ile aym elemana gotiiren

fonksiyonlar resmedilmektedir.

e D, smifi, gortintiileri 1 2 3,124,134 ve 2 3 4 olan dort tane L-sinifina
sahiptir. Ayrica gekirdekleri 12(3|4, 13|2|4, 14|2|3, 23|14, 24|13 ve 34/1|2 olan
alti tane R-smifi icermektedir. Buna gore D, iin H-sinifi ise gorlintiisii i j k ve
cekirdegi rs|t|u olan bir idempotent eleman igerir ki burada i, j ve k sayilarn

cekirdegin farkli siniflarinda yer almaktadir. Ornegin goriintiisii 1 2 3 ve cekirdegi

14| 2|3 olan fonksiyonlardan olusan bir H-sinifin igerdigi idempotent eleman
1 2 3 4) . . )
a= 12 3 1 dir. Boylece bu simf alti elemanli olur ve dolayisiyla S, simetrik

grubuna izomorftur. 2.3.10 Teorem geregi, D, de bulunan tiim H-simflar1 S,

grubuna izomorftur.

« D, simfi, goriintiileri 12,13, 14,2 3,24 ve 34 olan alt1 tane L-sinif igerir.

Ayrica gekirdekleri 123[4, 124

3, 1342, 234

1, 12|34, 13|24 ve 14|23 olan yedi

tane R-smif1 icermektedir. Dolayistyla D, nin her bir H-sinifi iki elemandan olusur

ve her biri idempotent eleman iceren iki elemanl devirli gruptur.
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«Son olarak D, smifinda dort tane sabit fonksiyon vardir. Bunlar ayni

zamanda bir R-sinifidir. Bununla birlikte L-siniflar1 ise her biri tek elemanli olmak

tizere dort tanedir. O

Bu boliimde son olarak bir regiiler yarigrupta L, R ve H bagmtilarinin ters

elemandan yararlanilarak tanimlanabilecegini gosteren asagidaki teoremi verebiliriz.

2.3.12 Teorem: S herhangi bir regiiler yarigrup ve a,be S olsun. Bu
durumda

(i) aLb olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul, a nin tersi a’ ve b nin tersi b’
olmak iizere, a’a =b’b olmasidir.

(ii) aRb olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, @ min tersi a’ ve b nin tersi b’
olmak iizere, aa’ = bb’ olmasidir.

(iii) aHb olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul, a nin tersi a’ ve b nin tersi b’

olmak iizere, a’a =b'b ve aa’ =bb’ olmasidir.

Ispat: (i) Oncelikle aLb oldugunu varsayalim. Eger a nin tersi ¢’ ise a’a

eleman1 L, = L, i¢cinde idempotenttir. 2.3.5 Teorem geregi R-sinif olan R, en az bir

idempotent eleman icerir. Bu eleman e olsun. Ayrica 2.3.9 Teorem (ii)’den H-sinif
olan R, ML, kiimesi b nin tersi olan b" elemanim igerir ve b'b=da esitligi
saglanir.

Tersine a’a=5b'b oldugunu varsayalim. 2.3.9 Teorem (i) geregi alad’'a ve

b’bLb olur. L bir denklik bagintis1 oldugundan, gecisme 6zelligi ile aLb elde edilir.

Diger ifadelerin ispatlar1 da benzer sekilde yapilabilir. i

2.4 Basit Yarigruplar
Yarigrup teoride en az 2.3 Alt Boliimde verilen regiiler yarigruplar kadar

onemli olan bir yarigrup ¢esidi de basit yarigruplardir. Bu tip yarigruplar, taniminda

aciklanacag gibi, ideal icermezler.
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Bir yarigrupta idealin varligi ile ne gibi 6zelliklerin incelenebilecegini 6nceki
alt boliimlerden biliyoruz. Burada ise hicbir ideali var olmayan bir yarigrubun hangi
ozellikleri saglayabilecegi arastirilacaktir. Ayrica sifir eleman1 iceren yarigruplar
icin basitlik kavraminin farkli sekilde ele alinmasi gerektiginden, bu yarigruplar i¢in
biraz daha farkli 6zelliklerden ve tanmimlardan bahsedilecektir. Tiim bunlarin yam
sira bu boliimde sonlu basit yarigruplarin karakterini belirlemede ¢ok énemli bir yeri

olan Rees-Suschkewitsch Teoremi verilecektir.

2.4.1 Tanim: Herhangi bir S yarigrubu kendisinden baska hi¢bir (6z) iki-

yanli ideale sahip degil ise bu yarigruba basit yarigrup denir.

2.4.2 Teorem: Bir S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) S yarigrubu basittir.

(ii) Yae S i¢in, SaS =S dir.

(iii) S nin herhangi iki a ve b elemani i¢in, sat=b olacak sekilde s,te S

vardir.

(iv) S tek bir J-sinifina sahiptir.

Ispat: (i)= (ii): Herhangi bir ae S i¢in, Sa$ kiimesinin S nin bir ideali
olacag: agiktir. Ancak S yarigrubu basit oldugu i¢in, 2.4.1 Tamimdan, SaS =S elde

edilir.

(ii)= (iii): SaS =S oldugundan ispat acikca goriilmektedir.

(ili)=>(@{v): a,be S alalim. (iii)’den sat=>b olacak sekilde s,te S ve ayrica
ubv =a olacak sekilde u, ve S elemanlar1 vardir. O halde 2.2.11 Tamimdan aJb
oldugu elde edilir. Boylece SxS < J olur. Ayrica J bagitisinin 2.2.11 Tanimindan
J < SXS§ olacagi agiktir. Sonug olarak S yargrubunun J =SXxS§ seklinde tek bir J-

sinif1 vardir.

(iv)=(i): [ kiimesi, S yarigrubunun bir ideali olsun. ael ve be S seklindeki

herhangi iki elemani alalim. (iv) geregi aJb olur. Bu durumda sat=b olacak
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sekilde s, e S' vardir. [ bir ideal ve ae I oldugundan sat=be I olur. O halde

S c I veburadanda S =1 elde edilir. Sonug olarak S yarigrubu basittir. mi

2.4.3 Ornek: G herhangi bir grup olmak iizere, Va,be G icin, baa™ =b
oldugundan 2.4.2 Teorem (iii) saglanir. O halde G grubu basit bir yarigruptur. 0

2.4.4 Tanim: S bir yarigrup ve I kiimesi, S nin bir (sol, sag veya iki-yanl1)
ideali olsun. Eger I ideali, S nin baska hicbir (sag, sol veya iki-yanli) idealini
icermiyorsa minimal ideal adim alir. Ornegin 1.1.11 Tanimda verilen bir S sol sifir
yarigrubunu ele aldigimizda, Vxe § i¢in, {x} kiimesi S yarigrubunun bir minimal

sag idealidir.

2.4.4 Tanimdan anlasilabilecegi gibi her sonlu yarigrup bir minimal sag, sol
ve iki-yanl ideale sahip iken, sonsuz bir yarigrup bir minimal sag, sol ve iki-yanh
ideale sahip olmayabilir. Ornegin N dogal sayilar kiimesi minimal ideale sahip
degildir. Bu durumun diger sonsuz devirli yarigruplar i¢in genel hali 3. Boliimde
verilecektir. Ayrica sag veya sol sifir yarigrup géz Oniine alindiginda minimal sag
veya sol idealin birden fazla olabilecegi goriiliir. Ancak herhangi bir yarigrupta
minimal iki-yanli ideal en fazla bir tane olur. Bu durum su sekilde ifade edilebilir:
Bir yarigrubun 7 ve J gibi iki tane minimal iki-yanh ideali var olsun. Bu durumda

I nJ de bir idealdir ve 2.4.4 Tanimdan I =1NJ =J oldugu soylenir.

2.4.1 ve 2.4.4 Tanimlar ile asagidaki sonucu elde ederiz.

2.4.5 Teorem: Eger [ ideali S yarigrubunun minimal iki-yanl ideali ise /

basit bir yarigruptur.

Ispat: 7 nin basit oldugunu gosterebilmek icin 2.4.2 Teorem (ii)’nin
saglandigini gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in bir ae I alalim. [ bir ideal
oldugundan lal — I da bir idealdir. Ancak / minimal oldugundan lal =1 elde
edilir. O halde / basittir. mi
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Not: Bazi kaynaklarda 2.4.5 Teoremdeki / minimal iki-yanh idealine §
yarigrubunun gekirdegi denir ve bu K(S) ile gosterilir ([11]).

Boliimiin girisinde de bahsedildigi gibi sonlu basit yarigruplarin karakterini
belirlememizi saglayan énemli bir teorem vardir. Simdi bu teoremde gegecek olan

Rees Matrisi ve Rees Matris Yarigrubunun tanimlarini verelim.

2.4.6 Tammm: T herhangi bir yarigrup, I ve A iki indeks kiimesi olsun.

Ayrica T deki elemanlar ile AxI boyutlu P=(p,)ea bi¢imindeki matris
iel

tanimlansin. Bu matrise Rees Matrisi denir.

I xXTxA kiimesi iizerinde
(i’ g’ﬂ’)(]’h?ﬂ):(l? gp/ljh’ﬂ) (26)

islemi tanimlansin.

IXTxA kiimesi, lizerinde tamimlanan (2.6) seklindeki isleme gore, bir

yarigrup olusturur. Bu yarigruba (P matrisine baglh olarak 7 ile olusturulan) Rees

Matris Yarigrubu denir ve bu yangrup M [T;1,A; P] ile gosterilir.

Ispatl [18] de bulunabilecek olan boliimiin asil teoremi, 2.4.6 Tanim yardimi

ile asagidaki gibidir.

2.4.7 Teorem [16] (Rees-Suschkewitsch Teoremi): / ve A sonlu indeks

kiimeleri ve G sonlu bir grup olmak iizere, sonlu bir S yarigrubunun basit olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul, S yarigrubunun bir M [G;1,A;P] Rees Matris yarigrubuna

izomorf olmasidir.

2.4.7 Teoremin ifadesinde yarigrubun “sonlu olmasi” 6n kosuldur. Buradan
da anlasilabilecegi gibi sonsuz yarigruplar icin teorem gecerliligini yitirebilir.

Sonluluk kosulu kaldirildiginda 2.4.7 Teoremin daha genel halinin elde edilebilmesi
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icin yarigrup, basitlikten daha kuvvetli bir 6zellige sahip olmalidir. Asagida bu

ozelligin tanim1 verilmektedir.

2.4.8 Tamim: Bir S yarigrubu hem basit ise hem de minimal sol ve sag ideal

iceriyor ise bu yarigruba tam basit (completely simple) denir.

2.4.9 Teorem [18] (Rees Teoremi): / ve A indeks kiimeleri ve G bir grup

olmak {iizere, bir § yarigrubunun tam basit olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, S

yarigrubunun bir M [G; 1, A; P] Rees Matris yarigrubuna izomorf olmasidir.

2.4.7 ve 2.49 Teoremler ile her sonlu basit yarigrubun tam basit oldugu

sonucuna variriz. O halde 2.4.7 Teorem, 2.4.9 Teoremin bir sonucudur.

Bu boliimiin girisinden buraya kadar olan kisimda alinan S yarigrubu sifir
eleman icermemekteydi. Eger S yarigrubu sifir eleman igeriyor ise 2.4.1 Tanim

saglanmaz, yani S yarigrubu basit olamaz. Ciinkii 2.1 Alt Boliimde de belirtildigi

gibi sifir elemanini iceren bir yarigrupta {0} kiimesi 6z idealdir. Simdi sifir

elemaninmi igeren ve {0}’dan baska hicbir 6z ideali olmayan yarigrup sinifini

inceleyelim.

2.4.10 Tanim: Herhangi bir sifirli S yarigrubu {0} *dan ve kendisinden baska

hicbir 6z ideale sahip degil ise bu yarigruba 0-basit yarigrup denir.

Yukaridaki tanimda verilen yarigrup smifi i¢in 2.4.2 Teoremin bir benzeri

asagidaki gibidir. Bu teoremin ispati [11] de yer almaktadir.

2.4.11 Teorem: Sifir eleman iceren bir S yarigrubunun 0-basit olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul, Vae S —{0} i¢in, SaS =S olmasidir.

Basit yarigruplarda onemli bir yeri olan Rees Matris Yarigrubu 0-basit

yarigruplar i¢in su sekilde tanimlanir.
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2.4.12 Tammm: T (0 elemanini icermeyen) herhangi bir yarigrup, I ve A iki

indeks kiimesi olsun. Ayrica T U{0} kiimesindeki elemanlar ile AXI boyutlu

P =(pj )ien, bigimindeki matris tanimlansin.
iel

(IXTxA)u{0} kiimesi, iizerinde tanimlanan

(i,gp,h, 1), p, #0 ise
(1,8, ) (. h,p) = ! !
& b4 {0 , diger durumlarda

0@, g,4)=(i,g,4)0=00=0

islemine gore, bir yarigrup olusturur. Bu yarigruba (P matrisine bagli olarak 7 ile

olusturulan) sifirli Rees Matris Yarigrubu denir ve bu yarigrup M°[T;1,A; P] ile

gosterilir.

2.4.13 Tamim: S sifirh bir yarigrup ve [ kiimesi S nin bir (sol, sag veya iki-

yanl) ideali olsun. Eger I#0 ve I kiimesi S nin sadece I ve {0} ideallerini

iceriyorsa 0-minimal ideal adinm alir.

Sifir eleman icermeyen bir yarigrubun ideallerinin simiflandirilmas: ile ilgili

verilen 2.4.5 Teoremin bir benzeri sifirh yarigruplar i¢in asagidaki gibidir.

2.4.14 Teorem: /ideali S yarigrubunun O-minimal ideali olsun. Bu durumda

ya I ={0} dir veya I ideali O-basit bir yarigruptur.

Ispat: I kiimesi S nin bir ideali oldugundan /* kiimesi de S nin I tarafindan

igerilen bir ideali olur. Ancak / ideali O-minimal oldugundan, 2.4.13 Tanim geregi,

ya I’ =1 yada I’ ={0} olur.
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Ik olarak I° =1 esitliginin saglandigim varsayalim. Bu durumda I° =1
esitliginin varhig1 agiktir. Ayrica bir ae I —{0} elemani i¢in, S'aS' kiimesi S nin 1

tarafindan icerilen ideali olur ve dolayisiyla / ya esittir. Buradan

lalcS'aS'=1==1(5"aS"HI =ISHa(S'I)c lal = Ial =1

esitligi elde edilir. O halde, 2.4.11 Teorem geregi, I ideali O-basit bir yarigruptur.

1 ={0} esitliginin saglanmasi durumunda ispat agiktir. o

2.4.15 Tammm: Bir S yarigrubu hem 0-basit hem de O-minimal sol ve sag

ideal iceriyor ise bu yarigruba tam 0-basit (completely 0-simple) denir.

Not: 2.4.15 Tanmimda verilen tam 0O-basit yarigruplarin iirete¢ kiimeleri ile
ilgili bir ¢calisma R. Gray ve N. RuSkuc tarafindan yapilmistir. Bu ¢alisma [8] de yer

almaktadir.

Bu boliimde son olarak verilecek olan teorem, sifir elemani i¢eren yarigruplar

icin 2.4.9 Teorem (Rees Teoremi) in benzeridir.

2.4.16 Teorem [11, 18] (Rees Teoremi): / ve A indeks kiimeleri, G grup ve

P de regiiler matris olmak iizere, bir S yarigrubunun tam 0-basit olmasi icin gerekli
ve yeterli kosul, S yarigrubunun bir M° [G; LI, A; P] Rees Matris yarigrubuna izomorf

olmasidir.

Not: 2.4.16 Teoremde gecen regiiler matrisin anlami, alinan matrisin her bir

satirinda ve siitununda en az bir tane sifirdan farkli elemanin olmasidir.
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2.5 Rectangular Band

Giris kisminda belirttigimiz gibi, bu boliimde temel amacimiz yarigruplarin
saglamis oldugu farkli oOzelliklere gore ayrildigi Kkategorileri irdelemektir.

Dolayisiyla burada da bu amaca yonelik ¢calismalara devam edilecektir.

Bu boliimde verilecek olan rectangular band olma 6zelligini saglayan
yarigruplar tam olarak gruplardan ayrilabilmektedir. Ayrica tanim verildiginde
kolayca anlagilabilecegi gibi, rectangular olan bir yarigrupta her bir eleman digerinin
(2.3.7 Tamimdaki tersinir eleman tamimina gore) tersidir. Bu bolim ile ilgili

ayrintilar [10, 11, 15] gibi kaynaklardan elde edilebilir.

2.5.1 Tamim: S bir yarigrup olmak iizere, Va, be S icin, aba=a esitligi
saglanirsa S yarigrubuna rectangular band denir. Ornegin 1.1.11 Tanimda verilen

sag sifir ve sol sifir yarigruplar rectangular banddir.

Herhangi bir yarigrubun rectangular band olup olmadigini arastirabilmek icin,

asagida denkligini gosterecegimiz ifadelerden yararlanilabilir.

2.5.2 Teorem: S bir yarigrup olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(i) S rectangular banddir.

(ii) S nin her eleman1 idempotenttir ve YV a, b, ce S i¢in, abc = ac dir.

(iii) S = LXR olacak sekilde bir L sol sifir yarigrubu ve R sag sifir yarigrubu
vardir.
(iv) A ve B bostan farkli iki kiime olmak iizere, AX B kiimesi iizerinde

(a,,b)(a,,b,)=(a,,b,) 2.7)

islemi tanimlansin. Tanimlanan bu islem altinda AX B bir yarigruptur ve S = AXB

dir.

Ispat: (i)= (ii): Bir ae S alalim. S rectangular band oldugundan
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3
a’=aaa=a=a' =a’ ve a*=a(@®a=a

esitlikleri elde edilir. Bu iki esitligin sonucu olarak a* =a dir ve dolayisiyla ae S
eleman1 idempotenttir. Burada secilen a elemani keyfi oldugundan S nin her
elemaninin idempotent oldugunu soyleriz.
Simdi a, b, ce § alalim. (i)’den
a=aba, c=cbc ve b=blac)b
esitlikleri yazilabilir. Buradan
ac = (aba)(cbc) = a(bach)c = abc
elde edilir.
(ii)= (iii): S nin herhangi bir ¢ elemanin1 secelim ve bunu sabit tutalim.
L=Sc ve R=cS seklinde iki yarigrup tanimlayalim. Simdi L nin sol ve R nin sag

sifir yarigrup olduklarimi gosterelim. Bunun icin (ii) kullanilirsa, L i¢indeki her

x=zc ve y=tc (z,teS)

elemanlari i¢in,

xy=zctc=zcc=zc2=zc=x

esitligi elde edilir. Boylece L nin bir sol sifir yarigrup oldugu goriiliir. Benzer

sekilde R nin sag sifir yarigrup oldugu gosterilebilir.

Simdi izomorflugu gosterebilmek i¢in,

¢:S > LXR

x> (xc,ecx)  (x€S)
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biciminde bir fonksiyon tanimlayalim. x,ye S olmak lizere,

x¢ = y@ = (xc,cx) =(yc,cy)

alinirsa (ii)’den

x=x'=xex=yex=ycy=y’ =y =>x=1y

esitligi saglandigindan ¢ fonksiyonu bire-birdir. Ayrica V(ac,ch)e LXR igin, (ii)
kullanilarak

(ac,cb) = (abc,cab) = (ab)¢

elde edilebilecegi icin ¢ fonksiyonu Ortendir.

Son olarak ¢ fonksiyonunun bir homomorfizma oldugunu gostermeliyiz. Vx,ye S

icin, yine (ii) kullanilarak

(xy)¢ = (xyc, cxy) = (xc,cy) = (xcye, cxey) = (xc,ex)(ye, cy) = (xP)(yP)

bulunur. O halde ¢ fonksiyonu bir homomorfizmadir. Buradan § = LX R sonucuna

varlir.

(iii)= (iv): L sol ve R sag sifir yarigrup olmak iizere S =LXR oldugunu

varsayalim. Bu durumda S den alinan herhangi iki (a,b) ve (c,d) elemaninin

carpimi

(a,b)(c,d)=(ac,bd)=(a,d)

biciminde olur. O halde A=L ve B =R alinirsa istenilen elde edilmis olur.
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(iv)=>(@{): S=AxB olsun ve bu yarigrup iizerinde (2.7)’deki islem
tanimlansin. § nin herhangi iki a ve b elemanin1 alalim. Bu elemanlar a =(x,y) ve

b =(z,t) bicimindedir. (2.7)’de tanimlanan islem kullanilarak

aba = (x, y)(z,1)(x, y) = (x,0)(x, y) = (x, y) = a

esitligi elde edilir. O halde, 2.5.1 Tanim geregi, S yarigrubu bir rectangular banddir.

O

Not: 2.5.1 Tanimda verilen “rectangular band” tanimindaki “rectangular”

kelimesi 2.5.2 Teoremin (iv) ifadesinden gelmektedir. Eger (iv)’de verilen (a,,b,)
ve (a,,b,) kartezyen diizlemde iki nokta olarak diisiiniilirse (a,,b )(a,,b,) ve

(a,,b,)(a,,b) carpimlari ile bu noktalar bir dikdortgenin koselerini olustururlar.

(az,bl) (az’bz)

(al’bl) (al’bZ)

Tanimdaki “band” kelimesi ise genellikle idempotent elemanlar1 iceren bir yarigrup

icin kullanilmaktadir.

Herhangi bir yarigrubun saglayabilecegi iki farkli 6zellik arasinda bir baglanti

kurulabilir. Dolayisiyla asagidaki teorem elde edilir.

2.5.3 Teorem: Bir S yarigrubu rectangular band ise basit yarigruptur.
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Ispat: S yarigrubu bir rectangular band olsun. S nin basitligini gosterebilmek

i¢in, 2.4.2 Teorem (i1)’nin saglandigin1 géstermemiz yeterlidir.

S bir yarigrup oldugundan, 1.1.2 Tanim geregi, Vae S i¢in, SaS < § olacagi
aciktir. Ayrica Vbe S icin, S rectangular band oldugundan, 2.5.2 Teorem (ii)

geregi,

b=b*>=bb=bab =>be SaS

olur ve buradan S < SaS elde edilir. O halde SaS =S dir ve dolayisiyla 2.4.2

Teorem (i1) saglanir. Boylece S basit bir yarigruptur. i

254 Not: Ashlinda yangruplarin siniflandirilmasinda su ana kadar
bahsedilenlerden farkli bircok kategori daha vardir. Asagida bunlarin birkac
tanesinden kisaca bahsedilecek ve bu yarigrup siiflar arasinda gegisler varsa bunlar
incelenecektir. Bu konular ile daha ilgili ayrintili bilgiler [10, 11] gibi kaynaklarda

bulunabilir.

2.5.5 Tanmm: Herhangi bir § yarigrubu regiiler olmak iizere, S nin
idempotent elemanlarinin olusturdugu kiime bir yarigrup tamimhiyor ise S
yarigrubuna orthodox yarigrup denir.

2.5.1 ve 2.5.5 Tanimlar ile asagidaki sonug elde edilir.

2.5.6 Sonug: Bir S yarigrubu rectangular band ise orthodox yarigruptur.

Yukarida verilen sonucun tersi dogru degildir. Ornegin S yarigrubu 6zel
olarak bir grup ise orthodox olma 6zelligini saglar. Ancak bu boliimiin girisinde de
belirtildigi gibi rectangular band olma 6zelligi sadece yarigruplara aittir. Dolayisiyla

orthodox yarigrup rectangular band olmayabilir.

2.5.7 Tanim: S bir yarigrup ve A S olsun. Eger Vae A ve Vse S icin,
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sae A= se A

oluyorsa A kiimesine sol birimsel (left unitary),

ase A =>se A

oluyorsa A kiimesine sag birimsel (rigt unitary) denir. Bununla birlikte A kiimesi

hem sol hem de sag birimsel ise birimsel (unitary) adin alir.

Bu tanimdan hareketle asagidaki yarigrup sinifin1 tanimlayabiliriz.

2.5.8 Tanmm: Bir § regiiler yarigrubunun idempotent elemanlarinin
olusturdugu E kiimesi S nin birimsel alt yarigrubu oluyorsa, S yarigrubuna E-

birimsel denir.

2.5.9 Teorem [11]: Bir S regiiler yarigrubu E-birimsel olsun. Bu durumda

Ya,be S icin, abe E = bac E dir.
Ispat: S yarigrubu E-birimsel ve Va, be S icin, abe E olsun. S yarigrubu

regiiler oldugundan, 2.3.1 Tamim geredi, b=bb'b olacak sekilde bir b’e § vardir.

Burada oncelikle

(babb’)* = babb’babb’ = bababb’ = babb’

esitligi saglandigindan babb’e E olur. Ayrica

(bb')* =bb’bb" = bb’

esitliginden, bb’e E elde edilir. O halde E kiimesi birimsel oldugundan, 2.5.7

Tanim geregi, bae E olur. O
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Yarigruplarin siniflandirilmasinda son olarak verilecek olan tamim bir
yarigrubun sadelestirilebilir (cancelletive) olmasidir. Asagida bu 6zelligi saglayan
yarigrup tanimi ve regiiler bir yarigrup icin 6nemli bir teorem yer almaktadir. lgili
teorem verildiginde gorecegiz ki regiiler bir yarigrubun sadelestirilebilir olmasi bu

yarigrubu grup olmaya bir adim yaklastirmaktadir.

2.5.10 Tammm: S bir yarigrup olmak iizere, Va,b,ce S icin,
ac=bc=a=>b

esitligi saglaniyorsa, S yarigrubuna sagdan sadelestirilebilir (right cancelletive)

yarigrup,

ca=cb=>a=b

esitligi saglaniyorsa, S yarigrubuna soldan sadelestirilebilir (left cancelletive)
yarigrup denir. Bununla birlikte S yarigrubu, hem sagdan hem de soldan
sadelestirilebilir ise sadelestirilebilir (cancelletive) yarigrup adim alir. Ornegin

« Her sol sifir yarigrup sagdan sadelestirilebilir,

 Her sag sifir yarigrup soldan sadelestirilebilir ve

« Her grup sadelestirilebilir bir yarigruptur.

2.5.11 Teorem [11]: S regiiler bir yarigrup olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

(i) S yarigrubu sadece bir tane idempotent elemana sahiptir.
(ii) S yarigrubu sadelestirilebilirdir.
(iii) S yarigrubu bir gruptur.

Ispat: (i)=(ii): a,b,ce S alalim ve ac =bc olsun. S regiiler bir yarigrup
oldugundan, 2.3.1 Tanim geregi, axa=a, byb=b ve czc=c olacak sekilde

x,y,z€ S elemanlar1 vardir. Bu {i¢ esitlikten kolayca anlasilabilecegi gibi ax, xa,
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by, yb, cz ve zc elemanlar1 S nin idempotent elemanlaridir. Ancak, (i) geregi, tiim bu

elemanlar birbirine esittir. Buradan

ac =bc=>acz=bcz=>axa=byb=a=>b

elde edilir. O halde S sagdan sadelestirilebilir bir yarigruptur.

Benzer sekilde S nin soldan sadelestirilebilir oldugu da gosterilebilir. Sonug

olarak S sadelestirilebilir bir yarigruptur.

(ii)=(iii): S nin bir grup oldugunu gosterebilmek icin birim eleman ve ters

elemanin varligini ispatlamamiz yeterlidir.

Oncelikle birim elemanin varligini gosterelim. Bunun igin bir a€ S alalim.
S regiiler oldugundan, 2.3.1 Tanim geregi, axa =a olacak sekilde bir xe S elemam
vardir ve (ii) geregi bu x elemam tektir. Buradan xa elemaninin a nin sag birimi

oldugu soylenebilir. Ayrica axa =a esitligi ve (ii) kullanilarak

axa=a=—axaa=aa= xaa=da

elde edilir ki bu durumda xa elemanmi a nin sol birimi olur. O halde xa, a nin
birimidir. Benzer sekilde ax elemaninin da a nin birimi oldugu gosterilebilir. Ancak
birim elemanin tek olmasi gereklidir. Bu nedenle yine axa=a esitligi ve (ii)

kullanilarak

axa =a=— axaa = aa=— xaa = d = xaa = axa — xa = ax

elde edilir. Simdi bu xa elemanin S yarigrubunun birimi oldugunu gosterelim.

Bunun icin bir be § alalim. S regiiler oldugundan, 2.3.1 Tanim geregi, byb=>b
olacak sekilde bir ye S elemam vardir ve (i1) geregi bu y eleman tektir. yb =by
elemaninin b nin birimi oldugu yukaridaki gibi gosterilir. Ayrica axa=a, byb=>b

ve (i1) kullanilirsa
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axab = ab = abyb = axa = aby = xa = by

elde edilir. O halde b nin birimi de xa dir. Burada be S rastgele secildiginden xa

elemaninin S yarigrubu i¢in bir birim eleman oldugu sonucu elde edilir.

Simdi ters elemanin varligin1 gosterelim.

S regiiler oldugundan, 2.3.1 Tanim geregi, Vae S i¢in, axa=a olacak

sekilde bir xe S nin varligini ve bu elemanin tekligini biliyoruz. Buradan

axa =a— xaxa = xa = ax = axax

esitligi elde edilir ki bu durumda xax eleman1 a nin S i¢indeki tersi olur. Boylece S

bir gruptur.
(iii)=(i): S yarigrubu bir grup olsun. Bu durumda, 1.1.2 Tanim geregi, S birim
elemana sahiptir ve bu elemanin idempotent oldugu birim eleman tanimindan aciktir

(e’ =e).

Simdi § i¢inde idempotent olan bagka bir s 6gesinin bulundugunu varsayalim.
Bu durumda s° =s olur. Ayrica S bir grup oldugundan, 1.1.2 Tanim geregi, s nin,

ss~' = s 's = e esitligini saglayacak sekilde bir tersi vardir. Buradan

S =s=>sisT =T > s=e

oldugu, yani S icindeki idempotent elemanin sadece birim eleman oldugu elde edilir.

O
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3. DEVIRLIi (MONOGENIC) YARIGRUPLAR

1. Bolimde herhangi bir yarigrubun alt kiimelerinin de bazi durumlarda
yarigrup yapisi olusturabileceginden bahsetmistik. Bununla birlikte 1.1.4 Tanim ile

alt yarigrup kavramini tanitmistik.

Simdi bir yarigrubun alt yarigruplarinin bir ailesini diisiinelim ve bunlarin
kesisimini goz Oniine alalim. 1.1.15 Teoremden hatirlanacagi gibi, aldigimiz bu
kesisim kiimesi de bir yarigrup olusturur. Devirli yarigrup taniminin temelini bu

diistince olusturmaktadir.

Bu boliimde, bu belirtilen noktadan hareketle, yarigruplar i¢in ozellikler
incelenecektir. Diger bir deyisle, bir yarigrubun alt yarigruplarinin bir ailesinin
kesisiminin yarigrup olmasindan bahsedilecektir. Ardindan kesisimin tek elemanl
olmas1 durumunda boliimiin asil amact olan devirli yarigrup yapisi tamimlanacak ve

bu 6zel yarigrubun 6nemli ozellikleri incelenecektir.

Bu boliimde verilen ile ilgili ayrintili bilgiler [4, 10, 11, 18] gibi kaynaklarda

bulunabilir.

3.1 Devirli Yarigruplara Giris

3.1.1 Tanmmm: S herhangi bir yarigrup ve U ={U,:ie [ #} kiimesi S nin
alt yarigruplarinin bir ailesi olsun.  Bu takdirde U kiimesindeki U, #J

yarigruplarinin kesisimi, 1.1.15 Teoremden, yine S nin bir alt yarigrubu olur. S nin
bostan farkli her A alt kiimesi i¢in, A y1 iceren en az bir alt yarigrubu vardir. Ayrica

S nin A y1 igceren tiim alt yarigruplarinin kesisimi de A y1 iceren bir yarigrup
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olugturur. Bu yarigruba A kiimesi ile iiretilen alt yarigrup denir ve <A> ile

gosterilir.

<A> yarigrubu asagidaki iki o6zelligi saglar:
- Ac{a)

« Eger U kiimesi S nin A y1 iceren bir alt yarigrubu ise <A> c U dir.

Ayrica <A> alt yarigrubu § nin tiim elemanlarini iceriyorsa, S deki elemanlar

A nin elemanlarinin bir ¢arpimu seklinde yazilabilirler. Bu durumda A kiimesine S

yarigrubunun iirete¢ kiimesi denir.

3.1.1 Tanimda verilen A kiimesi A={q,,q,,...,a,} seklinde sonlu bir kiime

ise <A> kiimesi <a1,a2,...,an> seklinde yazilir. Asagida n=1 olmas1 durumu ile

ilgili tamim yer almaktadir.

3.1.2 Tamm: S yarigrubu igin 3.1.1 Tammda verilen A kiimesi A={a}
seklinde tek elemanl: bir kiime ise A = <a> yarigrubuna § nin a ile iiretilen devirli alt

yarigrubu denir. Buradaki a elemaninin mertebesi, grup teorideki gibi, <a>

yarigrubunun eleman sayisina esittir.
Eger S yarigrubu a ile iiretiliyorsa, bu durumda S ye devirli (monogenic)
yarigrup denir. Acikca goriilebilir ki, tipki grup durumunda oldugu gibi, devirli

yarigruplar degismelilik 6zelligini saglayacaktir.

3.1.3 Tamm: aec S olmak iizere, <a> ={a,c12,a3 ,} seklinde a ile iiretilen

yarigrubu diistinelim. Eger a,a’,a’,... elemanlar1 arasinda bir tekrarlama yoksa,

yani

a"=a"=>m=n (m,neZ")
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oluyor ise, ({a),.) yarigrubu (N,+) dogal sayilar yarigrubuna izomorf olur. Bu

durumda <a> ya sonsuz devirli yarigrup adi verilir. Dolayisiyla a elemanina da S

icinde sonsuz mertebelidir denir.

3.1.4 Tammm: ae S olmak iizere, <a> yarigrubunda a nin kuvvetlerinden

olusan bazi elemanlar tekrarlaniyor olsun. Bu durumda
{xe N:(3yeN) a*=a’, x# y}

kiimesinde en az bir tane eleman vardir ve bu eleman en kiiciiktiir. Bu eleman m ile

Osterilir ve a min & j adim1 alir. Bu duru
Osterilir ve a elemaninin indeksi adini alir. Bu durumda
{xe N:a™* =am}

kiimesi de en az bir tane elemana sahip olur ve bu eleman en kiigiiktiir. Bu eleman

da r ile gosterilir ve a elemaninin periyodu adini alir.

Asagidaki tanimdan da anlasilabilecegi gibi, 3.1.4 Tanim ile sonlu bir devirli

yarigrup meydana gelir. Simdi bu yarigrubun tanimi ve a elemaninin, dolayisiyla

<a> yarigrubunun mertebesi verilmektedir.

3.1.5 Tamm: Indeksi m, periyodu r olan herhangi bir a elemanini alalim. Bu

durumda

am :aVVL+r (31)

elde edilir. Bu esitlige benzer sekilde devam edildiginde Vge N icin,
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a" =a""" (3.2)

seklinde bir genellemeye ulasilir. Bodylece, m ve r nin en kiigiik olmas1 ve (3.1)

esitligi ile, @ nin

biciminde her biri farkli olan kuvvetleri elde edilir. Bu durum su sekilde

gosterilebilir:
s > m kosulunu saglayan her s sayisi i¢in bolme algoritmasi ile
s=m+qr+u (g=z0 ve 0fsu<r-1)

yazilabilir. Buradan

elde edilir. O halde indeksi m ve periyodu r olan a elemani ile iiretilen <a>
yarigrubu sonludur. Bu yarigruba sonlu devirli (monogenic) yarigrup denir ve bu

yarigrubun mertebesi ‘<a>‘:m+r—1 dir.  Dolayisiyla a elemanina da sonlu

mertebelidir denir ve mertebesi yine m+r-1 dir.

3.2 Devirli Yarigruplarin Bazi Ozellikleri-I

Devirli yarigruplara ait bazi tanim ve 6zellikler vardir. Burada bunlardan biri
olan bir devirli yarigrubun “cekirdegi” kavrami tanimlanip sagladig ozellikler
verilecektir. Ayrica devirli yarigruplarin hangi kosul altinda grup tanimladigindan ve
bir devirli yarigrupta idempotent elemanin kesinlikle varligi i¢in gerekli olan 6n

kosuldan bahsedilecektir.
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3.2.1 Tanim: 3.1.5 Tamimdaki gibi verilen indeksi m ve periyodu r olan bir a

elemanin iirettigi <a> devirli yarigrubunu alalim.

1 -1
K ={a’",am+ ’.“’am+r }

a

kiimesi <a> yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Bu yarigruba <a> nin ¢ekirdegi adi

verilir.

3.2.2 Teorem: 3.2.1 Tamimda verilen K, kiimesi <a> nin bir alt grubudur.

Ispat: Oncelikle K, nin kapalilik 6zelligini sagladigini gosterelim. Bunun
icin,

a™,a""eK, OLuyv<r-1)
elemanlarin1 alalim. Bu durumda

x=v—u—m(modr) ve 0Z<x<r-1
olacak sekilde bir x sayis1 se¢ildiginde K, icinde

aln+uam+x — am+v (33)

m+x

esitligini saglayan bir a”"* eleman1 bulunabilir.
Simdi m, m+1, ..., m+r—1 sayilar1 géz Oniine alinirsa bu sayilarin i¢inde

0<g<r-1 ve m+g=1(modr) (3.4)

kosulunu saglayan bir g sayis1 vardir. Buradan Vke N icin,
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k(m+g)=k (modr)

elde edilir. Boylece k=1,2,...,r icin, ™ nin kuvvetleri olan a”"*** elemanlari
K, kiimesinin i¢indedir. Dolayisiyla K devirlidir.
Ayrica
0<z<r-1 ve m+z=0(modr) 3.5)

kosulunu saglayan z sayist i¢in, a™"* birim elemandir. Son olarak (3.3) den her
elemanin tersinin var oldugu da sdylenebilir. O halde K, kiimesi a""* (0< g <r—1

ve m+ g =1 (modr)) ile iiretilen r elemanli devirli bir gruptur. i

3.2.3 Ornek: X ={1, 2,3,4,5,6,7,8} kiimesi i¢in, 7, tam transformasyon

yarigrubunun bir

1 23 45 6 7 8
5487 3 46 2

elemanini alalim. Simdi bu elemanin kuvvetlerini hesaplayalim.

a2_12345678 a3_12345678
37268 7 4 4) 7 (86 4 4 2 7
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a8_12345678
476 677 4 4

Yapilan hesaplamalardan goriildiigii gibi, @’ =" dir. O halde « doniisiimiiniin

indeksi 5 ve periyodu 3 tiir.

Ayrica, 3.2.1 Tanimdan, <a> nin gekirdegi, K, ={a5 ,0{6,0(7} bicimindedir. Simdi

K, ya ait Cayley Tablosu’ nu olusturalim.

Tablodan goriildiigii gibi K, nin birimi @® dir ve (3.5)’de bahsedilen z sayis1 burada
ldir (a¢°=a’" ve 5+1=0 (mod3)). Ayrica (3.4)’den 7=1 (mod3) oldugundan
K, mn iireteg elemani olarak &’ yi alinz. Gergekten tablodan da goriilebilecegi

gibi (&’ =’ ve (&')’ =a° dir. O

3.2.3 Ornekte elde edilen <a/> yarigrubu asagidaki gibi sembolize edilebilir.
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Yukaridaki biitiin yazilanlar asagidaki teoremle 6zetlenebilir.

3.2.4 Teorem [11]: Herhangi bir § yarigrubundaki bir a elemani igin
asagidaki ifadelerden herhangi biri saglanir.
(i) a min tiim kuvvetleri birbirinden farklidir ve <a> devirli yarigrubu (N,+)
dogal sayilar yarigrubuna izomorftur.
(ii) Asagidaki ozellikleri saglayan m (a nin indeksi) ve r (a nin periyodu)
pozitif tamsayilar1 vardir.
e a" =a"" dir.
e Yu,ve N i¢in, a"™ =a™" olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul u=v (modr)

olmasidir.

. <a>={a,a2,...,am+"1} dir.
- K, ={am,a’”“,...,a’"+’_l} kiimesi <a> devirli yarigrubunun devirli bir alt

grubudur.

Buraya kadar verilenlerden her (m,r) pozitif tamsayi ¢ifti icin indeksi m ve
periyodu r olan bir a elemanini iceren bir S yarigrubunun kesinlikle bulunabilecegi

sOylenebilir. Ciinkii 7, tam transformasyon yarigrubunun

{L2,...m+r}

3 1 2 3 ... m m+1l .. m+r—1 m+r
2 3 4 .. m+l m+2 .. m+r m+1

bicimindeki eleman: indeksi m ve periyodu r olan bir doniisiimdiir. Ornegin

T{1 234.5.6) yarigrubundaki

a_123456
23 4565

eleman icin, o’ =a dir, yani & nin indeksi 4 ve periyodu 2 dir.
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3.2.5 Not: Farkli ya da ayn1 yarigrubun a ve b gibi iki elemant i¢in, kolayca
goriilebilecegi gibi, <a> = <b> olmast icin gerekli ve yeterli kosul a ve b
elemanlarinin ayni indeks ve periyoda sahip olmasidir. O halde aslinda (m,r) pozitif

tamsayi ¢ifti icin indeksi m ve periyodu r olan sadece bir tane devirli yarigrup vardir.

Bu yarigrup genellikle M (m,r) ile gosterilir.
3.2.2 Teorem ve 3.2.5 Not ile elde edilen 6nemli bir sonug sdyledir:

3.2.6 Sonuc: Indeksi 1 ve periyodu r olan M (1,r) devirli yarigrubu, r

mertebeli devirli bir gruptur.

2. Bolimde her elemani sonlu mertebeli olan bir yarigrubun periyodik
yarigrup olarak adlandirildigi ve sonlu bir yarigrubun periyodik olacag verilmisti
(2.2.12 Tanim). Periyodik bir yarigrubun i¢inde bulunan bir elemanla iiretilen alt
yarigrubunu diisiinelim. Bu yarigruptan yararlanilarak periyodik bir yarigrupta
idempotent elemanin varlig1 garanti altina alinabilir. Asagida bu durum ile ilgili

teorem yer almaktadir.

3.2.7 Teorem: Periyodik bir yarigrupta her elemanin idempotent olan bir
kuvveti vardir. Sonug olarak her periyodik yarigrup (6zel olarak sonlu her yarigrup)

en az bir tane idempotent elemana sahiptir.

Ispat: S periyodik bir yarigrup olsun ve a€ S alalim. Bu durumda, 2.2.12

Tanim ve 3.1.5 Tanim geregi, <a> sonlu bir yarigrup olur. Buradan a i¢in (m,r)
pozitif tamsayi ¢iftinin (m indeks, r periyot) bulunabilecegini sdyleyebiliriz. Ayrica
3.2.2 Teorem geregi (a) nin gekirdegi olan K, :{a’”,am“,...,a'””_l} kiimesi bir
gruptur ve dolayisiyla bu kiimenin a" (m<n<m+r—1) seklinde bir birim eleman
vardir. Buradan a"€ K, C <a> elemaninin idempotent oldugu elde edilir. Secilen S

yarigrubu ve bu yarigruptan alinan a elemani keyfi oldugundan sonug aciktir. i
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Not: Eger 3.2.7 Teoremde yarigrubun periyodik olmasi dnkosulu ortadan

kaldirilirsa idempotent elemanimn varligindan kesin olarak soz edilemez. Ornegin

(Z+,+) yarigrubu (ki bu yarigrup periyodik degildir) idempotent eleman icermez.

3.3 Devirli Yarigruplarin Baz1 Ozellikleri-II (/dealler)

3.2 Alt Bolimde devirli yarigruplarin ¢ekirdegi tanimlanarak bu c¢ekirdegin
bir grup olusturdugu gosterilip, buna ek olarak, devirli bir yarigrupta hangi kosul
altinda en az bir tane idempotent elemanin var olacagi ispatlanmisti. Bu alt boliimde
ise devirli yarigruplarin idealleri incelenecektir. Boylece tezin temasini olusturan

devirli yarigruplarin siniflandirilmasinda bir adim daha ileriye gidilmis olacaktir.

Asagida verilecek 3.3.1 ve 3.3.2 Teoremlerin ispatlar1 tarafimizdan

yapilmustir.

2.1.1 Tanim ile herhangi bir yarigrubun ideali tanitilmisti. Bu tanima uygun

olarak devirli yarigruplar icin asagidaki teorem elde edilir.

3.3.1 Teorem [11]: S = <a> sonsuz devirli bir yarigrup olsun. Bu yarigrubun

her 6z ideali Sa™ (me Z") formunda olup bu idealler arasinda

SoSa>Sa*> ...

seklinde bir siralama vardir ve dolayisiyla S nin minimal ideali yoktur. (Minimal

ideal icin 2.4.4 Tanima bakilabilir).

Ispat: Oncelikle a* € S ve me Z* olmak iizere, a' € Sa” elemanini alalim.

S sonsuz devirli oldugundan, / > m olur. O halde alinan bu iki elemanin carpimi
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seklinde yazilabilir. Buradan a‘a’e Sa” oldugundan, 2.1.1 Tamim geregi, Sa”
kiimesi § nin sol idealidir. Devirli yarigruplar degismeli oldugundan, Sa™ kiimesi S

icin aym zamanda bir sag ideal olacaktir. O halde Sa” (me Z") kiimesi S nin bir

idealidir. Ayrica S sonsuz devirli olup birim eleman da igermediginden, a¢ Sa™

olacaktir. Dolayisiyla S yarigrubunun Sa™ ideali 6z idealdir.

Simdi S nin bagka bir / 6z idealini alalm. 2.1.1 Tamim geregi, Va‘ e S ve
Va' eI icin, a*a' € I olur. Ayrica buradaki k ve [ sayilar1 pozitif tam say1 olduklari

icin, k >m veya [>m olacak sekilde bir me Z" sayisi bulunabilir. O halde /

idealinin her bir elemani

biciminde yazilabilir. Buradan da [ idealinin aslinda Sa™ seklinde oldugu sonucu

elde edilir. O halde S nin tiim 6z idealleri Sa™ (me Z") formundadir.

t+1

Bir t€ Z" i¢in, S nin Sa’ bi¢imindeki bir idealini alahm. Bu durumda Sa

t+1

kiimesinin de S icin bir ideal olacag1 agiktir. Herhangi bir a' € Sa™' eleman igin,

! k 1 k 1 k+1 k
a=aa" " =d""=a"d (a"e8)

t+1

olur, ki bu durumda a' e Sa’ dir ve Sa' o Sa"™' (te Z") kapsamasi elde edilir. O

halde S ve S nin 6z idealleri arasinda

SoSa>Sa*>...

seklinde bir siralama yapilabilir. Buradan, 2.4.4 Tanim yardimiyla, S i¢inde hicbir

minimal idealin olamayacagi sonucu elde edilir. i

3.3.1 Teorem ile sonsuz devirli bir yarigrubun idealleri belirlendi. Sonlu

devirli yarigruplar i¢in de 0z idealler benzer sekilde belirlenir. Ancak bu durumda
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bazi idealler birbirinin aynisi olabilir. Ciinkii, asagida belirtilecegi gibi, sonlu devirli

yarigrup bir minimal ideale sahiptir.

3.3.2 Teorem [11]: S = <a> =M (m,r) indeksi m ve periyodu r olan devirli
bir yarigrup  olsun. Bu yanigrup ic¢in, 3.2.1 Tanimda verilen,

K ={a’”,a’"”,...,a’"+"1} kiimesi minimal idealdir.

a

ispat: K, ={a",a"",..,a"""'} kiimesinin $ icin bir ideal oldugu, 2.1.1

Tanim uygulanarak hemen goriiliir.

Simdi bu idealin minimal ideal oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, S nin baska

bir / idealini alahm ve [/ < K, oldugunu varsayalim. Bu takdirde / idealinin K, nin
da bir ideali olacag: agiktir. Ancak K, kiimesi, 2.4.2 Teorem (iii) yi sagladigindan,

basittir. Dolayistyla, 2.4.1 Tamim geregi, I = K, dir. i

3.3.3 Ornek: S =<a>=M (3,2) indeksi 3 ve periyodu 2 olan devirli bir

yarigrup olsun. Bu durumda @’ =a’ ve S :{a,az,a3,a4} olur.

Simdi S nin 6z ideallerini belirlersek, karsimiza

2 3 4
Saz{a ,a ,d }

Sa* ={a3,a4} =Sa’ = Sa*
cikar. Buradan

Sa > Sa* = Sa® = Sa*
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oldugu goriilmektedir. Ayrica, 3.2.1 Tamm geregi, K, ={a3,a4} olur. O halde

S =(a)=M(3,2) devirli yarigrubu minimal ideale sahiptir ve bu ideal K, ={a’,a"}

dir. O

3.4 Devirli Yarigruplarin Baz1 Ozellikleri-III (Basitlik)

3.3 Alt Boliimde devirli bir yargrubun ideallerinin nasil belirlenecegi ve bu
ideallerin hangi 0zelligi saglayacagi irdelenmisti. Burada ise, 2.4 Alt Boliimde
bahsedilen, yarigruplarin “basit” olma 6zelligi devirli yarigruplar icin sonluluk ve

sonsuzluk durumuna gore incelenecektir. Ancak;

» Sonsuz devirli yarigruplarin basit olamayacagi, 3.3.1 Teorem yardimu ile

acikca goriilmektedir.

» Sonlu devirli yarigruplarin, 6zel durumlar disinda, basit olmayacagi, 3.3.2

Teoremden sOylenebilir.

Simdi sonluluk icin s6z edilen “6zel durum” ile ilgili asagidaki teorem elde

edilebilir:

3.4.1 Teorem: Iindeksi 1 ve periyodu r olacak sekildeki bir M (1,r) devirli

yarigrubu basittir.
Ispat: M(1,r) yarigrubu, 3.2.6 Sonuc geregi, bir gruptur. Dolayisiyla bu

yarigruptaki her elemanin tersi vardir ve 2.4.2 Teorem (iii) saglanir. O halde indeksi

1 ve periyodu r olan her devirli yarigrup basittir. i
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3.5 Devirli Yarigruplar Bazi Ozellikleri-IV (Regiilerlik)

Bir oOnceki alt boliimde incelenen ‘“basitlik” o6zelligine ek olarak, bu alt
bolimde devirli yarigruplar iizerinde “regiilerlik” 06zelligini inceleyerek, devirli

yarigruplart siniflandirma islemine devam edebiliriz.

2.3 Alt Boliimdeki yarigruplarin regiilerligini géz ©Oniinde bulundurarak,

devirli bir yarigrubun regiilerligi ile ilgili sunlar1 sdyleyebiliriz:

» 3.1.3 Tanim ile verilen sonsuz devirli bir yarigrup i¢in, 2.3.1 Tanimda
verilen regiilerlik tanim1 g6z Oniine alindiginda, bu yarigruplarin regiiler olamayacagi

ve de hicbir regiiler eleman icermeyecegi kolayca goriiliir.

P Peki, sonlu devirli yarigruplar regiiler midir? Bu sorunun yaniti indeksi 1
olan sonlu devirli yarigruplar i¢in “evet”, indeksi 1 den farkli olan sonlu devirli
yarigruplar icin “hayir” dir. Ciinkii indeksi 1 olan devirli yarigruplar, 3.2.6 Sonucta
belirtildigi gibi, grup yapisi olusturur ve bir grupta her elemanin tersi var oldugu i¢in
2.3.1 Tanimdaki regiilerlik kosulu dogal olarak saglamir. indeksin 1 den farkli olmas1

durumunu ise asagidaki teorem ve 6rnek agiklamaktadir.

3.5.1 Teorem: m>1 olmak izere, S = <a> =M (m,r) sonlu devirli

yarigrubunun regiiler elemanlariin olusturdugu kiime, aslinda S nin cekirdegi olan

K, ={a’”,a’"”,...,a’"+"1} kiimesidir.

Ispat:  Burada oncelikle S yarigrubunun cekirdeginde yer almayan
elemanlarin regiiler olmadigim1 gosterip ardindan S nin ¢ekirdegindeki tiim

elemanlarin regiiler oldugunu ispatlayacagiz.

* 1<s<m_olmak iizere, a’€ S elemani regiiler bir eleman olsun. Bu

durumda, 2.3.1 Tanim geregi,

axakas :as
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olacak sekilde bir a* € S 1<k <m+r—1) elemani vardir. O halde

2s+k
s :as

a'd'a’ =a" = a
yazilabilir. Burada iki durum s6z konusudur.
1. Durum: 2s+k >m ise, bolme algoritmasindan,

2s+k=m+qr+u (g=20 ve 05u<r-1

yazilabilir. Buradan

aZH—k :ax = a1n+qrau :as
=a"a" =a’ ((3.2) esitliginden)
- am+u :ax

elde edilir. Ancak bu durum s<m olusu ile gelisir. O halde a'e S regiiler
degildir.

»* = 4" esitliginin var olmas1 icin gerek ve yeter sart

2. Durum: 2s+k<m ise a
2s+k =s esitliginin saglanmasidir. Boyle bir esitligin saglanmasi k ve s nin pozitif

tamsay1 olmalart ile geligir. O halde a’ € S regiiler degildir.

* m<s<m+r—1 olmakiizere, a’ € S elemamni alalim. Bu durumda, 3.2.1

Tanim geregi, a’€ K, olur. Ayrica, 3.2.2 Teoremden, K, nmin grup oldugunu

biliyoruz. Dolayisiyla @’ nin K, iginde

olacak sekilde bir tersi vardir. Buradan
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aa’a’ =1, a =a’

esitligi elde edilir. O halde, 2.3.1 Tanim geregi, a’ € K, S eleman regiilerdir ve

bdylece S nin regiiler elemanlarinin olusturdugu kiime

a

K — {am , am+l s am+r—1}
seklindedir. i

352 Ornek: 333 OrnektekiS=<a>=M (3,2) yarigrubunun tiim

elemanlarinin regiilerligini arastiralim.
Ik olarak
« ae § elemani icin, aba = a olacak sekilde bir be S eleman1 var midir?

sorusunu goz oniinde bulundurmaliyiz.

S yarigrubu degismeli oldugundan
aba=a=>a’b=a (3.6)

yazilabilir. Ancak § nin indeksi 3 oldugundan, bu esitligi saglayacak olan bir b

elemani bulunamaz. O halde a€ S regiiler degildir.

ikinci olarak

« a’e€ S elemani icin, a’ba’ = a” olacak sekilde be S elemani1 var midir?

sorusuna cevap ararsak,

(3.6)’da belirtilen duruma benzer olarak, a‘b=a’ esitligini saglayacak bir b

elemani bulunamaz. O halde a’ € S elemani da regiiler degildir.

S nin elemanlarinin regiilerligini arastirmaya devam ettigimizde,
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. a’e S elemant icin,

aba’=a= a’b=a’= a'b=ad’

oldugundan b=ae S elemani alindiginda a’ba’ =a’ esitligi saglamr. Boylece

a’e S elemaniin regiilerligini elde ederiz.

Son olarak

« a*e S eleman icin,

a‘ba* =a* = ad*b=a"* = a’b=d"

oldugundan h=a’€ S elemam alidiginda a'*ba* =a* esitligi saglanir. O halde

a*e S elemam regiilerdir.

Yapilan igslemlerden goriilebilecegi gibi S yarigrubunun regiiler elemanlarinin

olusturdugu kiime {a3,a4} dir. 3.3.3 Ornekten hatirlanacagi gibi bu kiime S

yarigrubunun ¢ekirdegidir. 0

Not: 2.3.8 Teorem ve 3.5.2 Teorem ile indeksi 1 den farkli olan sonlu devirli
bir yarigrubun ¢ekirdeginde yer almayan bir elemaninin tersinir ( bknz. 2.3.7 Tanim)

olamayacagi sonucu elde edilir.

3.6 Devirli Yarigruplarin Bazi Ozellikleri-V (Sadelestirilebilirlik)

2.5.10 Tanmimda bir yarigrubun ‘“‘sadelestirilebilir” olma 6zelliginden, diger

bir deyisle bir S yarigrubunda Va,b,ce S icin, hem ac=bciken a=b hem de

ca=cb iken a=>b esitliginin saglanmasi durumunda S nin sadelestirilebilir

olmasindan bahsedilmisti.
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Bu alt boliimde, onceki alt boliimde oldugu gibi, devirli bir yarigrubun
sadelestirilebilir olma ozelligi sonluluk ve sonsuzluk durumunda ayr1 ayrn

incelenecektir. Ancak;

» 3.1.3 Tamimda verilen sonsuz devirli bir yarigrup i¢in, 2.5.10 Tanimda
verilen sadelestirilebilirlik 6zelligi goz Oniine alindiginda, bu yarigruplarin

sadelestirilebilir oldugu kolayca goriilebilir.

» Sonlu devirli yarigruplar sadelestirilebilir midir? Seklindeki sorunun
yaniti, regiilerlik konusunda oldugu gibi, indeksi 1 olan sonlu devirli yarigruplar icin
“evet”, indeksi 1 den farkli olan sonlu devirli yarigruplar icin “hayir” dir. Ciinkii
indeksi 1 olan yarigruplar, 3.2.6 Sonugcta belirtildigi gibi bir grup ve 3.5 Alt Boliimde
verildigi gibi regiiler oldugundan, 2.5.10 Teoremin (ii1) kosulunu saglar. Dolayisiyla

indeksi 1 olan sonlu devirli yarigruplar sadelestirilebilir olur.

Simdi indeksin 1 den farkli olmasi durumunu aciklayalim.

m>1 olmak lizere S = <a> =M (m,r) sonlu devirli yarigrubu, 3.1.5 Tanimda
verildigi gibi, S :{a,az,...,a”’,a’”“,...,a’””‘l} seklindedir. Bu yarigruptan segilen

m—1 m+r—1

a,a" vea elemanlart icin, a™ #a™" " dir. Fakat secilen bu elemanlar

m=1 _ m __ _m+r m+r—1 m=1 __ m+r—1

aa" =a" =a" =aa =aa" =aa
esitligini saglar. Buradan goriildigi gibi, S = <a> =M (m,r) yarigrubu 2.5.9
Tanmimdaki sadelestirilebilirlik 6zelligini saglamaz. O halde indeksi 1 den farkli olan

sonlu devirli bir yarigrup sadelestirilebilir degildir.

Yukarida yapilan agiklamalar ile asagidaki teorem elde edilir.

3.6.1 Teorem: m >1 olmak iizere, S = <a> = M (m,r) sonlu devirli yarigrubu

sadelestirilebilir degildir.
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3.7 Devirli Yarigruplari Baz Ozellikleri (Sunuslar)

1.5.10 Tanim ile herhangi bir yarigrubun sunusunun tanimi verilerek,1.5.14
Ornekte sonlu devirli bir yarigrubu temsil eden sunus belirtilmisti. Bu boliimde ise
verilen bu sunusun gercekten m indeksli ve r periyotlu sonlu devirli bir yarigrubu

temsil ettigi ispatlanacaktir.

Bir devirli yarigrup sunusu yardimiyla, bu sunusun temsil ettigi yarigrubun
hali hazirda izomorf oldugu ancak bizim pek bir bilgi sahibi olmadigimiz yarigruba
ulagilabilir. Bunun icin diger yarigrubun yine sunusu elde edilmelidir. Bu iki sunus
arasinda gidip-gelme islemini “Tietze doniigiimleri” (bknz. [5]) yardimiyla

yapabiliriz. Aslinda bu kavram yardimiyla, ileri asama problemleri elde edilip,
coziilebilecektir. Ornegin indeksi 5 ve periyodu 2 olan [x;x5 =x3] sunuslu bir
yarigrubun direkt ¢arpim (veya yari-direkt ¢arpim) altinda izomorf oldugu, ancak

bizim bilmedigimiz yarigrubun sunusu elde edilip, bu sunus yardimiyla o yarigrup

hakkinda gerekli bilgiler saglanabilecektir.

Simdi ispat1 [18] de bulunabilecek olan asagidaki Onteoremi verelim ve

ardindan sonlu devirli bir yarigrubun sunusunu ispatlayalim.

3.7.1 Onteorem: S bir yanigrup, A kiimesi S nin iiretec kiimesi ve

R c A" X A" bir bagint1 kiimesi olsun. Bu durumda [A ; R] sunusunun S yarigrubunu

temsil etmesi icin gerekli ve yeterli kosul

(i) S yarigrubunun R deki bagintilar1 saglamasi,
(ii) Eger u,ve A" kelimeleri S de u =v esitligini saglayan herhangi iki
kelime ise bu esitligin R den elde edilebilmesi,

ozelliklerinin saglanmasidir.

3.7.2 Teorem: [a;a’”“ =a’”} sunusu, indeksi m ve periyodu r olan

m+r—1 mertebeli devirli yarigrubu temsil eder.
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Ispat: Indeksi m ve periyodu r olan S={a,az,..,,a’",a’”“,_"’am”—l}

yarigrubunu alalm. 3.1.5 Tammdan bilindigi gibi, m sayis1 bir a* (ke Z")

elemaninin tekrar ettigi en kiigiik pozitif tamsayidir ve a™ ye esit olan ilk kuvvet a

nin m+r . kuvvetidir. Boylece S yarigrubu a” =a™"" bagintisini saglar.

S nin a” =a”™ seklindeki bagintiyr sagladigim1 varsayalim. Bu esitlik
sayesinde a” elemanina esit olan ilk kuvvetin a”™ oldugunu kabul edelim. Simdi bu
bagintinin " =a™" bagmtisindan elde edilebilecegini gosterelim.

« Eger p, = p, ise a” =a™ olup, bu durumda ispat icin yapilacak bir sey yoktur.
e p,>p, olsun. Buradan sonuca ulasabilmek icin Oncelikle asagidaki sonug

ispatlanmalidir.

Onerme: Eger p,,p, >m ve p,=p, (modr) ise

bu durumda a” =a” bagntis1 a” =a™" den elde

edilebilir.

Ispat: p, =p, (modr) oldugundan p,— p, =kr
(ke N) yazilabilir. Buradan

kr+p,

)2 kr+m _ p,—m

=da =da a

— a(k—l)rar+m pr—m py—m

a — a(k—l)rama

— a(k—Z)ram+rap2—m — a(k—Z)ramapz—m

m _ py—m

bulunur. O halde a” =a” bagintis1 a” =a™"

den elde edilebilir.
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S yarigrubunda tekrar1 saglayan en kiiciik kuvvet m oldugundan p, =2m

esitsizligi saglanir. Boylece p,, p, 2m elde edilmis olur.
Simdi r { p, — p, oldugunu varsayalim. Bu durumda bélme algoritmasindan

p,—p, =kr+gq (ke N ve 0<g<r)

yazilabilir. Buradan

-m _m -m _m+r __ -m _kr+m pitkr _ apZ—q

a =a""a" =a"""a"" =...=a" "a =a

b

yani a” =a™"? elde edilir. Ancak p,—¢q < p, oldugundan, bu durum a” in ilk

tekrarinin a” olmast ile gelisir. O halde p, =p, (modr) dir ve Onerme geregi

r

a” =a” bagmtis1 a” =a™ den elde edilir. Boylece, 3.7.1 Onteorem (ii)

yardimiyla, S yarigrubunun sunusu [a ;a"t = a’"} olacaktir. i

Not: Burada yarigruplar iizerinde calismalar yapildigi icin sadece devirli
yarigruplara yer verilmistir. Gruplar ve monoidler ile ilgili yapilan ayrintili

calismalara [1, 5, 6, 9] gibi kaynaklardan ulasilabilir.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez {li¢ ana boliim altinda toplanmis olup bu boliimlerde asagida 6zet olarak

belirtecegimiz sonuglar elde edilmistir.

Birinci bdliimde, bir § yarigrubunun yapisi tanimlanarak, tiim calismaya bir
giris yapilmistir. Bununla birlikte baz1 yarigrup cesitleri ile ilgili temel tanim, 6zellik
ve teoremler verilmistir. Boliimiin son kisminda ise serbest yarigruplar kullanilarak
boliim yarigruplar1 elde edilmesinden ve bu boliim yarigruplarinin “sunus” olarak
isimlendirilmesinden bahsedilmistir. Ayrica bu kisimda grup ve monoid yapilar
icin, sunus tanimlart ve ilgili teoremleri verilerek, bu ii¢ cebirsel yapinin sunuslar

arasindaki 6nemli gegisler incelenmistir.

Ikinci boliimde, yarigrup yapilarmin sagladigi bazi ozelliklere gore farkli
siniflara ayrilmasindan ve buna ek olarak bu siniflarin belirlenmesinde kullanilan
genel tammlardan (2.1 Idealler ve 2.2 Green Denklik Siniflar1) bahsedilmistir.
Sonraki alt boliimlerde ise yarigruplarin bircok sinifi (2.3 Regiilerlik, 2.4 Basitlik ve
2.5 Rectangular Band) ayrintili olarak incelenmis ve bazi siniflar arasinda iliskilerin
oldugu (2.5.3 Teorem ve 2.5.6 Sonug) goriilmiistiir. Ayrica yarigrup teoride 6nemli
bir yere sahip olan Green Teoremi (2.2.14 Teorem) ve Rees Teoremleri (2.4.7
Teorem, 2.4.9 Teorem ve 2.4.16 Teorem) verilmistir. Bu boliimiin sonunda ise
regiiler bir yarigrup icin, [11] de ispatsiz olarak verilen, 2.5.11 Teoremin ispati

tarafimizdan yapilmistir.

Uciincii  boliimiin tamam  6nemli bir yarigrup ¢esidi olan “devirli
varigruplara” ayrilmistir.  Burada ilk olarak devirli yarigrup tamimi verilerek,
elemanlarinin  nasil belirlendigi aciklanmistir.  Kalan kisimlarda ise devirli
yarigruplarin, 2. Boliimde verilen yarigrup siiflarina dahil olup olmadig1 ve hangi
sartlarda dahil olabilecegi tarafimizdan incelenmistir. Bununla birlikte son alt

boliimde devirli bir yarigrubun sunusu verilmistir.
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