T.C.
GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

«p).¢.,(p)c,(p) ve ¢(p) DIZi UZAYLARININ SUREKLI DUALLERI VE BU
UZAYLAR ARASINDAKI MATRIS KARAKTERIZASYONLARI

YUSEK LiSANS TEZi

Hazirlayan: Miiberra CEMEK

Damsman: Yrd.Do¢.Dr. Osman OZDEMIR

TOKAT-2006



U(p)¢.(p)c,(p) ve c(p) DiZi UZAYLARININ SUREKLI DUALLERI VE BU
UZAYLAR ARASINDAKI MATRIS KARAKTERIZASYONLARI

Miiberra CEMEK
YUSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

TOKAT-2006



T.C.
GAZIOSMANPASA UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Up)t.(p)ec,(p) ve c(p) DiZi UZAYLARININ SUREKLiI DUALLERI VE BU
UZAYLAR ARASINDAKI MATRIS KARAKTERIZASYONLARI

Miiberra CEMEK

YUSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILiM DALI

Bu tez 26/07/2006 tarihinde asagida belirtilen jiiri tarafindan oy birligi/ oy-coktugu ile
kabul edilmistir.

Unvam, Adi ve Soyad imza
Baskan :  Prof.Dr.Oktay MUHTAROGLU
Uye :  Prof.Dr. Bahtiyar MEHMEDOGLU
Uye :  Yrd.Dog.Dr.Osman OZDEMIR
Uye :  Yrd.Dog.Dr. Ercan TUNC
Uye :  Yrd.Dog.Dr. Adem EROGLU
ONAY:
Bu tez ........ R /2006 tarihli ve ........... sayili Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim

Kurulu tarafindan belirlenen jiiri iiyelerince kabul edilmistir.

Enstitii Miidiirii

Do¢.Dr.Metin YILDIRIM



OZET

Up)?.(p)c,(p) ve c(p) DiZi UZAYLARININ SUREKLI DUALLERI VE BU
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Bu ¢alisma dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, galisma boyunca
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kullanilacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; ilk olarak pz(pk) pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi olmak
lizere, co(p),c(p),Zw(p),é(p) dizi uzaylar1 tanimlandi. Daha sonra, E,K cismindeki
x=(xk) dizilerinin uzay1 olmak iizere, E'nin genellestirilmis Kothe-Toeplitz duali

tariflenerek, bu dizi uzaylari ile ilgili teoremler ispat edildi. Son olarak ¢ (p)- siirekli dual
uzayi ile ilgili teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde ¢,(p) ve c,(q), Z(p) ve £_(q), «(p) ve ¢, (q), «(p) ve clq),

c,(p) ve Zw(q), c,(p) ve clg), c(p) ve ¢_(¢q) dizi uzaylar arasindaki matris
karakterizasyonlari incelendi.

Dérdiincii boliimde sonug ve tartigma verildi.

Anahtar Kelimeler: Dizi uzayi, paranormlu uzay, Kéthe-Toeplitz duali, matris
karakterizasyonu
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This study consists of four main chapters. In the first chapters, the basic definitions
and theorems which will be used throughout this study have been given.

In the second chapter; firstly, the sequence spaces c,(p).c(p).?. (p).4(p) are
defined where p=(pk)the bounded sequence of positive real numbers and then the
theorems is included of these sequences spaces are provided by defined the generalized
Kothe-Toeplitz duals of £ where E is the space of the sequence x=(xk) in field K.
Finally, the theorems related to ¢ '(p)- continuous dual spaces have been given.

In the third chapter, the matrix characterization among the sequence spaces c, (p)
and ¢,(g), £(p) and ¢.,(q), £(p) and c,(q). £(p) and c(g), ¢,(p) and ¢,,(g), ¢,(p) and

¢(q), c(p)and ¢_(g) were investigated.
In the fourth chapter, result and discussion were given.

Key words: The sequence space, paranormed space, the Kothe-Toeplitz dual, the matrix
characterization.
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1. GIRIS

Fonksiyonel Analizin temel kavramlari kullanilarak, dizi uzaylarindan dizi uzaylarina
siirekli lineer operatorlere karsilik gelen matrislerin  karakterizasyonunu yapmak
matematigin uzun zamandan beri ugrastig1 en 6nemli galismalardan birisidir. Bugiine kadar
bir ¢ok aragtirmaci tarafindan bir hayli dizi uzaylar tariflenerek, bu uzaylar arasinda
siirekli lineer operatorlere karsilik gelen matrislerin karakterizasyonlar1 incelenmistir. Bu
matris  smiflarindan  dizi  uzaylart ¢aliymalarinda  6nemli bir yeri olan,
(cos ) (cosco b (coseh (et ) (esco ) (coc) matris simiflart (Stieglitz and Tietz, 1977) adh
caliymada karakterize edilmistir. Bu galismanin birinci béliimiinde, ¢alisma boyunca
kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir. ikinci bolimde ise ilk olarak, p=(p,)

pozitif reel sayilarin sl bir dizisi olmak iizere, c¢,,c,¢ ,¢ dizi uzaylarinin birer

genellemesi olan, c,(p).c(p)¢.. (p).?(p) dizi uzaylari, ve daha sonra, E,K'daki x = (%)
dizilerinin uzay1 olmak tizere, E'nin genellestirilmis Kothe-Toeplitz duali tariflenerek, bu

dizi uzaylarinin Kothe-Toeplitz duallerini veren teoremler ispatlanacaktir. Son olarak
Z'(p) siirekli dual uzayi ile ilgili teoremler verilecektir. Uglincii boliimde, ilk olarak bir
uzayin temel ciimlesi ve ilgili teoremler verildikten sonra, c,(p) ve ¢,(¢), 4(p) ve ¢.(q),

Up) ve c(a), Up) ve clg), c,(p) ve £.(q), c,(p) ve clg), cp) ve £,(g) dizi

uzaylarinin matris karakterizasyonu verilecektir.



1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Teoreml1.1.1. E ustten sinirli bir ciimle ise, tist sinirlarinin igerisinde bir en kiigiigii
vardir (Anderson, 1970).
Tanim1.1.1.(Sinirh Dizi) x = (x,) sinirhdir.= Vn € N, |x,| £ M olacak sekilde bir A > 0
vardir.
Biitiin sinirli dizilerin climlesi, (. ile gosterilir (Anderson, 1970).
Tanmim1.1 2.(Yakinsak Dizi) Eger Ve > 0,3N(€) € N3 Vn > N, |x, — (| < € kaliyorsa,
x = (x) dizisi { degerine yakinsaktir denir ve

xn — l(n — ) veya limx, = {
ile gosterilir.
Biitiin yakinsak dizilerin ciimlesi c ile gosterilir (Maddox, 1988).
Tanim1.1.3. (Cauchy Dizisi) Eger

Ve > 0,iN(E) € NO Vn,m > N,|xp, —xnm| < €

kaliyorsa, x = (x,) dizisine R’de veya C’de bir Cauchy dizisi denir.
Biitiin Cauchy dizilerinin ctimlesi, ile gosterilir (Maddox, 1988).

Tamml1.1.4. (Alt ve Ust Limit) x € [, bir reel dizi ise, bu taktirde x’in alt ve iist limitleri

lim supx, = gl]f(supxn),

2 n>k
lim infx, = sup(infx,,)
1 \n2k
ile gosterilir. Asagidaki esitsizlik lim sup ve lim inf arasindaki temel iliskiyi verir:

() Vx,y € lo,

lim infx, + lim infy, < lim inf(x, + y,) < lim sup(x, + y,) < lim supx, + lim supy,



dir.
(i) Vn € N, x, < y, ise,

lim supx, < lim supy,
dir.
(@) Vn € N, x, < y, ise,

lim infx, < lim infy,
dir (Maddox, 1988).
Teorem1.1.2. (s,), lim sups, = p olacak sekilde, sinirli bir dizi olsun. Bu taktirde
(Ve > 0,3no(e) € NIVn > no(e), sn < p+¢
kalir.
(i)e > 0,r € Z* ise, s, > p — € olacak sekilde n > r sartimi saglayan 3n € N vardur.
Tersine olarak, (i) ve (ii) sartlarini saglayan bir u sayisi varsa,

p = lim SUp Sy
dir (Anderson, 1970).
Teorem1.1.3. (s,), sinirh bir dizi ve lim infs, = A olsun. Bu taktirde
(Ve > 0,3no(e) € NIVn > ngy, s, > h—¢
(i)e > Over € Z* ise, s, < A+ ¢ olacak sekilde n > r sartini saglayan 3n € N vardir.
Tersine olarak, (i) ve (if) sartlarini saglayan bir A sayisi varsa,

A = lim infs,

dir (Anderson, 1970).

Teoreml1.1.4. > a, serisi yakinsaksa, lim a, = 0°dir (Anderson, 1970).
n=1

Teorem1.1.5. ((s1),(tx)) € co X lw = (sn.tx) € co (Anderson, 1970).



Teorem1.1.6.Va,b € R* U {0} ve0 <p < 1,
(a+b)’ < aP +b?

dir.
Tamm1.1.5.(Metrik Uzay) X # & olsun. d : X x X — R taniml1 fonksiyon, asagidaki
ozelikleri sagliyorsa, X i¢in bir metrik denilir ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir:
M) d reel degerli, sonlu ve nonnegatiftir.
My)dx,y) =0 = x=y
M) Vx,y € X, d(x,y) = d(y,x) dir.
My) Vx,y,z € X, d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) dir.
M3 ozeligine simetri 6zeligi, M4 6zeligine tiggen esitsizligi denir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.6. (X, d) bir metrik uzay ve Y c X olsun. Eger Vx,y € Y,

dy(x,y) = d(x,y)
ile tanimli dy : Y x ¥ — R metrigine d’nin V’ye kisitlamasi denir. (¥, dy)’ye de (X,d)’nin
alt metrik uzayi denir (Kreyszig, 1978).
Tanim1.1.7. (X, d) bir metrik uzay, 4 < X de bostan farkli bir ciimle olsun.
sup{d(x,y) : x,y € A} sayisina, 4 ciimlesinin ¢ap1 denir ve (4) ile gosterilir. Yani

8(4) = sup{d(x,y) : x,y € A}
dir. Eger 8(4) < « ise, 4 climlesine, sinirl ciimle denir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.8.(7) (X, d) bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 reel sayisi verilsin. Bu taktirde
{x € X : d(x,x0) < r} ciimlesine, xo merkezli r yarigapl bir a¢ik top denir ve B(xo,)
ile gosterilir
(i) {x € X : d(x,x0) < r} cumlesine, xo merkezli 7 yarigapl kapali top denir ve §(xo,r)

ile gosterilir.



(iii) {x € X : d(x,xo) = r} ciimlesine, xo merkezli r yarigapl kiire denir ve S(xo, )
ile gosterilir.
S(x0,7) = B(xo,P)\B(xo,r) dir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.9. (Siirekli Déniisiim) X = (X,d), ¥ = ( Y,E’) verilen iki metrik uzay olsun.
Bir T : X — Y doniisiimiine, eger

Ve > 0,38(e) > 0 3 d(x,xo) < & sartini saglayan biitiin x’ler i¢in d(Ty,Ty,) < €
kaliyorsa, X*in xo noktasinda siireklidir denir. Eger 7, X’in her noktasinda siirekli ise
Xte siireklidir ya da sadece siireklidir denir (Kreyszig, 1978).
Tanim1.1.10. X, bir metrik uzay, M < X olsun. Eger M nin her noktasinin her bir civari bir
agiktop ihtiva ediyorsa, M’ye agiktir denir (Kreyszig, 1978).
Teorem1.1.7. Bir X metrik uzayindan bir ¥ metrik uzayina bir 7' dontigtimii siireklidir < Y’nin
herhangi bir agik alt ciimlesinin ters goriintiisii Xin agik alt ciimlesidir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.11. (Yigilma Noktasi) M, bir X metrik uzaymin bir alt ciimlesi olsun. Bu taktirde
eger xo’1n her komsulugunda x’dan farkli M’nin en az bir noktasi varsa, X’in bir x,
noktasina (M’ nin eleman: olabilir de olmayabilir de) M nin bir y1gilma noktasi (limit noktasi)
denir.
M nin noktalarindan ve M nin y1gilma noktalarindan olusan ciimleye M’ nin kapanisi denir
ve M ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tanim1.1.12. (Metrik uzayda yakinsaklik ve limit) (X, d) bir metrik uzay, (x,) de X’te bir

dizi olsun. Eger
lim d(xn,x) = 0 < Ve > 0,3N() € N3 Vn > N, d(xp,x) < &

olacak sekilde bir x € X varsa, x’e (x,) dizisinin limiti denir. Bu, rlll_qgo Xn =X veya



Xn — x (n — ) seklinde gosterilir. Eger (x,) yakinsak degilse, buna iraksak denir
(Kreyszig, 1978).
Teorem1.1.8.(/) (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde Xte yakinsak bir dizi sinirlidir ve
limiti tektir.
@) xn = x,yn >y, xyeXise, dxnys) — dlx,y) dir(Kreyszig, 1978).
Tamim1.1.13. (Metrik uzayda Cauchy dizisi ve tamlik) (X, d) metrik uzay, (x,), X’te bir
dizi olsun. (x,)’e, eger
Ve >0, IN(€) € N 3 Vn,m > N(€), d(xp,xm) < €
kaliyorsa, bir Cauchy dizisi (esas dizi) denir. Eger X’teki her Cauchy dizisi
yakinsak ise, X’e, tamdir denilir (Kreyszig, 1978).
Teorem1.1.9. R, reel dogrusu ve C, kompleks diizlemi tamdir (Anderson, 1970).
Teorem1.1.10. Bir metrik uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir (Kreyszig, 1978).
Teorem1.1.11. Bir (X, d) metrik uzayindan bir (Y,Z’) metrik uzayi i¢ine bir7: X — Y
doniigimii bir xo € X noktasinda siireklidir.< x, — xo ise, Ty, — Tk,
dir (Kreyszig, 1978).
Tamim1.1.14.(izometrik déniisiim ve izometrik uzay) (i) X = (X,d) ve X= (')V(, E’)
verilen iki metrik uzay olsun. Bu taktirde eger
Vx,y € X, d(T:,T)) = d(x,y) ise,
Xten X° ya Tdoniistimiine izometri denir (Kreyszig, 1978).
(i) X’ten > ya lizerine ve birebir bir izometri varsa, X uzayina 4 uzayi ile

izometriktir denir (Kreyszig, 1978).

Tanim1.1.15. X, bos olmayan bir ciimle, X*in alt ciimlelerinin bir T ciimlesi asagidaki ii¢



ozeligi sagliyorsa T ailesine, X igin bir topoloji denir:

T1) Hem & hem de X ciimlesi, T ailesine aittir.

T2) T ailesindeki ciimlelerin herhangi sayilabilir birlesimi yine T ailesindedir.

T3) T ailesindeki ciimlelerin herhangi sonlu arakesiti yine T ailesindedir.
(X, T)’ya topolojik uzay denilir. X ile de gosterilebilir (Lipschutz, 1965).
Tanim1.1.16. K, bir cisim olsun, X de elemanlarinin bilesenleri K’da segilen bir ciimle

olsun.

+: XxX—- X
(x,y) = +(x,y) = (x+y)

ile taniml1 “+” iglemi ve

et KxX— X

(o, x) — (o, x) = ox

ile tanimli “¢” iglemi taniml1 olsun.
Vi)Vx,y e X,x+y e X
Vo)Vx,y e Xx+y=y+xe X
V)Vx,y,z e X,x+(y+2) = (x+y)+z
V4)Vx € X,x+6 = 0 + x = x olacak sekilde bir tek 0 € X vardir.
Vs)Vx € X,x+x =x +x = 0 olacak sekilde x' = —x e X vardur.
Ve)Va € K,Vx € X,ax € X
V)Vx € X, 1x = x
Vg)Va,B € K,Vx € X,(a+B)x = ax + Bx
Vo)Va,B € K,Vx € X,a(Bx) = («p)x

VipVa € K,Vx,y € X,o(x +y) = ox + oy



Eger X iizerinde “+” ve “*” iglemleri yukaridaki 6zelikleri sagliyorsa, X’e K cismi
iizerinde bir vektor uzay: denir ve (X, +, ) ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tamim1.1.17. Bir X lineer uzayindan bir ¥ lineer uzayina doniisiime, bir operatér denilir.
Xten Pye biitiin lineer operatérlerin ciimlesi L(X, Y) ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tanim1.1.18. X'bir K cismi iizerinde lineer uzay olsun. X’ten K’ya bir operatore,
fonksiyonel denir. Eger, K = R ise, fonksiyonele reel degerli fonksiyonel, K = Cise,
fonksiyonele kompleks degerli fonksiyonel denir. Reel degerli fonksiyonellerin ciimlesi
L(X, R), kompleks degerli fonksiyonellerin ciimlesi L(X, C) ile gosterilir. L(X,R) ve
L(X,C)’ye, X’in cebirsel duali denir ve X" ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tanim1.1.19. Bir X vektor uzayinin alt uzay1 Vy;,y, € Y ve Va,B € Kiginoy; +By, € ¥
olacak sekildeki X”in bos olmayan bir Y alt ciimlesidir. Bu yiizden de tanimdan dolayi
Y’nin kendisi bir vektor uzayidir (Kreyszig, 1978).

Tanmim1.1.20. Bir X vektor uzayinin x1,x», ..., x,, elemanlarinin lineer kombinasyonu

(birlesimi), o, a2, ..., 0L, herhangi skalerler olmak iizere

m
B=ouxi+02x2+ ...+ Omxm = D otix; € X

i=1
seklinde ifade edilen bir vektordiir. X*in bos olmayan herhangi bir M alt ciimlesi igin, M nin
vektorlerinin biitiin lineer kombinasyonlarinin ciimlesine M nin Span (germe)’i denir. Yani
SpanM = {B : B = q1x1 + 02X2 + ... + Ok A X1, %2, s Xm € Mm € N,o; € K}
dir. Eger Y = SpanM dersek, ¥, Xin bir alt vektor uzayidir (Kreyszig, 1978).

Tamim1.1.21. x1,x2, ...,x, vektdrlerinin ciimlesi, M olsun. o, ,02,...,0, de skalerler olsun.

Eger,
= ;
ox) +0x2 +...+0o,x, = 0 = o =0 =...=0L,=01se,



M ciimlesine, lineer bagimsiz ciimle denir. Aksi taktirde lineer bagimlidir denir

(Kreyszig, 1978).

Tamim1.1.22. Bir X vektor uzayina eger X, n —tane lineer bagimsiz vektor ihtiva edecek
sekilde bir n € Z* varsa, sonlu boyutludur denir.

n’ye de X’in boyutu denir ve dim X = » ile gosterilir. Eger X sonlu boyutlu degilse, sonsuz
boyutludur denir.

Eger dim X = n ise, X’in vektorlerinin bir lineer bagimsiz n —lisine, X igin bir baz ya da X’te
bir baz denir.

Eger {e1,e2,....ex}, Xigin bir baz ise, Vx € X, baz vektorlerinin bir lineer kombinasyonu

olarak bir tek sekilde ifade edilir (Kreyszig, 1978).

Tamim1.1.23. X # & bir vektdr uzayi olsun (reel veya kompleks). Bu taktirde

Vx € X, |.||(x) = ||x]|| ile tamml1 ||.]| : X — R fonksiyonu;

N)Vx € X, [lx]| 20

No)fx]| =0 = x =6

N3)Va € Kve Vx € X, [lox]|| = fal|x]]

NyVx,y € X, |lx+yl < x| + [y

ozeliklerini sagliyorsa, X iizerinde bir norm denir. Eger X uzay1 iizerinde .|| fonksiyonu
tammliysa, (X, | .||) ikilisine bir normlu uzay denir, kisaca X ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tamim1.1.24. X iizerinde bir ||.|| normu Vx,y € X, d(x,y) = ||lx—y| ile verilen

X igin bir d metrigini tarifler. Bu metrige norm ile dogrulan metrik denir (Kreyszig, 1978).
Tamim1.1.25. (i) Eger Tnin D(T) tanim ciimlesi ve R(T) degerler ciimlesi, ayn1 bir cisim

{izerinde vektor uzaylari olmak iizere 7 bir doniisiim (operatdr)
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(i) Vx,y € D(T) ve Va. € K (cisim) igin Ty = Ty + T, ve Tuo =Ty
ise, bu taktirde 7 : D(T) — R(T) operatoriine, D(T) iizerinde bir lineer operator
denir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.26. X ve ¥, normlu uzaylar ve D(T) c X olmak iizere T : D(T) — Y bir lineer
operator olsun. Eger,
Vx € D(D), || Tx|| < c.|lx]|
olacak sekilde bir ¢ pozitif reel sabiti varsa, T - lineer operatoriine sinirlidir denir.
X’ten Y’ye biitiin sinirh lineer operatorlerin ciimlesi, B(X, Y) ile gosterilir.
B(X,R) veya B(X, C)’ye, X’in siirekli duali denir ve X* ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Teorem1.1.12.(7) X normlu uzayindan ¥ normlu uzayi igine biitiin sinirli lineer operatorlerin
B(X,Y) liner uzay1, A € B(X,Y) olmak iizere,
41 = sup{ |l AG) I/llx]| : x # 6}
ile bir normlu uzaydir.
(ii) Y, bir Banach uzayu ise, bu taktirde B(X, Y), (i)’ nin normu altinda bir Banach uzayidir
(Maddox, 1988).
Teorem1.1.13. Eger X normlu uzay, sonlu boyutlu ise, X iizerinde her lineer operator
siirhidir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.27. T : D(T) — R(T) (lineerligi gerekli olmayan) herhangi bir operatdr ve
D(T) c Xve X ve Y de normlu uzaylar olsun.
T operatoril, bir xo € D(T) ’de siireklidir.<> Ve > 0,35 > 03 Vx € D(T) N B(x,d)

icin Ty € R(T) N B(Tx,,e) kalir (Kreyszig, 1978).

Teorem1.1.14. D(T) c X ve X ve Y de normlu uzaylar olmak iizere T : D(T) — Y bir



lineer operatdr olsun. Bu taktirde

(i) T siireklidir.«<= T sinirhdir.

(i) Eger T bir noktada siirekli ise, 7 siireklidir (Kreyszig, 1978).

Tanim1.1.28. B ¢ D(T) olmak iizere T : D(T) — Y bir operator olsun. Vx € B igin
Ty = Tx olacak sekilde 7" : B — Y

operatdrii varsa, T* operatériine, 7 operatoriiniin B’ye kisitlamasi denilir ve 7% = T'p

ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tamm1.1.29. D(T) c Mve T : D(T) — Y bir operator olsun. Vx € D(T) igin Ty = T,
olacak sekilde tariflenen bir 7' : M — Y operatorii varsa, 7 operatdriine T operatdriiniin
Mye geniglemesi denir (Kreyszig, 1978).

Tamm1.1.30. X, bir vektdr uzayi, D(f) < X, K bir cisim (reel veya kompleks), R(f) ¢ K
olmak iizere f : D(f) — K olarak tanimlanan operator, eger lineerse bu operatére

lineer fonksiyonel denilir (Kreyszig, 1978).

Tanmm1.1.31. Vx € D(f), [fx)| < c.||x|| olacak sekilde bir c sabiti varsa, f, lineer

fonksiyoneline sinirlidir denir. £in normu da

Al = sup &L veya Al = suplfw)|
xeX xeX
x20 [IxlI=1

seklinde tarif edilir. f'sinirlt lineer bir fonksiyonelse, Vx € D(f), [fx)| < |If]l.llxl
yazilabilir (Kreyszig, 1978).

Teorem1.1.15. Normlu bir uzayda, D(f) tanim ciimleli bir lineer fonksiyonel, siireklidir.<
f, smirhdir.

Tamm 1.1.32. X, K cismi iizerinde agikar olmayan bir lineer uzay olsun. Eger g : X — R

fonksiyonu;



PN1) g(6) =0

PN2) Vx € X, g(x) = g(—x)

PN3) Vx,y € X,g(x +y) < g(x) + ()

PN4) (An),An — A olacak sekilde K’da bir dizi ve (x,),g(x, —x) — 0 olacak sekilde
X’te bir dizi ise, g(Anx, — Ax) — 0 (n — )

sartlarini sagliyorsa, X iizerinde bir paranorm denir ve (X,g)’ye de paranormlu uzay denir
(Maddox, 1988).

Ornegin; 1. X = C olmak iizere Va € X,p(a) = |a| ile tanimli p : C — R fonksiyonu bir
paranormdur (Wilansky, 1964).

2.Va € C,p(a) = ol jle tanimli p : C — R fonksiyonu

1+|a|

bir paranormdur (Wilansky, 1964).

3.0 < p < 1olsun. Va e (7,

0

pla) = Xlarl’

k=1

ile tamimli p : (7 — R fonksiyonu, (P’nin bir paranormudur (Wilansky, 1964).
4.R?, Va=(x,y) e R, 0<p<1,pa) = x| + |y
ile tammli p : R* — R fonksiyonu ile, bir paranormlu uzaydir (Wilansky, 1964).
5. (X, p) paranorm uzayi olsun. Bu taktirde,
)2 l’fp,p’ O<r<l1),Vte R
X lizerinde paranormlardir (Wilansky, 1964).
Tamm1.1.33.X = (X, g), bir paranormlu uzay olsun. X’te bir 4 — lineer fonksiyoneli,

X7 elemandir< 3M > 13 [|4]], = sup{J4(x)| : gx) < L} <0



(Maddox and Willey,1974).

Tamm1.1.34. (Lineer Topolojik Uzay) Bir lineer topolojik uzay, X’te toplama ve skalerle
carpma cebirsel iglemleri siirekli olacak sekilde bir 7" topolojisine sahip olan lineer X uzayma
denir (Maddox,1988).

Tamm1.1.35. X, bir topolojik uzay ve S de X’in bir alt ciimlesi olsun. Bu taktirde S, birinci
kategoridendir< S higbir yerde yogun ciimlelerin sayilabilir bir birlegimi olarak ifade
edilebilir.

S, ikinci kategoridendir<= S, birinci kategoriden degildir (Maddox, 1988).

Tanml1.1.36. () Vn € N, x,y € X, > xty € Xpn

Zif’) 0 e Xi

olacak sekilde X’in alt ciimlelerinin bir alt dizisi (X,) olsun. Bu taktirde (X,) dizisine,

X'te o —dizisi denir. Eger her bir X,,, Xte hi¢bir yerde yogun ve (X,),Xte bir a. —dizisi
olmak iizere, X = | J X, ise, X’e bir a. —uzay1 denir. Aksi taktirde 3 — uzay1 denir.

n=1

Asikar olarak, her a. —uzay1 birinci kategoriden bir uzaydir (Maddox and Willey, 1974).
Teorem1.1.16. (Baire Kategori Toremi) Bir X tam metrik uzay1, ikinci kategoridendir
(Maddox, 1988).
Tanmim1.1.37. ¢, X’in herhangi bir elemani ve 8 > 0 olsun. Bu tatirde

{x e X:g(x-a) <8}
ciimlesine, a —merkezli & yarigapl paranorma gore agik kiire denir (Maddox and
Willey, 1974).
Tamm1.1.38. S, bir X lineer uzayinin bir alt ciimlesi olsun. Bu taktirde, S”yi ihtiva eden biitiin
alt uzaylarin arakesitine, S’nin lineer hull’u denir ve LAull(S) ile gosterilir. Yani,

Lhull(S) = m{V : S c VveV,Xinalt uzayl}
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dir (Maddox, 1988).

Tamm1.1.39. Eger L.hull(G), X'te yogun ise, X’in bir G alt ciimlesine, Xte bir temel ciimle

denir (Maddox and Willey, 1974).

Tamm1.1.40. Eger Vx € X, g(x -y Mbk) — 0 (n — ) olacak sekilde bir tek
=1

kompleks (Ax) dizisi varsa, X’in elemanlarinin bir (b;) dizisine, X i¢in bir baz denir.

Bu tanima gore X’te herhangi bir baz X te bir temel ciimledir (Maddox and Willey, 1974).

Tamm1.1.41. Eger X’in herhangi bir x vektorii i¢in, ) t,b, = x olacak sekilde skalerlerin

n=1

bir tek (¢,) dizisi varsa, bir (,) dizisine, bir X lineer metrik uzay i¢in Schauder bazi

denir (Wilansky, 1984).

Tamm1.1.42. (Homeomorfizm) X ve Y, topolojik uzaylar olsun. Bu taktirde, /' : X — Y bir
homeomorfizmdir< f, bijektif ve bicontinuous’tur.

Bunlardan ikincisi (bicontinuous), f ve £~’iin her ikisinin de siirekli olmasi anlamina gelir.

Denk olarak, f/ bir homeomorfizmdir< f, bijektif, siirekli ve agiktir (Kreyszig, 1978).
Tamm1.1.43. X ve Y, ayni bir cisim iizerinde iki lineer uzay olmak iizere, X’ten ¥’ye biitiin
lineer doniisiimlere karsilik gelen matrislerin olusturdugu ctimle (X, ¥) ile gosterilecektir.
X ve Y, dizi uzaylar1 oldugu zaman, (X, Y) deki matrisin incelenmesine matris

karakterizasyonu denir.



2.co(p), U(p). L=(p) ve c(p) DiZi UZAYLARININ KOTHE-TOEPLITZ DUALLERI

2.1. co, ¢, b, co(p), U(p), l=(p) ve c(p) Dizi Uzaylan

Tanm2.1.1. co, ¢, l«, sirastyla x = (xx) reel veya kompleks terimli sfira yakinsak, yakinsak ve
sinirlt dizilerin uzay1 olsun.Yani

co = {x = (xn) @ limx, = 0}

c= {x = (xp) : limxy mevcut}

lo = {x = (xn) : s2p|x,,|<oo}
olsun (Natarajan, 1990).
Tamm2.1.2. p = (px), pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun.
(i) glxklp“ < o olacak sekildeki biitiin x = (xx) reel veya kompleks terimli dizilerin uzay,
I(p) ile gosterilsin. Yani I(p),

@) = {r = 0 Spul < o}

k=1

olsun (Natarajan, 1990).
(ii ) (xx|*) € co olacak sekildeki reel veya kompleks terimli biitiin x = (xx) dizilerinin
uzay co(p) ile gosterilsin. Yani co(p),

cop) = {x = (i) : (kal™) € o}
olsun (Natarajan, 1990).
(iii) 30 e C 3 (Ixk — )€ co

olacak seildeki reel veya kompleks terimli biitiin x = () dizilerinin uzayni c(p) ile
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gosterilsin. Yani c(p),

clp) = {x =) : 3 e CO(e—0PF) € co}
olsun (Natarajan, 1990).
(iv) (xx[P*) € l« olacak sekildeki reel veya kompleks terimli biitiin x = (xx)

dizilerinin ciimlesi lw(p) ile gosterilsin. Yani («(p),

lo(p) = {x = (&) : (Kel™) € I}

olsun (Natarajan, 1990).

Onerme 2.1.1. Eger, px = m olacak sekilde, p = (px) sabit dizi ise, bu taktirde
co(p) = co, cp) =c, lo(@) =l , Ip) = ln

dir (Natarajan, 1990).

Tanim 2.1.3. E, K cismindeki x = (xj) dizilerinin uzay1 olsun. Bu taktirde,

{x=(xx): Vy=0x) € E,(xxpx) € co}
ciimlesine, E’nin genellestirilmis Kéthe-Toeplitz Duali denir ve E* ile gosterilir.

E’nin siirekli duali ise E* ile gosterilir (Natarajan, 1990).

2.2. co(p), U(p), l=(p) ve c(p) Dizi Uzaylarimin Kéthe-Toeplitz Dualleri

Teorem?2.2.1. K, asikar olmayan degerli bir cisim, (xx) da bu cisimde bir dizi olsun.
Bu taktirde,

co(p) C co ve cp) cc

dir (Natarajan, 1990).
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Ispat: x = (xx), co(p) nin keyfi bir eleman: fakat x = (xx) & ¢, olsun. Bu taktirde

Je > 1 d3Vk, € N,3k > ko D |xi|P* = €Pk > 1
kalir. Bu ise |xx[P* — o oldugu kabulii ile ¢elisir. O halde x = (xx) ¢ ¢, kabuliimiiz yanlistir.
x = (xx) € ¢, dir. Vx = (x¢) € co(p), x = (xx) € co oldugundan

co(p) < co
elde edilir.
x = (xx), c(p)’ nin keyfi bir elemani fakat x ¢ c olsun. Bu taktirde,
~ (Ve > 0,3ko € NIVk > ko,|xx— (| < €) < Je > 03Vko € N,3k > kodxx— 10| 2 €
kalir. Bu yiizden de
Je > 13Vko € N,3k > ko D |xx— (Px 2 ePx > 1
kalir. Bu ise |xx — (|”* — 0 oldugu kabulii ile ¢elisir. O halde x € ¢ olmalidir. Buna gore,
Vx = (xx) € ¢(p),x € coldugundan

cp) cc
dir.
Teorem 2.2.2. c¢{(p) = l=(p) dir (Natarajan, 1990).
Ispat: x € c}(p) keyfi olsun. Bu taktirde, Vy = (vx) € co(p), xxyx — 0 (k — ©) ve
[vk[P* — 0 (k — o) yazilabilir. Bu yiizden de, suppy < o ve [yx[’* — 0 (k — )
oldugundan

PeyelPr = peilPElyelP* — 0 (k — o0) (2.2.1)
yazilabilir. 2.2.1.”in ¢arpanlarindan birisi sifir dizisi oldugundan ([x|"*) dizisi sinirli olmak

zorundadir. Bu yiizden de sup|xx|”* < codir. Yani  x = (xx) € l(p) dir. O halde
k

Vx = (xx) € ¢i(p),x = (xx) € lo(p) oldugundan

ci(p) < l=(p) (22.2)
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elde edilir.

Tersine olarak, x = (xx), l=(p)’ de keyfi olsun. Bu taktirde, M = sup|x|P* < oo dir. Bu
k

yiizdende, Vy = () € co(p),]lcirg[ka”‘ = 0 oldugundan

Ve > 0,3k € N3 Vk > ko, [yilP* <

Ve > 0,3kg € NI Vk > ko, |xiyelP* < Mlyi|P* < € kalir. Bu yiizden de,

,lirglxkka”‘ = 0 oldugundan I{irgxkyk = 0 dir. Ohalde x = (xx) € cj(p) dir.

Vx = (xx) € lo(p), x = (xk) € c{(p) oldugundan
lo(p) < () (2.2.3.)
elde edilir. 2.2.2. ve 2.2.3. birlestirilerek,
() = l=(p)
elde edilir.
Teorem 2.2.3. (*(p) = l=(p) dir (Natarajan, 1990).
Ispat: x = (xi) e (*(p) keyfi olsun. Bu taktirde Vy = (yx) € U(p), (xkyx) € ¢, yazilabilir.

Yani Zlyk|”" < o ve (xkyk) € co dir. Z[yklp" < o oldugundan ve Teorem 1.1.4.’ten

dolay1 [yk[P* — 0 dir. Buradan da (xkyk) — 0 ve [yk|P* — 0oldugundan sup|xk|P* <
yazilabilir. Bu yiizden de x = (xx) € lo(p) dir. Vx = (xx) € (*(p),x = (xk) € l=(p)
oldugundan

() c l=(p) (2.2.4)
-elde edilir.
Tersine olarak, x = (xx) € l»(p) olsun. Bu taktirde, sup|x|P* < oo dir.

vy = (vk) € Up), x| — 0 oldugunu gostermeliyiz. Vy € U(p), > vk|P* < o oldugundan
k

ve Teorem 1.1.4.’ten dolay1 [yx|’* — 0 dur.
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(kel?*) € bo A (i) € co
= (kil™) € co
= (pr) € lo A (iyil™) € co
= (k) € co
dir. Buise Vy = (k) € U(p), (xkyx) € co oldugundan x = (xx) € (*(p) oldugunu gosterir.
Bu yiizden de, Vx = (xx) € lo(p), x = (xx) € (*(p) oldugundan,
ls(p) < *(p) (2.255)
elde edilir. 2.2.4. ve 2.2.5. birlestirilerek,
I*(p) = l=(p)
elde edilir.
Teorem 2.2.4. (1(p) = co(p) dir (Natarajan, 1990).
Ispat: x = (xx) € (4(p), keyfi olsun. Bu taktirde, Vy = () € lw(p), xkyx — 0 (kK — )

yazilabilir. y € lo(p) oldugundan suplxs|’* < co yazilabilir. Diger taraftan,
k

Geiyi) € co = (xapl) € co
= (keyil™) € co
= (el yal™*) € co
yazilabilir. y = () € lwo(p) ve (xilP*.vi[P*) € co oldugundan Teorem 1.1.5.’ten dolay1
lxx|P* — 0 (k — ) olmahdir. Bu yiizden de, x = (xx) € co(p) dir. O halde,
Vx = (xx) € lL(p), x = (xk) € co(p) oldugundan,
i5(p) < co(p) (2.2.6.)
elde edilir.
Tersine olarak, x = (xx) € co(p), keyfi olsun. y = (k) € l»(p), keyfi olsun.

x = (xx) € co(p) ve Teorem 2.2.1.’den dolayt co(p) < cp oldugundan x = (xx) € co dir.
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m = infpx > 0 oldugundan, Yk € N, 0 < m < py < M olacak sekilde Im,M € R* vardir. Bu

yiizden de y = (yk) € l«(p) oldugundan sup|yx|P* < o olmasi nedeniyle Vk € N,
k

ilPx < K 2.2.7)
olacak sekilde 3K > 0 vardir. Bu yiizden de Vk € N, 0 < m < py < Moldugundan Vk € N,

{EEP S PP e
M- B MmN

(2.2.8)

yazilabilir. 2.2.7. ve 2.2.8. kullanilarak, Vk € N, [yi| < K% < K yazilabilir. Bu yiizden
dey=(0n) € lodir. x=(xx) € cove y = (¥x) € lw oldugundan Teorem 1.1.5.
kullanilarak (xxyx) € co dir. Bu yiizden de Vx = (xx) € co(p), x = (xk) € (%(p) yazilabilir.
Bu yiizden de

co(p) < La(p) (2.29)
elde edilir. 2.2.6. ve 2.2.9. birlestirilerek,

=) = coP)
elde edilir.

Teorem 2.2.5. c*(p) = ¢o dir (Natarajan, 1990).
Ispat: x = (xx) € c*(p), keyfi olsun. Bu yiizden,

Vy = (k) € c(p), (k) € co (2.2.10)
yazilabilir. Teorem 2.2.1.’den dolay1 c(p) < c oldugundan y = (yx) € c’dir. Ayrica, ¢ C l»
oldugundan, y = (k) € lo’dir. 2.2.10. ve y = (3x) € l» oldugundan dolay1 x = (xx) € co
olmak zorundadir. Vx = (xx) € c¢*(p), x = (xx) € co oldugundan

ct(p) c co (2.2.11)
elde edilir.

Tersine olarak, x = (xx) ve y = (yx), sirastyla ¢, ve c(p)’de keyfi diziler olsun. Bu yiizden,

30 € C 3 (lyk— UJP*) € co dir. pi’nin tanimindan dolay1, (yx) € c dir. ¢ < (s oldugundan
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¥y = (k) € (o dur. Bu yiizden de Teorem 1.1.5.’ten dolay1, (xxyx) € co yazilabilir. Bu
yiizden de Vx = (xx) € co ve Vy = (k) € c(p), (xiyx) € co oldugundan, c¢*(p)’nin
tanimindan dolayi, x € c¢*(p)’dir. Bu yiizden, Vx = (xx) € co, x = (xx) € ¢*(p) oldugundan,
co € c*(p) (2.2.12)
elde edilir. 2.2.11. ve 2.2.12. birlestirilerek,
c*(p) = co

elde edilir.

2.3. (*(p) Siirekli Dual Uzay

Teorem 2.3.1. f € (*(p) & 3(ax) € lo(p)IVx = (xx) € Up), fix) = ax
kalir (Natarajan, 1990).
Ispat: f € (*(p), keyfi olsun. Bu taktirde, f : {(p) — C smnirh lineer fonksiyoneldir. Bu
yiizden, Vx € (p) igin, x = ) xyex olacak sekilde ((p)’de bir (ex) bazi vardir. Bu
k

yiizden de, f lineer oldugundan, Vx e {(p) igin,

j(x) =j(%xkek) = ;f(xkek) = ;xk/(ek) = Zk'j(ek)xk = %akxk = ax
yazilabilir. Simdi ax = flex) olmak tizere (ax) € l»(p) oldugunu gésterelim.

f € 0*(p) oldugundan Vx € ((p) igin,

R < ALl (2.3.1.)
olarak yazilabilir. 2.3.1. esitsizkigi, biitiin x € {(p) i¢in dogru oldugundan, x = ex € U(p)

i¢in de dogrudur. Bu yiizden ||ex|| = 1 oldugundan,

el < A1l Nexll = I/
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= lax| < A1 (23.2)

elde edilir. H = suppy oldugundan 2.3.2. ’den
k

laxl < A7 < A#

= laxl* < A7 (23.3)
elde edilir. Bu yiizden de 2.3.3. *dan dolay1 da {|ax["* : k € N} ciimlesi, ||f]|“ ile iistten
sinirhidir. Teorem 1.1.1°den dolay:

suplax | < A7 < oo (2.3.4)

yazilabilir. Bu yiizden de a = (ax) € l»(p) dir.

Tersine olarak, kabul edelim ki Vx € ((p) i¢in f{x) = ax olacak sekilde en az bir

a = (ax) € lx(p) var olsun. Bu taktirde, Vx,y € U(p), fix) = ax, Ay) = ay oldugundan,
Va,B € C,

flox +By) = %ak(w‘k + Byi)
= %(akwck + aiByi)
= zk:(aakxk + Bayk)
= %aakxk + %Bakyk
= a;akxk + B%akyk

= aflx) + BAy)
elde edilir. Bu yiizden de, f : l(p) — C lineerdir. Vx = (xx) € U(p), a = (ax) € l=(p)

oldugu kullanilarak,

)| =

3 dixy
7
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< Z]akxkl
k

1

(o)

2l
M
(Zlakl””-lxkl”‘)
k

5 i
< (‘suplas) -(lekl"*)
k k

Vx € U(p), |fix)| £ (Suplaklp")ﬁ”x”
k

IA

yazilabilir. Bu yiizden de

Vx € U(p), [fx)| < K.||x]|

1

olacak sekilde 3K = (suplakl”“) v > 0 var oldugundan f : 0(p) — C sinirhi lineer bir
k
fonksiyoneldir. Bu yiizden de, Teorem 1.1.15.’ten dolay1, f e (*(p)’dir.

Teorem 2. 3. 2. [*(p) ve l»(p) dizi uzaylari, lineer homeomorfik uzaylardir (Natarajan,
1990).

Ispat: Vf € (*(p) igin, T(f) = aile tammlanan T : (*(p) — («(p) doniisiimii, goz dniine
alinirsa, 0*(p) dizi uzay, bir normlu lineer uzay oldugundan Teorem 2.3.1.’den dolayi
lall = |lf]l oldugundan Vf € 0*(p) igin,

17010 = 1Al (23.5)
yazilabilir. Bu ylizden de T : (*(p) — (»(p) operatdrii bir izometridir. 2.3.5.’ten dolay1 da
T, sinirhdir. Bu yiizden de Teorem 1.1.14.’ten dolayi 7, siireklidir. 7, birebir - 6rten ve sinirh
oldugundan dolay1 da,

N=g=f=T"'@

yazilabilir. T, birebir - 6rten oldugundan T-! de birebir - 6rtendir. 2.3.5. kullanilarak,
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IT-'@ 0 = 1Al = 1T = lgl
= [T = gl (2.3.6.)

elde edilir. Bu yiizden de Vg € ((p) igin,

I7-'@)1 = ligl < K-ligl

olacak sekilde 3K > 1 vardir. Bu yiizden de, 77! : (»(p) — (*(p) doniisiimii, bir sinirl1
operatordiir. Bu yiizden de, 7! siireklidir. Bu yiizden de hem 7' hem de 7! siirekli

oldugundan (*(p) ve l»(p) dizi uzaylari, homeomorfiktir.
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3. co(p), c(p), l(p), ve l(p) DIZI UZAYLARI ARASINDAKI MATRIS
KARAKTERIZASYONLARI

3.1.Bir Uzayin Temel Ciimlesi ve Tigili Teoremler

Teorem 3.1.1. X, bir paranormlu uzay ve (4,), X*’1n elemanlarinin bir dizisi ve g, sinirli
olsun. Bu taktirde
()3M > 13sup([|4a ]l )" < © = (@)Vx € X,(4n(x)) € l=(9)
dir.
Eger X tam ise, (i) = (i) dir (Natarajan, 1990).
Ispat: Vn € N,q, < 1 oldugunu kabul edelim. [lk olarak (i)’nin saglandigini ve herhangi bir
x € Xin de segildigini kabul edelim. Paranormlu uzayda, skalarle ¢arpimin siirekliliginden
dolay1, M, (i)’deki gibi olmak iizere,
gKx) < 5
olacak sekilde bir K > 1 vardir. Bu taktirde, V7 € N,q, < 1 oldugundan dolay1,
[ 4nl 5, = sup{|4n(K'x)| : g(K~'x) < 4 ) olmak iizere,
4n()|%" = |K.AnCG).K "
= |[KAL(K ' x) ™ »
< Ko(||4nll )"
I < K.sup(lda )™
yazilabilir. Bu yiizden de, Vx € X igin, (/)’den dolay1
SLnlplA,,(x)l"" <

elde edilir. Bu ise, Vx € X,(4n(x)) € lx(q) oldugunu gerektirir. Bu yiizden de, (i)
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saglanir.

Simdi de kabul edelim ki Vx € X,(An(x)) € lx(g) ve X de tam olsun. Ayrica herhangi
birm € Nigin,

= {x:x e X AVn € N, |[4,(x)|"" 52”’}
ciimlesi tariflensin. Bu taktirde (X»),0 € X icin X°de bir a-dizisidir. Eger bazim = 1 igin
x,y € Xmise, Vn € Nyqn < 1 oldugundan, herhangi bir » igin, (4» sinirli oldugundan),

UnGe £ )™ = [An(x) £ 4,0 < An@)|™ + [ An()™ < 227

yazilabilir. Aynt zamanda, X = U X, dir. X, tam oldugundan dolay1 B-uzayidir. Bu ylizden
de X3, hig bir yerde yogun olmayacak sekilde bir B € N vardir. 4,’ in siirekliligi kullanilarak,
S(a,d) < Xp var olmasi nedeniyle, her m igin X, = X, oldugunu gostermek zor degildir.
Bu yiizden, eger g(x — a) < ise, x € Xp oldugundan, Vn € N,

n(x)| < 28
yazilabilir. Bu yiizden de, eger g(x) < dise, Vn € N igin,

U7 = [n(x + @) + An(-a)| " < [An(x + @)|" + AnCa)[™

4, ()| < 28 +28 = B+l
elde edilir. Bu yiizden de, sup’un tanimi kullanilarak, Yz € N igin,

sup{|4a(x)|"" : gkx) < L3 <2% (3.1.1)
yazilabilir. Ayrica,

14,19 = sup{laCI™ : 86 < 47 (3.12)
oldugundan dolay1, Vn € Nigin. 3.1.1. ve 3.1.2. kullanilarak,

|4 115 < 25

yazilabilir. Yine sup’un tanimi kullanilarak, M > 87! igin,
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sup{[|4 1137} < 28 <

elde edilir. Bu yiizden de teoremin (i) kism1 saglanir.

Teorem 3.1.2. X, bir paranormlu uzay ve (A4,) de X”'n elemanlarinin bir dizisi olsun.

(i) Eger X’in bir G temel alt climlesi var ve g dizisi de sinirh ise, bu taktirde,

vb e G, (An(®)) € co@) (3.13)

ve
li lim sup(l4 | D=0 (3.1.4)
(3.1.5)

= Vx € X, (4n(x)) € co(q)
(ii) Eger qn — 0 (n — ) ise, bu taktirde, 3.1.4. = 3.1.5. dir.
(iii) X, tam olsun. Bu taktirde g sirsiz bile olsa 3.1.5. = 3.1.4.dir (Natarajan, 1990).

Ispat: (i) Genelligi bozmaksizin Vn € N,qn < 1 0ldugu kabul edilecektir. X, bir G temel

ciimlesine sahip ve (i)’nin yeterlilik kisminin da saglandig1 kabul edilsin. € > Ovex € Xde
keyfi olarak segilsin.

liArJn lim sup(||4x |l Wwh =0 oldugundan Ve > 0,3ng € N3Vn 2 no(g) ve M > 1 igin

(4l ™ = 5

kalir. Lhull(G), X" de yogun oldugundan dolayz, g(x > Mbk) < — olacak sekilde
b1,b2,....bm € GVe A, A2, Am € C vardir. L= max(l?»ll A2l A3, - o> |Aml, 1) olsun.

Bu taktirde 3.1.3.’ten dolay1 Ve > 0,3n(e) € NAn 2 no Svn=2mk=12,.,m icin

B> < 55 kalir. Bu yiizden de Vn 2 mi i¢in,

qn

UL = \An(x— s +§;lxkbk)
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qn

= A,,(x— i kkbk) + i AkAn(bi)
k= i=1

1

m qn m

< A,,(x-zxkbk) + LA B
k=1 k=1

< (| 4nll )% +mL TPt 5 =E

|[A,(x)|7" < €

kalir. Bu yiizden de, Vx € X, 'li_(glAn(x)|q” = 0 dir. Yani Vx € X,(4,(x)) € co(q) dir. Bu
ise 3.1.5.’in saglandigin gosterir.
(i) g € co ve 3.1.4. de saglansin. Bu taktirde Ve > 0,3n0 € NA M > 13

U4nll )™ < 5

1

kalir ve skalerle garpma X iizerinde siirekli oldugundan dolayz, g(K'x) < 7 olacak sekilde

IM > 1 vardir. Bu taktirde 3n, € N 3 Vn > ny 2 ng igin K% < 2 kalir. Bu yiizden de

Vn 2 n igin,
n@)|?" = [KAK )" = Ko |An(K )"
M@l < 2.5 =6
An()|" <&

kalir. Bu yiizden de Vx € X, (4x(x)) € co(g) dir. Onun i¢in de 3.1.5. dogrudur.
(iii) X tam olsun. Bu taktirde X, bir f-uzayidur. Kabul edelim ki 3.1.5. de dogru olsun.
Asagidaki gibi kesin pozitif reel sayilarin » = (r»), s = (s») dizisi ve X*’1n elemanlarinin

(B»), (Cy) dizileri tariflensin. Eger g, < 1 ise, B, = 0,Cp, =An, rn=1, $Sn = ¢qn
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tariflensin. Bu taktirde, X iizerinde (B,(x)) € co(r) ve (Ca(x)) € co(s), sups, < 1 ve

Vn € N, r, > 1 dir. Ayn1 zamanda yeterince biiyiik M ve n = 1,2,3,... igin,

(U 4nll )™ = UBally)™ + (ICull )™

yazilabilir. Bu yiizden de limsup’un 6zeligi kullamlarak,

lim lim sup(l4n [l ,)™ < lim lim sup(|l B4 | ,)" + lig lim sup(jl 4 ™

elde edilir. € > 0 keyfi olmak iizere, Vm € N igin,
Xm = {x e X:Vn2m, 27"Cux)™ < %}
ciimlesi tariflensin. Asikar olarak, ® € X;dir. Eger 3m € Niginx,y € X ise,

n2=m+1igin
R DCy(x £ )" = 27DCu(x) + 27 DC)”
< [27D|Cox)| + 27 DIC)IT™
< [2max()27™DC,y(x) 27D C (DT
= max(l27"Ca)|™", 27"CiOII™) < 5

kalir. Béylece X, X'te bir o-dizisidir. Ayni zamanda da X = U Xm ve Vm € Nigin
m=1

X, = X,, dir. X bir p-uzay1 oldugundan dolay1, bir X3, bir S(a,8) kiimesini ihtiva eder.
Bu taktirde eger g(x) < dise, n = B igin [2-BC,(x)| < € kalir. p = 2788 yazilir ve
M > p~! segilirse, g’nin alt toplamsalligindan dolayi, g(x) < p ise, g(28x) < & yazilabilir.

Bu yiizden de, efer g(x) < 4; ve n > Bise,
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ICa@™ = RPC,Q%)|" < &

kalir. € > 0 keyfi oldugundan, liAIP lim sup(||Cx ||,,)*™" = 0 elde edilir. Su halde, X iizerinde

(Bn(x)) € co(r) = Xiizerinde (B,(x)) € co dir. Eger tamsayilarin bir (n(i)) dizisi ve
x € Xigin inf|Byi;)(x)| = a < 0 ise, inf tanimindan Vi € N, |B,(x)| > a oldugundan dolay1
Vi € N,|B,(a"'x)| > 1 yazilabilir. Bu ise hipoteze aykiridir. Yukarida kullanilan

argumentlerden dolayi, Vr igin, r, > 1 oldugundan

lim lim sup(|| B, I,)"* = 0 (3.1.6)

olmasi nedeniyle liAl/jn lim sup|| B, || ;, = 0 oldugu sonucuna varilir.

3.2. co(p) ve co(q) Dizi Uzaylar1 Arasindaki Matris Karakterizasyonlar:

Teorem 3.2.1. 4 : co(p) — co(g) < (i) Vk € N,|an|" — 0(n — )
< (ii))3B > lasup(supla,,kIB‘T'lT) <
o\ k
1\ 9"
< (iii) Allim lim sup(suplanklM ﬁ) =0
—00 n—o0 k
dir (Natarajan, 1990).

Ispat:()) 4 : co(p) — co(q) olsun. Bu taktirde Vx € co(p), (4n(x)) € co(g) oldugundan

6zel olarak, x = (8) igin de (4,(x)) € co(q)dir. Dolayisiyla, Vi € N,

qn

IAn(x)lq" o

o0
paw; T
k=1
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qn

= [Y amxk + Y. amexk
i e

qn

= | X anX + anix;
ki

= |anl?”

oldugundan lim|a,|?™ =0 (i =1,2,3,..) elde edilir. Bu ise (i)’ nin ispatin1 gerektirir.
(i) 4 : co(p) — co(q) oldugundan ( Natarajan ve Rangachari, 1979 ), Vrn € N igin

(an) € lws(p) dir. Yani suplax|P* < oo dir. Bu ise (ii)’yi gerektirir.
k

Ayni zamanda, Vn € N,4, € cy(p) ve co(p) tamdir. Bu yiizden de Teorem 3.1.2.den
dolay1,
Jlim Tim sup([[45[l,)™" = 0
yazilabilir. Bu yiizden, Ve > 0,3M > 1 ve 3ng € N3 Vn 2 nyg igin
(4l )" < €
kalir. Bagka bir ifadeyle,
(l4nll )% = sup{|4a()|™ : g&) < 57}
oldugundan, Vn > no , sup’un tanimi kullanilarak, Vx € co(p) igin
AnG) ™" < (1 4nll )" < €
kalir. Bu yiizden de g, co(p) iizerinde bir paranorm olmak iizere g(x) < - olacak sekilde
Vx € co(p), Vn = no,

4G < ([|[4n ] ))*" < €
kalir. Su halde 0 < p = |n| < 1 olacak sekilde n € K verilmek iizere,

paml < 871,,‘ < p(ln
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olacak sekilde en az bir o, tam sayisi vardir. Eger g(x) < # ise, Vn > ny igin

[m9 4, (x)| = p~*"|dn(x)] < PO < pon.p
= |14, (x)| < porton = p0 = 1
= [T 4,x)| < 1
kalir. x = (xx) € co(p) ve g(A"'x) < ﬁ olacak sekilde |A| > 1 sartin1 saglayan A € K

verilsin. Bu taktirde,

o0
%), Z AnkXk
&=1

0
Z n‘“"a,,kk"xk
k=1

= [n~ A7 4, (x))|
= [ A (x)L A
<A<
=y in‘“"ankk"xk <1
P

elde edilir. Sonug olarak, n > ny igin,

<Al (3.2.1)

o0
Z T % Xk
k=1

yazilabilir. Eger B = (bu), b = n™%am, k,n € Nise, Vx = (xx) € co(p) igin 3.2.1.
esitsizligi kullanilarak,

By = (Ba(x))

= (ankxk) € lo
k neN
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ve bu yiizden de,
sup(p™*"|ank|)P* < o0
nk
yazilabilir. Bu yiizden de, Vn,k € N,
pirt < g3 < pon
= p ol > g > pon
= p® 2 g w.p > pontl
= plam| 2 €77 plam| > p7r* am]
= (*lam)?* 2 (77 plam|)™ > (4 am )™
oldugundan,
sup (7 plaw| )™ < sup(p~laml)* <
yazilabilir. Bu ylizden de bir L > 1 igin
s;,lf(s‘#plankl)pk <L
kalir. Bu halde, sup’un tanimi kullanilarak, Vn,k € N igin
(e # plaml)™ < L
= & Fplaw| < L*
= lamlL 7 < plew (3.22)
yazilabileceginden, Vi € N,
siplanle"T’lT < plgw

elde edilir. Yani U = supgq, olmak iizere, Vn € N igin

qn
SHP) |5
(supla,,le 7 ) <pTe<ple
k

kalir. Bu yiizden de limsup’un 6zeligi kullanilarak, L > 1 i¢in,
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lim sgg(sgpla,,klfﬁ ) " =0
kalir. Bu yiizden de M > 1,
Jlim lim sgg(sgplanklM’ﬁ')qn =0
elde edilir ki bu (iii)’nin ispatidir.
Kabul edelim ki (i), (ii) ve (iii) sartlar1 var olsun. e; = (8) ile verilen (ex) dizisini goz
oniine alalim ve (ex), tam olan co(p) *nin baz1 olsun. (ii)’den dolayi, bir B > 1 igin,
M= SLnlp(SIipla,,le‘#) < ©

oldugundan, sup tanim1 kullanilarak, U = supp olmak iizere, Vn,k € N,
-k

lan|B 7% < M
lank|P*B™' < MPx < MV = K
|ank|P* < K.B

yazilabilir. Bu yiizden de, Vn € N,

sup|an|P* < oo
k

yazilabilir. Bu ise, (@), € l»(p) oldugunu gosterir. Teorem 2.2.2. *den dolayi
ls(p) = cj(p) oldugundan n € N,
@)y € l(p) = c5(p)
elde edilir. Boylece de, hern € N,
Au(x) =3 anxi (3.2.3)
tanimlidir. >3.2.3. esitligi, her x € co(p) i¢in tanimli olduguna gore 6zel olarak e; € co(p)

i¢in de tanimlidir. Bu yiizden de

An(ex) = Zanksik = Ank k= 14:25354.)



oldugundan

ln(ed) ™ = |an|™

olmasi nedeniyle (i) kullanilarak Vk € N igin,
lim|dn(e0)|” = limlanm|™ =0
elde edilir. Bu yiizden de Vk € N, (4x(ex)) € co(q)

elde edilir. (iii)’den dolay1, Ve < 0,3Mo> 1 ve 3N € N3 Vn 2 Nve VM > Mo,

1 qn
(snzp|anklM_7k-) <eg (3.2.4)
kalir. Eger, x = (xx) € co(p), g(x) < ]14— olacak sekilde bir dizi ise,
1

Pi
gt = suphal # < 47

oldugundan Vk € N,

bee # < 4
Me x| < M x| < 1
M"_lk|xk| <1

elde edilir. Bu yiizden de, Vn 2 N,

|4n(x)| < s%plankl.lxkl

= sup(|a,,k|.M""l_k.MPlk .lxkl)

k
1

< sup| lam|M .1

kP(I il )
= |4,(x)| < suplam|M 7
k

oldugundan 3.2.4.’ten dolay, g(x) < —]:7 olacak sekilde x = (xx) € co(p) igin,

M > 13VM > MyveVn 2N,
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AL
|[4n(x)]9" < (suplank|M'W) <€
k
kalir. Bu yiizden de, Al/lrrgo lim sug(lIAn .07 = 0 dir. Teorem 3.1.2. kullanilarak,

Vx = (xk) € co(p) , (An(x)) € co(q) oldugu sonucuna
varilir. Bu yiizden de Vx = (xx) € co(p) igin Ax = (4,(x)) € co(q) oldugundan

A : co(p) — co(q)
x — Ax = (44(x))

bir doniigiimdiir.

3.3. l(p) ve l«(g) Dizi Uzaylar1 Arasindaki Matris Karakterizasyonlari

qn
Teorem 3.3.1. 4 : I(p) — lw(g) < IM > 13sup(sup|a,,k|M'#) <o
m o\ k

dir (Natarajan, 1990).

Ispat: 4 : i(p) — (.(g) olsun. l]3u taktirde, Vx = (xx) € U(p) igin (4n(x)) € lo(g) dir.
Ayrica, l(p), g(x) = (Z|xk IP") ® e verilen paranormla bir paranormlu uzaydir. Ayni
k

zamanda da, Vn € N, 4, € I*(p) ve g, > 0 olmak iizere, g = (g,) de simirhidir. Ayrica,
l(p) tam oldugundan ( verilen paranorma gore ), Teorem 3.1.1.’in ikinci kismindan dolayi,

Vx € U(p) i¢in, 4,(x) € l-(q) ise,

AM > 13K = sup(||4n] ;)" <

yazilabilir. Bu yiizden de,

(1411 1) = sup{4n®)|”" : gx) < L

o]

oldugundan Vn € N, g, g(x) = (lekl”") Fis -+
=l
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olacak sekilde ((p) iizerinde paranorm olmak iizere,

Mn(1 < (14n]l 1™ < sup(l4a )" =K <
yazilabilir. K, asikar olmayan degerli bir cisim oldugundan, 0 < p = |n| < 1 olacak
sekilde 1 € K var olmak iizere

pontl < ' pon

olacak sekilde bir a, tam sayisi vardir. Bu yiizden de Vn € N igin, g(x) < '7 ise,
T
P~ Anx)| < K |An(x)]

-
@l < u@K " <K
[An(x)[p~*" < 1

elde edilir.
x = (xx) € U(p)i¢in g(A"'x) < lM olacak sekilde, |A| > 1 sartin1 saglayan, A € K
verilsin. Bu taktirde Vz# € N,

a7 x)por < 1

=

> am(X"x)
%

p <1

= <1

Y. anhLxg 0
k

kalir. Bu yiizden de, Vn € N igin, g(A~'x) < - ise,

<A

Z T Ak Xk
k

yazilabilir. Eger B = (bu), n,k € N dersek, Vx € (p) igin, Bx = (Z b,,kxk) € lo dir.
k

Bu yiizden de, (Natarajan and Rangachari, 1979)’dan dolayr sup(p=®"|a|)?* < «
nk
yazilabilir. Bu taktirde,
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N_TII'T pk
L > 1> sup(K pla,,kl) <L
nk

kalir. Bu yiizden de Teorem 3.2.1. dekine benzer olarak,
sup(|a,,k|L_ﬁ) < p"‘]?q" n=1,23,.)
k
kalir. U = supg, olmak iizere, Vn € N,
1 qn ~ ~
(sup|ank|L‘ﬁ) <p#K<pUK
k
elde edilir.
B L
{(suplanle Pk ) ‘n e N} (3.3.1)
k
ciimlesi p~Y XK ile iistten sinirhidir. Teorem 1.1.1.’den dolayi da, 3L > 13
1 qn ~
sup{(suplanle_W) ‘ne N} <p VK
n k
veya
TR ~
sup(supla,,le Pk ) <pUK<ow
o\ k
L\ 9"
= sup(suplanle'T’I) <o
o\ k
kalir.
Tersine olarak, kabul edelim ki 3L > 13
_ L\
sup(suplanle "k) <o (3.3.2)
il
kalsin. ex = (6;) olmak iizere l(p)’nin, (e4) bazini goz 6niine alalim. 3.3.2. sartindan

dolay1,

(ank)zl € Qoo(p) = 0+(P)
dir. Bu yiizden de, Vr € N, Vx = (xx) € U(p),
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An(x) = Zk:ankxk (3.3.3)

doniisiimii tanimlidir. Bu yiizden de 3.3.3., 6zel olarak ex € (p) igin de tanimlidir.
Yani Vn € N,

An(ek) = zk:ankajk = Ank
elde edilir. 3.3.2.’den dolay1 (am);, € l=(g) dir. Dolayistyla (4x(ex)) € lx(g) dir.
Ayrica, 3IM > 13

L\ 9"
K = sup(supla,,kM[W) <
no\ k
oldugundan, 3M > 13Vn € N,
L\ 7
(suplanklMW) <K,
k

yazilabilir. Eger x = (xx) € I(p), g(x) < LM olacak sekilde bir eleman ise,

1

© "
s = (Em)" < 4
k=1
oldugundan, Vk € N igin,
M e |Pe < MAY [eifP* <1
k=1
M x| < M| < 1
M x| < 1 (3.3.4)
yazilabilir. Bu yiizden de, g(x) < '1«17 olacak sekildeki Vx = (xx) € lo(p) ve
Vn € Nigin,

qn qn
ALl < (stknplanu.lxkl) - (sl;p|ank|.Mf"r.Mv—'k.|xk|)

qn
|[An()]9" < (sgplanklM_#) <K,
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IA,,(X)Iq" < Kl
kalir. Boylece Vx = (xx) € Up) icin, {|4,(x)|?" : n € N} ciimlesi, K ile iistten
sinirhidir. Teorem1.1.1.’den dolayi,

sup{|4n()|™" : n € N} < K;

yazilabilir. Bu ise, Vx € U(p), Ax = (4n(x)) € l»(g) oldugunu gosterir. Bu yiizden

de 4 : l(p) — lo(q) bir dontistimdiir.

3.4. I(p) ve co(g) Dizi Uzaylar1 Arasindaki Matris Karakterizasyonlari

Teorem 3.4.1. 4 : l(p) — co(g) = ()Vk € N,lim|an|” = 0
(i)3aB > 13sup(sup|anle‘#) < ®
o\ k
4 L\ 9"
(iii)Allim lim sup (supla,,kIM' ﬁ) =0
—00 n—ow k

dir (Natarajan, 1990).

Ispat: 4 : ((p) — co(q) olsun. Butaktirde, Vx = (xx) € U(p) igin Y |xx|* < 0
K

oldugundan, ,l(i_ﬂlxklp* = 0 dir. Bu yiizden de, x = (xx) € co(p) dir.

Vx = (xx) € U(p), x = (xx) € co(p) oldugundan, d(p) < co(p) dir. Dolayisiyla

A : (p) < co(p) — co(q) dir. Teorem 3.2.1.”in gereklilik kismindan dolay,

@), (i) ve (iii) sartlar1 saglanir.

Tersine olarak, (7), (if) ve (iii) sartlar1 saglanmis olsun. x = (xx), {(p)’de keyfi bir
dizi olsun. (ex) = ((8i)) da l(p)’de herhangi bir baz olsun. Dolayisiyla (ex), co(p)’de
bir bazdir ve c¢,(p) tamdir. Teorem 3.2.1.(ji7) sartindan dolayi da,

Vn € Nigin (am)p, € lo(p) = cf(p) dir. Buyiizden de, Vn € N,
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An(x) = ) amx
k
doniigiimii tanimlidir. (7)’den dolay1, Vk € N igin, lim|au|” = 0 oldugundan,
An(er) = zankaik = Qnk
k
olmasi nedeniyle, Vk € N,(4.(ex)) € co(q) yazilabilir. Teorem 3.2.1.(iii)’den dolay1
Ve > 0,3My € NIVM > My,Vn > N,
1L\ 9"
(supla,,klMW) <€
k

a
kalir. Su halde eger, x = (xx) € I(p) < co(p),g(x) = (;kalp") i < LM olacak
sekilde ise, Vk € N,

i
M.(leklp") <l
k
= M |x, [P < MH.lek|p" <1
k
= M7 Jxy| < 1 (3.4.1)
yazilabilir. Vk e N,Mle x| < MW [xx| oldugundan, Vk € N, 3.4.1. kullanilarak,
M7 x| < 1 (3.4.2.)
elde edilir. Bu yiizden de 3.4.2. kullanilarak,
I4n ()| < suplanlixe] < suplanmM 7 M7 |y
k k
L
l4n(x)| < sgplanklM Pk (3.4.3)

yazilabilir. Bu yiizden de 3.4.3. kullanilarak, g(x) < 7‘4— olacak sekildeki

x = (xx) € U(p) < co(p), VM > My,Vn > N,
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qn
4,(0)[7" < (sxzp|a,,k|M#) s (3.4.4)

kalir. Bu yiizden de,

(l4nll 1" = sup{IAn@)I™" : g(x) < 37}
oldugundan 3.4.4.’ten dolay1, VM > My Vn > N,

N4nll )" < € (3.4.5)
kalir. Buna gore, VM > My,

lim sup(l4n[l,)" < € (3:4.6.)
kalir. Bu yiizden de 3.4.6.’dan dolay,

Jim Tim sup(|l4x [ ,)™ = 0 (3.4.7)
elde edilir. Teorem 3.1.2.’den dolay1 da, Vx = (xx) € (p) < co(p),(An(x)) € co(q)

dir. Buise, 4 : (p) — co(q) doniigiimiiniin var oldugunu gosterir.

3.5. U(p) ve c(q), co(p) ve lx(q), co(p) ve c(q), c(p) ve l«(q) Dizi Uzaylar
Arasindaki Matris Karakterizasyonlar:

Teorem 3.5.1. 4 : i(p) — c¢(q) < ()3IB > lasup(suplanle'ﬁ) <
n\ k

(i))Vk € N,3ox € K3

(@ gt ol = 0
qn
(®) Jim lim sup (sup|a,,k o akwﬁ) ~0
—00 n—00 k
dir (Natarajan, 1990).

qn
Teorem 3.5.2. 4 : co(p) — lx(q) & IM > 133up(sup|a,,k|M—#) <
o\ k
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dir (Natarajan, 1990).

Teorem 3.5.3. 4 : co(p) — c(q) = ()3IB > lasup(supla,,le_T}lT) < o0
o\ k

@(i)Vk € N,Joy € KD
(a) lim|am — o|™ = 0
2 5 L\ 9"
(b)Al/[lm lim sup(supla,,k - aklM‘W) =0
—0 n—oo k
dir (Natarajan, 1990).

Teorem 3.54. 4 : c(p) — lx(q) <= ()Vn € N,llim ane =0

qn
@#)3IM > Dsup(suplanklM'Wll?) <
o\ k
dir (Natarajan, 1990).
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada p =(pk) pozitif reel sayilarin simrli bir dizisi olmak iizere,
co(p)e(p) . (p)2(p) dizi uzaylar, daha sonra E,K'daki x=(x,) dizilerinin uzay:
olmak iizere, E'nin genellestirilmis Kothe-Toeplitz duali tariflenerek, bu dizi uzaylarinin
Kéthe-Toeplitz duallerini veren teoremler ispatlandi. Sonra ¢*(p) siirekli dual uzay: ile

ilgili teoremler verildi.

Bir uzayin temel ciimlesi ve ilgili teoremler verildikten sonra, c, (p) ve ¢,(q), «(p)

ve £.,(q). £p) ve ¢;(q), Up) ve c(q), c,(p) ve £.(q). c,(p) ve c(g). c(p) ve £_(q)

dizi uzaylar arasinda matris karakterizasyonlari verildi.
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