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OZET

ORLICZ FONKSIYONLU DiZi UZAYLARI UZERINE BiR CALISMA
Yusuf TORUN
Gaziosmanpasa Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi

2006, 63 sayfa

Damisman : Yrd. Dog. Dr. Adem EROGLU

Jiiri : Prof.Dr.Oktay MUHTAROGLU
Jiiri : Prof.Dr.Bahtiyar MEHMEDOGLU
Jiiri : Yrd.Dog¢.Dr.Osman OZDEMIR
Jiiri : Yrd.Dog¢.Dr.Ercan TUNC

Jiiri : Yrd.Dog.Dr.Adem EROGLU

Ucg boliimden olusan bu ¢alismanin birinci béliimiinde ¢calismamiz boyunca kullanaca-

gimiz temel tanim ve teoremlere yer verildi.
Ikinci boliimiin ilk kisminda ¢, Orlicz dizi uzaymin lineerlik, tamlik gibi &zellik-
leri verildi. Bu boliimde ayrica Parashar ve Choudhary tarafindan genellestirilen £, (p)

dizi uzayi, Mursaleen ve Mushir tarafindan ¢alisilan fark dizi uzaylari, Savas tarafindan

tanimlanmis Orlicz fonksiyonlu kuvvetli toplanabilir dizi uzaylari, Altin ve arkadaslar ta-

rafindan tanimlanan ‘Np‘(M ,r.4q, S) yarmormlu dizi uzay1 ve bazi topolojik 6zellikleri

incelendi.
Uciincii boliimde ise 7 oo(p, M.,q, S) ve / w(p, MY,q, S) dizi uzaylar1 ilk defa tanimlan-

di, temel 6zellikleri ve bazi kapsama bagintilar1 incelendi.

Anahtar Kelimeler : Orlicz Fonksiyonu, Dizi Uzay1
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ABSTRACT
A STUDY ON THE SEQUENCE SPACES WITH ORLICZ FUNCTION
Yusuf TORUN
Gaziosmanpasa University
Graduate School of Natural Applied Science
Department of Mathematics

Masters Thesis 2006, 63 pages

Supervisor :Asst. Prof. Dr. Adem EROGLU

Jury :Prof.Dr.Oktay MUHTAROGLU
Jury :Prof.Dr.Bahtiyar MEHMEDOGLU
Jury :Asst. Prof. Dr. Osman OZDEMIR
Jury :Asst. Prof. Dr. Ercan TUNC

Jury :Asst. Prof. Dr. Adem EROGLU

This study consist of three chapters.In the first chapter, basic concepts and theorems that
will be used through this work are given.

In the first section of the second chapter, some properties of Orlicz sequence space /,,
like linearity and completity are given. In this chapter also, Orlicz sequence space /,, (p)

that is generalized by Parashar and Choudhary, difference sequence spaces studied by

Mursaleen and Mushir, strongly summable sequence spaces defined by Savag, seminormed

spaces ‘N_p‘(M,r,q,S) which is defined by Altin and his friends and some topolojical

properties of the sequences are investigated.

In the third chapter, sequence spaces /7 ( p,M,q, S) and 7 ( p,M",q, S) are defined for

the first time, some basic properties and including relations are investigated.

Key Words : Orlicz Function, Sequence Space
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SIMGELER LiSTESI
N Dogal sayilar ciimlesi
Z Tam sayilar ciimlesi
C Kompleks sayilar ciimlesi
R Reel sayilar ctimlesi
Sup En kiiciik iist sinir
Inf En biiyiik alt sinr
G Uzayin sifir elemani
2 2. f
K k=1
(C,1) Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzay1
bv Sinirh salinimli dizi uzayi
T [ E] : E ' nin ¢arpim uzay1
A\ Biitlin kompleks ( veya reel ) terimli diziler uzay1
= Gerek sart
- Yeter sart
— Gerekli ve yeterli sart



1. GIRIS

Vuy up € R igin

M (M) < GO0 )+ M )]

esitsizligini saglayan reel degerli M’ye konveks fonksiyon denir.

Yukaridaki esitsizlik wu; ve uy reel sayilarinin aritmetik ortalamalarinin M altin-
daki degerinin u; ve us nin M altindaki degerlerinin ortalamalarindan biiyiik ola-
mayacagini ifade eder.

Bu caligmaya temel teskil eden Orlicz fonksiyonu ilk kez 1951’de Polonyali mate-
matik¢i W. Orlicz tarafindan tanimlandi. Orlicz fonksiyonunun Modiiliis fonksi-
yonundan tek farki f(z+y) < f(x)+ f(y) esitsizliginin yerine konveksligin kul-
lanilmasidir. Orlicz fonksiyonu konveks ve azalmayan oldugundan genis bir kullanim
alanina sahip oldu. Orlicz fonksiyonu kullanilarak tanimlanan dizi uzaylan
genisgletilerek matematigin bir¢cok dalinda uygulama alani buldu.

Daha sonralar1 Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz fonksiyonu fikrini kulla-

narak,

Iy = {:L‘ cEw: Z (M (|I—pk|>) < o00,dp > Oigin}
k=1

dizi uzayini insa etti. [, Orlicz dizi uzay:

-l £ (o (20) =1

normuna sahip bir Banach uzayidir.M (z) = 2P ;1 < p < oo olmak iizere bir Orlicz
fonksiyonu alinirsa [, Orlicz dizi uzay: [, dizi uzayma dontsiir.
Son zamanlarda Parashar ve Choudhary (1994) iyi bilinen ), dizi uzaylarinin ve

kuvvetli toplanabilir [c, 1,p], [c,1,p],, [c,1,p],, dizi uzaylarmn bir genellestirmesi



olan ve M Orlicz fonksiyonunu igeren dort yeni dizi uzayr tanimladilar ve bazi
ozelliklerini incelediler.

Yine yakin zamanlarda Savas (2004), Et (2004), Esi (2004), Bilgin (2003), Mur-
saleen (1999) gibi aragtirmacilar Orlicz fonksiyonunu kullanarak yeni dizi uzaylari

tammladilar ve bazi ozelliklerini incelediler.



1.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde, calismada kullanilacak olan temel tanim, teorem ve esitsizliklere
yer verilecektir.
Tanim 1.1.1. X, bos olmayan bir ciimle ve K, kompleks veya reel sayilarin bir

cismi olsun. Vz,y € X ve VA € K i¢in +(z,y) = z + y ve . (Az) = Az ile tammh

+ @ XxX - X (1)

KxX —- X
fonksiyonlari,
Ll) Vz,ye X i¢gin,z+y=y+=z
L2) Vz,y,z € X igin, z+ (y+2)=(x+y)+ =
L3) Vz € X igin, x + © = z olacak sekilde bir tek © € X vardir.
L4) Vz € X i¢in, x + (—z) = © olacak sekilde bir tek (—z) € X vardir.
L5) Vz € X i¢in, l.x € X
L6) Vr,y € X ve VA € K igin, A\ (z +y) = Az + \y
L7) Vz,y € X ve VA pu € K igin, (A + pu) z = Az + uy
L8) V€ X ve VA, pu € K igin, A (uz) = (Ap) x

ozelliklerini saghyorsa, X ciimlesine (1) de tamimlanan "+" ve "."

islemlerine
gore K iizerinde bir vektor uzayi (lineer uzay) denir.
Tanim 1.1.2. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay ve Y , X’ in bog olmayan bir

alt ctimlesi olsun. Eger x,y € Y ve VA, up € K icin Az + py € Y ise Y’ye X’in bir

lineer alt uzay1 denir(Maddox,1988).



Tanim 1.1.3. X, bog olmayan bir ctimle olmak iizere
d: XxX —R
fonksiyonu,
M1) d(z,y) =0<=z=y
M2) Vz,y € X ig¢in, d(z,y) = d(y,z)
M3) Vz,y,z € X igin, d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)

ozelliklerini saghyorsa d’ye X igin bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay
denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.4. X, bos olmayan bir ciimle olmak iizere
d: XxX — R
fonksiyonu,
SM1) d(z,z) =0
SM2) Vx,y € X igin, d(z,y) = d(y, )
SM3) Vx,y,z € X ic¢in, d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)

sartlarin sagliyorsa d’ye X igin bir yarimetrik, (X, d) ikilisine de yarimetrik uzay
denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.5. (X, d) bir metrik uzay, (z,)’de X de bir dizi olsun.Eger,

lim d (z,,z) =0

n—oo

olacak sekilde bir z € X varsa (z,,) dizisi « ’ e yakimsaktir denir.

lim (z,) = x veya (z,) — = (n — o0)

n—oo



seklinde gosterilir.(Maddox,1988).

Tanim 1.1.6. (X, d) bir metrik uzay ve (z,,)’de X’de bir dizi olsun.Eger,

lim d (z,,2,) =0

ise, (z,,) dizisine X’de bir Cauchy dizisi denir.
Tanim 1.1.7. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayda her Cauchy dizisi , uzaymn

bir noktasina yakinsiyorsa metrik uzaya tamdir denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.8. X K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. Eger,

qg: X —R

fonksiyonu,

SN1) Her A € K ve Vz € X i¢in g (A\x) = |A| ¢ (x)

SN2) Vz,y € X icin g (z +y) < q(x) +q ()

ozelliklerini sagliyorsa ¢ ye bir yarmmorm, (X,¢q) ikilisine de yarinormlu uzay

denir(Maddox,1988).
Tanim 1.1.9. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger,
g: X —R
fonksiyonu,
PN1) ¢g(©)=0
PN2) Vz € X icin g(z) =g (—x)

PN3) Vz,y € Xicin g(z+y) < g(x) +9(y)



PN4) z,,z0 € X ve A\, \g € C olmak iizere n — oo igin A, — Ao ve g (x,, — 29) — 0

iken g (A\,z, — Nozo) — 0 Ozelliklerini saghyorsa g ye X ig¢in bir paranorm,
(X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir(Maddox,1988).
Tanim 1.1.10. g (z) = 0 iken z = O ise g’ye total paranorm denir(Wilansky,1964).

Tanim 1.1.11. (X, ¢;) ve (X, g2) verilen iki yarmormlu uzay olsun.Eger Vo € X
icin
g2 (z) < Maq ()
olacak sekilde 3M > 0 varsa ¢;” e g2’ den kuvvetli yariorm denir(Wilansky,1964).
Tanim 1.1.12. Yarimetrigi bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer
yarimetrik uzay ve yarimetrigi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya
lineer metrik uzay denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.13. X, bir kompleks ( veya reel ) lineer uzay olsun. Vz,y € X ve

VA e Cigin |.||: X — R fonksiyonu,

N1) Vz € X i¢in [|z|| € RT U {0} dir.

N2) ||z]|=0<= 2 =0

N3) Vz € X ve VA € C icin || Az|| = |A] ||z

N4) Vz,y € X igin ||z + yl| < [lz] + [yl

ozelliklerini sagliyorsa |[|.|| ye X iizerinde bir norm,(X, ||.||) ikilisine de normlu
uzay denir(Kreyszig,1978).
Tanim 1.1.14. ||.|| normuna gére tam olan (X, |.||) normlu lineer uzayma

Banach uzay1 denir(Maddox,1988).



Bu calismada kompleks veya reel terimli tiim dizilerin ciimlesi w ile
gosterilecektir.w diziler ciimlesi,
x = (zx) , y = (yx) ve a bir sabit olmak tizere, =+ y = (zx + yx) ve ax = (axy)
seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydair.
{z = (z) :limx =1,] € C}
{z = (z}) : limx = 0}
{x = (xp) : sgp lzx| < oo}

{x = (xg) : zk: || < oo}
ciimlelerine sirasiyla yakinsak,sifira yakinsak,sinirli,mutlak yakinsak seri tegkil
eden dizi uzay1 denir.Sirasiyla ¢, ¢g, loo, ¢ ile gosterilir.co uzay1 ||z|| = max || nor-
muna gore, ¢ ve (o, uzaylar ||z|| = sup |zx| normuna gore ve £ uzayida ||z| = > |z
k k
normuna gore birer normlu uzaydir.

Tanim 1.1.15.

{x = (xg) : Z|xk — Tpy1] < oo}

k=1

olacak sekildeki z = (xy) dizilerin uzayma sinrh salimimh diziler uzay1 denir, bv ile

gosterilir. Yani,

bv = {x = (xg) : Z\zk — Tpq1] < oo}

k=1

olarak ifade edilir(Maddox,1988).
Kizmaz (1981), agagidaki fark dizi uzaylarini tanimladu.

Azr = (Axy) = (x — Tg41)olmak iizere,

loo (A) = {o = (24) : Az € £}

c(A)={z=(zy): Az € ¢}

co (A) ={x = (x) : Az € ¢}



Daha sonralar1 bir ¢cok arastirmaci tarafindan bu dizi uzaylari genellestirilerek yeni
dizi uzaylar: inga ettiler.
Tanim 1.1.1.6 w, kompleks (veya reel) degerli dizilerin uzay: ve £ ’de w’nin

lineer alt uzay1 olsun. Bu takdirde £ nin ¢arpim uzayi,
m[E]={a€w:Vz € Fign ar € E}

seklinde tanimhdir(Maddox,1986).
Tanim 1.1.17. X ve Y, ayn1 bir K cismi {izerinde tanimli lineer dizi uzaylar1 ve
A = (any) , reel veya kompleks terimli bir matris olsun.Bu takdirde, Vo = (z3) € X
i¢in
Tx = (t,) = (Zankxk)
k
ile tammmh 7" : X — Y fonksiyonuna doéniisiim(operator) denir.
T operatoriiniin tanimli olmasi i¢in,Vn € N igin
Zankxk
k
serisinin yakinsak olmasi sarttir.Burada (¢,) ’e = dizisinin A-doniigim dizisi
denir.Eger (t,,) dizisi yakinsak ise o zaman z = (xj) dizisine A-toplanabilir

denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.18. Bir A = (a,,;) matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak her
diziyi yakinsak diziye doniistiiriiyor ve ayni zamanda limiti koruyorsa, A matrisine

regiilerdir denir(Petersen,1966).
Tanim 1.1.19. Bir A=(a,,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
(i) Her k icin limay,, = 0, (m — o0)

(i) lim > amr =1
m—0o0 k



(iii) Her m igin ) |apmk| < K
k
olacak sekilde m den bagimsiz bir K pozitif reel sayisinin varolmasidir(McFadden,1942).

Tanim 1.1.20. (X, ||.||), bir normlu uzay ve (x,) de X de bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin Ing = ng(¢) € N > Vm,n > ng, ||zm — x| < € kaliyorsa varsa, (x,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir(Maddox,1988).

Tanim 1.1.21. X bir lineer uzay ve p > 0 olsun. Vx € X, ||.|| (z) = ||z| ile

tamumbh ||.|| : X — R fonksiyonu,

(i) Jlo] =0 =2 =0

(i) Vz € X ve VA € K igin || Az|| = A" ||z
(iii) v,y € X icin [lz +y| < =]l + [yl

sartlarmi  saghyorsa, |.]"a X iizerinde bir p-norm ve (X, ||.|,p) tigliistine

de p-normlu uzay denir(Maddox,1988).
Tanim 1.1.22. f:[0,00) — [0, 00) fonksiyonuna,
() fx)=0o=0,
(ii) f(z+y) < f2)+[(y),
(iii) f, artan ,
(iv) f,0 ’da sagdan siirekli
sartlarin1 saghyorsa bir Modiiliis fonksiyonu denir.

Modiiliis fonksiyonu sinirli veya sinirsiz olabilir. Modiiliis fonksiyonu fikri ilk

kez Nakano(1953) tarafindan verildi. Daha sonralar1 Modiiliis fonksiyonu  fikri
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baz1 kompleks dizi uzaylarinin tanimlanmasi igin Ruckle(1973) ve Maddox(1986)

tarafindan kullanmldi.

Tanim 1.1.23. Vu; us € R icin

M (M) < 001 )+ 0 ()

esitsizligini saglayan reel degerli M ’ye konveks fonksiyon denir(Krasnoselskii and

Rutitskii, 1961).

Tanim 1.1.24. M : [0,00) — [0, 00) fonksiyonuna,
(i) M, Siirekli,
(ii) M, Azalmayan,
(iiif) M (0) =0, x> 0igin M (z) >0 ve M konveks,
(iv) 2 — oo iken M (z) — oo

sartlarini saghyorsa, bir Orlicz fonksiyonu denir. Eger Orlicz fonksiyonunda

M’nin konveksligi yerine
M (z+y) < M(x)+ M (y)

ozelligi alinirsa M Orlicz fonksiyonu, Modiiliis fonksiyonuyla ¢akigir. Orlicz fonksiyon
fikri daha sonraki boliimlerde deginilecegi gibi bir ¢ok aragtirmaci tarafindan yeni
dizi uzaylar1 inga etmek i¢in kullanilmigtir. Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz
fonksiyon fikrini kullanarak,

{x cw:dp>0 igin,ZM (%) < oo}

k=1

ctimlesini tanimlamiglar ve bu ctimleyi ), ile gostermislerdir./,; ciimlesi,

||| =inf<p>0 Y M (@) <1
k=1 p
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normuna gore bir Banach uzayidir.(Lindberg,1975).
Tanmim 1.1.25. M bir Orlicz fonksiyonu olsun.
M (2u) < KM (u) (u>0)

olacak gekilde bir K > 0 sabiti varsa M, v ’ nun biitiin degerleri i¢in Ay sartim

sagliyor denir. A, sarti, £ > 1 ve u 'nun tiim degerleri i¢in
M (bu) < KM (u)

esitsizliginin saglanmasina denktir(Krasnoselskii and Rutitskii,1961).
Tanim 1.1.26. ag, aq, ..., a, ve by, by, ..., b, verilen skalerler olsun.

A, = ag+ay + ... + a, olmak iizere

Zavbv = ZAU (bv - bv+1) + Ananrl
v=0 v=0

toplamina abel kismi toplam formiilii(abel doniigiimii) denir. Eger
ZA’U (bv - bv+1)
v=0

serisi yakinsak ve (A, b,.1) dizisi yakinsak > a,b, serisi yakinsaktir.
v=0

Tanim 1.1.27. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir ) a,, serisi verilmis olsun.

Bu takdirde

n

1
Tn = n—l—lzsv

v=0

ile verilen (o,) dizisine (s,)’in 1. mertebeden Cesaro ortalamasi veya Cesaro

doniigiimii denir ve (C,1) ile gosterilir(Petersen,1966).

Tanim 1.1.28. Bir x = (z}) dizisini goz 6niine alalim. Eger

1 n
n n
k=1
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oluyorsa © = (zy) dizisine kuvvetli (C,1) toplanabilirdir denir. Kuvvetli Cesaro

toplanabilir dizi uzayi, Kuttner(1946) ve diger bazi aragtirmacilar tarafindan

caligilmigtir. Bu kavram daha sonralar1 Maddox (1967) tarafindan genellegtirilmigtir.
pr) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu taktirde,

T =

30> 0igin £ 3 |2 — €] — 0, (n — o) },

k=1

Tr =

p=(

{o =@

{o=@)st S lnr =000},

k=1
{o= @) ssup, 38 o <
k=1

ciimleleri sirasiyla [C, 1, pl, [C, 1, pl,, [C, 1, p], ile gosterilir. Eger her & i¢in p, = 1
ise [C,1,p],[C, 1, p|, ve [C,1,p| uzaylan swrasiyla [C, 1], [C, 1], ve [C, 1] uzaylar
elde edilir.

Simdi ileriki boliimlerde kullanacagimiz bazi egitsizlikleri verelim.
Lemma 1.1.29.

(i) a,ay,a9,...,a, >0 ve b,b1,ba, ..., b, > 0 olsun. Bu takdirde ¢ > 1 ise

_l_

> (bk)i] Z

k=1

5 . [Z (ap)

k=1

[zm: (ak + b].c)Z

k=1

dir.

(ii) Her k£ € N i¢in, pr > 0 ve H = sup, px olmak iizere ay, by € C alalim. Bu
takdirde

|ak +bk|pk <C. {’ak‘pk + |bk|pk}

Burada C' = max (1,2771) dir(Maddox,1988).
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2.0RLICZ FONKSIiYONU iLE TANIMLANAN BAZI DiZi
UZAYLARI

Caligmanin bu boliimiinde Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar: ve bu uzaylara ait bazi
ozellikleri incelenecektir. Orlicz fonksiyonlu dizi uzay: inga etme fikrini ilk olarak
kullanan Lindenstrauss ve Tzafriri (1971)’ nin tammladig dizi uzay1 ve daha son-
ralar1 bir¢ok aragtirmac: tarafindan tanimlanan Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylarindan

bazilar: incelenirse konu daha iyi anlagilacaktir.

2.1. Uy, WM, p], Wy [M, p] ve Wy, [M,p] Dizi Uzaylar:

Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz fonksiyonunu,

ty=zecw Z( (12d)) <o

dizi uzayini inga etmek i¢in kullandi. ¢); Orlicz dizi uzay,

||x||—mf{p>o Z( (= k'))gl}

normuna gore bir Banach uzayidir. M (z) = 2P ;1 < p < oo olmak iizere bir Orlicz
fonksiyonunu alimirsa ¢, Orlicz dizi uzay1 £, dizi uzayna doniisir.

Parashar ve Choudhary (1994), Orlicz fonksiyonu yardimiyla agsagidaki — dizi
uzaylarini tamimlayip bazi 6zelliklerini inceledi.

p = (px) ,pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun.

lM(p):{xEUJ: 3p>0i§in,i<M(%>>pk<oo}
W[M,p]:{a:Ew dp > 0vel >0 igin, %Xn:( (mk—_l>>pk—>()(n—>oo)}
Wg[M,p]:{wa:Elp>Oigin,%i(M @> pk—>0,n—>oo,}

k=1

n p
We [M, p] = {x € w:3p > 0 igin,sup= > <M (%)) < oo,}
n k=1
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her k ic¢in p, = 1 oldugunda [y (p) dizi uzayr , Il dizi uzayma doniisiir.
Eger M (z) = x ise yukarida taniml dizi aileleri sirasiyla [ (p) , [C, 1,p], [C, 1,p], ve
|C, 1, p|, dizi uzaylara doniisiir.Her & icin p, = 1 oldugunda W [M, p| , Wy [M, p] ve
Weo [M, p] dizi uzaylar sirasiyla W [M], Wy [M]|,Ws [M] dizi uzaylarina indirgenir.

Teorem 2.1.1. H = suppy olsun. Bu takdirde I (p) , kompleks sayilar ciimlesi
k
tizerinde bir lineer uzaydir(Parashar and Choudhary,1994).

Ispat : 2,5 € Iy (p) ve o, B € C olsun. Buna gore x = (23) ve y = (yi) olmak

2 (r(5) <D () <

yazilabilir. w bir lineer (vektor) uzay oldugundan «, 5 € C olmak tizere

o Dk
(7)) =
k=1 P

olacak sekilde bir p; {in varhgr  gosterilebilirse ispat  tamamlanmig  olur.

izere ;

Burada, p; = max (2 |a|py,2]5] ps) seklinde tamimhidir. M azalmayan ve konveks
bir fonksiyon oldugu icin C' = max (17 2 *1) olmak iizere,

i(M(béle"‘ﬂyk’))pk < i M(|O¢xk|+|ﬁyk\))pk

1 Ps3 Ps3 Ps3

S [ (5) (2]

IA IN
I 11
Y
i >
7 N
s |E
~—
_l’_
=
/—\
> |E
~
—

IN

elde edilir ki, ax + Sy € £ (p) sonucuna ulagilir. Bu sonug ta ispati tamamlar.
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Teorem 2.1.2. H:max(l, suppk) olmak tizere, ¢/ (p) uzayi
k
o (& e N7\ "
g(x)=1inf ¢ p# : Z M| — <1, n=123..
P
k=1

paranormu altinda bir paranormlu uzaydir(Parashar and Choudhary,1994).
Ispat : g¢(z) = g(—z) oldugu aciktir. Teorem 2.1.1.” de a = = 1 alirsa
g(x+y) <g(r)+g(y) elde edilir. M (0) = 0 oldugundan = = © i¢in inf {p%} =0

elde edilir.Tersine olarak g (z) = 0 olsun.Bu takdirde

1

inf pz}?:(i{M<%)]pk>H§1 =0

olur. Buise ¢ > 0 i¢in
1
o] pr | H
k=1 P

olacak sekilde bir p_ (0 < p. < €) ’iin var olmasim gerektirir. Boylece,

[i (M (@))p] " < [i (M (|zk|)>p] y

elde edilir. Baz1 m ler i¢in x,,,, # 0 ve ¢ — 0 olsun. Bu takdirde,

(i) o
> ()]

m=1

elde edilir ve

oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise bir celigkidir. O halde her m i¢in x,,, = 0 dir. Son olarak,
skalerle garpimin siirekliligi gosterilirse ispat biter. A, herhangi bir say1 (kompleks

olabilir) olsun. Tanimdan,

g(\z) =inf ¢ p¥ (i <M {'Amk’Dpk)H <1, n=12,..

k=1 P
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olur. 7 = £ olacak sekilde segilsin. O zaman,

1

g (\x) =inf (|A|r)H - (i (M [@Dm) H <1, n=12,..

k=1

1
olur. Bu takdirde |A\["* < max (1, \)\|H> oldugundan \)\|?k < max (1, |)\\H) " elde
edilir. Boylece,

()\:E)<max<1 |)\|H>I}I inf { r'# io: M 2] " ﬁ<1 n=1,2
g(A\z) < : . (2 ; <1, 2. ..

olur ki ¢); (p) de g (z) sifira yakinsarken bu ifade sifira yakinsar. Simdi A\, — 0 ve

x € Ly (p) oldugu varsayilsin. Keyfi bir ¢ > 0 icin p > 0 olmak iizere N,

> G =6

k=N+1

olacak sekilde pozitif bir say1 olsun. Bu durum

(5 (=] <5

olmasini gerektirir. 0 < |A| < 1 olsun. M ’'nin konveksligini kullanarak

i [M('Ajk|>}pk< i [|/\|M(|a;_pk|>rk<(g>H

k=N+1 k=N+1

elde ederiz. M, [0, 00) araligimin her yerinde siirekli oldugu i¢in

n-E ()

k=1
fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir. Dolayisiyla, 0 < ¢ < § icin [f (¢)| < § olacak
sekilde 1 > § > 0 mevcuttur. n > K igin |\,| < 0 olacak sekilde bir K sayisi

alinsin. Bu durumda, n > K i¢in

(Bl () <5
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elde edilir. Bu nedenle n > K igin

1

(Zl ) <

sonucuna ulagilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.3. 1 < p; < oo olsun Bu takdirde ¢,/ (p) uzayi,

1

> pr | H
g (x) = inf p%>0: [Z <M(M)> ] <1ln=1,23..
p

k=1

paranormu altinda tam paranormlu uzaydir(Parashar and Choudhary,1994).
Ispat : (2'), £3 (p) de herhangi bir Cauchy dizisi, r ve x, sabit olsun. Bu
takdirde, her bir ;= > 0 icin, her 4, j > N olmak tizere g (¢ —29) < - olacak

sekilde pozitif bir N sayis1 vardir. Paranorm tanimindan her 7, j > N igin

(=) T =

elde edilir. Boylece her 7,5 > N icin

=)

olur. 1 < p; < oo oldugundan her bir £ > 1 i¢in her ¢,7 > N olmak iizere

a (Jze= il )
gzt —al) )~
esitsizligi yazilabilir. Boylece,

’Iz—l’il TXo
M (m <v(3)

olacak sekilde M (%) > 1 ozelligine sahip r > 0 bulunabilir. Bu ,

Pk
<1

. . rr g g
|.1'Z—l'i:‘ < TOT_:E()Zi

olmasi demektir. O halde (z%) , R’de bir Cauchy dizisidir. Boylece , her £ (0 < & < 1)

i¢in 7, 7 > N olmak iizere ¢ (' — 27) < ¢ olacak gekilde pozitif bir N sayis1 vardir.
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M’ nin siirekliligi kullanilarak

Pr\
N xi — lim ]
ST (M —g(x”j;) <1
k=1

bulunur. Buradan da

(ElGE) <

elde edilir. p ’ lar iizerinden infumum alinirsa her ¢+ > N ve j — oo icin

pn al |zt — 2\ 17" i
inf< p# g {M(k—>} <1lp<e
p
k=1

olur. (z) € £y (p) ve M siirekli oldugundan (x) € £3; (p) bulunur ki bu sonug ise
ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.5. Her bir £ icin 0 < p; < g < oo olsun. Bu takdirde ,

Oy (p) € U (q)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

Ispat : x € £); (p) olsun. Bu takdirde,

C

k=1

< 00

olacak gekilde bir p > 0 vardir. Bu durum 7 ’ nin yeteri kadar biiyiik degerleri i¢in

M <%) < 1 olmasini gerektirir. Ayrica M azalmayan oldugundan

2 G =z ()]

olur. Boylece = € €5 (q) olur ki bu sonug ispat1 tamamlar.

Teorem 2.1.6. p = (pj) siurh reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde W [M, p],
Wo[M,p], Wy [M,p] dizi uzaylar1 C kompleks sayilar kiimesi iizerinde birer lineer
uzaydir(Parashar and Choudhary,1994).
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Teorem 2.1.7. H = max (1, suppk) olmak iizere,Wy [M, pluzay:
k

1
“(x) =inf{ p'H 1iM|x’“| "\ cino1o
Tr) = 1n : — —_— n =
g p n p — ) ? 9
k=1
paranormu altinda bir paranormlu uzaydir(Parashar and Choudhary,1994).

Verilen son iki teoremin ispat1 bu boliimde yapilan 6nceki ispatlara benzer gekilde

yapildigindan ispatlar1 ayni gsekilde elde edilir.

Hatirlatma 2.1.8. Asagidaki teoreme ge¢meden 6nce

c,1l=wy , [C1],=Wy ve [C1] =W
esitlikleri gz oniine alinmalidir(Parashar and Choudhary,1994).

Teorem 2.1.9. M, A, sartini saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

ngW(M) s WogWO(M) ve WOOQWOO(M)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

Ispat : 2 € W; olsun. Bu takdirde , n — oo iken

n

1
Sp==S |z, — ] — 0
=D lan =t —

k=1

yazilabilir. € > 0 olsun ve 0 < ¢t < ¢ igin M (t) < € olacak gekilde 0 < 6 < 1

ozelligine sahip bir § sayisi1 secilsin. y, = |, — £| olsun ve

D M) =3+

olarak g6z 6niine alalim. Burada ilk toplam y;, < ¢ ve ikinci toplam y; > ¢ tizerinden

alinmigtir. M, siirekli oldugundan,

Zgng
1
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ve yr > 0icin yp < ¥ < 14 % oldugu goriiliir. M, konveks ve azalmayan bir

fonksiyon oldugundan

M(%)SM(1+%’“) <%M(2)+;M (2(3;1@)

elde edilir. Ayrica M, A, sartim sagladigindan,
1 1
M () < 5}(%]\4 (2) + 51(%’“]\4 (2) = Kypo ' M (2)
esitsizligi saglanacak gekilde K > 2 sabit sayisi vardir. Boylece de

ZM () < K6'M (2) nS, VGZ < ne

egitsizlikleri birlikte diigiiniiliirse, W; C W (M) sonucuna ulagilir. Benzer sekilde

Wo C Wy (M) ve Wy, € Wy, (M) oldugu da gosterilebilir.
Teorem 2.1.10.

(i) 0 <infpr < pr <1 olsun. Bu takdirde W (M, p) C W (M) olur.

(i) 1 < pr < suppr < oo olsun. Bu takdirde, W (M) C W (M, p) olur(Parashar
and Choudhary,1994).

ispat :
(i) z € W (M,p) olsun . 0 < inf p; < 1 oldugundan,

s (=i e ()

ve boylece x € W (M) olur ki bu sonug ispati tamamlar.

(ii) Her bir & igin py, > 1 ve suppy < oo olsun. x € W (M) olsun. 0 < € < 1 ve her

5 (5 e

n > N igin,
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olacak sekilde pozitif bir NV sayisi vardir. Bu,

S () <)

k=1 P k=1 p
olmasimi gerektirir. Boylece x € W (M, p) elde edilirki bu sonug teoremin iddi-

asini ispatlar.
Teorem 2.1.11. 0< p, < g ve <Z—:> sinirh olsun. Bu takdirde

W (M,q) €W (M,p)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

Ispat : € W (M, q) olsun.

e

ve \p = 2—: olacak gekilde secilsin. pp < g oldugundan 0 < A\, < 1 dir. 0 < X\ <)\,

olsun. Vk € N i¢in u; ve vy,

tk,tk Z 1 1(;111
Uk =
0,7 <1 i¢in

0,t; > 1 icin
Vi =
Vg, b < 1 icin

seklinde tanimlansin. Ayrica t* = up* +v;*dir. Buna gore u;* < uy, <t ve v;* < v

oldugu cikar. Boylece,

" A
i

k=1

Iy, I
ﬁ;t,jggl;tﬁ

elde edilir ki bu sonu¢ o € W (M, p) olmas1 demektir. Ispat biter.
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2.2. WA, M,p], Wy [A, M, p| ve W, [A, M, p] Dizi Uzaylar1

Bu boliimde, Boyiik (2002) tarafindan c¢ahsilmug Wy (A, M, p) , W (A, M, p),
We (A, M, p) dizi uzaylar1 incelenecektir.
M = (Mjy) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi ve bir A = (a,y), regiiler matrisi

verilsin.

Wo (A, M, p) = {x cw:3p>0igin,y an [Mk <%>}pk —0(n— oo)},
k

P
W (A, M,p)= {x cw:3p>0vel>0igin,y an [Mk <‘x’“p_e|>] SR 0(n— oo)} ,
k
We (A, M, p) = {x €w: 3 p>0iginsupd au [Mk <%>rk < oo}
n 'k

seklinde tammmhdir. Her k i¢in M}, () = x oldugunda yukarida tanmimh dizi aileleri
sirasiyla [A, pl,, [A,p] ve [A,p], dizi uzaylan ile gosterilir. Her k icin M, (z) = «
ve A = (C,1) Cesaro matrisi alimirsa, Parashar ve Choudhary (1994) tarafindan

tamumlanan Wy (M, p) , W (M, p) , W (M, p) dizi uzaylar elde edilir.

Teorem 2.2.1. p = (p;) smrh reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde
Wo A, M,p], W[A, M,p], Wy [A, M, p] ciimleleri C kompleks sayilar kiimesi iizerinde
birer lineer uzaydir(Boyiik,2002).

Ispat : Yalmz W [A, M, p] kiimesi icin ispat yapmak yeterlidir. Digerleri benzer

bi¢imde yapilabilir. z,y € Wy [A, M, p] ve «, B € C olsun.

o (1 (5) 0 S ()0 o

lacak bigimde p, ve p, ler mevcuttur. Ispati tamamlamak icin,

S (s () o

A P3
olacak bigimde p4 sayisinin varligim gostermek yeterlidir. Burada p; = max (2 |a] py, 2|5 ps)

seklinde tanimlidir. M Orlicz fonksiyonu azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldugu
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icin C' = max (1,2771) olmak tizere,

Zank (Mk (|ozxk +Byk|))pk < Zank <Mk (|Oél'k;| n |59k|>>m
i !

P3 P3 P3

< e ((3) (20
e () 0 ()
(059

+O (Mk ('Lk'))

P2

IN

IN

elde edilir ki bu sonu¢ Wy (A, M, p) dizi uzayimn lineer uzay oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.2. H = max (1, sup,, px) olmak iizere, Wy (A, M, p) dizi uzay1 ,

1
pe | H
G (v) = inf ppﬁ":lg Gk |:Mk <—|$k|>] ] <1, n=123.
p
k

paranormu ile bir lineer topolojik uzaydir(Boyiik,2002).
Ispat : G (z) = G (—z) oldugu agiktir. Bir 6nceki teoremde o = 3 = 1 alinirsa

G(r+y) < G(x)+G (y) elde edilir. M (0) = 0 oldugundan x=0 igin in f {p%} =0

elde edilir. Tersine olarak g (z) = 0 olsun. Bu takdirde,

1
. pn |$k| ettt
inf ¢ p# : Za”k M, 7 <1;=0
k

olur. Bu ise verilen bir € > 0 ic¢in

o (e (5)) ] =

olacak sekilde bir p, (0 < p. < ¢) ’tin var olmasini gerektirir. Boylece,

S (e ()] < [ (o ()] =
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elde edilir. Baz1 m ler i¢in x,,,, # 0 oldugunu varsayalim. ¢ — 0 olsun. Bu durumda,

()
€
%
o0 Pm
[Zank (Mk (_|$nm|)> ] — 00
k=1 P

oldugu ortaya cikar. Bu ise bir geliskidir. O halde her m icin z,,, = 0 dir. Son

olur ve

olarak, skalerle carpimin siirekliligi gosterilirse ispat biter. A, herhangi bir say1 olsun.

Tammdan, r = £ olmak tizere,

1

. | TN\ 7
G (Az) =inf < p'H : Za”k M, <ln=12..

B P

1
olur. Bu halde |\"* < max <1,])\|H> oldugundan Wﬁk < max (1,\)\|H)H elde

edilir.Boylece,

1
H % pn |l’k| PN M
G(Ax)ﬁmax(l,W) inf < r# Zank M, T <lL,n=12..
k

esitsizligi yazilabilir. Bu nedenle G (z) sifira yaklagirken bu ifade sifira yaklagir.\,,, —

0 olsun. Keyfi bir € > 0 verildiginde Jp > 0 igin N,

(k; o {Mk (|$_pk’)]1’> %

olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun. Bu takdirde,

(k:i; o {Mk (%)}m) %

yazilabilir. 0 < |A] < 1 olsun. M ’nin konveksligini kullanarak

5 o (B < 5 o ()] < )

k=N+1 k=N+1

VA
Do | M

VAN
DO | ™

elde edilir. M, Orlicz fonksiyonu [0, 0o) araligimin her yerinde siirekli oldugu igin

=S ()]

P
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fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir. Dolayisiyla, 0 < ¢ < § icin [f ()| < § olacak

sekilde 1 > § > 0 mevcuttur. n > K igin |\,| < ¢ i¢in olacak bigimde bir K sayisi

e (27)

elde edilir. Bu nedenle n > K igin

(S o (2)]") <

sonucuna ulagilir ki bu ise ispat1 tamamlar.

alinirsa, n > K icin

D[ ™

Teorem 2.2.3. A, negatif olmayan regiiler bir matris ve M = (M), Orlicz

fonksiyonlarinin her k icin Ay sartini saglayan bir dizisi olsun. Bu durumda,
(A, p], = {x € w: Y ang |Ti)* — 0,n — oo},
k

[A,p| = {xew:Zaonk—ﬂpk —>0,n—>oo},
k

(A, p], = {x Ew: Y g |Tp[" < oo}
k

olmak tizere,

(i) [Aap]o g WO (A7 Mvp)
(ii) [A,p] € W (A, M, p)

(iii) [A,p].. € Wa (A, M, p) dir(Boyiik,2002).

Ispat : Digerleri benzer sekilde gosterilebileceginden, teoremin yalniz (ii) sikkn

gosterilecektir. = €[A, p| olsun. Bu durumda, n — oo iken

S, = Zank |z, — " — 0
k
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alinabilir. € > 0 olsun ve 0 < ¢t < ¢ igin My (t) < e olacak sekilde 0 < 6 < 1

ozelligine sahip bir § sayisi segilsin. y = |z — £| olsun ve

2 an ("™ =D+ 3

toplami gtz oniinde bulundurulsun. Burada ilk toplam y, < 6 ve ikinci toplam

yr > 0 tizerinden alinmugtir. Her k igin M, siirekli oldugundan,

IR 2
1 k
ve yp > 0 igin yp < % < 1+ % gerceginden hareketle, her k icin M) konveks ve

azalmayan bir fonksiyon oldugundan

1 1 2
My, (yr) < My, (1—|— Z?) < §Mk (2) + §Mk (%)

elde edilir. Ayrica her k igin M, A, sartini sagladigindan,

1
E2 0 (2) + S50 (2) = by My (2)

My () < SREEM, (2) + Sk

olur. Boylece de

elde edilir. (2) ve (3) egitsizlikleri birlikte diisiiniiliirse [A, p] C W (A, M, p) sonucuna
ulagilir. Benzer sekilde [A, p], € Wy (A, M, p) ve [A,p|l,, € Ws (A, M,p) oldugu da

gosterilebilir.

Teorem 2.2.4.

(1) 0 < infpr < pr <1 olsun. Bu takdirde W (A, M,p) C W (A, M) olur.

(i) 1 < pr <suppy < oo olsun. Bu takdirde, W (A, M) C W (A, M, p) olur(Boyiik,2002).
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ispat :
(i) = € W (A, M,p) olsun. 0 < infpr < pr < 1 oldugundan,

e [ (#50)] = 3o e (255

ve boylece z € W (A, M) olur ki bu sonug ispat1 tamamlar.

(ii) Her bir k i¢in 1 < py < sup py ve sup py < oo olsun. z € W (A, M) olsun.
0<e<1vehern> N igin,

S o (50 <<

olacak sekilde pozitif bir N sayisi vardir. Bu,

e o (5 < (5

k=1

olmasim gerektirir. Boylece z € W (A, M, p) elde edilirki bu sonug teoremin iddiasini

ispatlar.
Teorem 2.2.5. 0 < pp < q Ve (’;—:) smurh ise W (A, M,q) € W (A, M,p)

dir(Boyiik,2002).
Ispat : € W (A, M, q) olsun.

. ax
by = [ankMk (xk g)]
p

ve A\, = Z—: olacak gekilde secilsin. p, < g oldugundan 0 < A\, < 1 dir. 0 < A <\,

olsun. Vk € N ic¢in u; ve vy,

tk,tk >1 i(;in
U, =
0,%r <1 i¢in
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0,tr > 1 icin
Vi =
Vg, b < 1 1@111

seklinde tanimlansin. Ayrica tg’“ = uz’“ —i—v,;\’c dir. Buna gore uz’“ <u < tg ve v,i"“ < v

oldugu cikar. Boylece,

n A
i

k=1

Iem,, I
E;tk’“gggtk—k

elde edilir ki bu sonu¢ 2 € W (M, p) olmas1 demektir. Ispat biter.

Sonug 2.2.6 A = (C,1), bir Cesaro matrisi ve M = (M}),Orlicz fonksiyon-

larimin bir dizisi olsun. Bu durumda

G W= {a:

m
g
3=
hE
B
=
B
!
o
3
!
8
H,—/

n
le{xEM:%Z|xk—€|p"’—>0, n—>oo}
k=1

Weo = {xew:sup (%Z ]xk|p’“) <oo,n—>oo}

k=1

olmak iizere eger M = (M), her k igin A, sartini saghyorsa Wy C W (M, p),
Wo C Wy (M,p), We C Wy (M, p) dir.

(i) 0 <infpr <pp <1lise W (M,p) CW (M) olur.
(i) 1 <pr <suppy < oo ise W (M) C W (M,p) olur.

(iii) 0 < pr < g ve (Z—:) smirli ise W (M, q) C W (M, p) dir(Boyiik,2002).
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2.3. Orlicz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tanimlanan Fark Dizi Uzaylar:

Bu boliimde Mursaleen ve ark. (1999) tarafindan ¢aligilan, Orlicz fonksiyon-

lar1 yardimlariyla tanimlanan bazi fark dizi uzaylarini ve bu uzaylarin baz zellikleri

incelenecektir.

M Orlicz fonksiyonu olmak iizere,

loo (A, M) = {:L' = (xy) : supM (@) < 00 ,baz1 p >0 i(;in}

k>0

Axp —
c(A,M) = {:1:: (xk>kh_>r£loM (#) =0 ,ba21p>0ve€>01gin}
A
co (A, M) = {x:(mk)khmMCTxk') =0 ,ba,z1p>()igin}

dir. Bu uzaylar,

A
|z A :inf{ p>0:supM (ﬂ) < 1}

k>0 P

normuna gore birer normlu uzaydirlar(Mursaleen et al.,1999).

Teorem 2.3.1. (o, (A, M) uzay,

A
||z|| , = inf {p >0 :supM <|—xk|) < 1}

k>0 P

normu altinda birer Banach uzayidir(Mursaleen et al.,1999).
Ispat : (27), 45 (A, M) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Burada her bir i € N

igin x' = (x}) = (21,25, ...) € log (A, M) dur.r, 19 > 0 sabit olsun. Her = > 0 ve her

1,7 > N olmak {izere

o' =2l < —
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olacak gekilde pozitif bir N € Z tamsayisi1 vardir. Norm tanimindan her i,7 > N

i J
pl (u) <

k>0 |zt — ||

icin

elde ederiz. Buradan,her bir £ > 0 ve her 7,7 > N icin
a (1A% = Anl)
[ N

olur. Boylece,

a (A= Anly (72
[N 2
olacak sekilde M (%) > 1 ozelligine sahip r > 0 bulunabilir. Bu durum

: ; rro € 9
Ar, —Arl | < —— = —
‘ F k‘ 2 rrg 2

olmasim gerektirir. Boylece,(Az}) , R’de bir Cauchy dizisidir. O halde, here (0 < ¢ < 1)

ve her i, j > N i¢in ‘sz — Axi‘ < ¢ olacak gekilde pozitif bir N sayis1 vardir.

M’ nin stirekliliginden

‘A:U}; — lim Ami

J—00

<1

sup M
k>N p

elde edilir. Boylece

Azi — A
E>N P

p’ lar iizerinden infumum alinirsa, j — oo iken her ¢ > N igin

inf{p>0:supM(M>§l}<£

E>N 1Y

elde edilir. (z°) € o (A, M) ve M’de Orlicz fonksiyon oldugundan x € {o, (A, M)

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 2.3.2. M,A, sartini1 saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde,
(1) co(A) Ceo (A, M);
(il) c(A) Cec(A, M),
(iii) leo (A) C lo (A, M) olur(Mursaleen et al.,1999).
ispat :
(i) z € ¢ (A) olsun. Bu takdirde,
g, 1A =0

olacaktir. Ote yandan M, nin siirekliligi de kullanilarak
lim |Axy|
A k
hmM(ﬂ) M= ) =m0 =0
k=00 p p
elde edilir. Boylece x € ¢y (A, M) bulunur. Buradan da ¢y (A) C ¢o (A, M)
yazilir. Teoremin (i7) sikkinin ispatida benzer yolla yapildigi igin simdi de

(4i)'nin ispat1 verilecektir.

z € o (A) olsun. Bu taktirde, her £ icin |Azy| < N olacak gekilde bir N sayist

vardir. M |, A, sartim1 sagladigindan

M ('M’“|) <M (ﬂ> < K(M (N)

p p

olur. O halde

supM (|A$k|> < 0

k>0 1Y

elde edilir ki boylece, (o (A) C lo (A, M) sonucuna ulagilir.

p = (pg)pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu taktirde , ayni yolla M
Orlicz fonksiyonu icin c¢g, ¢ ve lo dizi uzaylarmm cq (p), c(p) ve ls (p) uzaylarina

genellestirildigi gibi agsagidaki dizi uzaylar1 p > 0 igin,
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Co <A7M7p) -

et ((59) o}
o) = ?m):& (1 (25=1))" o)

s = oty (2)) <o)

seklinde yazilir. Her & igin py, = 1ise ¢o (A, M, p) = co (A, M) ,c (A, M,p) = c(A, M)
ve Uoo (A, M, p) =l (A, M) olur.

Teorem 2.3.3. (., (A, M, p) uzay

=iyt fup (3 (220))} <1}

paranormuna gore tamdir. Burada, H = max <1, suppk) dir(Mursaleen et al.,1999).
k>0
Ispat : (2%), (s (A, M, p) de herhangi bir Cauchy dizisi ve r, 2y > 0 sabit olsun.
Her 7,7 > N igin her % > (0 olmak iizere

. . I
T
G(x x)<m_0

olacak sekilde pozitif bir N sayist vardir. Paranorm tanimindan her i, j > N igin

\ | Azl — Az " <1
su —_
kZ}i:)) G (¢ — z7) -

elde ederiz. Boylece, her 7,5 > N icin

u | Azl — Az " <1
su —
kz%) G (2t — x7) -

elde edilir. Her bir £ > 0 ve her 7,5 > N igin M (‘é‘fg’zl A;’)“ ‘) < 1 yazlabilir.
<

GleT—a7) rao

M (%) > 1 olmak tizere r > 0 i¢in M (|Az’“ Ax’“|> M (—) elde edilir. Bu,

. . rry € €
Azt — Al | < —— ==
| k k| — 2 rxzg 2
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olmasim gerektirir. Boylece(Ax') , R’de bir Cauchy dizisidir. O halde here (0 < ¢ < 1)

ve her 7,7 > N igin |Az" — Ax| < ¢ olacak sekilde pozitif bir N sayisi vardir. M nin

v Pk
sup (M (M)) <1
k>0 1Y

elde edilir. p iizerinden infumum alimirsa, her i,j > N ve j — o0 i¢in

1
Pn A ‘ _A PR H
inf{pH : {sup (M (M)) } < 1} <e¢
k>0 p

olur. (%) € lo (A, M, p) ve M siirekli oldugundan z € /o, (A, M, p) ¢ikar. Bu sonug

siirekliliginden

ispat1 tamamlar.

Teorem 2.3.4. Her bir £ i¢in 0 < p; < g olsun. Bu taktirde,

Co (AaM7p) C ¢ (A7M7Q)

olur(Mursaleen et al.,1999).

Ispat 2 € ¢y (A, M, p) olsun. Bu durumda,

Pk
lim (M (—'M’“’» -0
k—o0 1%

olacak sekilde bir p > 0 vardir. Bu ¢ ’ nin yeterince biiyiik degerleri igin

M (|Aflfz'|) <1
P

olmasini gerektir. M azalmayan bir fonksiyon oldugundan

dk Pk
M(|A$k|) SM(\A%J)
P P

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafinin £ — oo igin limiti alinirsa

qk
lim, (M <‘M’“’)) —0
k—oo p

elde edilir ki ¢y (A, M,p) C ¢o (A, M, g) sonucu bulunur.
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2.4. Orlicz Fonksiyonu ile Tanimlanmis Baz1 Kuvvetli Toplanabilir Dizi

Uzaylar:

Bu boliimde E.Savag ve R.Savas (2004) tarafindan caligilan dizi uzaylar ince-
lenecektir.
A = (A\,) pozitif reel sayilarin azalmayan bir dizisi , Ay = 1 ve A\yyq < A\, + 1

olsun. Genellegtirilmis de la Vallée-Poussin ortalamasi

seklinde tammhidir. Burada I,, = [n — A, + 1,n] dir. Eger n — oo icin ¢, (x) — ¢

oluyorsa x = () dizisi ¢ sayisina (V, \) toplanabilir denir(Leindler,1965).

VA, = {x cw: lignﬁ > x| = 0}

kely

VA = {x Ew: limﬁ > |z — le] = 0,bazm £ € C i(;in}

kel,

VA, = {x € w:supy- y |l < oo}

Yukaridaki dizi uzayfarl S];Iiiglyla de la Vallée-Poussin metoduyla tanimlanmas,

0 7 a kuvvetli toplanabilir, kuvvetli toplanabilir, kuvvetli sinirh dizi uzaylaridir.
Burada 6zel olarak n=1,2,3,... i¢in A\, = n almrsa [V, X, [V, A], [V, A]  dizi uzay-

lar1t Maddox(1967) tarafindan ¢aligilan wg, w, we, dizi uzaylarina indirgenir. E.Savag

ve R.Savag(2004) Orlicz fonksiyonunu kullanarak,

[V, M, p|, = {x €w:limt ¥ [M (%)]p’“ —0,3p>0 }

n " gel,

[V, M, p| = {xew:hmﬁz [M (@)]pk =0, 3p>0ve£>0}

n T kel,

P
V.M,p], = {x cw: sup/\i > [M (‘x—;')] s 00,3 p>0 }
n " kely,
dizi uzaylarim elde ettiler. Burada her & igin p, = 1 alinirsa sirasiyla [V, M],,
MV, izi uzaylar elde edilir. Eger her k i¢in pr, = 1 ve M (z) = x alimirsa o
V.M|, |V, M| dizi lar1 elde edilir. Eger her £ ici 1ve M 1

zaman [V, M,pl, = [V, Ay, [V, M,p] = [V, A\ ve [V, M,p] =[V, ] dizi uzaylarina
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indirgenir. Ayrica Vn € N icin X, = n almrsa [V, M, p|,, [V, M,p],[V, M, p|, dizi
uzaylar1 Parashar ve Choudhary(1994) tarafindan ¢alsilan [C, M, p|, , [C, M, p|,

|C, M, p|_, dizi uzaylarina indirgenir.

Teorem 2.4.1. M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pi) pozitif reel sayilarin bir dizisi
olsun. Bu takdirde [V, M,pl,,[V,M,p],[V,M,p|,, dizi uzaylar1 kompleks sayilar
ciimlesi tizerinde lineerdir(Savas and Savag , 2004).

Burada sadece [V, M,pl, icin teoremin iddiasi ispatlanacaktir. Digerleri

benzer yolla gosterilebilir. x,y € [V, M, p], ve o, 3 € C olsun. O zaman tanimdan

) 1 |xk|>:|pk
lim— M| — =0
o2 (5

e ()]

kel,

ve

olacak sekilde p; ve p, pozitif sayilar1 vardir. p; = max (2| py 2|3 py) olsun. M

azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldugundan

L (5) - ()]
()

<oz () eGP

elde edilir ki, n — oo i¢in esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa

it () -

kel P3

IN

IN

sonucuna ulagilir. Bu ise axy, + Byi € [V, M, p|, demektir. Yani [V, M, p|, dizi uzay:

lineerdir.
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Teorem 2.4.2. M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (py) pozitif reel sayilarin simrh

bir dizisi olsun. Bu takdirde [V, M, p|, dizi uzay:

1
I B N N A L
g(z)=inf ¢ pH : )\Z M <1ln=1,23,..
" kely P1

ile total paranormlu uzaydir(Savag and Savag , 2004).
Ispat ¢ (z) = g(—2) oldugu aciktir. Teorem 2.4.1. de a = B = 1 alnrsa
g(z+y) < g(x)+g(y) elde ederiz. M (0) = 0 oldugundan = = © igin inf {p# } =0

elde edilir. Tersine olarak g () = 0 olsun. Bu takdirde

1

inf { p'# - iZM e\ 1™ ﬁ<1 =0
1% : /\nkeln ) < —

olur. Bu ise verilen bir € > 0 i¢in

(L5 (=)]) <

olacak sekilde bir p, (0 < p. < €) ’iin var olmasim gerektirir. Boylece her bir n i¢in,

(Rl C) <) =

elde edilir. Baz1 m € I,, ler igin x,,,, # 0 ve € — 0 olsun. Bu takdirde ,

() =
(L o= -

oldugu ortaya cikar. Bu ise bir geligkidir. O halde her bir m i¢in z,, = 0 dir. Son

olur ve

olarak, skalerle carpimin siirekliligi gosterilecektir. p, herhangi bir kompleks say1

olsun. Tanimdan, r = ﬁ olmak {izere

1

(uz) = inf { p' 1ZM ke N\ s 1o
g/“L =1n 10 . )\ p — Ty Ay Ty e
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yazilabilir. O zaman,

g (uz) = inf { (|ur)) ™ - <%Z {M ("%’“)]py <1,n=1,23,..

"kel,

olur. Bu halde |u"* < max (1,|,u|H> oldugundan |,u|%k < max (1,|M|H>ﬁ elde

edilir. Boylece,

1

H % Pn 1 |$k| Pr\ A
g(ux)gmax<1,|u|) inf ¢ r'5 : /\—Z M — <l,n=12..

" kel,

olur ki , [V, M, pl, de g (x) — 0 ise g (ux) — 0 olacaktir. yu,, — 0 ve x € [V, M, p|,
olsun. Keyfi bir £ > 0 verildiginde dp > 0 ve her n > N i¢in N,

1 ETA R e\H

Lr ()] <

Anz { < p )] Y
kel

olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durum dp > 0 ve her n > N i¢in
1 lze| \ 17 e
il Mo 2R < =
v ()] =
kel

olmasim gerektirir. 0 < |u| < 1 olsun. M ’nin konveksligini kullanarak n > N igin,

nz O <z e ()] <6

" kel,

elde ederiz. M, [0, 00) araligimin her yerinde siirekli oldugu igin n < N igin

o= 2 (5]

fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir. Dolaywsiyla, 0 < t < § igin |f (t)] < (%)Holacak
sekilde 1 > ¢ > 0 mevcuttur. m > K i¢in |u,,| < 0 olacak bi¢cimde bir K sayisi

alinsin. O zaman m > K ve n < N i¢in

o) T

IA
DO ™



38

elde edilir. Boylece

Lo ()] =

sonucuna ulagilir ki m > K ve her n icin g (uz) — 0 ,(u — 0) dir. Ispat biter.

Teorem 2.4.3. M , Ay sartim saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O zaman
(VA € [V, M]

dir(Savas and Savag, 2004).
Ispat 2 € [V, )] olsun. O zaman

T, :—Z|xk—€\—>0 n — oo ve bazi ¢ ig¢in
" ke,

e>0olsunve 0 <t <§ igin M (t) < € olacak gekilde 0 < § < 1 6zelligine sahip bir
J sayisi segilsin. y = |25, — ¢| olsun.

—E)qu=2:+g:

kely

olarak gtz oniine alalim. Burada ilk toplam g, < ¢ ve ikinci toplam y; > ¢ tizerinden
alinmigtir. M, siirekli oldugundan,

Zg/\e

1

ve yp > 0 icin gy < ¥ < 1+ % oldugu goriiliir. M konveks ve azalmayan bir

fonksiyon oldugundan

M(yk)§M<1-|-%’“> <%M(2)+;M (2gk>

elde edilir. Ayrica M, A, sartini sagladigindan K > 2 sabiti vardir 6yle ki

2y I
M((S) SKM (2)

oldugundan

M () < K20 (2) + KM (2) = ko™ M (2)
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elde edilir.Boylece de

D M (yi) < kyp ™ M (2) M T, ve > <ne
2

esitsizlikleri birlikte diigiiniiliirse [V, A\] C [V, M] sonucuna ulagilir. Bu sonug ispat1
tamamlar.
M, Ay sartini saglayan Orlicz fonksiyonu olmak iizere Teorem 2.4.3 iin ispatindaki

metod kullamlarak [V, A, C [V, M],, [V, A C [V, M]_ oldugu da gosterilebilir.
2.5. ‘Fp| (M,r,q,s) Yar: Normlu Uzaylar1 ve Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Altin ve ark. (2004) tarafindan gahgilan Orlicz fonksiyonu
yardimiyla tanimlanan ‘E! (M,r,q,s) dizi uzaylar1 ve baz kapsama bagmtilar:
incelendi.

o0
Tanim 2.5.1. "a" ile gosterilmek iizere Y a,, sonsuz serisi verilsin.
n=0

olsun (s,) dizisi "s" ile gosterilsin. Pozitif reel sayilarm bir dizisi (p,),~, olsun ve
n

P, = > pr yazilsin. Eger n — oo,
k=0

by = Pin;pvsv —

ise a serisi £’ye (N, pn) toplanabilir denir. Eger

D ftn = taa| < 00

ise "a" serisine mutlak (N, pn) toplanabilir ya da ‘N, pn| toplanabilir denir(MEAR,1937).

1 n
tn = (anzzopvsv>

olmak iizere @, (a) = t, — t,_1 olsun. Abel déniigiimiinii uygulayarak,
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As, = Sy, — Syr1 = —a,1 Olmak iizere,

n n—1
1 1
ty —th1 = B ( E P,As, + Pnsn+1> -5 ( E P,As, + Pn_lsn)
n v=0

v=0 n—l
1 (<& P,As, 1 =
= (Spi1— Sn) + 7 <;0PUA5U> — =5 - P”—H,Z:OPUASU
1 n—1 1 n—1
= py1+ Fn (;PvAsv) — Qpy1 — P ;PUASU

n—1 n—1

= ——P%iz_lji:}%ﬂﬁsviz }%f:;_ljg:}%av+l

n

o, (@) = t,—t,_1 = P, 1a, , (n>1)

elde edilir. Herhangi bir " a " ve " b " serileri ve A skaleri i¢in

¢, (a+0b) =, (a) + ¢, (b)

©, (Aa) = Ap,, (a)

bulunur.
M, bir Orlicz fonksiyonu ve X de ¢ yarimormuyla birlikte yarimormlu uzay olsun.
s > 0 olacak sekilde bir reel say1 ve r = (ry) pozitif reel sayilarin sirh bir dizisi

olsun. w (z) semboliiyle = degerli dizilerin uzay1 gosterilsin. Bu takdirde

{a cw(r): gk‘s [M (q <¢’“T(a>)>yk < 00,8 > 0,baz1 p>0 i(;in}

seklinde tamimlanmis ciimle |ﬁp‘ (M,r,q,s) ile gosterilir.
Altin ve ark. (2004) s ve ri’ya degerler vererek asagidaki dizi uzaylarimi elde

ettiler.
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Eger her k € N igin r, = 1 alinirsa;

|Wp‘ (M,q,s) = {a cwl(x): §1k_8 [M <q (¢’“TW)>>] <00, s$>0,baz1p>0 igin}

dizi uzay elde edilir.Eger s = 0 alinirsa;

|ﬁp‘ (M,r,q) = {a cw(x): io: [M (q <¢’“T@>>]Tk < 00, bazip>0 igin}

k=1
dizi uzay elde edilir. Eger her k£ € N icin r, = 1 ve s = 0 alinirsa;

IN,| (M, q) = {a cw(X): kil [M (q (mT(a)))] < 00, baz p>0 igin}

dizi uzay1 elde edilir.
r = (ry) pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi olsun. 0 < r, < supry = H ve
C = max(1,2771) olsun. O zaman
|ak + bel™ < C. (Jar]™ + [bk]™)
seklindeki esitsizligi gozoniine aliniz.

Teorem 2.5.2. H = supr;, olsun. O zaman, |Fp} (M,r,q,s) dizi uzay1 C

kompleks sayilar kiimesi iizerinde lineerdir(Altin et al., 2004).
Ispat a,be |Tp‘ (M,r,q,s) ve A, u € C olsun. O zaman,
Yk~ [M <q (¢k—(c‘)>>] "< oo ve >k~ [M (q (%—m)))] " < o olacak sekilde
=1 P1 1 P2

pozitif p; ve p, sayilarn vardir. p; = max (2 || py, 2|yl py) olsun. M azalmayan,

konveks bir fonksiyon oldugundan ve ¢ bir yarinorm oldugundan

ikS[M(q(m +u¢k<>>>]”
Sl (52) (B
S [ (%) s ()]

IN

IN
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STOPOED)E
S P S (52

elde edilir ki bu sonu¢ Aa+ uf € ‘Vp{ (M, r,q, s) olmasit demektir. Boylece ispat
biter.

IN

<

Teorem 2.5.3. |ﬁp‘ (M,r,q,s) dizi uzay

g(a) = H(Zk { <q(¢’fT@>)]y‘k>é<1,n1,2,...

paranormu ile paranormlu uzaydir(Altin et al., 2004).

Ispat ¢ (a) = g(—a) oldugu kolaylikla goriiliir. Teorem 2.5.2. ve
Lemma 1.1.29. (i) kullamilarak

gla+0b) <g(a)+g(b)

elde edilir. Her a = © i¢in ¢ (©) = 0 ve M (0) = 0 oldugundan inf {p# } = 0 oldugu
goriiliir. Skalerle ¢arpimin siirekli oldugu da gosterilirse ispat biter. A herhangi bir

reel say1 olsun. O zaman

g(Aa) = inf { p#* (j;k [M <q (W’;(Q)))r) i <1,n=1,2,..

oldugundan, v = i AI i¢in

1

g(Aa) =inf{ (|A|v)#: (Zk [ (q<¢’€T@)>r)H§1,n:1,27...

1
yazlabilir. Bu halde [\ < max (1, |)\]H> oldugundan |A|# < max (1, |>\]H) " elde
edilir. Boylece ,

1

g (A\r) < max (1, |>\|H>}1I Jinf { v (ik {M (q (¢kT@>>]k> H <ln=1,2, .
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olur ki |[N,| (M,r,q,s)’ de g(a) sifira yakinsarken bu ifade sifira yakmsar. Simdi

n—oo igin A\, > 0vexé€ ‘Fp} (M,r,q,s) olsun. Keyfi bir ¢ > 0 verildiginde baz

Sl s

olacak sekilde pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durum

1
oo e\ H
(£ o)) -
k=N-+1 P
olmasini gerektirir. 0 < |A| < 1 olsun. M ’'nin konveksligini kullanarak
(o) Tk e} Tk
L) < e (e(7))]
k=N-+1 P k=N+1 P
e\ H
< (3)
elde ederiz. M, [0, 00) araligimin her yerinde siirekli oldugu i¢in

o=y (o(%5))]

fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir. Dolayisiyla, 0 < ¢ < § igin |f (t)] < 5 olacak

p > 0 sayilari igin NV,

DO ™

DO ™

sekilde 1 > § > 0 mevcuttur. n > K igin |\,| < 0 olacak bicimde bir K sayisi

alimirsa, bu durumda, n > K igin

(ék_s {M (q (%fj(a)))}w

elde edilir. Bu nedenle n > K igin

(S e -

sonucuna ulagilir ki boylece A — 0 i¢in g (Aa) — 0 dir. Bu ise teoremin ispatini

=

IN
DO ™

tamamlar.
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3. ORLICZ FONKSIYONUYLA TANIMLANMIS /. (p, M,q,s) DiZi

UZAYI

3.1. (. (p, M, q,s) Dizi Uzay1 ve Baz Ozellikleri

Bu boliimde Orlicz fonksiyonu yardimiyla bazi dizi uzaylar ilk kez tanim-

lanacak, bu uzaylarin baz1 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 3.1.1. X, O birim elemanh kompleks(veya reel) lineer uzay ve (X, q)
yarmormlu bir uzay olsun. X —degerli dizilerin uzay1 w (X) ile gosterilirsin.w (X),

r = (x) , y = (yx) ve a bir skaler olmak {izere,
r+y=(x+yx) ve ar = (axy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. M bir Orlicz fonksiyonu,

Vk € N i¢in py > 0 olmak tizere p = (py) artan bir dizi olsun.

{x = (r¢) € w(X) - 3p > 0 ve 5 > 0 icin suph™ [M <q (%))rk < oo}

seklindeki ctimle ¢, (p, M, q, s) ile gosterilsin. ¢ (X) ile © dan farkh terimleri sonlu

olan X —degerli dizilerin uzay1 gosterilirse,

0 (X) Clos (p, M, q,5)

oldugunu gormek zor degildir. O halde tanimlanan ciimlenin bir anlami vardir.f, (p, M, q, s)

de herhangi bir dizi x = (2") ile gosterilecektir.Burada her bir n igin,

n

= (al,xy, .. a0, .)€ Ly (p, M, q, 5)

seklindedir.
Teorem 3.1.2. (., (p, M,q,s) , C kompleks sayilar ciimlesi iizerinde bir lineer

uzaydir.
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Ispat =z, € lo(p.M,q,5) ve a,8 € Cigin  az+ By € lo(p, M, q,5)

oldugunu gostermek yeterlidir. x,y € l, (p, M, q, s) oldugundan;

R ) R )

yazilabilir. §imdi p; = max (2 |a| p;,2 || py) olacak sekilde secilsin. Buna gore

Pr
< 0

M, azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldugundan ;

i (o () )| = el o ((52) +o (50))))

IN
n
o
i)
=
—

AN
o)
=
o
oyl
| W
= ¥
= —

VAN
Q

0

o

i)
w
»

—

< o0

elde edilir. Burada , C'=max (1,277') |H =supp;, dur. Boylece,

ax + By € { o (p, M, q,s) oldugu goriilmiis olur ki ispat biter.

Teorem 3.1.3. (, (p, M,q,s) dizi uzay1 ,

g(z) = inf {ppn/H ; (Sgpk—s {M (q (%»r’jw <1ne N}

paranormuyla bir paranormlu uzaydir.

Ispat ©, / (p,M,q,s) dizi uzaymin sifir elemam olsun. Bu takdirde
g(©) = 0ve M(0) =0 oldugu icin ¢ (©) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Ote
yandan g (z) = g (—x) oldugu aciktir. Ayrica Teorem 3.1.2." de « = =1 alinirsa
gx+y)=g()+9(y) elde edilir. Skalerle ¢arpimin siirekliligi gosterilirse

ispat biter. A herhangi bir say1 olsun. Tamimdan, r=£ olmak fizere

g(\z) = inf {p’}? : <s%p/<:s {M <q (%)ﬂpkym <l,ne N}
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olur. Oyleyse ;
g (Az) = inf {(|>\|T)I?1" : (st}ipk—s [M <q (%))}pk)lm <lne N}
AP < masx (1,117)

oldugundan
1/H
|/\|p’“/H < max (1, |)\|H>

elde edilir. Bu sonucla da

1/H . A peN\ 1/H
g (Az) < max (1, M\H) inf{pH : (supks [M (q (%))] ) <1l,neN
k

olur ki g (z), 0’ a yakinsarken bu ifade sifira yakinsar. Simdi de A, — 0 ve

x € s (p, M, q, s) oldugunu varsayalim. Keyfi bir ¢ > 0 i¢in p > 0 olmak iizere N,

Pk
sup k—° {M (q (ﬂ))} <e/2
k> N+1 p

olacak sekilde pozitif bir say1 olsun. Buradan agikca ,

(ome [

esitsizligi bulunur. §imdi 0 < |A| < 1 oldugunu kabul edelim. A nin konveksligini

N ™

kullanarak,

P O] < i P (6 (5)] =

k> N+1

DN ™

elde edilir. M , [0, 00) araliginda siirekli bir fonksiyon oldugundan,

0= i [ (o (5)]

ile tanimli f fonksiyonu da 0 da siireklidir. Buna gore 0 < § < 1 olacak gekilde bir

§ sayist vardir. Oyle ki 0 < ¢t < § icin | f(t)] < /2 kalir.n > K igin ~ |\,]| <6

olacak sekilde bir K sayis1 alalim. n > K i¢in

(s [ (o (22))]") " <o
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bulunur. Boylece n > K igin,

(o e (oG] <

elde edilir. Bu ise; A — 0 iken ¢ (Aa) — 0 olmasi demektir ki bulunan sonug ispati

tamamlar.

Teorem 3.1.4. (X, q) yarmormlu uzay: tam ve 1 < p, < oo olsun. Bu

takdirde o, (p, M, q, s) uzay1 g paranormu ile tamdir.

Ispat  (2%), ls (p, M, q,s) de herhangi bir Cauchy dizisi, 7 ve x, sabit sayilar
olsun. Bu takdirde, her bir -5~ > 0 igin, her 7,7 > N olmak iizere g (2! — 27) < =

() rIT

olacak sekilde pozitif bir NV sayisi vardir. Paranorm tanimindan her ¢ , j > N igin

e (oo 2))

elde ederiz. Boylece her i, > N icin
Pk

i
supk™® | M |q M
k g (zh — )

olur. 1 < p;p < oo oldugundan her bir £ > 1 i¢in her ¢, 7 > N olmak {izere

(=)=

esitsizligini yazabiliriz. Boylece,

u( (=)

olacak gekilde M (%) > 1 ozelligine sahip r > 0 bulunabilir. Bu,

H

<1

; ; Ty € 9
r—al) < —— = =
q(k k) 2 rxg 2

olmasi demektir. O halde (), X de bir Cauchy dizisidir. Boylece, her £ (0 < & < 1)

i¢in 7, 7 > N olmak iizere ¢ (' — x) < € olacak sekilde pozitif bir N sayis1 vardir.



48

M nin stirekliligi kullanilarak

|~

i sy el Pk
T

sup k° |M | g ———
1<k<N g (zh — 29)

bulunur. Buradan da

(o[ (52)]) =

elde edilir. p ’ lar tizerinden infumum alinirsa her ¢« > N ve j — o0 igin

zh — 2l P\ 7
inf pz}j?:(sup k‘_slM(q< b k))] > <1lp<e
1<k<N p

olur. (z') € lo (p, M, q,s) ve M siirekli oldugundan (x) € {o, (p, M, q, s) bulunur ki

o=

bu sonug ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.5. M , Ay sartim saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O zaman

goo Q ™ [eoo (p, M> q, S)]

dir.
Ispat a = (a;) € £y olsun. Bu takdirde Vi € N icin |a;| < ¢ olacak sekilde bir

¢ > 1 vardir. Vo €l (p, M,q, s) igin

e[ ()] - s (e ()
e[ (o2
e (o ()]

< oo

IA

IN

olacaktir. Tamim1.1.16. goz 6niine alinwrsa a € 7 [, (p, M, q, s)] yazilabilir. Dolayisiyla,

loo Cm[loo (p, M, q,s)] elde edilir.
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Yukarida tammlanan (, (p, M,q,s) dizi uzayinda her k i¢in s = 0 almirsa
loo (p, M, q) dizi uzay, her k igin M (z)) = =5 almrsa {, (p, q, s) dizi uzayi, her k
icin py = 1 alimirsa (o, (M, q, s) dizi uzaylar elde edilir.

Teorem 3.1.6. M, M; ve M, , Ay sartini saglayan Orlicz fonksiyonlar1 ¢, ¢; , ¢2
yarinormlar ve s, s; , So negatif olmayan reel sayilar olsunlar.O zaman agagidakiler

dogrudur.
(i) s>1 ise Lo (p,Mi,q,8) Clo (p, M o My, q,s)
(i) loo (P, M1, q,5) Nleo (p, Ma, q,5) C Lo (p, M1y My, q, s)
(iii) loo (P, M, q1, 8) N loo (p, M, g2, 8) € log (p, M, q1 + 2, 5)
(iv) ¢1 , ¢ den kuvvetli ise lo (p, M, q1,) C loo (p, M, q2, 5)
(v) s1 < s9 ise Lo (p, M, q,81) Clo (p, M, q, s2)

ispat :

(1) =z = (zx) € U (p, My, q,s) olsun. M sifirda sagdan siirekli oldugundan ¢ > 0
icin 0 < 6 <1 olacak gekilde 36 >0 > 0<t¢<¢§ iken M (t) <e olur.

Simdi  t, = Mi(q (%’“) ) yazalim ve

I, — {keN:Ml(q(%)) <5}

x
I = {keN:Mig(-1) >0}
olsun. Buna gore ;

supk™® [M (t3)]P* < sup k=% [M (t1,)]"* + sup k™° [M (t)]"*
k kel k€ I

olacaktir. Burada birinci aralik ¢, < § f{izerinden , ikinci aralik ¢, > §

tizerinden alinmigtir. M siirekli oldugundan ,

sup k~° [M (t;,)]"* < max (1,e™) supk™ < oo (4)
kel k
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elde edilir. t; > ¢ icin asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

t 12
t —<1 —
<= (3)

M azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldugundan asagidaki egitsizlikler

yazilabilir,

M (t) < M <1 + <%’“)> < %M(2) + %M(%’“)

Ote yandan M, A, sartlarimi sagladigindan,

M (t) < %K%M (2) = Kt~ "M (2)

yazilabilir. Boylece de

sup k7% [M (t;,)]"* < max (1, (K6 'M (2)]H> sup k~° ()™ < o0

kel kel
elde edilir ki , (4) ve (5) esitsizliklerinden

supk ™ [M ()] < sup k™ [M (t1,)]"* + sup k~° [M (t)]"* < o0
k kel kel

bulunur. Bu ise

Eoo (p> M17q7 S) g goo (paM o MlaQa 3)

demektir. Boylece teoremin (i) kismunin ispati tamamlanmig olur.
(i) VEeN ver = (xr) €l (p, M1,q,5) Nls (p, Ms, q, s) olsun.
Lemmal.1.29. (ii) kullanilarak
P P
e (o(3))] = [ 0G)) e o(5))
P P P
Pr Pr
< el G rele ()]
P P

yazilir ve Vk € N i¢in £7° > 0 oldugundan ;
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Tp Pk Tp Pk
o (o(5))] = el (3))
P P
Pk
e (o(3))]
p
elde edilir. Burada esitsizligin her iki tarafinin £ tizerinden supremumu alinirsa,
T Pk T Pk
e on s (o(3))] = e (o(5))
k P k P
4 Pk
e (o))
k P

< o0

elde edilir ki
r = (x1) € log (p, M1 + Ms, q, 5)

sonucuna ulagilir. Buradan da
goo (pa M17 g, S) N goo (p7 Mg, q, S) g EOO (pa Ml + MQa q, 3)
kapsamasinin saglandigr goriiliir.
(iii) Burada sonug , ( ii) dekine benzer olarak
Pk Pk Pk
e e ()] = o ()] e[ (o (5))
P P P
esitsizligi kullanilarak kolayca elde edilir.

(iv) ¢1 yarmormu ¢, yarinormundan kuvvetli ise Tanim 1.1.10. geregi Vk € N igin
¢ (x) < Kq (z) olacak sekilde K pozitif tam sayisi bulunabilir. Boylece

x €Ly (p, M, q, s) ise

e (o ()] = e (e ()]

olur ki bu sonugla = € l, (p, M, q2,s) elde edilir.
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(v) s1 < sg olsun. Vk € Nigin 0 < k~* < 1 oldugundan vk € N igin k%2 < k —=

yazilabilir. Boylece Vk € N ve xy € { (p, M, q, s1) igin ,

G = GG
p p
elde edilir. Buradan her iki tarafin & iizerinden supremumu alinirsa;
loo (D, M, q,51) € loo (p, M, g, 52)
sonucu elde edilir.
Sonug 3.1.7. s > 1 ve M , A, sartin saglayan Orlicz fonksiyonu olsun.
(1) loo (P14, 8) € Lo (P, M, q,5)
(i) Eger ¢1 = ¢z ise loo (p, M, 1, 8) = loo (P, M, g2, s) dir
(iii) (o (p, M, q) C lo (p, M, g, 5)
(iv) loo (M, q) € loo (M, g, 5)
ispat :

(i) Teorem 3.1.6 i "de M; (t) =t almirsa s > 1 iken l (p,q,5) C lo (p, M, q, s)
oldugu goriilir ki bu durum M  Orlicz fonksiyonunun uzay: daha da

geniglettigini gosterir.

(il) ¢ = g2 ise Yu € X igin 77 < % < T, olacak sekilde T; ve Ty  pozitif

sayilar1 vardir. Buradan da Teorem 3.1.6 (iv) kullamlarak sonug elde edilir.

(iii) 3.1.6 (v) de s; =0 ve sy = s almrsa l (p,M,q) C lo (p, M,q, s) oldugu

goriiliir.

(iv) Teorem 3.1.6 (v) de Her k € Nigin pp =1, =0 ve s9 =35 alinirsa

loo (M, q) C ls (M, q, s) oldugu goriiliir.



53

Teorem 3.1.8. t = (t) ver = (px) swmrh diziler ve Vk € N igin 0 < ¢, < py
olsun. Bu takdirde,

i) supM( < )) <lise ly (t,M,q) C ly (p, M,q)

(ii) inf [q (7)] > lise loo(p,M,q) C loo (M,t,q) dir

ispat :
(i) sup[M (q (‘%’“))] < 1 olsun. Bu takdirde Vk € N i¢in ¢, < p, oldugundan,
k
r = (x) € ls (t, M, q) olacak gekilde bir z = () dizisini alalim. Buna gore;
Pk 22
G = 6G))
p p
olacagindan x € lo, (p, M, q) bulunur ki bu sonug istenendir.
(ii) il%fM [q <%>] > 1 olsun Bu takdirde Vk € N igin ¢ < p; oldugundan,
r = (x) € le (p, M, q) olacak sekilde bir x = (x)) dizisini alalm. Buna gore;
tx Pk
)] =)
p p
olacagindan z € {, (M,t,q) elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar.
Sonug 3.1.9. Vk € N i¢in
() 0<pe<1l ve supM( (2)) <1 iken fo (p, M.q) € loo (M, q)
(i) 0<pr <1 ve ( ( >>>1 iken (o (M,q) C ly (p, M, q)
(iii) pr > 1 ve supM( (7’“)) iken (o (M,q) Cls (p, M,q)

(iv) pr > 1 ve 1nfM( (p)) >1 iken /lo (p, M,q) C ls (M,q)
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ispat :

(i) Teorem 3.1.8 (i) de Vk € Nigin ¢y =pr ve pr=1 almirsa sonu¢ ¢ikar.

(ii) Teorem 3.1.8 (i) de Vk € Nic¢in ¢t = pr ve pr = 1 alimrsa

gikar. (7i7) ve (iv) de benzer sekilde gosterilir.

Bu sonugta da M((t)=t alimirsa agagidaki sonuclar ¢ikar.

( <%’€>> <1 ise lo (p,q) €l (q)
(i) 0<pr, <1 wve ilng (q (%’“)) >1lise o (q) €l (p,q)
(iii) pr >1 ve s%pM (q (”)) <1 ise o (p) €l (p,q)

(iv) pr>1 wve irng (q (%)) >1 ise oo (P, q) €l (q)

3.2. (s (p,M",q,s) Dizi Uzay1 Uzerinde Bagintilar

sonug

Bu boliimde £, (p, MV, q,s) dizi uzay1 tanimlanacak ve bu uzaya ait baz 6zel-

likler incelenecektir.

Teorem 3.2.1. M bir Orlicz fonksiyonu ise v € N olmak tizere M fonksiyonu

da bir Orlicz fonksiyonudur.(Ozdemir,2003)

Burada M"=M oM o..oM (M ninv defa bilegkesi) seklindedir.

Ispat Ispat: tiimevarim metoduyla yapilacaktir. v = 1 i¢in M? = M olacagindan

M? fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. v € N igin M" fonksiyonu bir Orlicz

fonksiyonu olsun. Boylece M" fonksiyonu, ¢ift, konveks, siirekli, ve  M"(0) = 0,
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T — oo igin MV (x) — oo sartlari saglar. Son olarak , M (z) = M [M" (x)]

oldugu ve yukarida M?" nin ozellikleri dikkate alindiginda ,
M (=) = M (M" () = M (M" (z)) = M"* (z)

oldugundan Mv*! cift fonksiyondur ve siirekli fonksiyonlarmn bileskesi siirekli
oldugundan , M*"! siireklidir. Ayrica, M? konvevks bir fonksiyon oldugundan,

her z,y € R igin

T +y 1 1
M" <-M" —M"
(52 <M (@) +5M )

ve M azalmayan konveks bir fonksiyon oldugundan

e (52) - (o (32)

< M (%M (z) + %M” (y))
< %M(M” (z)) + %M(M” (¥))
1

1
— inJrl (x) + §MU+1 <y>

yazilabilir. M1 (0) =0 ve z — oo i¢in MV () — oo olacagr agiktir. Boylece ,

M?*! fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur.

Pk
k

seklinde tanimlanan ciimle (, (p, M",q, s) ile gosterilsin. Teorem 3.2.1. ve Teorem

3.1.2. birlikte diigiiniiliirse £+, (p, M", q, s) nin lineer uzay oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.2. m < v ,m,v € Nve M | A, sartim saglayan Orlicz fonksiyonu
ise
loo (0, M™,q,5) C Lo (p, M", g, 5) (6)

kapsamasi1 dogrudur.
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Ispat : Ispat: tiimevarim yontemiyle yapilacaktir. v — m = r olsun. r € N ve

r > 1olur. r =1 igin (6) kapsamasmin dogru oldugunu gostermek igin
EOO (pv Mma q, S) g goo (pa Mm+17 q, 5)

oldugu gosterilmelidir. M siirekli oldugundan ¢ > 0 i¢in 0 < § < 1 olacak gekilde

36>0> 0<t<diken M (t) < e kalir. = € s (p, M™,q, s) olsun.

GO

Pk

Teorem 3.1.6. goz oniinde bulundurulursa

i (a ()] =P (o
<[k (o(5))]
(a2t ) [ore (o ()]

olup , buradan

e T (o ()] <m0y e (o (2))]

elde edilir ki son esitsizligin her iki tarafinin k£ {izerinden supremumu alinirsa,

x € Uy (p, M™H1 g, s) oldugu goriiliir. r € N igin (6) ifadesi, yani
los (P, M™,q,5) C Lo (p, M™, g, 5)

kapsamasi dogru olsun. Bu takdirde, M™ " (t) = M (M™ (t)) oldugundan r = 1

durumuna benzer sekilde
loo (p, M™,q,8) C lo (p, M1 g, 5)

oldugu kolayca goriilebilir. Bu da , 7+ 1 igin (6) ifadesinin dogru oldugunu gosterir.
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Teorem 3.2.3. s > 0, v € N ve M, Ay, sartin saglayan bir Orlicz fonksiyonu

ise
(i) KOO (paM)(LS) g 600 (p7MU7Q7S)
(ii) EOO (p) q, S) g ‘goo (p; MU7 q, S) dir.

Ispat : m =1 icin Teorem 3.2.2. kullamlarak (i) kolayca elde edilir.
Teorem 3.2.3 (i) ve Sonug 3.1.7(i) dikkate alimirsa (i) nin dogru oldugu kolayca

goriiliir.
Teorem 3.2.4. m < v ve m,v € N olsun. Bu takdirde,
(1) M(t) <tise loo(p,q.5) € loo(p, M™,q,5) C Lo (p, M",q,5)
(il) M(t) > tise Lo (p, MV, q,8) C lo(p, M™,q,8) C L (p,q,s) dir.
ispat :
(i) M(t) < tise M Orlicz fonksiyonu azalmayan oldugundan.
M°(t) < MU7Ht) < MY72(t) < ... < M2(t) < M(t) < t

esitsizlikleri yazilabilir. Vk € N ;2 € X ve p > 0 i¢in ¢ (%’“ > 0 olacagindan

o (1(2)) < 3 (5(2)) < - <o (o(2))
<o)< ()

esitsizlikleri elde edilir. Vk € N igin pp > 0 ve 3p > 0 icin g (7) >0

Tk

oldugundan yukaridaki egitsizliklerde t = ¢ <—> aliirsa

e = bl (%))]; <= ()]

e )T

IN

IA
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yazilabilir. k7% > 0 oldugundan Vk € N igin p; > 0 icin

Pk Pk
PG = e e ()
p P
Pk
10
P
Pk
o)
P
Pk
<3
p
elde edilir. Buradan £ iizerinden supremum alinirsa
loo (P, 4, 8) C loo (0, M™,q,5) C loo (p. M*,q, 5)
oldugu goriiliir.

(ii) M(t) > t iken (i) dekine benzer olarak Vk € N, 2, € X i¢in ¢ (zx) >0 ve p >0

N
()
e [u(o(2))
)

elde edilir. Buradan k£ iizerinden supremum alinirsa

oldugundan

™
.
| — |
<
N
)
VR
< |2
~_
~_
—_
=
o
(AV4
ol
.
| — |
=
N
N
)
N
8
-

v

loo (P, M",q,5) C Lo (p, M™,q,5) C U (p,q,$)

sonucu kolayca elde edilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin konusu olan Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylarina temel tegkil eden
Orlicz fonksiyonu ilk olarak Polonyali matematik¢i W. Orlicz tarafindan tanim-
landi. Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar teorisi oldukca kapsamli olarak genisletilerek
matematigin bircok dallarina uygulanma imkani buldu. Caligmanin ikinci bsliimiinde
onceden tanimlanmig Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar1 ve baz o6zellikleri caligildi.
Uctincii boliimde, Eroglu (1994) tarafindan  tammlanan (. (p, f, ¢, s) modiiliis
fonksiyonlu dizi uzaylarmdan hareketle, (o, (p, M, q,s) ve l (p, MV, q,s) Orlicz
fonksiyonlu dizi uzaylar ilk kez tammland. £, (M, q, s) , e (p, M, q) , b (M, q) dizi
uzaylar1 elde edildi. Bu uzaylarin baz topolojik 6zellikleri ve bu uzaylara ait baz
kapsama bagintilar1 aragtirildi.

Bu uzaylarin a ve 8 dual uzaylar1 ve diger uzaylarla iligkileri aragtirilabilir.
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