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Bu tez ......./........../ 2006 tarihinde aşa¼g¬da belirtilen jüri taraf¬ndan oy birli¼gi

/ oy çoklu¼gu ile kabul edilmi̧stir.

Ünvan¬, Ad¬ ve Soyad¬ ·Imza
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ÖZET 

 
 

ORLICZ FONKSİYONLU DİZİ UZAYLARI ÜZERİNE BİR ÇALIŞMA 
 

Yusuf TORUN 
 

Gaziosmanpaşa  Üniversitesi 
Fen  Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı 
Yüksek Lisans Tezi 

 
2006, 63 sayfa 

 
 
 
 
          Danışman : Yrd. Doç. Dr. Adem EROĞLU 
          Jüri  : Prof.Dr.Oktay MUHTAROĞLU   
          Jüri  : Prof.Dr.Bahtiyar MEHMEDOĞLU                                                 
          Jüri  : Yrd.Doç.Dr.Osman ÖZDEMİR                                                                   
          Jüri  : Yrd.Doç.Dr.Ercan TUNÇ      
          Jüri        : Yrd.Doç.Dr.Adem EROĞLU       
                                                                                                                                                             

       Üç bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde çalışmamız boyunca kullanaca-

ğımız temel tanım ve teoremlere yer verildi. 

       İkinci bölümün ilk kısmında   Orlicz dizi uzayının lineerlik,  tamlık gibi  özellik-

leri verildi. Bu bölümde ayrıca Parashar ve Choudhary tarafından genelleştirilen 

Ml

( )pMl   

dizi uzayı, Mursaleen ve Mushir  tarafından çalışılan fark dizi uzayları, Savaş tarafından 

tanımlanmış Orlicz fonksiyonlu kuvvetli toplanabilir dizi uzayları, Altın ve arkadaşları ta-

rafından tanımlanan ( sqrMN p ,,, )  yarınormlu dizi uzayı ve  bazı topolojik özellikleri 

incelendi. 

       Üçüncü bölümde ise   ve ( )sqMp ,,,∞l ( )sqMp v ,,,∞l   dizi uzayları ilk defa tanımlan-

dı, temel özellikleri ve bazı kapsama bağıntıları incelendi. 

 

     

Anahtar Kelimeler : Orlicz Fonksiyonu, Dizi Uzayı 
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ABSTRACT 
 
 

A STUDY ON THE SEQUENCE SPACES WITH ORLICZ FUNCTION 
 
 

Yusuf TORUN 
 
 

Gaziosmanpaşa  University 
  

Graduate School of Natural Applied Science 
Department of Mathematics 

 
 

Masters Thesis 2006, 63 pages 
  
 
Supervisor :Asst. Prof. Dr. Adem EROĞLU 
Jury      :Prof.Dr.Oktay MUHTAROĞLU    
Jury       :Prof.Dr.Bahtiyar MEHMEDOĞLU                                                
Jury       :Asst. Prof. Dr. Osman ÖZDEMİR              
 Jury      :Asst. Prof. Dr. Ercan TUNÇ    

    Jury      :Asst. Prof. Dr. Adem EROĞLU                                                      
 
 

This study consist of three chapters.In the first chapter, basic concepts and theorems that 

will be used through this work are given. 

    In the first section of the second chapter, some properties of Orlicz sequence space Ml   

like linearity and completity are given. In this chapter also, Orlicz sequence space ( )M pl  

that is generalized by Parashar and Choudhary, difference sequence spaces studied by 

Mursaleen and Mushir, strongly summable sequence spaces defined by Savaş, seminormed 

spaces ( , , ,pN M r q s)  which is defined by Altın and his friends and some topolojical 

properties of the sequences are investigated. 

    In the third chapter, sequence spaces ( ), , ,p M q s∞l  and ( ), , ,vp M q s∞l   are defined for 

the first time, some basic properties and including relations are investigated. 

     
 
Key Words  : Orlicz Function, Sequence Space   
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1. G·IR·IŞ

8u1;u2 2 R için

M

�
u1 + u2
2

�
� 1

2
[M (u1) +M (u2)]

eşitsizli¼gini sa¼glayan reel de¼gerli M�ye konveks fonksiyon denir.

Yukar¬daki eşitsizlik u1 ve u2 reel say¬lar¬n¬n aritmetik ortalamalar¬n¬nM alt¬n-

daki de¼gerinin u1 ve u2 nin M alt¬ndaki de¼gerlerinin ortalamalar¬ndan büyük ola-

mayaca¼g¬n¬ifade eder.

Bu çal¬̧smaya temel teşkil eden Orlicz fonksiyonu ilk kez 1951�de Polonyal¬mate-

matikçi W. Orlicz taraf¬ndan tan¬mland¬. Orlicz fonksiyonunun Modülüs fonksi-

yonundan tek fark¬f (x+ y) � f (x) + f (y) eşitsizli¼ginin yerine konveksli¼gin kul-

lan¬lmas¬d¬r. Orlicz fonksiyonu konveks ve azalmayan oldu¼gundan geni̧s bir kullan¬m

alan¬na sahip oldu. Orlicz fonksiyonu kullan¬larak tan¬mlanan dizi uzaylar¬

geni̧sletilerek matemati¼gin birçok dal¬nda uygulama alan¬buldu.

Daha sonralar¬Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz fonksiyonu �krini kulla-

narak,

lM =

(
x 2 w :

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��
<1;9� > 0için

)
dizi uzay¬n¬inşa etti. lM Orlicz dizi uzay¬

kxk = inf
(
� > 0 :

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��
� 1
)

normuna sahip bir Banach uzay¬d¬r.M (x) = xp ; 1 � p <1 olmak üzere bir Orlicz

fonksiyonu al¬n¬rsa lM Orlicz dizi uzay¬lp dizi uzay¬na dönüşür.

Son zamanlarda Parashar ve Choudhary (1994) iyi bilinen lM dizi uzaylar¬n¬n ve

kuvvetli toplanabilir [c; 1; p] ; [c; 1; p]0 ; [c; 1; p]1 dizi uzaylar¬n¬n bir genelleştirmesi

1



olan ve M Orlicz fonksiyonunu içeren dört yeni dizi uzay¬ tan¬mlad¬lar ve baz¬

özelliklerini incelediler.

Yine yak¬n zamanlarda Savaş (2004), Et (2004), Esi (2004), Bilgin (2003), Mur-

saleen (1999) gibi araşt¬rmac¬lar Orlicz fonksiyonunu kullanarak yeni dizi uzaylar¬

tan¬mlad¬lar ve baz¬özelliklerini incelediler.
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1.1. Temel Kavramlar

Bu bölümde, çal¬̧smada kullan¬lacak olan temel tan¬m, teorem ve eşitsizliklere

yer verilecektir.

Tan¬m 1.1.1. X; boş olmayan bir cümle ve K; kompleks veya reel say¬lar¬n bir

cismi olsun. 8x; y 2 X ve 8� 2 K için +(x; y) = x+ y ve : (�x) = �x ile tan¬ml¬

+ : XxX ! X (1)

� : KxX ! X

fonksiyonlar¬,

L1) 8x; y 2 X için, x+ y = y + x

L2) 8x; y; z 2 X için, x+ (y + z) = (x+ y) + z

L3) 8x 2 X için, x+� = x olacak şekilde bir tek � 2 X vard¬r.

L4) 8x 2 X için, x+ (�x) = � olacak şekilde bir tek (�x) 2 X vard¬r.

L5) 8x 2 X için, 1:x 2 X

L6) 8x; y 2 X ve 8� 2 K için, � (x+ y) = �x+ �y

L7) 8x; y 2 X ve 8�; � 2 K için, (�+ �)x = �x+ �y

L8) 8x 2 X ve 8�; � 2 K için, � (�x) = (��)x

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, X cümlesine (1) de tan¬mlanan "+" ve "." i̧slemlerine

göre K üzerinde bir vektör uzay¬(lineer uzay) denir.

Tan¬m 1.1.2. X;K cismi üzerinde bir lineer uzay ve Y , X�in boş olmayan bir

alt cümlesi olsun. E¼ger x; y 2 Y ve 8�; � 2 K için �x + �y 2 Y ise Y�ye X�in bir

lineer alt uzay¬denir(Maddox,1988).
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Tan¬m 1.1.3. X; boş olmayan bir cümle olmak üzere

d : XxX ! R

fonksiyonu,

M1) d (x; y) = 0() x = y

M2) 8x; y 2 X için, d (x; y) = d (y; x)

M3) 8x; y; z 2 X için, d (x; z) � d (x; y) + d (y; z)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa d�ye X için bir metrik ve (X; d) ikilisine de metrik uzay

denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.4. X; boş olmayan bir cümle olmak üzere

d : XxX ! R

fonksiyonu,

SM1) d (x; x) = 0

SM2) 8x; y 2 X için, d (x; y) = d (y; x)

SM3) 8x; y; z 2 X için, d (x; z) � d (x; y) + d (y; z)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa d�ye X için bir yar¬metrik, (X; d) ikilisine de yar¬metrik uzay

denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.5. (X; d) bir metrik uzay, (xn)�de X de bir dizi olsun.E¼ger,

lim
n!1

d (xn; x) = 0

olacak şekilde bir x 2 X varsa (xn) dizisi x �e yak¬nsakt¬r denir.

lim
n!1

(xn) = x veya (xn)! x (n!1)

4



şeklinde gösterilir.(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.6. (X; d) bir metrik uzay ve (xn)�de X�de bir dizi olsun.E¼ger,

lim
n!1
m!1

d (xn; xm) = 0

ise, (xn) dizisine X�de bir Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 1.1.7. (X; d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayda her Cauchy dizisi , uzay¬n

bir noktas¬na yak¬ns¬yorsa metrik uzaya tamd¬r denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.8. X,K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. E¼ger,

q : X ! R

fonksiyonu,

SN1) Her � 2 K ve 8x 2 X için q (�x) = j�j q (x)

SN2) 8x; y 2 X için q (x+ y) � q (x) + q (y)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa q ye bir yar¬norm, (X; q) ikilisine de yar¬normlu uzay

denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.9. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. E¼ger,

g : X ! R

fonksiyonu,

PN1) g (�) = 0

PN2) 8x 2 X için g (x) = g (�x)

PN3) 8x; y 2 X için g (x+ y) � g (x) + g (y)

5



PN4) xn; x0 2 X ve �n; �0 2 C olmak üzere n!1 için �n ! �0 ve g (xn � x0)! 0

iken g (�nxn � �0x0) ! 0 özelliklerini sa¼gl¬yorsa g ye X için bir paranorm,

(X; g) ikilisine de paranormlu uzay denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.10. g (x) = 0 iken x = � ise g�ye total paranorm denir(Wilansky,1964).

Tan¬m 1.1.11. (X; q1) ve (X; q2) verilen iki yar¬normlu uzay olsun.E¼ger 8x 2 X

için

q2 (x) �Mq1 (x)

olacak şekilde 9M > 0 varsa q1�e q2�den kuvvetli yar¬orm denir(Wilansky,1964).

Tan¬m 1.1.12. Yar¬metri¼gi bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer

yar¬metrik uzay ve yar¬metri¼gi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya

lineer metrik uzay denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.13. X, bir kompleks ( veya reel ) lineer uzay olsun. 8x; y 2 X ve

8� 2 C için k:k : X �! R fonksiyonu,

N1) 8x 2 X için kxk 2 R+ [ f0g d¬r.

N2) kxk = 0() x = 0

N3) 8x 2 X ve 8� 2 C için k�xk = j�j kxk

N4) 8x; y 2 X için kx+ yk � kxk+ kyk

özelliklerini sa¼gl¬yorsa k:k ye X üzerinde bir norm,(X; k:k) ikilisine de normlu

uzay denir(Kreyszig,1978).

Tan¬m 1.1.14. k:k normuna göre tam olan (X; k:k) normlu lineer uzay¬na

Banach uzay¬denir(Maddox,1988).
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Bu çal¬̧smada kompleks veya reel terimli tüm dizilerin cümlesi w ile

gösterilecektir.w diziler cümlesi,

x = (xk) , y = (yk) ve a bir sabit olmak üzere, x+ y = (xk + yk) ve ax = (axk)

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r.

fx = (xk) : lim x = l; l 2 Cg

fx = (xk) : lim x = 0g�
x = (xk) : sup

k
jxkj <1

�
�
x = (xk) :

P
k

jxkj <1
�

cümlelerine s¬ras¬yla yak¬nsak,s¬f¬ra yak¬nsak,s¬n¬rl¬,mutlak yak¬nsak seri teşkil

eden dizi uzay¬denir.S¬ras¬yla c; c0; `1; ` ile gösterilir.c0 uzay¬kxk = max
k
jxkj nor-

muna göre, c ve `1 uzaylar¬kxk = sup
k
jxkj normuna göre ve ` uzay¬da kxk =

P
k

jxkj

normuna göre birer normlu uzayd¬r.

Tan¬m 1.1.15. (
x = (xk) :

1X
k=1

jxk � xk+1j <1
)

olacak şekildeki x = (xk) dizilerin uzay¬na s¬nrl¬sal¬n¬ml¬diziler uzay¬denir, bv ile

gösterilir.Yani,

bv =

(
x = (xk) :

1X
k=1

jxk � xk+1j <1
)

olarak ifade edilir(Maddox,1988).

K¬zmaz (1981), aşa¼g¬daki fark dizi uzaylar¬n¬tan¬mlad¬.

�x = (�xk) = (xk � xk+1)olmak üzere,

`1 (�) = fx = (xk) : �x 2 `1g

c (�) = fx = (xk) : �x 2 cg

c0 (�) = fx = (xk) : �x 2 c0g

7



Daha sonralar¬bir çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan bu dizi uzaylar¬genelleştirilerek yeni

dizi uzaylar¬inşa ettiler.

Tan¬m 1.1.1.6 w; kompleks (veya reel) de¼gerli dizilerin uzay¬ve E �de w�nin

lineer alt uzay¬olsun. Bu takdirde E nin çarp¬m uzay¬,

� [E] = fa 2 w : 8x 2 E için ax 2 Eg

şeklinde tan¬ml¬d¬r(Maddox,1986).

Tan¬m 1.1.17. X ve Y; ayn¬bir K cismi üzerinde tan¬ml¬lineer dizi uzaylar¬ve

A = (ank) ; reel veya kompleks terimli bir matris olsun.Bu takdirde, 8x = (xk) 2 X

için

Tx = (tn) =

 X
k

ankxk

!
ile tan¬ml¬T : X ! Y fonksiyonuna dönüşüm(operatör) denir.

T operatörünün tan¬ml¬olmas¬için,8n 2 N için

X
k

ankxk

serisinin yak¬nsak olmas¬ şartt¬r.Burada (tn) �e x dizisinin A-dönüşüm dizisi

denir.E¼ger (tm) dizisi yak¬nsak ise o zaman x = (xk) dizisine A-toplanabilir

denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.18. BirA = (amk)matrisi verilmi̧s olsun. E¼ger Amatrisi yak¬nsak her

diziyi yak¬nsak diziye dönüştürüyor ve ayn¬zamanda limiti koruyorsa, A matrisine

regülerdir denir(Petersen,1966).

Tan¬m 1.1.19. Bir A=(amk) matrisinin regüler olmas¬için gerek ve yeter şartlar

(i) Her k için limamk = 0; (m!1)

(ii) lim
m!1

P
k

amk = 1

8



(iii) Her m için
P
k

jamkj � K

olacak şekildem den ba¼g¬ms¬z birK pozitif reel say¬s¬n¬n varolmas¬d¬r(McFadden,1942).

Tan¬m 1.1.20. (X; k:k), bir normlu uzay ve (xn) de X de bir dizi olsun. E¼ger

8" > 0 için 9n0 = n0 (") 2 N 3 8m;n � n0; kxm � xnk < " kal¬yorsa varsa, (xn)

dizisine bir Cauchy dizisi denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.21. X, bir lineer uzay ve p > 0 olsun. 8x 2 X; k:k (x) = kxk ile

tan¬ml¬k:k : X ! R fonksiyonu,

(i) kxk = 0() x = 0

(ii) 8x 2 X ve 8� 2 K için k�xk = j�jp : kxk

(iii) 8x; y 2 X için kx+ yk � kxk+ kyk

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, k:k�a X üzerinde bir p-norm ve (X; k:k ; p) üçlüsüne

de p-normlu uzay denir(Maddox,1988).

Tan¬m 1.1.22. f : [0;1)! [0;1) fonksiyonuna,

(i) f (x) = 0 , x = 0;

(ii) f (x+ y) � f (x) + f (y) ;

(iii) f; artan ,

(iv) f; 0 �da sa¼gdan sürekli

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa bir Modülüs fonksiyonu denir.

Modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z olabilir. Modülüs fonksiyonu �kri ilk

kez Nakano(1953) taraf¬ndan verildi. Daha sonralar¬Modülüs fonksiyonu �kri

9



baz¬ kompleks dizi uzaylar¬n¬n tan¬mlanmas¬için Ruckle(1973) ve Maddox(1986)

taraf¬ndan kullan¬ld¬.

Tan¬m 1.1.23. 8u1;u2 2 R için

M

�
u1 + u2
2

�
� 1

2
[M (u1) +M (u2)]

eşitsizli¼gini sa¼glayan reel de¼gerli M �ye konveks fonksiyon denir(Krasnoselskii and

Rutitskii,1961).

Tan¬m 1.1.24. M : [0;1)! [0;1) fonksiyonuna,

(i) M , Sürekli,

(ii) M , Azalmayan,

(iii) M (0) = 0; x > 0 için M (x) > 0 ve M konveks,

(iv) x!1 iken M (x)!1

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, bir Orlicz fonksiyonu denir. E¼ger Orlicz fonksiyonunda

M�nin konveksli¼gi yerine

M (x+ y) �M (x) +M (y)

özelli¼gi al¬n¬rsaM Orlicz fonksiyonu, Modülüs fonksiyonuyla çak¬̧s¬r. Orlicz fonksiyon

�kri daha sonraki bölümlerde de¼ginilece¼gi gibi bir çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan yeni

dizi uzaylar¬inşa etmek için kullan¬lm¬̧st¬r. Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz

fonksiyon �krini kullanarak,(
x 2 w : 9� > 0 için,

1X
k=1

M

�
jxkj
p

�
<1

)
cümlesini tan¬mlam¬̧slar ve bu cümleyi `M ile göstermi̧slerdir.`M cümlesi,

kxk = inf
(
p > 0 :

1X
k=1

M

�
jxkj
p

�
< 1

)

10



normuna göre bir Banach uzay¬d¬r.(Lindberg,1975).

Tan¬m 1.1.25. M;bir Orlicz fonksiyonu olsun.

M (2u) � KM (u) (u � 0)

olacak şekilde bir K > 0 sabiti varsa M; u �nun bütün de¼gerleri için �2 şart¬n¬

sa¼gl¬yor denir. �2 şart¬, ` > 1 ve u �nun tüm de¼gerleri için

M (`u) � K`M (u)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬na denktir(Krasnoselskii and Rutitskii,1961).

Tan¬m 1.1.26. a0; a1; :::; an ve b0; b1; :::; bn verilen skalerler olsun.

An = a0 + a1 + :::+ an olmak üzere

nX
v=0

avbv =
nX
v=0

Av (bv � bv+1) + Anbn+1

toplam¬na abel k¬smi toplam formülü(abel dönüşümü) denir. E¼ger

1X
v=0

Av (bv � bv+1)

serisi yak¬nsak ve (An; bn+1) dizisi yak¬nsak
1P
v=0

avbv serisi yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 1.1.27. K¬smi toplamlar dizisi (sn) olan bir
P
n

an serisi verilmi̧s olsun.

Bu takdirde

�n =
1

n+ 1

nX
v=0

sv

ile verilen (�n) dizisine (sn)�in 1. mertebeden Cesaro ortalamas¬ veya Cesaro

dönüşümü denir ve (C,1) ile gösterilir(Petersen,1966).

Tan¬m 1.1.28. Bir x = (xk) dizisini göz önüne alal¬m. E¼ger

lim
n

1

n

nX
k=1

jxk � `j = 0

11



oluyorsa x = (xk) dizisine kuvvetli (C; 1) toplanabilirdir denir. Kuvvetli Cesaro

toplanabilir dizi uzay¬, Kuttner(1946) ve di¼ger baz¬ araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu kavram daha sonralar¬Maddox (1967) taraf¬ndan genelleştirilmi̧stir.

p = (pk) pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. Bu taktirde,�
x = (xk) : 9` > 0 için 1

n

nP
k=1

jxk � `jpk ! 0; (n!1)
�
;�

x = (xk) :
1
n

nP
k=1

jxkjpk ! 0; (n!1)
�
;�

x = (xk) : supn
1
n

nP
k=1

jxkjpk <1
�

cümleleri s¬ras¬yla [C; 1; p], [C; 1; p]0 ; [C; 1; p]1 ile gösterilir.E¼ger her k için pk = 1

ise [C; 1; p] ; [C; 1; p]0 ve [C; 1; p]1 uzaylar¬s¬ras¬yla [C; 1] ; [C; 1]0 ve [C; 1]1 uzaylar¬

elde edilir.

Şimdi ileriki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z baz¬eşitsizlikleri verelim.

Lemma 1.1.29.

(i) a; a1; a2; :::; am � 0 ve b; b1; b2; :::; bm � 0 olsun. Bu takdirde i � 1 ise"
mX
k=1

(ak + bk)
i

# 1
i

�
"
mX
k=1

(ak)
i

# 1
i

+

"
mX
k=1

(bk)
i

# 1
i

dir.

(ii) Her k 2 N için, pk > 0 ve H = supk pk olmak üzere ak; bk 2 C alal¬m. Bu

takdirde

jak + bkjpk � C: fjakjpk + jbkjpkg

Burada C = max
�
1; 2H�1

�
dir(Maddox,1988).
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2.ORLICZ FONKS·IYONU ·ILE TANIMLANAN BAZI D·IZ·I

UZAYLARI

Çal¬̧sman¬n bu bölümünde Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar¬ve bu uzaylara ait baz¬

özellikleri incelenecektir. Orlicz fonksiyonlu dizi uzay¬ inşa etme �krini ilk olarak

kullanan Lindenstrauss ve Tzafriri (1971)�nin tan¬mlad¬¼g¬dizi uzay¬ve daha son-

ralar¬birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan tan¬mlanan Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar¬ndan

baz¬lar¬incelenirse konu daha iyi anlaş¬lacakt¬r.

2.1. `M ; W [M; p] ; W0 [M; p] ve W1 [M; p] Dizi Uzaylar¬

Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Orlicz fonksiyonunu,

`M = x 2 w :
1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��
<1

dizi uzay¬n¬inşa etmek için kulland¬. `M Orlicz dizi uzay¬,

kxk = inf
(
� > 0 :

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��
� 1
)

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r. M (x) = xp ; 1 � p <1 olmak üzere bir Orlicz

fonksiyonunu al¬n¬rsa `M Orlicz dizi uzay¬`p dizi uzay¬na dönüşür.

Parashar ve Choudhary (1994), Orlicz fonksiyonu yard¬m¬yla aşa¼g¬daki dizi

uzaylar¬n¬tan¬mlay¬p baz¬özelliklerini inceledi.

p = (pk) ;pozitif reel say¬lar¬n herhangi bir dizisi olsun.

lM (p) =

(
x 2 w : 9� > 0 için,

1X
k=1

�
M
�
jxkj
�

��pk
<1

)
W [M; p] =

�
x 2 w : 9� > 0 ve l > 0 için, 1

n

nP
k=1

�
M
�
jxk�lj
�

��pk
! 0 (n!1)

�
W0 [M; p] =

�
x 2 w : 9� > 0 için, 1

n

nP
k=1

�
M
�
jxkj
�

��pk
! 0; n!1;

�
W1 [M; p] =

�
x 2 w : 9� > 0 için,sup

n

1
n

nP
k=1

�
M
�
jxkj
�

��pk
<1;

�

13



her k için pk = 1 oldu¼gunda lM (p) dizi uzay¬ , lM dizi uzay¬na dönüşür.

E¼ger M (x) = x ise yukar¬da tan¬ml¬dizi aileleri s¬ras¬yla l (p) ; [C; 1; p] ; [C; 1; p]0 ve

[C; 1; p]1 dizi uzaylar¬na dönüşür.Her k için pk = 1 oldu¼gundaW [M; p] ;W0 [M; p] ve

W1 [M; p] dizi uzaylar¬s¬ras¬ylaW [M ] ;W0 [M ],W1 [M ] dizi uzaylar¬na indirgenir.

Teorem 2.1.1. H = sup
k
pk olsun. Bu takdirde lM (p) ; kompleks say¬lar cümlesi

üzerinde bir lineer uzayd¬r(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : x; y 2 lM (p) ve �; � 2 C olsun. Buna göre x = (xk) ve y = (yk) olmak

üzere ;
1X
k=1

�
M

�
jxkj
�1

��pk
<1 ve

1X
k=1

�
M

�
jykj
�2

��pk
<1

yaz¬labilir. w bir lineer (vektör) uzay oldu¼gundan �; � 2 C olmak üzere
1X
k=1

�
M

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
<1

olacak şekilde bir �3 ün varl¬¼g¬ gösterilebilirse ispat tamamlanm¬̧s olur.

Burada, �3 = max (2 j�j �1; 2 j�j �2) şeklinde tan¬ml¬d¬r. M azalmayan ve konveks

bir fonksiyon oldu¼gu için C = max
�
1; 2H�1

�
olmak üzere,

1X
k=1

�
M

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
�

1X
k=1

�
M

�
j�xkj
�3

+
j�ykj
�3

��pk
�

1X
k=1

1

2pk

�
M

�
jxkj
�1

�
+M

�
jykj
�2

��pk
�

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�1

�
+M

�
jykj
�2

��pk
� C

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�1

��pk
+ C

1X
k=1

�
M

�
jykj
�2

��pk
< 1

elde edilir ki, �x+ �y 2 `M (p) sonucuna ulaş¬l¬r. Bu sonuç ta ispat¬tamamlar.
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Teorem 2.1.2. H=max
�
1; sup

k
pk

�
olmak üzere, `M (p) uzay¬

g (x) = inf

8<:� pnH :

 1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; 3:::

9=;
paranormu alt¬nda bir paranormlu uzayd¬r(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : g (x) = g (�x) oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 2.1.1.�de � = � = 1 al¬n¬rsa

g (x+ y) � g (x)+g (y) elde edilir.M (0) = 0 oldu¼gundan x = � için inf
�
�
pn
H

	
= 0

elde edilir.Tersine olarak g (x) = 0 olsun.Bu takdirde

inf

8<:� pnH :

 1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� 1

9=; = 0

olur. Bu ise " > 0 için " 1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk# 1
H

� 1

olacak şekilde bir �" (0 < �" < ") �ün var olmas¬n¬gerektirir. Böylece," 1X
k=1

�
M

�
jxkj
"

��pk# 1
H

�
" 1X
k=1

�
M

�
jxkj
�"

��pk# 1
H

elde edilir. Baz¬m ler için xnm 6= 0 ve "! 0 olsun. Bu takdirde,�
jxnmj
"

�
!1

elde edilir ve " 1X
m=1

�
M

�
jxnmj
�

��pm# 1
H

!1

oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde herm için xnm = 0 d¬r. Son olarak,

skalerle çarp¬m¬n süreklili¼gi gösterilirse ispat biter. �, herhangi bir say¬(kompleks

olabilir) olsun. Tan¬mdan,

g (�x) = inf

8<:� pnH :

 1X
k=1

�
M

�
j�xkj
�

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
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olur. r = �
�
olacak şekilde seçilsin. O zaman,

g (�x) = inf

8<:(j�j r) pnH :

 1X
k=1

�
M

�
jxkj
r

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
olur. Bu takdirde j�jpk � max

�
1; j�jH

�
oldu¼gundan j�j

pk
H � max

�
1; j�jH

� 1
H
elde

edilir. Böylece,

g (�x) � max
�
1; j�jH

� 1
H
: inf

8<:r pnH :

 1X
k=1

�
M

�
jxkj
r

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
olur ki `M (p) de g (x) s¬f¬ra yak¬nsarken bu ifade s¬f¬ra yak¬nsar. Şimdi �n ! 0 ve

x 2 `M (p) oldu¼gu varsay¬ls¬n. Key� bir " > 0 için � > 0 olmak üzere N ,
1X

k=N+1

�
M

�
jxkj
�

��pk
�
�"
2

�H
olacak şekilde pozitif bir say¬olsun. Bu durum 1X

k=N+1

�
M

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� "

2

olmas¬n¬gerektirir. 0 < j�j < 1 olsun. M �nin konveksli¼gini kullanarak

1X
k=N+1

�
M

�
j�xkj
�

��pk
<

1X
k=N+1

�
j�jM

�
jxkj
�

��pk
<
�"
2

�H
elde ederiz. M; [0;1) aral¬¼g¬n¬n her yerinde sürekli oldu¼gu için

f (t) =
NX
k=1

�
M

�
jtxkj
�

��
fonksiyonu 0 noktas¬nda süreklidir. Dolay¬s¬yla, 0 < t < � için jf (t)j < "

2
olacak

şekilde 1 > � > 0 mevcuttur. n > K için j�nj < � olacak şekilde bir K say¬s¬

al¬ns¬n. Bu durumda, n > K için 
NX
k=1

�
M

�
j�nxkj
�

��pk! 1
H

� "

2
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elde edilir. Bu nedenle n > K için 1X
k=1

�
M

�
j�nxkj
�

��pk! 1
H

� "

sonucuna ulaş¬l¬r ki bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 2.1.3. 1 � pk <1 olsun Bu takdirde `M (p) uzay¬,

g (x) = inf

8<:� pnH > 0 :

" 1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk# 1
H

� 1; n = 1; 2; 3:::

9=;
paranormu alt¬nda tam paranormlu uzayd¬r(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : (xi) ; `M (p) de herhangi bir Cauchy dizisi, r ve x0 sabit olsun. Bu

takdirde, her bir "
rx0

> 0 için, her i; j � N olmak üzere g (xi � xj) < "
rx0

olacak

şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r. Paranorm tan¬m¬ndan her i ; j � N için" 1X
k=1

 
M

 ��xik � xjk��
g (xi � xj)

!!pk# 1
H

� 1

elde edilir. Böylece her i; j � N için

1X
k=1

"
M

 ��xik � xjk��
g (xi � xj)

!#pk
� 1

olur. 1 � pk <1 oldu¼gundan her bir k � 1 için her i; j � N olmak üzere

M

 ��xik � xjk��
g (xi � xj)

!
� 1

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Böylece,

M

 ��xik � xjk��
g (xi � xj)

!
�M

�rx0
2

�
olacak şekilde M

�
rx0
2

�
� 1 özelli¼gine sahip r > 0 bulunabilir. Bu ,

��xik � xjk�� < rx0
2

"

rx0
=
"

2

olmas¬demektir. O halde (xi) ; R�de bir Cauchy dizisidir. Böylece , her " (0 < " < 1)

için i; j � N olmak üzere q (xi � xj) < " olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.
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M�nin süreklili¼gi kullan¬larak0BB@ NX
k=1

2664M
0BB@
����xik � lim

j!1
xjk

����
g (xi � xj)

1CCA
3775
pk1CCA

1
H

� 1

bulunur. Buradan da  
NX
k=1

�
M

�
jxik � xkj
g (xi � xj)

��pk! 1
H

� 1

elde edilir. � �lar üzerinden infumum al¬n¬rsa her i � N ve j !1 için

inf

8<:� pnH :

 
NX
k=1

�
M

�
jxik � xkj

�

��pk! 1
H

� 1

9=; < "

olur. (xi) 2 `M (p) ve M sürekli oldu¼gundan (x) 2 `M (p) bulunur ki bu sonuç ise

ispat¬tamamlar.

Teorem 2.1.5. Her bir k için 0 < pk < qk <1 olsun. Bu takdirde ,

`M (p) � `M (q)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : x 2 `M (p) olsun. Bu takdirde,
1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk
<1

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. Bu durum i �nin yeteri kadar büyük de¼gerleri için

M
�
jxij
�

�
� 1 olmas¬n¬gerektirir. Ayr¬ca M azalmayan oldu¼gundan

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��qk
�

1X
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk
olur. Böylece x 2 `M (q) olur ki bu sonuç ispat¬tamamlar.

Teorem 2.1.6. p = (pk) s¬n¬rl¬reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde W [M; p] ;

W0 [M; p] ; W1 [M; p] dizi uzaylar¬C kompleks say¬lar kümesi üzerinde birer lineer

uzayd¬r(Parashar and Choudhary,1994).
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Teorem 2.1.7. H = max

�
1; sup

k
pk

�
olmak üzere,W0 [M; p]uzay¬

g� (x) = inf

8<:� pnH :

 
1

n

nX
k=1

�
M

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
paranormu alt¬nda bir paranormlu uzayd¬r(Parashar and Choudhary,1994).

Verilen son iki teoremin ispat¬bu bölümde yap¬lan önceki ispatlara benzer şekilde

yap¬ld¬¼g¬ndan ispatlar¬ayn¬şekilde elde edilir.

Hat¬rlatma 2.1.8. Aşa¼g¬daki teoreme geçmeden önce

[C; 1] = W1 ; [C; 1]0 = W0 ve [C; 1]1 = W1

eşitlikleri göz önüne al¬nmal¬d¬r(Parashar and Choudhary,1994).

Teorem 2.1.9.M , �2 şart¬n¬sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

W1 � W (M) ; W0 � W0 (M) ve W1 � W1 (M)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : x 2 W1 olsun. Bu takdirde , n!1 iken

Sn =
1

n

nX
k=1

jxn � `j ! 0

yaz¬labilir. " > 0 olsun ve 0 � t � � için M (t) < " olacak şekilde 0 < � < 1

özelli¼gine sahip bir � say¬s¬seçilsin. yk = jxk � `j olsun ve
nX
k=1

M (jykj) =
X
1

+
X
2

olarak göz önüne alal¬m. Burada ilk toplam yk � � ve ikinci toplam yk > � üzerinden

al¬nm¬̧st¬r. M , sürekli oldu¼gundan, X
1

� n"
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ve yk > � için yk <
yk
�
< 1 + yk

�
oldu¼gu görülür. M , konveks ve azalmayan bir

fonksiyon oldu¼gundan

M (yk) �M
�
1 +

yk
�

�
<
1

2
M (2) +

1

2
M

�
2yk
�

�
elde edilir. Ayr¬ca M; �2 şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan,

M (yk) �
1

2
K
yk
�
M (2) +

1

2
K
yk
�
M (2) = Kyk�

�1M (2)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde K > 2 sabit say¬s¬ vard¬r. Böylece de

X
2

M (yk) � K��1M (2)nSn ve
X
1

� n"

eşitsizlikleri birlikte düşünülürse, W1 � W (M) sonucuna ulaş¬l¬r. Benzer şekilde

W0 � W0 (M) ve W1 � W1 (M) oldu¼gu da gösterilebilir.

Teorem 2.1.10.

(i) 0 < infpk � pk � 1 olsun. Bu takdirde W (M; p) � W (M) olur.

(ii) 1 � pk � sup pk < 1 olsun. Bu takdirde; W (M) � W (M; p) olur(Parashar

and Choudhary,1994).

·Ispat :

(i) x 2 W (M; p) olsun . 0 < inf pk � 1 oldu¼gundan,

1

n

nX
k=1

�
M

�
jxk � `j
�

��
� 1

n

nX
k=1

�
M

�
jxk � `j
�

��pk
ve böylece x 2 W (M) olur ki bu sonuç ispat¬tamamlar.

(ii) Her bir k için pk � 1 ve sup pk <1 olsun. x 2 W (M) olsun. 0 < " < 1 ve her

n � N için,
1

n

nX
k=1

�
M

�
jxk � `j
�

��
� " < 1
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olacak sekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r. Bu,

1

n

nX
k=1

�
M

�
jxk � `j
�

��pk
� 1

n

nX
k=1

�
M

�
jxk � `j
�

��
olmas¬n¬gerektirir. Böylece x 2 W (M; p) elde edilirki bu sonuç teoremin iddi-

as¬n¬ispatlar.

Teorem 2.1.11. 0< pk � qk ve
�
pk
qk

�
s¬n¬rl¬olsun. Bu takdirde

W (M; q) � W (M; p)

dir(Parashar and Choudhary,1994).

·Ispat : x 2 W (M; q) olsun.

tk =

�
M

�
xk � `
�

��qk
ve �k =

pk
qk
olacak şekilde seçilsin. pk � qk oldu¼gundan 0 < �k � 1 dir. 0 < � ��k

olsun. 8k 2 N için uk ve vk;

uk =

8<: tk; tk � 1 için

0; tk < 1 için

9=;
vk =

8<: 0; tk � 1 için

vk; tk < 1 için

9=;
şeklinde tan¬mlans¬n. Ayr¬ca t�kk = u�kk +v

�k
k d¬r. Buna göre u

�k
k � uk � tk ve v�kk � v�k

oldu¼gu ç¬kar. Böylece,

1

n

nX
k=1

t�kk � 1

n

nX
k=1

tk +

"
1

n

nX
k=1

vk

#�

elde edilir ki bu sonuç x 2 W (M; p) olmas¬demektir. ·Ispat biter.
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2.2. W [A;M; p] ;W0 [A;M; p] ve W1 [A;M; p] Dizi Uzaylar¬

Bu bölümde, Böyük (2002) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s W0 (A;M; p) ;W (A;M; p) ;

W1 (A;M; p) dizi uzaylar¬incelenecektir.

M = (Mk) Orlicz fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi ve bir A = (ank), regüler matrisi

verilsin.

W0 (A;M; p) =

�
x 2 w : 9 � > 0 için,

P
k

ank

h
Mk

�
jxkj
�

�ipk
! 0 (n!1)

�
;

W (A;M; p)=

�
x 2 w : 9 � > 0 ve ` > 0 için,

P
k

ank

h
Mk

�
jxk�`j
�

�ipk
! 0 (n!1)

�
;

W1 (A;M; p) =

�
x 2 w : 9 � > 0 için,sup

n

P
k

ank

h
Mk

�
jxkj
�

�ipk
<1

�
şeklinde tan¬ml¬d¬r. Her k içinMk (x) = x oldu¼gunda yukar¬da tan¬ml¬dizi aileleri

s¬ras¬yla [A; p]0 ; [A; p] ve [A; p]1 dizi uzaylar¬ ile gösterilir. Her k için Mk (x) = x

ve A = (C; 1) Cesaro matrisi al¬n¬rsa, Parashar ve Choudhary (1994) taraf¬ndan

tan¬mlanan W0 (M; p) ;W (M; p) ;W1 (M; p) dizi uzaylar¬elde edilir.

Teorem 2.2.1. p = (pk) s¬n¬rl¬ reel terimli bir dizi olsun. Bu takdirde

W0 [A;M; p] ; W [A;M; p] ;W1 [A;M; p] cümleleriC kompleks say¬lar kümesi üzerinde

birer lineer uzayd¬r(Böyük,2002).

·Ispat : Yaln¬zW0 [A;M; p] kümesi için ispat yapmak yeterlidir. Di¼gerleri benzer

biçimde yap¬labilir. x; y 2 W0 [A;M; p] ve �; � 2 C olsun.

X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
�1

��pk
! 0 ve

X
ank

�
Mk

�
jykj
�2

��pk
! 0 , (n!1)

lacak biçimde �
1
ve �

2
ler mevcuttur. ·Ispat¬tamamlamak için,

X
k

ank

�
Mk

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
! 0; (n!1)

olacak biçimde �3 say¬s¬n¬n varl¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Burada �3 = max (2 j�j �1; 2 j�j �2)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.M Orlicz fonksiyonu azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldu¼gu
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için C = max
�
1; 2H�1

�
olmak üzere,

X
k

ank

�
Mk

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
�

X
k

ank

�
Mk

�
j�xkj
�3

+
j�ykj
�3

��pk
�

X
k

1

2pk
ank

�
Mk

�
jxkj
�1

�
+Mk

�
jykj
�2

��pk
�

X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
�1

�
+Mk

�
jykj
�2

��pk
� C

X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
�1

��pk
+C
X
k

ank

�
Mk

�
jykj
�2

��pk
elde edilir ki bu sonuç W0 (A;M; p) dizi uzay¬n¬n lineer uzay oldu¼gunu gösterir.

Teorem 2.2.2. H = max (1; supk pk) olmak üzere, W0 (A;M; p) dizi uzay¬,

G (x) = inf

8<:� pnH :

"X
ank
k

�
Mk

�
jxkj
�

��pk# 1
H

� 1; n = 1; 2; 3:::

9=;
paranormu ile bir lineer topolojik uzayd¬r(Böyük,2002).

·Ispat : G (x) = G (�x) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bir önceki teoremde � = � = 1 al¬n¬rsa

G (x+ y) � G (x)+G (y) elde edilir.M (0) = 0 oldu¼gundan x=� için inf
�
�
pn
H

	
= 0

elde edilir. Tersine olarak g (x) = 0 olsun. Bu takdirde,

inf

8<:� pnH :

"X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
�

��pk# 1
H

� 1

9=; = 0

olur. Bu ise verilen bir " > 0 için"X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
�"

��pk# 1
H

� 1

olacak şekilde bir �" (0 < �" < ") �ün var olmas¬n¬gerektirir. Böylece,"X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
"

��pk# 1
H

�
"X

k

ank

�
Mk

�
jxkj
�"

��pk# 1
H

� 1
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elde edilir. Baz¬m ler için xnm 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. "! 0 olsun. Bu durumda,�
jxnmj
"

�
!1

olur ve " 1X
k=1

ank

�
Mk

�
jxnmj
�

��pm# 1
H

!1

oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde her m için xnm = 0 d¬r. Son

olarak, skalerle çarp¬m¬n süreklili¼gi gösterilirse ispat biter. �, herhangi bir say¬olsun.

Tan¬mdan, r = �
�
olmak üzere,

G (�x) = inf

8<:� pnH :

 X
k

ank

�
Mk

�
j�xkj
�

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
olur. Bu halde j�jpk � max

�
1; j�jH

�
oldu¼gundan j�j

pk
H � max

�
1; j�jH

� 1
H
elde

edilir.Böylece,

G (�x) � max
�
1; j�jH

� 1
H
inf

8<:r pnH :

 X
k

ank

�
Mk

�
jxkj
r

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu nedenle G (x) s¬f¬ra yaklaş¬rken bu ifade s¬f¬ra yaklaş¬r.�m !

0 olsun. Key� bir " > 0 verildi¼ginde 9� > 0 için N , 1X
k=N+1

ank

�
Mk

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� "

2

olacak şekilde pozitif bir tamsay¬olsun. Bu takdirde, 1X
k=N+1

ank

�
Mk

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� "

2

yaz¬labilir. 0 < j�j < 1 olsun. M �nin konveksli¼gini kullanarak
1X

k=N+1

ank

�
Mk

�
j�xkj
�

��pk
<

1X
k=N+1

ank

�
j�jMk

�
jxkj
�

��pk
<
�"
2

�H
elde edilir. M; Orlicz fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬n¬n her yerinde sürekli oldu¼gu için

f (t) =

NX
k=1

ank

�
Mk

�
jtxkj
�

��
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fonksiyonu 0 noktas¬nda süreklidir. Dolay¬s¬yla, 0 < t < � için jf (t)j < "
2
olacak

şekilde 1 > � > 0 mevcuttur. n > K için j�nj < � için olacak biçimde bir K say¬s¬

al¬n¬rsa, n > K için  
NX
k=1

ank

�
Mk

�
j�nxkj
�

��pk! 1
H

� "

2

elde edilir. Bu nedenle n > K için 1X
k=1

ank

�
Mk

�
j�nxkj
�

��pk! 1
H

� "

sonucuna ulaş¬l¬r ki bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 2.2.3. A; negatif olmayan regüler bir matris ve M = (Mk), Orlicz

fonksiyonlar¬n¬n her k için �2 şart¬n¬sa¼glayan bir dizisi olsun. Bu durumda,

[A; p]0 =

�
x 2 w :

P
k

ank jxkjpk ! 0; n!1
�
;

[A; p] =

�
x 2 w :

P
k

ank jxk � `jpk ! 0; n!1
�
;

[A; p]1 =

�
x 2 w :

P
k

ank jxkjpk <1
�

olmak üzere,

(i) [A; p]0 � W0 (A;M; p)

(ii) [A; p] � W (A;M; p)

(iii) [A; p]1 � W1 (A;M; p) dir(Böyük,2002).

·Ispat : Di¼gerleri benzer şekilde gösterilebilece¼ginden, teoremin yaln¬z (ii) ş¬kk¬

gösterilecektir. x 2[A; p] olsun. Bu durumda, n!1 iken

Sn =
X
k

ank jxk � `jpk ! 0
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al¬nabilir. " > 0 olsun ve 0 � t � � için Mk (t) < " olacak şekilde 0 < � < 1

özelli¼gine sahip bir � say¬s¬seçilsin. yk = jxk � `j olsun ve

X
k

ank [Mk (jykj)]pk =
X
1

+
X
2

toplam¬göz önünde bulundurulsun. Burada ilk toplam yk � � ve ikinci toplam

yk > � üzerinden al¬nm¬̧st¬r. Her k için Mk, sürekli oldu¼gundan,

X
1

< "H
X
k

ank (2)

ve yk > � için yk <
yk
�
< 1 + yk

�
gerçe¼ginden hareketle, her k için Mk konveks ve

azalmayan bir fonksiyon oldu¼gundan

Mk (yk) �Mk

�
1 +

yk
�

�
<
1

2
Mk (2) +

1

2
Mk

�
2yk
�

�
elde edilir. Ayr¬ca her k için Mk; �2 şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan,

Mk (yk) �
1

2
k
yk
�
Mk (2) +

1

2
k
yk
�
Mk (2) = kyk�

�1Mk (2)

olur. Böylece de X
2

Mk (yk) � kyk��1Mk (2)nSn (3)

elde edilir. (2) ve (3) eşitsizlikleri birlikte düşünülürse [A; p] � W (A;M; p) sonucuna

ulaş¬l¬r. Benzer şekilde [A; p]0 � W0 (A;M; p) ve [A; p]1 � W1 (A;M; p) oldu¼gu da

gösterilebilir.

Teorem 2.2.4.

(i) 0 < infpk � pk � 1 olsun. Bu takdirde W (A;M; p) � W (A;M) olur.

(ii) 1 � pk � sup pk <1 olsun. Bu takdirde; W (A;M) � W (A;M; p) olur(Böyük,2002).
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·Ispat :

(i) x 2 W (A;M; p) olsun. 0 < infpk � pk � 1 oldu¼gundan,

X
k

ank

�
Mk

�
jxk � `j
�

��
�
X
k

ank

�
Mk

�
jxk � `j
�

��pk
ve böylece x 2 W (A;M) olur ki bu sonuç ispat¬tamamlar.

(ii) Her bir k için 1 � pk � sup pk ve sup pk <1 olsun. x 2 W (A;M) olsun.

0 < " < 1 ve her n � N için,

X
k

ank

�
Mk

�
jxk � `j
�

��
� " < 1

olacak sekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r. Bu,

X
k=1

ank

�
Mk

�
jxk � `j
�

��pk
�
X
k=1

ank

�
Mk

�
jxk � `j
�

��
olmas¬n¬gerektirir. Böylece x 2 W (A;M; p) elde edilirki bu sonuç teoremin iddias¬n¬

ispatlar.

Teorem 2.2.5. 0 < pk < qk ve
�
pk
qk

�
s¬n¬rl¬ ise W (A;M; q) � W (A;M; p)

dir(Böyük,2002).

·Ispat : x 2 W (A;M; q) olsun.

tk =

�
ankMk

�
xk � `
�

��qk
ve �k =

pk
qk
olacak şekilde seçilsin. pk � qk oldu¼gundan 0 < �k � 1 dir. 0 < � ��k

olsun. 8k 2 N için uk ve vk;

uk =

8<: tk; tk � 1 için

0; tk < 1 için

9=;

27



vk =

8<: 0; tk � 1 için

vk; tk < 1 için

9=;
şeklinde tan¬mlans¬n. Ayr¬ca t�kk = u�kk +v

�k
k d¬r. Buna göre u

�k
k � uk � tk ve v�kk � v�k

oldu¼gu ç¬kar. Böylece,

1

n

nX
k=1

t�kk � 1

n

nX
k=1

tk +

"
1

n

nX
k=1

vk

#�

elde edilir ki bu sonuç x 2 W (M; p) olmas¬demektir. ·Ispat biter.

Sonuç 2.2.6 A = (C; 1) ; bir Cesaro matrisi ve M = (Mk),Orlicz fonksiyon-

lar¬n¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

(i) W0 =

�
x 2 w : 1

n

nP
k=1

jxkjpk ! 0; n!1
�

W1 =

�
x 2 w : 1

n

nP
k=1

jxk � `jpk ! 0; n!1
�

W1 =

�
x 2 w : sup

n

�
1
n

nP
k=1

jxkjpk
�
<1; n!1

�
olmak üzere e¼gerM = (Mk) ; her k için�2 şart¬n¬sa¼gl¬yorsaW1 � W (M; p) ;

W0 � W0 (M; p) ;W1 � W1 (M; p) dir.

(ii) 0 < infpk � pk � 1 ise W (M; p) � W (M) olur.

(ii) 1 � pk � sup pk <1 ise W (M) � W (M; p) olur.

(iii) 0 < pk < qk ve
�
pk
qk

�
s¬n¬rl¬ise W (M; q) � W (M; p) dir(Böyük,2002).
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2.3. Orlicz Fonksiyonlar¬Yard¬m¬yla Tan¬mlanan Fark Dizi Uzaylar¬

Bu bölümde Mursaleen ve ark. (1999) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan, Orlicz fonksiyon-

lar¬yard¬mlar¬yla tan¬mlanan baz¬ fark dizi uzaylar¬n¬ve bu uzaylar¬n baz¬özellikleri

incelenecektir.

M Orlicz fonksiyonu olmak üzere,

`1 (�;M) =

�
x = (xk) : sup

k�0
M

�
j�xkj
�

�
<1 ,baz¬� > 0 için

�

c (�;M) =

�
x = (xk) : lim

k!1
M

�
j�xk � `j

�

�
= 0 ,baz¬� > 0 ve ` > 0için

�

c0 (�;M) =

�
x = (xk) : lim

k!1
M

�
j�xkj
�

�
= 0 ,baz¬� > 0 için

�
dir. Bu uzaylar,

kxk� = inf
�
� > 0 : sup

k�0
M

�
j�xkj
�

�
� 1
�

normuna göre birer normlu uzayd¬rlar(Mursaleen et al.,1999).

Teorem 2.3.1. `1 (�;M) uzay¬,

kxk� = inf
�
� > 0 : sup

k�0
M

�
j�xkj
�

�
� 1
�

normu alt¬nda birer Banach uzay¬d¬r(Mursaleen et al.,1999).

·Ispat : (xi) ; `1 (�;M) uzay¬nda bir Cauchy dizisi olsun. Burada her bir i 2 N

için xi = (xik) = (x
i
1; x

i
2; :::) 2 `1 (�;M) d¬r:r; x0 > 0 sabit olsun. Her "

rx0
> 0 ve her

i; j > N olmak üzere xi � xj
�
<

"

rx0
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olacak şekilde pozitif bir N 2 Z tamsay¬s¬vard¬r. Norm tan¬m¬ndan her i; j > N

için

sup
k�0
M

 
�xik ��x

j
k

kxi � xjk

!
� 1

elde ederiz. Buradan,her bir k > 0 ve her i; j > N için

M

 ���xik ��xjk��
kxi � xjk�

!
� 1

olur. Böylece,

M

 ���xik ��xjk��
kxi � xjk�

!
�M

�rx0
2

�
olacak şekilde M

�
rx0
2

�
� 1 özelli¼gine sahip r > 0 bulunabilir. Bu durum

���xik ��xjk�� < rx0
2

"

rx0
=
"

2

olmas¬n¬gerektirir. Böylece,(�xik) ;R�de bir Cauchy dizisidir. O halde, her " (0 < " < 1)

ve her i; j � N için
���xik ��xjk�� < " olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.

M�nin süreklili¼ginden

sup
k�N

M

0BB@
�����xik � lim

j!1
�xjk

����
�

1CCA � 1

elde edilir. Böylece

sup
k�N

M

�
j�xik ��xkj

�

�
� 1

��lar üzerinden infumum al¬n¬rsa, j !1 iken her i � N için

inf

�
� > 0 : sup

k�N
M

�
j�xik ��xkj

�

�
� 1
�
< "

elde edilir. (xi) 2 `1 (�;M) ve M�de Orlicz fonksiyon oldu¼gundan x 2 `1 (�;M)

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Teorem 2.3.2. M ,�2 şart¬n¬sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde,

(i) c0 (�) � c0 (�;M) ;

(ii) c (�) � c (�;M) ;

(iii) l1 (�) � `1 (�;M) olur(Mursaleen et al.,1999).

·Ispat :

(i) x 2 c0 (�) olsun. Bu takdirde,

lim
k!1

j�xkj = 0

olacakt¬r. Öte yandan M , nin süreklili¼gi de kullan¬larak

lim
k!1

M

�
j�xkj
�

�
=M

 
lim
k!1

j�xkj

�

!
=M (0) = 0

elde edilir. Böylece x 2 c0 (�;M) bulunur. Buradan da c0 (�) � c0 (�;M)

yaz¬l¬r. Teoremin (ii) ş¬kk¬n¬n ispat¬da benzer yolla yap¬ld¬¼g¬ için şimdi de

(iii)�nin ispat¬verilecektir.

x 2 `1 (�) olsun. Bu taktirde, her k için j�xkj � N olacak şekilde bir N say¬s¬

vard¬r. M , �2 şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan

M

�
j�xkj
�

�
�M

�
N

�

�
� K`M (N)

olur. O halde

sup
k�0
M

�
j�xkj
�

�
<1

elde edilir ki böylece, `1 (�) � `1 (�;M) sonucuna ulaş¬l¬r.

p = (pk)pozitif reel say¬lar¬n herhangi bir dizisi olsun. Bu taktirde , ayn¬yollaM

Orlicz fonksiyonu için c0; c ve `1 dizi uzaylar¬n¬n c0 (p) ; c (p) ve `1 (p) uzaylar¬na

genelleştirildi¼gi gibi aşa¼g¬daki dizi uzaylar¬� > 0 için,
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c0 (�;M; p) =

�
x = (xk) : lim

k!1

�
M

�
j�xkj
�

��pk
= 0

�
c (�;M; p) =

�
x = (xk) : lim

k!1

�
M

�
j�xk � `j

�

��pk
= 0

�
`1 (�;M; p) =

�
x = (xk) : sup

k�0

�
M

�
j�xkj
�

��pk
<1

�
şeklinde yaz¬l¬r. Her k için pk = 1 ise c0 (�;M; p) = c0 (�;M) ; c (�;M; p) = c (�;M)

ve `1 (�;M; p) = `1 (�;M) olur.

Teorem 2.3.3. `1 (�;M; p) uzay¬

G (x) = inf

(
p
pn
H :

�
sup
k�0

�
M

�
j�xkj
�

��pk� 1
H

� 1
)

paranormuna göre tamd¬r. Burada, H = max

�
1; sup

k�0
pk

�
d¬r(Mursaleen et al.,1999).

·Ispat : (xi) ; `1 (�;M; p) de herhangi bir Cauchy dizisi ve r; x0 > 0 sabit olsun.

Her i; j � N için her "
rx0
> 0 olmak üzere

G
�
xi � xj

�
<

"

rx0

olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r. Paranorm tan¬m¬ndan her i; j � N için

(
sup
k�0

 
M

 ���xik ��xjk��
G (xi � xj)

!!pk) 1
H

� 1

elde ederiz. Böylece, her i; j � N için

sup
k�0

 
M

 ���xik ��xjk��
G (xi � xj)

!!pk
� 1

elde edilir. Her bir k � 0 ve her i; j � N için M
�
j�xik��xjkj
G(xi�xj)

�
� 1 yaz¬labilir.

M
�
rx0
2

�
� 1 olmak üzere r > 0 için M

�
j�xik��xjkj
G(xi�xj)

�
�M

�
"
rx0

�
elde edilir. Bu,

���xik ��xjk�� � rx0
2

"

rx0
=
"

2
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olmas¬n¬gerektirir. Böylece(�xi) ; R�de bir Cauchy dizisidir. O halde her " (0 < " < 1)

ve her i; j � N için j�xi ��xj < " olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.M�nin

süreklili¼ginden

sup
k�0

�
M

�
j�xik ��xj

�

��pk
� 1

elde edilir. � üzerinden infumum al¬n¬rsa, her i; j � N ve j !1 için

inf

(
�
pn
H :

�
sup
k�0

�
M

�
j�xik ��xj

�

��pk� 1
H

� 1
)
< "

olur. (xi) 2 `1 (�;M; p) ve M sürekli oldu¼gundan x 2 `1 (�;M; p) ç¬kar. Bu sonuç

ispat¬tamamlar.

Teorem 2.3.4. Her bir k için 0 < pk � qk olsun. Bu taktirde,

c0 (�;M; p) � c0 (�;M; q)

olur(Mursaleen et al.,1999).

·Ispat x 2 c0 (�;M; p) olsun. Bu durumda,

lim
k!1

�
M

�
j�xkj
�

��pk
= 0

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. Bu i �nin yeterince büyük de¼gerleri için

M

�
j�xij
�

�
� 1

olmas¬n¬gerektir. M azalmayan bir fonksiyon oldu¼gundan

M

�
j�xkj
�

�qk
�M

�
j�xkj
�

�pk
yaz¬labilir. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n k !1 için limiti al¬n¬rsa

lim
k!1

�
M

�
j�xkj
�

��qk
= 0

elde edilir ki c0 (�;M; p) � c0 (�;M; q) sonucu bulunur.
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2.4. Orlicz Fonksiyonu ·Ile Tan¬mlanm¬̧s Baz¬Kuvvetli Toplanabilir Dizi

Uzaylar¬

Bu bölümde E.Savaş ve R.Savaş (2004) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan dizi uzaylar¬ ince-

lenecektir.

� = (�n) pozitif reel say¬lar¬n azalmayan bir dizisi , �1 = 1 ve �n+1 � �n + 1

olsun. Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin ortalamas¬

tn =
1

�n

X
k2In

xk

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada In = [n� �n + 1; n] d¬r. E¼ger n ! 1 için tn (x) ! `

oluyorsa x = (xk) dizisi ` say¬s¬na (V; �) toplanabilir denir(Leindler,1965).

[V; �]0 =

�
x 2 w : lim

n

1
�n

P
k2In

jxkj = 0
�

[V; �] =

�
x 2 w : lim

n

1
�n

P
k2In

jxk � `ej = 0; baz¬` 2 C için
�

[V; �]1 =

�
x 2 w : sup

n

1
�n

P
k2In

jxkj <1
�

Yukar¬daki dizi uzaylar¬s¬ras¬yla de la Vallée-Poussin metoduyla tan¬mlanm¬̧s,

0 �a kuvvetli toplanabilir, kuvvetli toplanabilir, kuvvetli s¬n¬rl¬dizi uzaylar¬d¬r.

Burada özel olarak n=1,2,3,... için �n = n al¬n¬rsa [V; �]0 ; [V; �] ; [V; �]1 dizi uzay-

lar¬Maddox(1967) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan w0; w; w1 dizi uzaylar¬na indirgenir. E.Savaş

ve R.Savaş(2004) Orlicz fonksiyonunu kullanarak,

[V;M; p]0 =

�
x 2 w : lim

n

1
�n

P
k2In

h
M
�
jxkj
�

�ipk
= 0;9 � > 0

�
[V;M; p] =

�
x 2 w : lim

n

1
�n

P
k2In

h
M
�
jxk�`j
�

�ipk
= 0; 9� > 0 ve ` > 0

�
[V;M; p]1 =

�
x 2 w : sup

n

1
�n

P
k2In

h
M
�
jxkj
�

�ipk
<1;9 � > 0

�
dizi uzaylar¬n¬elde ettiler. Burada her k için pk = 1 al¬n¬rsa s¬ras¬yla [V;M ]0 ;

[V;M ] ; [V;M ]1 dizi uzaylar¬elde edilir. E¼ger her k için pk = 1 veM (x) = x al¬n¬rsa o

zaman [V;M; p]0 = [V; �]0 ; [V;M; p] = [V; �] ve [V;M; p]1 = [V; �]1 dizi uzaylar¬na
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indirgenir. Ayr¬ca 8n 2 N için �n = n al¬n¬rsa [V;M; p]0 ; [V;M; p] ; [V;M; p]1 dizi

uzaylar¬Parashar ve Choudhary(1994) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan [C;M; p]0 ; [C;M; p] ;

[C;M; p]1 dizi uzaylar¬na indirgenir.

Teorem 2.4.1.M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pk) pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi

olsun. Bu takdirde [V;M; p]0 ; [V;M; p] ; [V;M; p]1 dizi uzaylar¬ kompleks say¬lar

cümlesi üzerinde lineerdir(Savaş and Savaş , 2004).

Burada sadece [V;M; p]0 için teoremin iddias¬ ispatlanacakt¬r. Di¼gerleri

benzer yolla gösterilebilir. x; y 2 [V;M; p]0 ve �; � 2 C olsun. O zaman tan¬mdan

lim
n

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�1

��pk
= 0

ve

lim
n

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�2

��pk
= 0

olacak şekilde �1 ve �2 pozitif say¬lar¬vard¬r. �3 = max
�
2 j�j �1;2 j�j �2

�
olsun. M

azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldu¼gundan

1

�n

X
k2In

�
M

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
� 1

�n

X
k2In

�
M

�
j�xkj
�3

+
j�ykj
�3

��pk
� 1

�n

X
k2In

1

2pk

�
M

�
jxkj
�1

�
+M

�
jykj
�2

��pk
� 1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�1

�
+M

�
jykj
�2

��pk
� C

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�1

��pk
+C

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�2

��pk
elde edilir ki, n!1 için eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n limiti al¬n¬rsa

lim
n

1

�n

X
k2In

�
M

�
j�xk + �ykj

�3

��pk
= 0

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu ise �xk + �yk 2 [V;M; p]0 demektir. Yani [V;M; p]0 dizi uzay¬

lineerdir.
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Teorem 2.4.2. M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pk) pozitif reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬

bir dizisi olsun. Bu takdirde [V;M; p]0 dizi uzay¬

g (x) = inf

8<:� pnH :

 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�1

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; 3; :::

9=;
ile total paranormlu uzayd¬r(Savaş and Savaş , 2004).

·Ispat g (x) = g (�x) oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 2.4.1. de � = � = 1 al¬n¬rsa

g (x+ y) � g (x)+g (y) elde ederiz.M (0) = 0 oldu¼gundan x = � için inf
�
�
pn
H

	
= 0

elde edilir. Tersine olarak g (x) = 0 olsun. Bu takdirde

inf

8<:� pnH :

 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�

��pk! 1
H

� 1

9=; = 0

olur. Bu ise verilen bir " > 0 için 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�"

��pk! 1
H

� 1

olacak şekilde bir �" (0 < �" < ") �ün var olmas¬n¬gerektirir. Böylece her bir n için, 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
"

��pk! 1
H

�
 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�"

��pk! 1
H

� 1

elde edilir. Baz¬m 2 In ler için xnm 6= 0 ve "! 0 olsun. Bu takdirde ,�
jxnmj
"

�
!1

olur ve  
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxnmj
"

��pk! 1
H

!1

oldu¼gu ortaya ç¬kar. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde her bir m için xnm = 0 d¬r. Son

olarak, skalerle çarp¬m¬n süreklili¼gi gösterilecektir. �, herhangi bir kompleks say¬

olsun. Tan¬mdan, r = �
j�j olmak üzere

g (�x) = inf

8<:� pnH :

 
1

�n

X
k2In

�
M

�
j�xkj
�

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; 3; :::

9=;

36



yaz¬labilir. O zaman,

g (�x) = inf

8<:(j�rj) pnH :

 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
r

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; 3; :::

9=;
olur. Bu halde j�jpk � max

�
1; j�jH

�
oldu¼gundan j�j

pk
H � max

�
1; j�jH

� 1
H
elde

edilir. Böylece,

g (�x) � max
�
1; j�jH

� 1
H
inf

8<:r pnH :

 
1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
r

��pk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
olur ki , [V;M; p]0 de g (x) ! 0 ise g (�x) ! 0 olacakt¬r. �m ! 0 ve x 2 [V;M; p]0
olsun. Key� bir " > 0 verildi¼ginde 9� > 0 ve her n > N için N ,

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�

��pk
�
�"
2

�H
olacak şekilde pozitif bir tamsay¬olsun. Bu durum 9� > 0 ve her n > N için

1

�n

X
k2In

�
M

�
jxkj
�

��pk
� "

2

olmas¬n¬gerektirir. 0 < j�j < 1 olsun. M �nin konveksli¼gini kullanarak n > N için,

1

�n

X
k2In

�
M

�
j�xkj
�

��pk
<
1

�n

X
k2In

�
j�jM

�
jxkj
�

��pk
<
�"
2

�H
elde ederiz. M; [0;1) aral¬¼g¬n¬n her yerinde sürekli oldu¼gu için n � N için

f (t) =
1

�n

X
k2In

�
M

�
jtxkj
�

��pk
fonksiyonu 0 noktas¬nda süreklidir. Dolay¬s¬yla, 0 < t < � için jf (t)j <

�
"
2

�H
olacak

şekilde 1 > � > 0 mevcuttur. m > K için j�mj < � olacak biçimde bir K say¬s¬

al¬ns¬n. O zaman m > K ve n � N için

1

�n

X
k2In

��
M

�
j�mxkj
�

��pk� 1
H

� "

2
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elde edilir. Böylece
1

�n

X
k2In

��
M

�
j�mxkj
�

��pk� 1
H

� "

sonucuna ulaş¬l¬r ki m > K ve her n için g (�x)! 0 ; (�! 0) dir. ·Ispat biter.

Teorem 2.4.3. M , �2 şart¬n¬sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O zaman

[V; �] � [V;M ]

dir(Savaş and Savaş, 2004).

·Ispat x 2 [V; �] olsun. O zaman

Tn =
1

�n

X
k2In

jxk � `j ! 0 , n!1 ve baz¬` için

" > 0 olsun ve 0 � t � � için M (t) < " olacak şekilde 0 < � < 1 özelli¼gine sahip bir

� say¬s¬n¬seçilsin. yk = jxk � `j olsun.

1

�n

X
k2In

M (jykj) =
X
1

+
X
2

olarak göz önüne alal¬m. Burada ilk toplam yk � � ve ikinci toplam yk > � üzerinden

al¬nm¬̧st¬r. M , sürekli oldu¼gundan, X
1

� �n"

ve yk > � için yk <
yk
�
< 1 + yk

�
oldu¼gu görülür. M konveks ve azalmayan bir

fonksiyon oldu¼gundan

M (yk) �M
�
1 +

yk
�

�
<
1

2
M (2) +

1

2
M

�
2yk
�

�
elde edilir. Ayr¬ca M; �2 şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan K > 2 sabiti vard¬r öyle ki

M

�
2yk
�

�
� 1

2
K
yk
�
M (2)

oldu¼gundan

M (yk) �
1

2
k
yk
�
M (2) +

1

2
k
yk
�
M (2) = kyk�

�1M (2)
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elde edilir.Böylece de

X
2

M (yk) � kyk��1M (2)�nTn ve
X
1

� n"

eşitsizlikleri birlikte düşünülürse [V; �] � [V;M ] sonucuna ulaş¬l¬r. Bu sonuç ispat¬

tamamlar.

M ,�2 şart¬n¬sa¼glayan Orlicz fonksiyonu olmak üzere Teorem 2.4.3 ün ispat¬ndaki

metod kullan¬larak [V; �]0 � [V;M ]0 ; [V; �]1 � [V;M ]1 oldu¼gu da gösterilebilir.

2.5.
��Np�� (M; r; q; s) Yar¬Normlu Uzaylar¬ve Baz¬Özellikleri

Bu k¬s¬mda Alt¬n ve ark. (2004) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan Orlicz fonksiyonu

yard¬m¬yla tan¬mlanan
��Np�� (M; r; q; s) dizi uzaylar¬ ve baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

incelendi.

Tan¬m 2.5.1. "a" ile gösterilmek üzere
1P
n=0

an sonsuz serisi verilsin.

sn = a0 + a1 + :::::::+ an

olsun (sn) dizisi "s" ile gösterilsin. Pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi (pn)n�0 olsun ve

Pn =
nP
k=0

pk yaz¬ls¬n. E¼ger n!1;

tn =
1

Pn

nX
v=0

pvsv ! `

ise a serisi `�ye
�
N; pn

�
toplanabilir denir. E¼ger

X
n

jtn � tn�1j <1

ise "a" serisine mutlak
�
N; pn

�
toplanabilir ya da

��N; pn�� toplanabilir denir(MEAR,1937).
tn =

 
1

Pn

nX
v=0

pvsv

!
olmak üzere 'n (a) = tn � tn�1 olsun. Abel dönüşümünü uygulayarak,
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�sv = sv � sv+1 = �av+1 olmak üzere,

tn � tn�1 =
1

Pn

 
nX
v=0

Pv�sv + Pnsn+1

!
� 1

Pn�1

 
n�1X
v=0

Pv�sv + Pn�1sn

!

= (sn+1 � sn) +
1

Pn

 
nX
v=0

Pv�sv

!
� Pn�sn

Pn
� 1

Pn�1

n�1X
v=0

Pv�sv

= an+1 +
1

Pn

 
n�1X
v=0

Pv�sv

!
� an+1 �

1

Pn�1

n�1X
v=0

Pv�sv

= � pn
PnPn�1

n�1X
v=0

Pv�sv =
pn

PnPn�1

n�1X
v=0

Pvav+1

=
pn

PnPn�1

nX
v=1

Pv�1av

'n (a) = tn � tn�1 =
Pn

PnPn�1

nX
v=1

Pv�1av ; (n � 1)

elde edilir. Herhangi bir " a " ve " b " serileri ve � skaleri için

'n (a+ b) = 'n (a) + 'n (b)

ve

'n (�a) = �'n (a)

bulunur.

M , bir Orlicz fonksiyonu ve X de q yar¬normuyla birlikte yar¬normlu uzay olsun.

s � 0 olacak şekilde bir reel say¬ve r = (rk) pozitif reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi

olsun. w (x) sembolüyle x de¼gerli dizilerin uzay¬gösterilsin. Bu takdirde(
a 2 w (x) :

1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�

���rk
<1; s � 0; baz¬�>0 için

)

şeklinde tan¬mlanm¬̧s cümle
��Np�� (M; r; q; s) ile gösterilir.

Alt¬n ve ark. (2004) s ve rk�ya de¼gerler vererek aşa¼g¬daki dizi uzaylar¬n¬ elde

ettiler.
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E¼ger her k 2 N için rk = 1 al¬n¬rsa;��Np�� (M; q; s) = �a 2 w (x) : 1P
k=1

k�s
h
M
�
q
�
�k(a)
�

��i
<1; s � 0; baz¬� > 0 için

�
dizi uzay¬elde edilir.E¼ger s = 0 al¬n¬rsa;��Np�� (M; r; q) = �a 2 w (x) : 1P

k=1

h
M
�
q
�
�k(a)
�

��irk
<1; baz¬� > 0 için

�
dizi uzay¬elde edilir. E¼ger her k 2 N için rk = 1 ve s = 0 al¬n¬rsa;��Np�� (M; q) = �a 2 w (X) : 1P

k=1

h
M
�
q
�
�k(a)
�

��i
<1; baz¬� > 0 için

�
dizi uzay¬elde edilir.

r = (rk) pozitif reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir dizisi olsun. 0 < rk � sup rk = H ve

C = max(1; 2H�1) olsun. O zaman

jak + bkjrk � C: (jakjrk + jbkjrk)

şeklindeki eşitsizli¼gi gözönüne al¬n¬z.

Teorem 2.5.2. H = sup rk olsun. O zaman,
��Np�� (M; r; q; s) dizi uzay¬ C

kompleks say¬lar kümesi üzerinde lineerdir(Alt¬n et al., 2004).

·Ispat a; b 2
��Np�� (M; r; q; s) ve �; � 2 C olsun. O zaman,

1P
k=1

k�s
h
M
�
q
�
�k(a)
�1

��irk
<1 ve

1P
k=1

k�s
h
M
�
q
�
�k(a)
�2

��irk
<1 olacak şekilde

pozitif �1 ve �2 say¬lar¬vard¬r. �3 = max (2 j�j �1; 2 j�j �2) olsun. M azalmayan,

konveks bir fonksiyon oldu¼gundan ve q bir yar¬norm oldu¼gundan

1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
��k (a) + ��k (b)

�3

���rk
�

1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
��k (a)

�3

�
+ q

�
��k (b)

�3

���rk
�

1X
k=1

1

2rk
k�s

�
M

�
q

�
�k (a)

�1

��
+M

�
q

�
�k (b)

�2

���rk
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�
1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�1

��
+M

�
q

�
�k (b)

�2

���rk
� C

1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�1

���rk
+ C

1X
k=1

k�s

"
M

�
q

�
�k (b)

�2

��rk
#rk

< 1

elde edilir ki bu sonuç �a+�� 2
��Np�� (M; r; q; s) olmas¬demektir. Böylece ispat

biter.

Teorem 2.5.3.
��Np�� (M; r; q; s) dizi uzay¬

g (a) = inf

8<:� rnH :

 1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�

���rk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
paranormu ile paranormlu uzayd¬r(Alt¬n et al., 2004).

·Ispat g (a) = g (�a) oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Teorem 2.5.2. ve

Lemma 1.1.29. (i) kullan¬larak

g (a+ b) � g (a) + g (b)

elde edilir. Her a = � için q (�) = 0 veM (0) = 0 oldu¼gundan inf
�
�
rn
H

	
= 0 oldu¼gu

görülür. Skalerle çarp¬m¬n sürekli oldu¼gu da gösterilirse ispat biter. � herhangi bir

reel say¬olsun. O zaman

g (�a) = inf

8<:� rnH :

 1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
��k (a)

�

���rk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
oldu¼gundan, v = �

j�j için

g (�a) = inf

8<:(j�j v) rnH :

 1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

v

���rk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
yaz¬labilir. Bu halde j�jpk � max

�
1; j�jH

�
oldu¼gundan j�j

pk
H � max

�
1; j�jH

� 1
H
elde

edilir. Böylece ,

g (�x) � max
�
1; j�jH

� 1
H
: inf

8<:v rnH :

 1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

v

���rk! 1
H

� 1; n = 1; 2; :::

9=;
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olur ki
��Np�� (M; r; q; s)�de g (a) s¬f¬ra yak¬nsarken bu ifade s¬f¬ra yak¬nsar. Şimdi

n!1 için �n ! 0 ve x 2
��Np�� (M; r; q; s) olsun. Key� bir " > 0 verildi¼ginde baz¬

� > 0 say¬lar¬için N ,

1X
k=N+1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�

���rk
� "

2

olacak şekilde pozitif bir tamsay¬olsun. Bu durum 1X
k=N+1

k�s
�
M

�
q

�
�k (a)

�

���rk! 1
H

� "

2

olmas¬n¬gerektirir. 0 < j�j < 1 olsun. M �nin konveksli¼gini kullanarak

1X
k=N+1

k�s
�
M

�
q

�
��k (a)

�

���rk
<

1X
k=N+1

k�s
�
j�jM

�
q

�
�k (a)

�

���rk
<

�"
2

�H
elde ederiz. M; [0;1) aral¬¼g¬n¬n her yerinde sürekli oldu¼gu için

f (t) =
NX
k=1

k�s
�
M

�
q

�
t�k (a)

�

���rk
fonksiyonu 0 noktas¬nda süreklidir. Dolay¬s¬yla, 0 < t < � için jf (t)j < "

2
olacak

şekilde 1 > � > 0 mevcuttur. n > K için j�nj < � olacak biçimde bir K say¬s¬

al¬n¬rsa, bu durumda, n > K için 
NX
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�n�k (a)

�

���pk! 1
H

� "

2

elde edilir. Bu nedenle n > K için 1X
k=1

k�s
�
M

�
q

�
�n�k (a)

�

���pk! 1
H

< "

sonucuna ulaş¬l¬r ki böylece � ! 0 için g (�a) ! 0 dir. Bu ise teoremin ispat¬n¬

tamamlar.

43



3. ORLICZ FONKS·IYONUYLA TANIMLANMIŞ `1 (p;M; q; s) D·IZ·I

UZAYI

3.1. `1 (p;M; q; s) Dizi Uzay¬ ve Baz¬Özellikleri

Bu bölümde Orlicz fonksiyonu yard¬m¬yla baz¬ dizi uzaylar¬ ilk kez tan¬m-

lanacak, bu uzaylar¬n baz¬özellikleri incelenecektir.

Tan¬m 3.1.1. X; � birim elemanl¬kompleks(veya reel) lineer uzay ve (X; q)

yar¬normlu bir uzay olsun. X�de¼gerli dizilerin uzay¬w (X) ile gösterilirsin.w (X),

x = (xk) , y = (yk) ve a bir skaler olmak üzere,

x+ y = (xk + yk) ve ax = (axk)

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r. M bir Orlicz fonksiyonu,

8k 2 N için pk > 0 olmak üzere p = (pk) artan bir dizi olsun.�
x = (xk) 2 w (X) : 9� > 0 ve s > 0 için sup

k
k�s

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
<1

�
şeklindeki cümle `1 (p;M; q; s) ile gösterilsin. ' (X) ile � dan farkl¬terimleri sonlu

olan X�de¼gerli dizilerin uzay¬gösterilirse,

' (X) � `1 (p;M; q; s)

oldu¼gunu görmek zor de¼gildir. O halde tan¬mlanan cümlenin bir anlam¬vard¬r.`1 (p;M; q; s)

de herhangi bir dizi x = (xn) ile gösterilecektir.Burada her bir n için,

xn = (xn1 ; x
n
2 ; :::; x

n
m; :::) 2 `1 (p;M; q; s)

şeklindedir.

Teorem 3.1.2. `1 (p;M; q; s) , C kompleks say¬lar cümlesi üzerinde bir lineer

uzayd¬r.
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·Ispat x; y 2 `1 (p;M; q; s) ve �; � 2 C için ax + �y 2 `1 (p;M; q; s)

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x; y 2 `1 (p;M; q; s) oldu¼gundan;

sup k�s
�
M

�
q

�
xk
�1

���pk
<1 ve sup k�s

�
M

�
q

�
yk
�2

���pk
<1

yaz¬labilir. Şimdi �3 = max (2 jaj �1; 2 j�j �2) olacak şekilde seçilsin. Buna göre

M , azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldu¼gundan ;

sup
k
k�s

�
M

�
q

�
axk + �yk

�3

���pk
� sup

k
k�s

�
M

�
q

��
axk
�3

�
+ q

�
�yk
�3

����pk
� sup

k
k�s

1

2pk

�
M

�
q

�
xk
�1

��
+M

�
q

�
yk
�2

���pk
� sup

k
k�s

�
M

�
q

�
xk
�1

��
+M

�
q

�
yk
�2

���pk
� Csup

k
k�s

�
M

�
q

�
xk
�1

���pk
+Csup

k
k�s

�
M

�
q

�
yk
�2

���pk
< 1

elde edilir. Burada , C = max
�
1; 2H�1

�
; H = sup pk d¬r. Böylece;

ax+ �y 2 ` 1 (p;M; q; s) oldu¼gu görülmüş olur ki ispat biter.

Teorem 3.1.3. `1 (p;M; q; s) dizi uzay¬,

g (x) = inf

(
�pn=H :

�
sup
k
k�s

�
M

�
q

�
xk
�

���pk�1=H
< 1; n 2 N

)
paranormuyla bir paranormlu uzayd¬r.

·Ispat � ; `1 (p;M; q; s) dizi uzay¬n¬n s¬f¬r eleman¬ olsun. Bu takdirde

g (�) = 0 ve M (0) = 0 oldu¼gu için g (�) = 0 oldu¼gu kolayca görülür. Öte

yandan g (x) = g (�x) oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca Teorem 3:1:2:�de � = � = 1 al¬n¬rsa

g (x+ y) = g (x) + g (y) elde edilir. Skalerle çarp¬m¬n süreklili¼gi gösterilirse

ispat biter. � herhangi bir say¬olsun. Tan¬mdan, r=�
�
olmak üzere

g (�x) = inf

(
�
pn
H :

�
sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�xk
�

���pk�1=H
< 1; n 2 N

)
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olur. Öyleyse ;

g (�x) = inf

(
(j�j r)

pn
H :

�
sup
k
k�s

h
M
�
q
�xk
r

��ipk�1=H
< 1; n 2 N

)

j�jpk � max
�
1; j�jH

�
oldu¼gundan

j�jpk=H � max
�
1; j�jH

�1=H
elde edilir. Bu sonuçla da

g (�x) � max
�
1; j�jH

�1=H
inf

(
�
pn
H :

�
sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�xk
�

���pk�1=H
< 1; n 2 N

)
olur ki g (x) ; 0 �a yak¬nsarken bu ifade s¬f¬ra yak¬nsar. Şimdi de �n ! 0 ve

x 2 `1 (p;M; q; s) oldu¼gunu varsayal¬m. Key� bir " > 0 için � > 0 olmak üzere N ,

sup
k � N+1

k�s
�
M

�
q

�
�xk
�

���pk
� "=2

olacak şekilde pozitif bir say¬olsun. Buradan aç¬kca ,�
sup

k � N+1
k�s

�
M

�
q

�
�xk
�

���pk�1=H
� "

2

eşitsizli¼gi bulunur. Şimdi 0 < j�j < 1 oldu¼gunu kabul edelim. M nin konveksli¼gini

kullanarak,

sup
k � N+1

k�s
�
M

�
q

�
�xk
�

���pk
< sup

k�N+1
k�s

�
j�jM

�
q

�
xk
�

���pk
� "

2

elde edilir. M , [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan,

f (t) = sup
1�k�N

k�s
�
M

�
q

�
txk
�

���pk
ile tan¬ml¬ f fonksiyonu da 0 da süreklidir. Buna göre 0 < � < 1 olacak şekilde bir

� say¬s¬vard¬r. Öyle ki 0 < t < � için j f(t)j < "=2 kal¬r. n > K için j�nj < �

olacak şekilde bir K say¬s¬alal¬m. n > K için�
sup

1�k�N
k�s

�
M

�
q

�
�nxk
�

���pk�1=H
� "=2
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bulunur. Böylece n > K için,�
sup
k
k�s

�
M

�
q

�
�xk
�

���pk�1=H
< "

elde edilir. Bu ise; �! 0 iken g (�a)! 0 olmas¬demektir ki bulunan sonuç ispat¬

tamamlar.

Teorem 3.1.4. (X; q) yar¬normlu uzay¬ tam ve 1 � pk < 1 olsun. Bu

takdirde `1 (p;M; q; s) uzay¬g paranormu ile tamd¬r.

·Ispat (xi) ; `1 (p;M; q; s) de herhangi bir Cauchy dizisi, r ve x0 sabit say¬lar

olsun. Bu takdirde, her bir "
rx0

> 0 için, her i; j � N olmak üzere g (xi � xj) < "
rx0

olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r. Paranorm tan¬m¬ndan her i ; j � N için"
sup
k
k�s

 
M

"
q

 
xik � x

j
k

g (xi � xj)

!#!pk# 1
H

� 1

elde ederiz. Böylece her i; j � N için

sup
k
k�s

 
M

"
q

 
xik � x

j
k

g (xi � xj)

!#!pk
� 1

olur. 1 � pk <1 oldu¼gundan her bir k � 1 için her i; j � N olmak üzere

M

 
q

 
xik � x

j
k

g (xi � xj)

!!
� 1

eşitsizli¼gini yazabiliriz. Böylece,

M

 
q

 
xik � x

j
k

g (xi � xj)

!!
�M

�rx0
2

�
olacak şekilde M

�
rx0
2

�
� 1 özelli¼gine sahip r > 0 bulunabilir. Bu,

q
�
xik � x

j
k

�
<
rx0
2

"

rx0
=
"

2

olmas¬demektir. O halde (xi) ; X�de bir Cauchy dizisidir. Böylece, her " (0 < " < 1)

için i; j � N olmak üzere q (xi � x) < " olacak şekilde pozitif bir N say¬s¬vard¬r.

47



M nin süreklili¼gi kullan¬larak0@ sup
1�k�N

k�s

24M
0@q
0@xik � lim

j!1
xjk

g (xi � xj)

1A1A35pk1A
1
H

� 1

bulunur. Buradan da�
sup
1�k�N

k�s
�
M

�
q

�
xik � xk
�

���pk� 1
H

� 1

elde edilir. � �lar üzerinden infumum al¬n¬rsa her i � N ve j !1 için

inf

8<:� pnH :

 
sup

1�k�N
k�s

"
M

 
q

 
xik � x

j
k

�

!!#pk! 1
H

� 1

9=; < "

olur. (xi) 2 `1 (p;M; q; s) ve M sürekli oldu¼gundan (x) 2 `1 (p;M; q; s) bulunur ki

bu sonuç ise ispat¬tamamlar.

Teorem 3.1.5. M , �2 şart¬n¬sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. O zaman

`1 � � [`1 (p;M; q; s)]

dir.

·Ispat a = (ak) 2 `1 olsun. Bu takdirde 8k 2 N için jakj � ` olacak şekilde bir

` > 1 vard¬r. 8x 2 `1 (p;M; q; s) için

sup
k
k�s

�
M

�
q

�
xkak
�

���pk
= sup

k
k�s

�
M

�
jakj q

�
xk
�

���pk
� sup

k
k�s

�
M

�
`q

�
xk
�

���pk
� KH`Hsup

k
k�s

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
� 1

olacakt¬r. Tan¬m1.1.16. göz önüne al¬n¬rsa a 2 � [`1 (p;M; q; s)] yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla,

`1 � � [`1 (p;M; q; s)] elde edilir.
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Yukar¬da tan¬mlanan `1 (p;M; q; s) dizi uzay¬nda her k için s = 0 al¬n¬rsa

`1 (p;M; q) dizi uzay¬, her k için M (xk) = xk al¬n¬rsa `1 (p; q; s) dizi uzay¬, her k

için pk = 1 al¬n¬rsa `1 (M; q; s) dizi uzaylar¬elde edilir.

Teorem 3.1.6. M; M1 veM2 ; �2 şart¬n¬sa¼glayan Orlicz fonksiyonlar¬ q, q1 ; q2

yar¬normlar ve s ; s1 ; s2 negatif olmayan reel say¬lar olsunlar.O zaman aşa¼g¬dakiler

do¼grudur.

(i) s > 1 ise `1 (p;M1; q; s) � `1 (p;M �M1; q; s)

(ii) `1 (p;M1; q; s) \ `1 (p;M2; q; s) � `1 (p;M1+M2; q; s)

(iii) `1 (p;M; q1; s) \ `1 (p;M; q2; s) � `1 (p;M; q1 + q2; s)

(iv) q1 , q2 den kuvvetli ise `1 (p;M; q1; s) � `1 (p;M; q2; s)

(v) s1 � s2 ise `1 (p;M; q; s1) � `1 (p;M; q; s2)

·Ispat :

(i) x = (xk) 2 `1 (p;M1; q; s) olsun. M s¬f¬rda sa¼gdan sürekli oldu¼gundan " > 0

için 0 < � < 1 olacak şekilde 9 � > 0 3 0 � t � � iken M (t) � " olur.

Şimdi tk =M1(q
�
xk
�

�
) yazal¬m ve

I1 = fk 2 N :M1(q(
xk
�
)) � � g

I2 = fk 2 N :M1(q(
xk
�
)) > � g

olsun. Buna göre ;

sup
k
k�s [M (tk)]

pk � sup
k 2 I1

k�s [M (tk)]
pk + sup

k 2 I2
k�s [M (tk)]

pk

olacakt¬r. Burada birinci aral¬k tk � � üzerinden , ikinci aral¬k tk > �

üzerinden al¬nm¬̧st¬r. M sürekli oldu¼gundan ,

sup
k 2 I1

k�s [M (tk)]
pk < max

�
1; "H

�
sup
k
k�s <1 (4)
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elde edilir. tk > � icin aşa¼g¬daki eşitsizlikler yaz¬labilir.

tk <
tk
�
� 1 +

�
tk
�

�
M azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitsizlikler

yaz¬labilir,

M (tk) < M

�
1 +

�
tk
�

��
<
1

2
M(2) +

1

2
M(2

tk
�
)

Öte yandan M; �2 şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan,

M (tk) <
1

2
K
tk
�
M (2) = Ktk�

�1M (2)

yaz¬labilir. Böylece de

sup
k 2 I2

k�s [M (tk)]
pk � max

�
1;
�
K��1M (2)

�H�
sup
k 2 I2

k�s (tk)
pk <1

(5)

elde edilir ki , (4) ve (5) eşitsizliklerinden

sup
k
k�s [M (tk)]

pk � sup
k2I1

k�s [M (tk)]
pk + sup

k 2 I2
k�s [M (tk)]

pk <1

bulunur. Bu ise

`1 (p;M1; q; s) � `1 (p;M �M1; q; s)

demektir. Böylece teoremin ( i ) k¬sm¬n¬n ispat¬ tamamlanm¬̧s olur.

(ii) 8 k 2 N ve x = (xk) 2 `1 (p;M1; q; s) \ `1 (p;M2; q; s) olsun.

Lemma1.1.29. (ii) kullan¬larak�
(M1 +M2)

�
q

�
xk
�

���pk
=

�
M1

�
q

�
xk
�

��
+M2

�
q

�
xk
�

���pk
� C

�
M1

�
q

�
xk
�

���pk
+ C

�
M2

�
q

�
xk
�

���pk
yaz¬l¬r ve 8k 2 N için k�s > 0 oldu¼gundan ;
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k�s
�
(M1 +M2)

�
q

�
xk
�

���pk
� k�sC

�
M1

�
q

�
xk
�

���pk
+k�sC

�
M2

�
q

�
xk
�

���pk
elde edilir. Burada eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n k üzerinden supremumu al¬n¬rsa,

sup
k
k�s

�
(M1 +M2)

�
q

�
xk
�

���pk
� sup

k
k�sC

�
M1

�
q

�
xk
�

���pk
+sup

k
k�sC

�
M2

�
q

�
xk
�

���pk
< 1

elde edilir ki

x = (xk) 2 `1 (p;M1 +M2; q; s)

sonucuna ulaş¬l¬r. Buradan da

`1 (p;M1; q; s) \ `1 (p;M2; q; s) � `1 (p;M1 +M2; q; s)

kapsamas¬n¬n sa¼gland¬¼g¬görülür.

(iii) Burada sonuç , ( ii) dekine benzer olarak

k�sC

�
M

�
(q1 + q2)

�
xk
�

���pk
� Ck�s

�
M

�
q1

�
xk
�

���pk
+Ck�s

�
M

�
q2

�
xk
�

���pk
eşitsizli¼gi kullan¬larak kolayca elde edilir.

(iv) q1 yar¬normu q2 yar¬normundan kuvvetli ise Tan¬m 1.1.10. gere¼gi 8k 2 N için

q2 (xk) � Kq1 (xk) olacak şekilde K pozitif tam say¬s¬bulunabilir. Böylece

x 2 `1 (p;M; q; s) ise

sup
k
k�s

�
M

�
q2

�
xk
�

���pk
� sup

k
k�s

�
M

�
K:q1

�
xk
�

���pk
� KHsup

k
k�s

�
M

�
q1

�
xk
�

���pk
< 1

olur ki bu sonuçla x 2 `1 (p;M; q2; s) elde edilir.
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(v) s1 < s2 olsun. 8k 2 N için 0 < k�s � 1 oldu¼gundan ,8k 2 N için k�s2 < k �s1

yaz¬labilir. Böylece 8k 2 N ve xk 2 `1 (p;M; q; s1) için ,

k �s2
�
M

�
q

�
xk
�

���pk
� k �s1

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
elde edilir. Buradan her iki taraf¬n k üzerinden supremumu al¬n¬rsa;

`1 (p;M; q; s1) � `1 (p;M; q; s2)

sonucu elde edilir.

Sonuç 3.1.7. s > 1 ve M , �2 şart¬n¬sa¼glayan Orlicz fonksiyonu olsun.

(i) `1 (p; q; s) � `1 (p;M; q; s)

(ii) E¼ger q1 � q2 ise `1 (p;M; q1; s) = `1 (p;M; q2; s) dir

(iii) `1 (p;M; q) � `1 (p;M; q; s)

(iv) `1 (M; q) � `1 (M; q; s)

·Ispat :

(i) Teorem 3.1.6 i �de M1 (t) = t al¬n¬rsa s > 1 iken `1 (p; q; s) � `1 (p;M; q; s)

oldu¼gu görülür ki bu durum M Orlicz fonksiyonunun uzay¬daha da

geni̧sletti¼gini gösterir.

(ii) q1 � q2 ise 8u 2 X için T1 �
q1(u)
q2(u)

� T2 olacak sekilde T1 ve T2 pozitif

say¬lar¬vard¬r. Buradan da Teorem 3.1.6 (iv) kullan¬larak sonuç elde edilir.

(iii) 3.1.6 (v) de s1 = 0 ve s2 = s al¬n¬rsa `1 (p;M; q) � `1 (p;M; q; s) oldu¼gu

görülür.

(iv) Teorem 3.1.6 (v) de Her k 2 N için pk = 1 , s1 = 0 ve s2 = s al¬n¬rsa

`1 (M; q) � `1 (M; q; s) oldu¼gu görülür.
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Teorem 3.1.8. t = (tk) ve r = (pk) s¬n¬rl¬diziler ve 8k 2 N için 0 < tk � pk

olsun. Bu takdirde,

(i) sup
k
M
�
q
�
xk
�

��
< 1 ise `1 (t;M; q) � `1 (p;M; q)

(ii) inf
k
M
h
q
�
xk
�

�i
> 1 ise `1 (p;M; q) � `1 (M; t; q) d¬r

·Ispat :

(i) sup
k
[M
�
q
�
xk
�

��
] < 1 olsun. Bu takdirde 8k 2 N için tk � pk oldu¼gundan,

x = (xk) 2 `1 (t;M; q) olacak şekilde bir x = (xk) dizisini alal¬m. Buna göre;�
M

�
q

�
xk
�

���pk
�
�
M

�
q

�
xk
�

���tk
olaca¼g¬ndan x 2 `1 (p;M; q) bulunur ki bu sonuç istenendir.

(ii) inf
k
M
h
q
�
xk
�

�i
> 1 olsun Bu takdirde 8k 2 N için tk � pk oldu¼gundan,

x = (xk) 2 `1 (p;M; q) olacak şekilde bir x = (xk) dizisini alal¬m. Buna göre;�
M

�
q

�
xk
�

���tk
�
�
M

�
q

�
xk
�

���pk
olaca¼g¬ndan x 2 `1 (M; t; q) elde edilir ki bu ise ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.1.9. 8k 2 N için ,

(i) 0 < pk � 1 ve sup
k
M
�
q
�
xk
�

��
< 1 iken `1 (p;M; q) � `1 (M; q)

(ii) 0 < pk � 1 ve inf
k
M
�
q
�
xk
�

��
> 1 iken `1 (M; q) � `1 (p;M; q)

(iii) pk � 1 ve sup
k
M
�
q
�
xk
�

��
< 1 iken `1 (M; q) � `1 (p;M; q)

(iv) pk � 1 ve inf
k
M
�
q
�
xk
�

��
> 1 iken `1 (p;M; q) � `1 (M; q)
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·Ispat :

(i) Teorem 3.1.8 (i) de 8k 2 N için tk = pk ve pk = 1 al¬n¬rsa sonuç ç¬kar.

(ii) Teorem 3.1.8 (ii) de 8k 2 N için tk = pk ve pk = 1 al¬n¬rsa sonuç

ç¬kar. (iii) ve (iv) de benzer şekilde gösterilir.

Bu sonuçta da M (t) = t al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuçlar ç¬kar.

Sonuç 3.1.10. 8k 2 N için

(i) 0 < pk � 1 ve sup
k
M
�
q
�
xk
�

��
< 1 ise `1 (p; q) � `1 (q)

(ii) 0 < pk � 1 ve inf
k
M
�
q
�
xk
�

��
>1 ise `1 (q) � `1 (p; q)

(iii) pk � 1 ve sup
k
M
�
q
�
xk
�

��
< 1 ise `1 (p) � `1 (p; q)

(iv) pk � 1 ve inf
k
M
�
q
�
xk
�

��
> 1 ise `1 (p; q) � `1 (q)

3.2. `1 (p;M v; q; s) Dizi Uzay¬Üzerinde Ba¼g¬nt¬lar

Bu bölümde `1 (p;M v; q; s) dizi uzay¬tan¬mlanacak ve bu uzaya ait baz¬özel-

likler incelenecektir.

Teorem 3.2.1. M bir Orlicz fonksiyonu ise v 2 N olmak üzereM v fonksiyonu

da bir Orlicz fonksiyonudur.(Özdemir,2003)

Burada M v=M �M � ::: �M (M nin v defa bileşkesi) şeklindedir.

·Ispat ·Ispat¬tümevar¬mmetoduyla yap¬lacakt¬r. v = 1 içinM v =M olaca¼g¬ndan

M v fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. v 2 N için M v fonksiyonu bir Orlicz

fonksiyonu olsun. Böylece M v fonksiyonu, çift, konveks, sürekli, ve M v(0) = 0,
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x ! 1 için M v (x) ! 1 şartlar¬n¬sa¼glar. Son olarak , M v+1 (x) = M [M v (x)]

oldu¼gu ve yukar¬da M v nin özellikleri dikkate al¬nd¬¼g¬nda ,

M v+1 (�x) =M (M v (�x)) =M (M v (x)) =M v+1 (x)

oldu¼gundan M v+1 çift fonksiyondur ve sürekli fonksiyonlar¬n bileşkesi sürekli

oldu¼gundan , M v+1 süreklidir. Ayr¬ca, M v konvevks bir fonksiyon oldu¼gundan,

her x; y 2 R için

Mv

�
x+ y

2

�
�1
2
Mv (x)+

1

2
Mv (y)

ve M azalmayan konveks bir fonksiyon oldu¼gundan

M v+1

�
x+ y

2

�
= M

�
M v

�
x+ y

2

��
� M

�
1

2
M v (x) +

1

2
M v (y)

�
� 1

2
M (M v (x)) +

1

2
M (M v (y))

=
1

2
M v+1 (x) +

1

2
M v+1 (y)

yaz¬labilir. M v+1 (0) = 0 ve x ! 1 için M v+1 (x) ! 1 olaca¼g¬aç¬kt¬r. Böylece ,

M v+1 fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur.

�
x = (xk) 2 w : 9� > 0; s > 0 için, sup

k
k�s

�
M v

�
q

�
xk
�

���pk
<1

�
şeklinde tan¬mlanan cümle `1 (p;M v; q; s) ile gösterilsin. Teorem 3.2.1. ve Teorem

3.1.2. birlikte düşünülürse `1 (p;M v; q; s) nin lineer uzay oldu¼gu kolayca görülür.

Teorem 3.2.2. m � v , m; v 2 N veM ; �2 şart¬n¬sa¼glayan Orlicz fonksiyonu

ise

`1 (p;M
m; q; s) � `1 (p;M v; q; s) (6)

kapsamas¬do¼grudur.
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·Ispat : ·Ispat¬tümevar¬m yöntemiyle yap¬lacakt¬r. v � m = r olsun. r 2 N ve

r � 1 olur. r = 1 için (6) kapsamas¬n¬n do¼gru oldu¼gunu göstermek için

`1 (p;M
m; q; s) � `1

�
p;Mm+1; q; s

�
oldu¼gu gösterilmelidir. M sürekli oldu¼gundan " > 0 için 0 < � < 1 olacak şekilde

9 � > 0 3 0 � t � � iken M (t) < " kal¬r: x 2 `1 (p;Mm; q; s) olsun.

Teorem 3.1.6. göz önünde bulundurulursa

k�s
�
Mm+1

�
q

�
xk
�

���pk
= k�s

�
M

�
Mm

�
q

�
xk
�

����pk
� k�s

�
KM (1)Mm

�
q

�
xk
�

���pk
� max

�
1; KHM (1)H

�
k�s

�
Mm

�
q

�
xk
�

���pk
olup , buradan

k�s
�
Mm+1

�
q

�
xk
�

���pk
� max

�
1; KHM (1)H

�
k�s

�
Mm

�
q

�
xk
�

���pk
elde edilir ki son eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n k üzerinden supremumu al¬n¬rsa,

x 2 `1 (p;Mm+1; q; s) oldu¼gu görülür. r 2 N için (6) ifadesi, yani

`1 (p;M
m; q; s) � `1

�
p;Mm+r; q; s

�
kapsamas¬do¼gru olsun. Bu takdirde,Mm+r+1 (t) =M (Mm+r (t)) oldu¼gundan r = 1

durumuna benzer şekilde

`1 (p;M
m; q; s) � `1

�
p;Mm+r+1; q; s

�
oldu¼gu kolayca görülebilir. Bu da , r+1 için (6) ifadesinin do¼gru oldu¼gunu gösterir.
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Teorem 3.2.3. s � 0, v 2 N ve M , �2 şart¬n¬sa¼glayan bir Orlicz fonksiyonu

ise

(i) `1 (p;M; q; s) � `1 (p;M
v; q; s)

(ii) `1 (p; q; s) � `1 (p;M
v; q; s) dir.

·Ispat : m = 1 için Teorem 3.2.2. kullan¬larak (i) kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.3 (i) ve Sonuç 3.1.7(i) dikkate al¬n¬rsa (ii) nin do¼gru oldu¼gu kolayca

görülür.

Teorem 3.2.4. m < v ve m; v 2 N olsun. Bu takdirde,

(i) M(t) < t ise `1 (p; q; s) � `1 (p;M
m; q; s) � `1 (p;M

v; q; s)

(ii) M(t) � t ise `1 (p;M v; q; s) � `1 (p;M
m; q; s) � `1 (p; q; s) dir.

·Ispat :

(i) M(t) < t ise M Orlicz fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan.

M v(t) �M v�1(t) �M v�2(t) � ::: �M2(t) �M(t) < t

eşitsizlikleri yaz¬labilir. 8k 2 N ,xk 2 X ve � > 0 için q
�
xk
�

�
� 0 olaca¼g¬ndan

M v

�
q

�
xk
�

��
� M v�1

�
q

�
xk
�

��
� ::: �Mm

�
q

�
xk
�

��
� ::: �M

�
q

�
xk
�

��
< q

�
xk
�

�
eşitsizlikleri elde edilir. 8k 2 N için pk > 0 ve 9� > 0 için q

�
xk
�

�
� 0

oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizliklerde t = q
�
xk
�

�
al¬n¬rsa�

M v

�
q

�
xk
�

���pk
�

�
M v�1

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: �

�
Mm

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: �

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
<

�
q

�
xk
�

��pk
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yaz¬labilir. k�s > 0 oldu¼gundan 8k 2 N için pk > 0 için

k�s
�
M v

�
q

�
xk
�

���pk
� k�s

�
M v�1

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: � k�s

�
Mm

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: � k�s

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
< k�s

�
q

�
xk
�

��pk
elde edilir. Buradan k üzerinden supremum al¬n¬rsa

`1 (p; q; s) � `1 (p;M
m; q; s) � `1 (p;M

v; q; s)

oldu¼gu görülür.

(ii) M(t) � t iken (i) dekine benzer olarak 8k 2 N, xk 2 X için q (xk) > 0 ve � > 0

oldu¼gundan

k�s
�
M v

�
q

�
xk
�

���pk
� k�s

�
M v�1

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: � k�s

�
Mm

�
q

�
xk
�

���pk
� ::: � k�s

�
M

�
q

�
xk
�

���pk
� k�s

�
q

�
xk
�

��pk
elde edilir. Buradan k üzerinden supremum al¬n¬rsa

`1 (p;M
v; q; s) � `1 (p;M

m; q; s) � `1 (p; q; s)

sonucu kolayca elde edilir.

58



4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezin konusu olan Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar¬na temel teşkil eden

Orlicz fonksiyonu ilk olarak Polonyal¬matematikçi W. Orlicz taraf¬ndan tan¬m-

land¬. Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar¬teorisi oldukça kapsaml¬olarak geni̧sletilerek

matemati¼gin birçok dallar¬na uygulanma imkan¬buldu. Çal¬̧sman¬n ikinci bölümünde

önceden tan¬mlanm¬̧s Orlicz fonksiyonlu dizi uzaylar¬ ve baz¬ özellikleri çal¬̧s¬ld¬.

Üçüncü bölümde, Ero¼glu (1994) taraf¬ndan tan¬mlanan `1 (p; f; q; s) modülüs

fonksiyonlu dizi uzaylar¬ndan hareketle, `1 (p;M; q; s) ve `1 (p;M v; q; s) Orlicz

fonksiyonlu dizi uzaylar¬ilk kez tan¬mland¬. `1 (M; q; s) ; `1 (p;M; q) ; `1 (M; q) dizi

uzaylar¬elde edildi. Bu uzaylar¬n baz¬topolojik özellikleri ve bu uzaylara ait baz¬

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬araşt¬r¬ld¬.

Bu uzaylar¬n � ve � dual uzaylar¬ve di¼ger uzaylarla ili̧skileri araşt¬r¬labilir.
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