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TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin bagka
bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu iiniversite veya bagka bir iiniversitedeki bagka bir tez ¢aligmasi

olarak sunulmadigini beyan ederim.

Filiz CITAK
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Bu calismada, ilk olarak bulanik kiime, esnek kiime ve bulanik esnek kiime hakkinda
kisaca bilgi verildi. Daha sonra parametre kiimesi grup olan bir esnek kiime yardimiy-
la kesisimsel esnek grup yapisi tanimlandi. Bu yeni yapinin cebirsel 6zellikleri detayh
bir sekilde incelendi. Kesigsimsel esnek altgrup, abelyan esnek alt kiime, kesigimsel
esnek normal altgrup, a-kapsam kiimesi, e-kiimesi, esnek koset, bir esnek kiimenin
goriintiisii ve ters goriintiisii gibi yeni kavramlar tanimlandi. Daha sonra parametre
kiimesi halka olan bir esnek kiime yardimiyla kesisimsel esnek halka yapisi tanimlandi.
Bu tanima bagh olarak kesigimsel esnek ideal, kesisimsel esnek alt halka ve parametre
kiimesi halka olan iki esnek kiimenin toplami, farki, ¢arpimi, bir esnek kiimenin negatifi
gibi kavramlar tanimlandi. Bu yeni yapilarin bazi cebirsel 6zellikleri incelendi. Son
olarak parametre kiimesi grup olan bir bulanik esnek kiime yardimiyla kesigimsel
bulanik esnek grup ve parametre kiimesi halka olan bir bulanik esnek kiime yardimiyla

kesigsimsel bulanik esnek halka yapilar: tanimlandi ve cebirsel 6zellikleri incelendi.
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In this thesis basic definitions and properties of fuzzy set, soft set and fuzzy soft set are
firstly introduced. Then, intersection soft group is defined on a soft set such that its
parameter set is a group. Intersection soft subgroup, abelian soft subset, intersection
soft normal subgroup, a-inclusion set, e-set, soft coset, image of soft set and pre-image
of soft set are then defined. Moreover, intersection soft ring is defined on a soft set
such that its parameter set is a ring. Based on the definition of intersection soft ring,
intersection soft ideal, intersection soft subring are defined. The sum, difference and
product of two soft sets are defined such that their parameter sets are a ring, and the
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1. GIRIS

Diinyadaki belirsizlik iceren bazi problemleri modellemek, Aristo mantigina dayal
matematikle her zaman miimkiin degildir. Her insanin, giinliikk hayatta kullandig:
ciimleler igerisinde bulanik ifadeler vardir. Mesela; serin hava, yiiksek hiz, mavi
gokyiizii, geng kiz, uzun boy bunlardan bazilaridir. Etrafimizda, buna benzer belirsiz-
liklerle ifade edilen bircok olay vardir. Zaman gectikge, cevremizde bulunan belirsizligin
nesnel olarak incelenmesi i¢in bilinen yontemlerin diginda bilimsel yontemlere de ihtiyag
duyulmaktadir. Belirsizligin bircok cesidine 6zellikle biyoloji, ekonomi, miihendislik,
cevresel bilimler, sosyal bilimler ve tip bilimleri gibi alanlarda sik rastlanmaktadir.
Bundan dolay1 bilim adamlar1 belirsizligi anlamak ve buna uygun ¢oziimler bulmak
i¢in birgok teori geligtirmeye baglamiglardir. Aralik matematigi, olasilik teorisi, bulanik
kiimeler teorisi (Zadeh, 1965), yaklagimh kiimeler teorisi (Pawlak, 1982), esnek kiimeler
teorisi (Molodtsov, 1999) en iyi bilinen ve belirsizligi modellemek igin sik sik kullanilan

matematiksel teorilerden bazilaridir.

1.1 Literatiir Ozetleri

Bulanik kiime teorisi ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya atilmigtir. Bulanik
mantik, Aristo mantiginda oldugu gibi 6nermelerin dogruluk degerini sadece dogru ya
da yanhg olarak (0 ya da 1) nitelemez, [0,1] araligindaki sonsuz degerlerden biri ile
niteler. Boylece bulanik mantik, aristo mantiginin kabul ettigi kesin hiikiim belirten
onermelere ek olarak, kisiden kisiye gore degigen yani bulanik ifadeler igeren 6nermelerle
de ilgilenir. Bu da, bulanik mantigin Aristo mantigini i¢erdigini, yani Aristo mantig
bulanik mantigin 6zel bir durumu oldugunu goésterir. Bulanik mantik, giizel, ¢ok
giizel, uzun, ¢ok uzun, soguk, cok soguk gibi bulanik tabirler iceren problemlerin
¢Oziimiinde insan diigiince tarzina yakin dogrulukta sonuclar vermektedir. Bulanik
mantik denetleyici kullanilarak ¢imento sanayiiden su aritma sistemlerine, veri analizin-
den yazilim gelistirmeye, metro denetim mekanizmalarindan niikleer reaktorlerdeki
sogutma sistemlerine, camagir makinelerinden asansorlere kadar bir cok alana uygulama

imkani bulunabilir.



[k defa Zadeh (1965) tarafindan tanimlanan bulanik mantiga dayali bulanik kiime
kavrami, uygulamali bilimlerde kullanim alanmi buldugu kadar teorik bilimlerde de
kullanilmaktadir. 1971 yilinda Rosenfeld, bulanik kiime kavramini kullanarak bulanik
grup teoriyi tamimladi (Rosenfeld, 1971). Bulamk grup teorinin temel o6zellikleri
klasik grup teorideki sonuclar kullanilarak elde edildi. Cok sayida arastirmaci cebirsel
yapilarin bu yeni kavraminin 6zelliklerini ¢aligmaya bagladilar. Bulanik gruplar kullani-
larak daha karmagik bulanik cebirsel yapilar olan bulanik halkalar ve bulanik idealler
Liu (1982) tarafindan ¢aligildi. Nanda ise 1986 yilinda bulanik kiime kavramini cisim
ve lineer uzaylara uyarlayarak yeni bir kavram ortaya atti1 (Nanda, 1986). Ilerleyen
yillarda bulanik cebir ile yapilan ¢galigmalar (Mordeson ve Malik, 1998) kitabinda ele

alinda.

Belirsizligi modellemede farkli bir teori olan esnek kiimeler ise ilk olarak 1999 yilinda
Molodtsov tarafindan tanimlandi. Molodtsov (1999, 2004) siirekli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar, oyun teori, yoneylem aragtirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali,
olasilik teori, 6l¢iim teori gibi bir ¢ok alana esnek kiime teorisini uyguladi. Daha
sonra Maji ve arkadaglar1 (2003) esnek kiime iglemlerini tanimladi. Maji ve ark.
(2002, 2003), Pawlak (1982)'mn yaklagiml kiime teorisi yardimiyla, bir karar verme
probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini yapti ve esnek kiimelerde bazi iglemleri
tanmmmladi. Xiao ve ark. (2003) esnek kiime temelli iy rekabet kapasitesi i¢in yapay
bir hesaplama metodu tizerine ¢aligma yapti. Yang ve ark. (2004), esnek kiimeler
ve yaklagimli kiimelere dayali klinik teshisin karar analizi ve indiiksiyon baglikli bir
galigma yapti. Chen ve ark. (2003, 2005) ile Kong ve ark. (2008) esnek kiimelerde
parametre indirgemesi tizerine galigmalar yapti. Xiao ve ark. (2005) ile Pei ve Miao
(2005), esnek tabanli bilgi sistemleri tizerine galigmalar sundular. Mushrif ve ark.
(2006), esnek kiime temelli siniflandirmalar tizerine bir makale yayimladi. Molodtsov
ve ark. (2006) tarafindan, esnek kiime teorisi iizerine dayal bir analiz geligtirerek,
esnek sayi, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramlar formiile edildi. Bu analiz,

Kovkov ve ark. (2007) tarafindan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere uygulanda.

Daha sonra esnek kiimelerin cebirsel 6zellikleri de bazi yazarlar tarafindan ¢aligilmaya
baglandi. Ilk olarak Aktas ve Cagman (2007) esnek gruplarm tanimim vererek, bazi
temel ozelliklerini elde etti. Jun (2008) esnek BCK/BClI-cebirleri ve esnek alt cebir



kavramlarini ortaya atarak, onlarin baz temel 6zeliklerini tiiretti. Jun ve Park (2008)
esnek kiimeleri BCK/BCl-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek kiime-
lerin cebirsel Ozeliklerini tartigti. Park ve ark. (2008), esnek WS-cebirleri iizerine
bir ¢aligma yapti. Feng ve ark. (2008) esnek kiime teorisini kullanarak esnek yari
halkalar galigmasini sundu ve ilgili baz1 6zeliklerini inceledi. Sun ve ark. (2008) esnek
modiillerin tanimini verdi. Ayrica modiilleri ve Molodtsov’'un esnek kiime tanimini
kullanarak bazi temel ozelikleri inga etti. Acar ve ark. (2010) esnek kiime ve esnek
halkalar galismasini yayimladi. Zhan ve Jun (2010) bulanik kiimelere dayali esnek
BL-cebirleri calismasin yayimladilar. Inan ve Oztiirk (2011) bulanik esnek halkalar
ve bulanik esnek idealler iizerine bir calisma yaptilar. Bulanik esnek yari gruplar
ve bulanik esnek idealler Yang (2011) tarafindan caligildi.  Zhou ve ark. (2011)
sezgisel bulanik esnek yari gruplar1 ¢aligtilar. Normalistik esnek grup ve normalistik
esnek grup homomorfizmini konu alan galigma Sezgin ve Atagiin (2011) tarafindan ele
alindi. Ayrica halka, cisim ve modiillerin esnek alt yapilar: da Atagiin ve Sezgin (2011)
tarafindan gahgildi. Yamak ve ark. (2011) esnek hiper gruplari, Feng ve ark. (2011)
esnek kiimeler ve esnek yaklagiml kiimeleri, Cagman ve ark. (2011) esnek topolojiyi,

Tanay ve Kandemir (2011) ise bulanik esnek kiimelerin topolojiksel yapisin ¢aligtilar.

Aktag ve Cagman (2007) esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklagiml kiimelerin
ilgili kavramlariyla karsilagtirdi. Roy ve Maji (2007) bir karar verme probleminde
bulanik esnek kiimelerin bir uygulamasi iizerinde bazi sonuglar ortaya koydu. Yang
ve ark. (2007) bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak, bulanik esnek
kiimeler yoluyla bir karar verme problemini analiz etti. Majumdar ve Samanta (2008)
bulanik esnek kiimelerde benzerlik 6l¢iimiinii ortaya atti. Kong ve ark.(2008) ile Xiao
ve ark. (2009), bulanik esnek kiime iizerine dayali bazi yaklagimlar1 konu alan bir
galigma yapti. Yang ve ark. (2009) aralik degerli bulanik esnek kiime kavramini
tanimlayarak bu yeni kiimenin De’'morgan, birlesme ve kesigsme gibi 6zellikleri saglayip
saglamadigini inceledi. Aygiinoglu ve Aygiin (2009) bulanik esnek kiime kavramini
tanimladi ve bazi oOzellikleri inceledi. Ayrica bulanik esnek fonksiyon ve bulanik
esnek homomorfizma tanimlarina yer verdi. Feng ve ark. (2010) yaptiklar1 ¢aligmada
karar vermeye dayali bulanik esnek kiimeye ayarlanabilir yaklagim tanimini verdiler.
Ayrica Feng ve ark. (2010) aralik degerli bulanik esnek kiimeye dayali kara verme

i¢in seviye esnek kiimelerinin kullanilmasini énerdiler ve uygulamasina yer verdiler.



Aralik degerli sezgisel bulanik esnek kiime kavramini Jiang ve ark. (2010) literatiire
kazandirdi. BCK/BCI cebirlerine bulanik parametreli esnek kiimeyi uygulayan Jun
ve ark. (2010) oldu. Majumdar ve Samanta (2010) genellestirilmis bulamk esnek
kiime tanimini yaparak cesitli 6zelliklerini incelediler. Aym caligmada kara verme
probleminde ve tibbi tani probleminde genellestirilmis bulanik esnek kiimelerin bir
uygulamasini yaptilar. Daha sonra Cagman ve Enginoglu (2010) esnek kiime iglemlerin-
de olusan bazi problemleri goz 6niine alarak, bu iglemleri yeniden tanimladilar. Cagman
ve Enginoglu (2010), uygulamadaki hesaplamalarda kolaylik saglamak igin esnek kiime-
lerin matris dontigiimlerini yaptilar. Daha sonra Cagman ve ark. (2010) bulanik
parametreli bulanik esnek kiimeleri ve iglemlerini tanimladilar. fpfs-toplama operatorii-
ni tanimlayarak fpfs-karar verme metodu geligtirmiglerdir. Yaptiklar: bir diger ¢aligma
bulanik esnek kiime teori isimli ¢ahgmadir (Cagman ve ark.,2011). Cok yeni bir teori

olan esnek kiime teorisi ve uygulamalar1 hizli bir sekilde her alana yayilmaktadir.

1.2 Materyal ve Metot

Bu tez ¢aligmasina baglarken, bulanik kiimeler ve esnek kiimeler hakkinda literatiirde
var olan Zadeh (1965), Mordeson and Malik (1998), Rosenfeld(1971), Liu (1982),
Nanda (1986), Molodtsov (1999, 2004), Maji ve ark. (2001, 2003), Xiao ve ark.
(2003), Chen ve ark. (2003, 2005), Kong ve ark. (2008), Xiao ve ark. (2005), Pei
ve Miao (2005), Mushrif ve ark. (2006), Molodtsov ve ark. (2006), Kovkov ve ark.
(2007), Roy ve Maji (2007), Yang ve ark. (2007), Majumdar ve Samanta (2008, 2010),
Kong ve ark.(2008), Xiao ve ark. (2009), Yang ve ark. (2009), Aygiinoglu ve Aygiin
(2009), Feng ve ark. (2010), Jiang ve ark. (2010), Jun ve ark. (2010), Majumdar
ve Samanta (2010), Cagman ve Enginoglu (2010), Cagman ve ark. (2010) kaynaklar
gozden gecirildi. Daha sonra esnek grup ve esnek halka yapilar: ve bu yapilarin gesitli
ozelliklerini hakkinda bilgi edinmek igin Aktag ve Cagman (2007), Jun (2008), Jun ve
Park (2008), Park ve ark. (2008), Feng ve ark. (2008), Sun ve ark. (2008), Acar ve
ark. (2010), Zhan ve Jun (2010), kaynaklar: incelendi.



Ik olarak bulanik kiime, esnek kiime ve bulanik esnek kiime hakkinda genel bilgilere
yer verildi. Daha sonra parametre kiimesi grup olan bir esnek kiime yardimiyla
kesisimsel esnek grup yapisi tanimlandi. Bu yeni yapinin cebirsel ozellikleri detayh
bir gekilde incelendi. Kesigsimsel esnek altgrup, abelyan esnek alt kiime, kesigimsel
esnek normal altgrup, a-kapsam kiimesi, e-kiimesi, esnek coset, bir esnek kiimenin
goriintiisii ve ters goriintiisii gibi yeni kavramlar tamimlandi. Bir kesigimsel esnek
grubun a-kapsam kiimesinin ve e-kiimesinin bir altgrup oldugu gosterildi. Bir kesigim-
sel esnek grubun e-kiimesi ve kalan siniflar1 arasindaki iligkiler incelendi. Ayrica bir
kesigimsel esnek grubun goriintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin yine bir kesisimsel esnek
grup oldugu gosterildi. Daha sonra parametre kiimesi halka olan bir esnek kiime
yardimiyla kesigimsel esnek halka yapisi tanimlandi. Bu yeni yapinin cebirsel 6zellikleri
incelendi. Bu tamima bagh olarak kesigsimsel esnek ideal, kesigimsel esnek alt halka
ve parametre kiimesi halka olan iki esnek kiimenin toplami, farki, ¢arpimi, bir esnek
kiimenin negatifi gibi kavramlar tanimlandi. Son olarak parametre kiimesi grup olan
bir bulanik esnek kiime yardimiyla kesisimsel bulanik esnek grup ve parametre kiimesi
halka olan bir bulanik esnek kiime yardimiyla kesisimsel bulanik esnek halka yapilar:

tamimlandi ve cebirsel ozellikleri incelendi.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, bulanik kiimeler, esnek kiimeler ve bulanik esnek kiimeler hakkinda tezin

diger boliimlerinde kullanacagimiz temel tanim ve teoremlere yer verildi.

2.1 Bulanik Kiimeler

Tamim 2.1.1. U herhangi bir kiime olsun. p : U — [0, 1] fonksiyonuna U da bir
bulanik kiime denir. O halde, bir g bulanik kiimesi

p=A{l,p(z)) 2 € U}

bigiminde temsil edilebilir (Zadeh, 1965).

U tizerinde tanimlanan biitiin bulamk kiimelerin kiimesi F'(U) ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.2. p € F(U) olsun. Her 2 € U igin u(x) = 0 ise g bulanik kiimesine bog
kiime denir ve p = () ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tanim 2.1.3. p,v € F(U) olsun. Her x € U i¢in u(x) = v(z) ise p ve v bulamk

kiimelerine egit bulanik kiimeler denir ve p = v ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tanmim 2.1.4. pu,v € F(U) olsun. Her x € U i¢in u(x) < v(x) ise p bulanik kiimesine

v'niin bulanik alt kiimesi denir ve u C v ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tamm 2.1.5. p,v € F(U) olsun. Her z € U i¢in pu(x) < v(z) ve en az bir x € U igin
pu(x) < v(x) ise p bulanik kiimesine v'niin 6z alt kiimesi denir ve p C v ile gosterilir

(Klir ve Folger, 1988).

Tanim 2.1.6. p € F(U) olsun. Her 2 € U igin pf(z) = 1 — p(z) seklinde tanimlanan

bulanik kiimeye p'niin tiimleyeni denir ve p¢ ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tanim 2.1.7. pu,v € F(U) olsun. Her z € U igin

(nUv)(z) = maz{p(z),v(z)}



seklinde tanimlanan bulanik kiimeye p ve v bulanik kiimelerinin birlesimi denir ve

p U v ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tanim 2.1.8. u,v € F(U) olsun. Her z € U igin

(wv)(z) = min{pu(z), v(z)}

seklinde tanimlanan bulanik kiimeye p ve v bulanik kiimelerinin kesisimi denir ve pNv

ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Tanmim 2.1.9. u,v € F(U) olsun. Her z € U i¢in

(1 = v)(x) = min{p(z), *(x)}

seklinde tanimlanan bulanik kiimeye p ve v bulanik kiimelerinin farki denir ve p — v

ile gosterilir (Klir ve Folger, 1988).

Onerme 2.1.1. p,v, A € F(U) olsun. Bu taktirde agagidaki 6zellikler saglanir:

Lopp=p
2. pUp=p
3. pNLG =9
4. puUg =9

S. pNv=vNp

6. pnUr=rvUp

7. (pNv)NA=pn(rNi)

8 (nUr)UX=pU(rU)

9. uN(PUN) =(uNnv)U(pni)
10. pUwnNA)=(pUr)Nn(pUi)

1. () = p



12. (pNv)¢=p Ure

13. (nUv)®=pnNve

(Klir ve Folger, 1988).

Tanim 2.1.10. G bir grup ve p, G de bir bulanik kiime olsun. Her z,y € G igin

L p(zy) > min{u(z), p(y)

2. p(a™t) > p(z)

ise 1 ye bulanik grup denir (Rosenfeld, 1971).

Tanim 2.1.11. R bir halka ve p, R de bir bulanik kiime olsun. Her z,y € R icin

L p(x —y) > min{u(z), u(y)}

2. p(wy) > min{p(x), p(y)}

ise 11 ye bulanik halka denir (Liu, 1982).

2.2 Esnek Kiimeler

Bundan béyle, U herhangi bir kiime, E' parametreler kiimesi, A, B,C C E ve P(U),

U nun kuvvet kiimesi olarak alinacaktir.

Tamim 2.2.1. Her x ¢ A i¢in fa(x) = 0 olacak sekilde f4 : E — P(U) fonksiyonuna

U {tizerinde bir esnek kiime denir. O halde, bir f4 esnek kiimesi

fa=A{(z, fa(z)) :z € E}

bigiminde temsil edilebilir (Molodtsov, 1999).



Burada, her = € E igin fa(z) degerine fa esnek kiimesinin z-yaklagimi denir.

Uyar1 2.2.1. F parametreler kiimesinin bir A alt kiimesi ile birden fazla esnek kiime
tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler fa, ga, ha vb. seklinde gosterilecektir.
Ayrica, E parametreler kiimesinin A, B, C vb. farkh alt kiimeleri ile birden fazla
esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler fa, fg, fo vb. seklinde

gosterilecektir.

Bundan bdyle, parametre kiimesi F olan U {izerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi

Sg(U) ile gosterilecektir.

Tamm 2.2.2. f4 € Sgp(U) olsun. Her z € F i¢in fa(x) = 0 ise f4 esnek kiimesine
bog esnek kiime denir ve ® 4 ile gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Tamm 2.2.3. f4 € Sg(U) olsun. Her x € A i¢in fa(x) = U ise fa esnek kiimesine

A-evrensel esnek kiime denir ve f; ile gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanim 2.2.4. f4 € Sp(U) olsun. A = E ve her x € E igin fa(x) = U ise f4 esnek

kiimesine evrensel esnek kiime denir ve fz ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.5. fu, fp € Sp(U) olsun. Her z € E icin fa(x) C fp(x) ise fa esnek
kiimesine fp'nin esnek alt kiimesi denir ve f 1C [ ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Not 2.2.1. Bu tanim Maji ve ark. (2003) tarafindan agagidaki sekilde verilmigtir:
fa, [ € Sp(U) olsun.

1. ACB

2. Her z € Aigin fa(x) ve fp(x) dzdeg yaklagimlar

ise f4 esnek kiimesine fz'nin esnek alt kiimesi denir ve f4C fp ile gosterilir.

Tanim 2.2.6. f4, fp € Sp(U) olsun. Her x € F i¢in fa(x) C fp(z) ve en az bir
r € Figin fa(z) # fp(x) ise fa esnek kiimesine fp'nin esnek 6z alt kiimesi denir ve

faCfp ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
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Tanim 2.2.7. fa, fg € Sp(U) olsun. Her x € F igin fa(z) = fp(x) ise f4 ve fp esnek
kiimelerine esnek esit kiimeler denir ve f4 = fp ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Tanim 2.2.8. f4 € Sg(U) olsun. Her x € E ig¢in x-yaklasim1 fq(x) = U \ fa(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4'nin tiimleyeni denir ve f§ ile gosterilir (Cagman

ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.2.9. fyu, fp € Sg(U) olsun. Her z € FE igin z-yaklagim

faep(x) = fa(x) U fp(z)

seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4 ve fz'nin esnek birlesimi denir ve f4Ufp ile

gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Tanim 2.2.10. fa, fg € Sg(U) olsun. Her z € F igin z-yaklagim

faes(@) = fa(z) N fp(z)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4 ve fp'nin esnek kesisimi denir ve fuNfg ile
gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Not 2.2.2. Bu tanmim Maji ve ark. (2003) tarafindan agagidaki sekilde verilmigtir:
fa, f € Sp(U) olsun. Her z € ANB igin z-yaklagimi fep(x) = fa(z) veya fg(z)(her
ikisi de 6zdes yaklagim) seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4 ve fp'nin esnek kesigimi

denir ve f4Nfg ile gosterilir.

Onerme 2.2.1. f4 € Sg(U) olsun. Bu taktirde agagidaki zellikler saglanir:

L (f)°=fa

w

 faUfa = fa

4. falfa = fa

[

. faU® g = f4
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6. fan®y =Dy
7. faUfp = f5
8. falfz= fa
9. faUfi = fz

10. faNfG = @4

(Cagman ve Enginoglu, 2010)

Onerme 2.2.2. f4, f5, fo € Sg(U) olsun. Bu taktirde asagidaki zellikler saglanir:

1. faUfp = f5Ufa
2. faNfB = feNfa

3. (faOfs)® = finf§

Sy

4. (fanfp)® = fa0f5

5. (faUfs)Ufc = faU(f5Ufc)

6. (fanfe)Nfe = fan(fsNfc)

7. faO(fs0fc) = (faUfs)N(fa0fc)
8. fal(fsUfc) = (fanfs)0(fanfc)

(Cagman ve Enginoglu, 2010)

Tanim 2.2.11. fy, fg € Spxe(U) olsun. Her (z,y) € E x E i¢in (z, y)-yaklagimi

fans(w,y) = fa(z) N fB(Y)

seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4 ve fp'nin esnek A-carpimi denir ve f4 A fp ile

gosterilir (Maji ve ark., 2003).
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Tanim 2.2.12. f,, fg € Spxg(U) olsun. Her (z,y) € E x E i¢in (z, y)-yaklagimi

fave(x,y) = fa(z) U f5(y)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f4 ve fp'nin esnek V-carpimi denir ve fu V fp ile
gosterilir (Maji ve ark., 2003).

Onerme 2.2.3. f4, f5, fo € Spxp(U) olsun.

L (faNfe)N fe=faN(feA fo)
2. (faVv )V fe=faVv(fsV fc)

(Maji ve ark., 2003)

2.3 Bulanik Esnek Kiimeler

U herhangi bir kiime ve E parametreler kiimesi olsun. A, B,C C E ve F(U), U

tizerinde tanimlanan bitiin bulanik kiimelerin kiimesi olsun.

Tamm 2.3.1. Her z ¢ A i¢in va(x) = 0 olacak sekilde v4 : E — F(U) fonksiyonuna

U {tizerinde bir bulanik esnek kiime denir. O halde, bir 74 bulanik esnek kiimesi

Ya = {(z,74(z)) : x € E}

bigiminde temsil edilebilir (Maji ve ark., 2001).

Burada, her x € F i¢in v4(z) degerine 4 bulamk esnek kiimesinin z-yaklagimi denir.

Uyari1 2.3.1. E parametreler kiimesinin bir A alt kiimesi ile birden fazla bulanik esnek
kiime tamimlanabilir. Bu durumda bulanik esnek kiimeler 4, B4, d4 vb. seklinde
gosterilecektir. Ayrica, E parametreler kiimesinin A, B, C' vb. farkh alt kiimeleri ile
birden fazla bulanik esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda bulanik esnek kiimeler

YA, VB, Yo Vb. seklinde gosterilecektir.
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Bundan boyle, parametre kiimesi E olan U iizerindeki tiim bulanik esnek kiimelerin

kiimesi F'Sg(U) ile gosterilecektir.

Tamm 2.3.2. 74 € FSp(U) olsun. Her x € E igin va(z) = ) ise 74 bulanik esnek

kiimesine bog bulanik esnek kiime denir ve v ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

Tanim 2.3.3. 74 € FSg(U) olsun. Her x € A i¢in y4(x) = U ise 74 bulank esnek
kiimesine A-evrensel bulanik esnek kiime denir ve v; ile gosterilir (Cagman ve ark.,

2011).

Tanim 2.3.4. v4 € FSg(U) olsun. A= E veher z € Ei¢in y4(z) = U ise 4 bulank

esnek kiimesine evrensel bulanik esnek kiime denir ve 7 ile gosterilir (Cagman ve ark.,

2011).

Tanim 2.3.5. v4,75 € FSg(U) olsun. Her x € F igin v4(z) C yp(x) ise 4 bulanik
esnek kiimesine vz nin bulanik esnek alt kiimesi denir ve v4Cvg ile gosterilir (Cagman

ve ark., 2011).

Tanim 2.3.6. y4,7p € FSp(U) olsun. Her x € F igin ya(x) = yp(x) ise y4 ve 75
bulanik esnek kiimelerine egit bulanik esnek kiimeler denir ve 74 = ~p ile gosterilir

(Cagman ve ark., 2011).

Tamm 2.3.7. y4 € FSg(U) olsun. Her z € FE igin z-yaklagimi v4e(z) = 75(2)
seklinde tanimlanan bulanik esnek kiimeye v4'nin tiimleyeni denir ve ~4 ile gosterilir

(Cagman ve ark., 2011).

Tanim 2.3.8. 4,75 € FSg(U) olsun. Her x € F i¢in z-yaklagimi

Yaen(r) = ya(r) Uys(7)

seklinde tanimlanan bulanik esnek kiimeye v4 ve yg’'nin bulanik esnek birlesimi denir

ve y4Uvg ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

Tanim 2.3.9. 4,75 € FSg(U) olsun. Her x € E i¢in z-yaklagimi

Yaen(®) = va(r) Nyp(v)

seklinde tanimlanan bulanik esnek kiimeye v4 ve vg'nin bulanik esnek kesigsimi denir

ve y4Nvg ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).
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Onerme 2.3.1. y4 € FS £(U) olsun. Bu taktirde agagidaki 6zellikler saglanir:

1. 74Cy;

2. 7Cya

(Cagman ve ark., 2011).

Onerme 2.3.2. v4 € FSg(U) olsun. Bu taktirde asagidaki ézellikler saglanir:

L 74Uya =74
2. Yalva = Ya
3. ¥aUve =74
4. e = Ye

5. 74075 = 75

6. YaNVs = Va4

(Cagman ve ark., 2011).

Onerme 2.3.3. v4,7v5,7¢ € FSp(U) olsun. Bu taktirde agagidaki 6zellikler saglamr:

—_

. ’VAO”VB = ’YBO’VA

\)

. ’VAﬁ”VB = ’YBFWA

3. (v4078)Uyc = 740(v507¢)

=~

. (vaPvB) e = vaN(vsMye)

ot

- (74078)° = 74M5



6. (valp)® =405
7. 7a0(vsMc) = (74U0v8)N(7407¢)

8. vaN(v8Uyc) = (vaMys)J(yaMe)

(Cagman ve ark., 2011).
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3. KESISIMSEL ESNEK GRUPLAR VE UYGULAMALARI

Bu béliimde, Rosenfeld (1971) tarafindan tanimlanan bulanik grup teoriden esinlenerek
kesigimsel esnek grup, kesigimsel esnek altgrup, kesisimsel esnek normal altgrup, a-kapsam
kiimesi, e-kiimesi, esnek koset, bir esnek kiimenin goriintiisii ve ters goriintiisii gibi

kavramlar tanimlandi ve cesitli cebirsel 6zellikleri incelendi.

3.1 Kesisimsel Esnek Gruplar

Bu alt boliimde, kiimelerde arakesit ve kapsama bagintisi yardimiyla tanimlanan
ayni zamanda kiime teori, esnek kiime teori ve grup teori arasinda bir koprii gorevi
goren kesigimsel esnek grup yapisi tanimlanarak bu yeni kavram yardimiyla kesigimsel
esnek altgrup, kesisimsel esnek normal altgrup kavramlar: tanimlandi ve bazi temel

ozellikleri incelendi.

Tanim 3.1.1. G bir grup ve fg € Sg(U) olsun. Her z,y € G igin
falzy) 2 fa(z) N fa(y) ise fo ye U tizerinde kesigimsel esnek grupoid denir.

Tanim 3.1.2. fg, U iizerinde kesigimsel esnek grupoid olsun. Her x € G igin

fa(x™) = fa(z) ise fg ye U iizerinde kesisimsel esnek grup denir.

Bu calisma boyunca, kesisimsel esnek grup yerine K E-grup ifadesi kullanilacaktir.

Ornek 3.1.1. Kabul edelim ki U = Z evrensel kiime ve G = Sj (simetrik grup)
parametre kiimesinin bir alt kiimesi olsun. ¢ € S iin mertebesi o(o) olmak tizere U

tizerindeki fo esnek kiimesi,

falo) = Z. o(c) =

seklinde tanimlansin.

fa= {(e,Z2),((12),{—-2,-1,0,1,2}),((13),{—2,—-1,0,1,2}), ((23),{—2,—1,0,1,2}),
((123),{-3,-2,-1,0,1,2,3}),((132),{-3,—-2,—-1,0,1,2,3})}.
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fa nin K E-grup oldugu kolayca goriiliir.
Teorem 3.1.1. fq, U lizerinde K E-grup olsun. Her x € G igin fg(e) 2O fo(x) dir.

Ispat . fq, U iizerinde K E-grup oldugundan her z € G icin

fale) = folza™)
D falz)N falz™)
= fa(z)N fe(z)
= fe(x)

elde edilir.

Teorem 3.1.2. G bir grup ve fg € Sg(U) olsun. fg'nin U tizerinde K E-grup olmasi
i¢in gerek ve yeter sart her z,y € G igin fe(xy™) 2 fa(x) N fo(y) olmasidir.

Ispat . Kabul edelim ki fq, U iizerinde K E-grup olsun. Her =,y € G igin

falzy™) 2 falz)N faly™)

dir. Karsit olarak, her x,y € G icin fo(xy™) D fo(z)N fa(y) olsun. Ilk olarak, x = ¢

alinarak

faly™) 2 faly)

elde edilir. Ayrica,
fa(y=H)™)

fay™)

fa(y)

U

olur. Bdylece

fe) = fely™)

esitligi elde edilir. Ikinci olarak,

falzy) = folz(y™)™)
D falx)n faly™)
= fa(x)N faly)

dir. Boylece, fg, U ilizerinde K E-gruptur.
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Teorem 3.1.3. fg, U iizerinde K E-grup ve x € G olsun. Her y € G i¢in
fa(zy) O fo(y) olmasi igin gerek ve yeter sart fo(z) = fo(e) olmasidir.

Ispat . Her y € G icin fo(zy) D fo(y) olsun. y = e almarak

fa(@) 2 fa(e)

elde edilir. Teorem 3.1.1 den dolay1

fale) 2 fa(z)

oldugu bilinmektedir. Buradan, fg(x) = fg(e) elde edilir.

Kargit olarak fg(x) = fa(e) olsun. Her y € G igin

falzy) 2 falz)N fa(y)

elde edilir.
Teorem 3.1.4. fs ve fg, U lizerinde K E-grup olsun. fgAfy, U lizerinde K E-gruptur.

Ispat . (z1,21), (x2,y2) € G X H olsun. Buradan,

fera (@1, 01) (22, 92)™") = feru(@rza™  11y27")
= folriee™") N fu(yiya™)
2 (felx) N fe(z2)) N (fu(yr) N fu(ye))
= (fo(@) N fu(yr)) N (fa(z2) N fu(y2))
= foru(r1,91) N foru (w2, y2)

Boylece fa A fu, U lizerinde K E-gruptur.

Uyan1 3.1.1. fg V fy, U lizerinde her zaman K E-grup degidir.
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Ornek 3.1.2. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime olsun. G = Zg ve

H ={1,—1,i, —i} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. f; K E-grubu

fe(0) = S;
fe(1) = {(12),(13),(132)}
fe(2) = {(12),(13),(23), (123), (132)}
fe3) = {(1),(12),(13),(132)}
fe(d) = {(12),(13),(23), (132), (123)}
fe(®) = {(12),(13),(132)}
ve fg KFE-grubu
fa(l) = S3
fu(=1) = {(12),(23),(123), (132)}
fu(t) = {(12),(23),(132)}
fu(=i) = {(12),(23),(132)}

seklinde tamimlansm.  four((2,4)(3,1)) 2 fovu(2,i) N feuu(3,1) oldugu agiktir.
Boylece fq V fu, U lizerinde K E-grup degildir.

Tanim 3.1.3. fg ve fy, U iizerinde iki K E-grup olsun. Her (z,y) € G X H i¢in
foxu(z,y) = fa(x) x fy(y) ile tanimlanan fg. gy K E-grubuna fg ve fy nin K E-grup

carpimi denir ve fg X fg = faxn ile gosterilir.

Teorem 3.1.5. Eger fo ve fg, U ilizerinde K E-grup ise fg X fg, U x U iizerinde
K E-gruptur.

Ispat . Her (x1,11), (2, y2) € G x H igin

faxu((@9)(w2,92)7") = foxn(niz' piys )
= falwizy') x fu(yiys )
2 (fel@1) N fa(x2)) x (fu(y) N fu(y2))
= (falzr) x fu(y)) 0 (fa(2) X fu(y2))

= faxua(@,m) N foxa (w2, y2)

Boylece, fa X fu = faxu, U x U iizerinde K E-gruptur.

Teorem 3.1.6. Eger f ve he, U iizerinde K E-grup ise foNhe, U lizerinde K E-gruptur.
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Ispat . z,y € G olsun.

(faDhe)(@y™) = falazy ) Nhe(zy™)

(fe(r) N fa(y)) N (ha(z) N hg
= (fa(x) Nha(x)) N (fa(y) Nhe
(

faNhe)(x) N (faDha)(y),

(
)

—~~
<

N~—
~—

Bundan dolay1 foNhe, U iizerinde K E-gruptur.
Uyar1 3.1.2. fqUhg, U iizerinde her zaman K E-grup degidir.

Ornek 3.1.3. Kabul edelim ki U = Z evrensel kiime ve G = Zg parametre kiimesinin

bir alt kiimesi olsun. f; K E-grubu

fa(0) = Z
fa(l) = {0,1,4}
fa(2) = {0,1,4,11}
fa(3) = {0,1,4,12,13}
fa(4) = {0,1,4,11}
fa(5) = {0,1,4}

ve hg K E-grubu
ha(0) = Z
he(l) = {6,7}
ha(2) = {6,7,10,13}
hq(3) = {6,7,8,9}
ha(4) = {6,7,10,13}
ha(5) = {6,7}

seklinde tammlansin. (feUhg)(2 4+ 3) 2 (foUhg)(2) N (foUhg)(3) oldugu agiktir.
Boylece fqUhg, U iizerinde K E-grup degildir.

Tanim 3.1.4. H, G grubunun bir altgrubu olsun. fg, U iizerinde bir K F-grup ve
fu, fc nin bostan farkl esnek alt kiimesi olsun. Eger fgy, U iizerinde bir K E-grup

ise fg ye U iizerinde fg nin K E-altgrubu denir ve fy</fq ile gosterilir.
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Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.2 de verilen fg KFE-grubunu ele alahm. H = {0,2,4}

parametre kiimesinin alt kiimesi olsun. fy esnek kiimesi

fu(0) = S;
fu(2) = {(123),(132)}
fa(4) = {(123),(132)}

seklinde tanimlansin. fy, fo nin K E-altgrubudur.

Teorem 3.1.7. fg, U lizerinde K E-grup olsun. fg ve fy de fg nin K E-altgruplar:
olsun. fyNfy, U iizerinde fg nin K E-altgrubudur.

Ispat . z,y € G olmak iizere

fuen(zy™) = fulzy™) 0 fu(zy™)
(fu(@) N fu(y)) 0 (fn(z) 0 f(y)
= (fu(@) N fn(z) N (fu(y) 0 n(y)

= fuen(®) N fren(y)-

U

Boylece fyNfn, U iizerinde fo nin K E-altgrubudur.
Uyari 3.1.3. fyUfy, U iizerinde her zaman fg nin K E-altgrubu degildir.

Ornek 3.1.5. Ornek 3.1.2 de verilen fi K E-grubunu ve Ornek 3.1.4 verilen fg nin
fr K E-altgrubunu ele alalim. N = {0,3} olsun. fg nin fy KFE-altgrubu

fn(0) = 53
fn@3) = {(12),(13),(132)}

seklinde tanimlansin. Buradan fyen(2 +3) 2 fren(2) N fren(3) dir. fuUfn, U
tizerinde fg nin K E-altgrubu degildir.

Tanim 3.1.5. G bir grup, fg € Sg(U) (K E-grup olmas: gerekli degil) ve fy, fg nin
bogtan farkli bir esnek alt kiimesi olsun. Her z,y € G igin fy(zy) = fv(yx) ise fy ye

U lizerinde fs nin abelyan esnek alt kiimesi denir.

Teorem 3.1.8. G bir grup, fo € Sg(U) ve fy, fo nin bogtan farkli bir esnek alt

kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine dentir:
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1. Her z,y € G i¢in fy(zy) = fn(yz)

2. Her z,y € G i¢in fy(zyz™') = fn(y)
3. Her z,y € G i¢in fy(xyz™) 2 fn(y)
4. Her z,y € G icin fy(zyz™') C fx(y)

Ispat . z,y € G olsun. Buradan,

L= 2. [y(zya™!) = fx(a™2y) = fu(y).

2. = 3. Acgiktir.

3. =4 fy(eyr™!) C fy(z tayr~H(a™h) ) = fa(y).

4. = 1. fy(zy) = fx(zyza™) C fa(yz) = fv(yzyy™) € fn(zy).
Boylece, fn(zy) = fn(yx).

Tanim 3.1.6. fg, U iizerinde K FE-grup ve fn, fg nin bir K E-altgrubu olsun. fy,
fo nin abelyan esnek kiimesi ise fy ye U iizerinde fg nin K E-normal altgrubu denir

ve fn<dfq ile gosterilir.

Ornek 3.1.6. Kabul edelim ki U = Z~ evrensel kiime olsun. G = S;, simetrik grup,

ve N = As, alterne grup, parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. fg esnek kiimesi

fe(l) = 7~

fe(12) = {-3,-5,—6,—11}

fc(13) = {-2,-3,-5,—6,—12}
fa(23) = {-3,-5,—6,-7,-9}
fe(123) = {-1,-3,—-5,—-6,-8,—-10}
fc(132) = {-1,-3,—-5,—-6,—-8,—10}

ve fy esnek kiimesi
() = 77

fv(123) = {-1,-3,-5}
fn(132) = {-1,-3,-5}

seklinde tanimlansin. fy, U iizerinde fg nin bir K F-normal altgrubudur.

Teorem 3.1.9. fg, U lizerinde K E-grup ve fy, fq nin K E-altgrubu olsun. Eger G,

bir abelyan grup ise fy, U lizerinde fg nin K E-normal altgrubudur.
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Ornek 3.1.7. Kabul edelim ki U = Z* = {0} UZ" evrensel kiime olsun. G = Zg ve

N =10, 2,4} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. U {izerindeki fg esnek kiimesi
folx)={y € Z" : xzy = 0(mod 6)} ve fc(0) =2Z"
ve U lizerindeki fy esnek kiimesi
fn(@) = {9k : k € Z*} ve fn(0) = Z*

seklinde tanimlansin. G abelyan grup oldugundan fy, fg nin K E-normal altgrubudur.

3.2 Kesisimsel Esnek Grubun Grup Teoriye Uygulamalari

Bu alt boliimde, a-kapsam kiimesi, e-kiimesi, esnek koset, bir esnek kiimenin goriintiisi
ve ters goriintiisii gibi kavramlar tanimlandi. Bir kesigimsel esnek grubun a-kapsam
kiimesinin ve e-kiimesinin bir altgrup oldugu gésterildi. Bir kesigsimsel esnek grubun
e-kiimesi ve esnek koseti arasindaki iligkiler incelendi. Ayrica bir kesigimsel esnek
grubun goriintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin yine bir kesigsimsel esnek grup oldugu

gosterildi.

Tanmim 3.2.1. f4 € Sg(U) ve a C U olsun.

fi={z € A: fa(z) D a}

ile tanimlanan kiimeye f4 nin a-kapsam kiimesi denir.

Tanmim 3.2.2. f4 € Sg(U) olsun.

suppfa ={x € A: fa(x) # 0}

ile tanimlanan kiimeye f4 nin destek kiimesi denir.

Teorem 3.2.1. I indis kiimesi ve {fa, : ¢ € I}, U iizerinde tanimlanan esnek

kiimelerin bir ailesi olsun. Herhangi bir o C U i¢in
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L Uier(£2) € Uierfa)™

2. ﬂiez(fﬁ,.) = (mielfAi)a‘

ispat . 1.

v €Uy, (fi) = Feliginz e fg,
= i€l icin fa,(z) D«
= Uier fa:(z) 2 a

= T E (UieIfAi)a'

O halde (J,,;(f3,) € (OieIfAi)a oldugu goriiliir.

r€Nes(fi) & Vieliginz e fy,
& Vieligin fa,(z) D«
< Nier fa(@) 2 @

& 2 € (Nierfa)™
O halde M, (f%) = (Miesfar)® oldugu goriliir.

Teorem 3.2.2. f;, U iizerinde K E-grup ve a C U olsun. f& bostan farkl olmak

tizere f&, G nin altgrubudur.

Ispat . x,y € f& olsun. O halde fg(z) 2 a ve fa(y) 2 « dir.

falzy™) 2 folz)N faly™)
= fa(z)N faly)
D q.

Boylece zy~! € f& dir ve f&, G nin altgrubudur.

Tanim 3.2.3. fg, U iizerinde K E-grup olsun.

Gio ={r € G: fo(x) = fale)}

ile tanimlanan kiimeye fs nin e-kiimesi denir.

Teorem 3.2.3. fg, U iizerinde K E-grup olsun. Gy, G nin altgrubudur.
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Ispat . z,y € Gy, olsun. O halde fq(x) = fa(e) ve fa(y) = fa(e) dur.

fa(zy™) 2

fa(e) 2 felzy™) oldugundan fe(axy™') = fg(e) dir. Bundan dolayr zy~! € Gy, ve
G, G nin altgrubudur.

Tanim 3.2.4. fg, U iizerinde K E-grup ve a € G olsun. Her = € (G igin z-yaklagimi

(afe)(@) = fala™ 2)

seklinde tanimlanan afg esnek kiimesine fg nin esnek sol koseti denir.

Teorem 3.2.4. fg, U iizerinde K E-grup olsun. a,b € G olmak {izere
afa =bfqg < CLGfG = beG

Ispat . Kabul edelim ki afg = bfg olsun. Her z € G icin afg(x) = bfe(x) olmas:

fala™'z) = fo(b~'x) oldugunu gosterir. z = b alinarak

fa(a™'b) = fa(b™'b) = fale)

elde edilir, boylece a~'b € Gy, ve bundan dolayr aGy, = bGy, dir. Karsit olarak,
aGy, = bGy, olsun. Buradan, a~'z € Gy, ve b™'x € Gy, dir.

fala™lz) = fo(a™'bb™ x)

I
PN

Benzer olarak, her = € G igin fg(b~'z) O fg(a™'z) olur. Bundan dolay1, her z € G
i¢in fo(b~'z) = fg(a™'z) dir. Béylece afg = bfe oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.5. fq, U iizerinde K E-grup ve fy, fe nin K E-normal altgrubu olsun.
a,b € N olmak tizere afs = bfq ise fy(a) = fn(D) dir.
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Ispat . Kabul edelim ki afs = bfq olsun. Teorem 3.2.4 den a~'b € Gy, ve b~'a €
Gy, oldugu bilinmektedir. Teorem 3.1.8 den ve fy, fe¢ nin KFE-normal altgrubu

oldugundan

Il
S~
z

S

L

2

=

fn(a)

U

[
=

Benzer olarak fy(b) O fy(a) oldugu goriiliir. Bundan dolayr fy(a) = fy(b) dir.

Tanim 3.2.5. ¢, A dan B ye bir fonksiyon ve fa, fp € Sg(U) olsun. Her y € B igin

U{fa(a) :z € A p(x) =y}, ¢ (y) # 0 ise

e(fa)ly) = .
0, aksi halde

ve her z € A igin o '(fp)(z) = fe(p(x)) olacak sekilde p(fa) ve p '(fp) esnek
kiimelerine sirasiyla U {izerinde f4 nin ¢ altinda esnek goriintiisii ve esnek ters goriintiisii

denir.

Ornek 3.2.1. Kabul edelim ki U = {1, zy, T3, 24, T5, T6, 27} evrensel kiime olsun.
A=1{1,2,3,4,5} ve B = {a,b,c,3,4,5} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. f4

ve fg esnek kiimeleri

fA = {(17 (Z))a (27 {ZE3, L4, C("7})7 (37 {1‘1}>, (47 {xla L2, 1’3}), (57 {xG})}

fB = {(av {:135}), (b’ @), (C7 ®)7 (37 {‘Tl: T, XLy, xﬁ})v (47 {1‘7}), (57 {%2, T3, :137})}

seklinde tammlansm. ¢ : A — B fonksiyon ve
p(1) =b,0(2) =3,0(3) = a,0(4) =4,90(5) = a
olsun. Buradan,
p(fa) =A{(a.{z1,26}), (0,0), (c,0), (3, {ws, x4, 27}), (4, {w1, 22, 73}), (5,0)}

Spil(fB) = {(17 Q))? (27 {1‘1, T2, L4, xﬁ})? (37 {CL’5}), (47 {ZE7}), (57 {ZL’5}>}

olur.
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Teorem 3.2.6. ¢, A dan B ye bir fonksiyon ve I, bostan farkli indis kiimesi olsun.
Her i € I i¢in A; C A ve f4, € Sg(U) olmak iizere

SD(OiEIfAi) = OiGISD(fAi)

ispat .
¢(Uierfa)(y) = U{(Uierfa)(2) : 2 € Aj, () = y}
= WUierfa,(z) : x € Ai, o(z) = y}
= Uer{U{fa(z) 1z € A, p(z) = y}}
= Uiero(fa)(v)-
Teorem 3.2.7. p, A dan B ye bir fonksiyon ve Ay, Ay C A, fa,, fa, € Sg(U) olsun.

Buradan,
fasCfay = @(fa,)Ce(fa,)

Ispat . Kabul edelim ki f Ali fa, olsun. Her y € B igin

e(fa)y) = U{fa,(z) 7€ Ay, p() =y}
C U{fa, () :z € Ay, 0(x) =y}
= o(fa,)(w)

olur.

Teorem 3.2.8. ¢, A dan B ye bir fonksiyon ve J, bostan farkl indis kiimesi olsun.
Her j € J igin B; C B ve fp, € Sp(U) olmak iizere

L o ' (Ujesfn,) = Ujeso™(f5,)

2. o (Njesfs,) = Njese ' (f3,)

Ispat . Her z € A i¢in

L o (Ujesf,) (@) = Ujes f5,(0(x) = Tjeso (f3,)(2)
2. o Y (NjesfB,)(x) = Njes f5,((x)) = Njeso ' (f5,)(x)

Teorem 3.2.9. ¢, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Her f4 € Sg(U) igin

P (p(fa)21a
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Ayrica ¢, birebir fonksiyon ise ¢! (o(f4)) = fa olur.

Ispat . Her z € A i¢in

e N e(fa) (@) = @(fa)le(z))
= U{fa(@) 12" € A, (') = p(2)}
2 fa(x)

Boylece o~ (p(fa)) D f4 olur. o, birebir ise ¢ (¢(fa)) = fa oldugu aciktir.

Teorem 3.2.10. fg, U lizerinde K E-grup ve ¢, G den H ye bir homomorfizma olsun.
©(fa), U tizerinde K E-gruptur.

ispat .
(p(fe))(w) = U{fa(2): 2z € G,p(2) = uv}
2 U{falzy) 2,y € G, p(x) = u,p(y) = v}
2 U{falz)N faly) i z,y € G, p(x) = u,p(y) = v}
= (UWfelz) 12 € G p(x) =u}) N (U{fcy) 1 y € G,o(y) =v})
= (p(fe))(w) N (e(fe))(v)

(e(fa))w™) = U{fa(z): 2z € H,p(z) =u™'}
= U{fe(z™") 2 € H p(z7") = u}
= (p(fe))(u).

elde edilir. Boylece ¢(fq), U iizerinde bir K E-gruptur.

Teorem 3.2.11. fg, U iizerinde K E-grup ve ¢, G den H ye bir homomorfizma olsun.
© ' (fn), U lizerinde K E-gruptur.

Ispat . 2,y € G olsun. Buradan

o ' (fu)(zy) =

U

[
T o

[
~6|
<
T
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e (fm)@™h) = fule(a™))
((p(x))™h)
¢(z))
(fu)(x)

elde edilir. Béylece ¢~ !(fg), U iizerinde K E-gruptur.

[
T o

Il
AS)



4. KESISIMSEL ESNEK HALKALAR VE UYGULAMALARI

Bu boéliimde, Liu (1982) tarafindan tanimlanan bulanik halka teoriden esinlenerek
kesigimsel esnek halka, kesisimsel esnek ideal, kesigimsel esnek alt halka, parametre
kiimesi halka olan iki esnek kiimenin toplami, farki, ¢arpimi, bir esnek kiimenin negatifi

gibi kavramlar tanimlandi ve bazi cebirsel 6zellikleri incelendi.

4.1 Kesisimsel Esnek Halkalar

Bu alt boliimde, kiimelerde arakesit ve kapsama bagintisi yardimiyla tanimlanan ayni
zamanda kiime teori, esnek kiime teori ve halka teori arasinda bir koprii gorevi goren
kesigsimsel esnek halka yapisina yer verildi. Bu yeni kavram yardimiyla kesigimsel
esnek ideal, kesigsimsel esnek alt halka kavramlar: tanimlandi ve bazi temel ozellikleri

incelendi.

Tanmim 4.1.1. Bogtan farkli bir R kiimesi iizerinde tamimh iki ikili iglem '4+" ve '/
olsun. fr € Sg(U) olsun. (fgr,+), U lizerinde bir K E-grup ve (fg,.), U iizerinde bir
K E-grupoid ise fr ye U iizerinde kesigimsel esnek halka denir.

Bu calisma boyunca, kesigimsel esnek halka yerine K F-halka ifadesi kullanilacaktir.

Ornek 4.1.1. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime ve

T T
R = | x,y € Zs p, Zs3 terimli 2x 2 matrislerin kiimesi, parametre kiimesinin

Yy

bir alt kiimesi olsun. fr esnek kiimesi
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fR( ) = 53

_O 0

fR( 00 ) — {(12),13), (23)}
_1 1

fR( 00 ) — {(12),(13), (23))
2 2
_1 1

fR( ) —{(12),(23), (123))
_O O_.

fR( 22 ) — {(12),(23), (123))
_O 0
1 1
_1 1
2 2-
2 2
1 1

fR( ) — {(12),(23), (132)}
2 2
.

fR( ) —{(12),(23), (132)}
1 1

seklinde tanimlansin. Boylece fg, U {izerinde K E-halkadir.

Teorem 4.1.1. R bir halka ve fg € Sg(U) olsun. fr nin U iizerinde K E-halka olmasi
i¢in gerek ve yeter sart her x,y € R igin

L. fr(z —y) 2 fr(x) N fr(y)
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2. fr(zy) 2 fr(x) N fr(y)

olmasidir.

Ispat . Kabul edelim ki fg, U iizerinde K E-halka olsun. O halde

fr(x +y) D fr(z) N fr(y) ve fr(—z) = fr(z)

dir. Buradan
frx—y) 2 fr(x)N fr(—y)
= fr(z)N fr(y)

elde edilir. Bununla birlikte, fz, U tizerinde bir K E-grupoid oldugundan

Tr(zy) 2 fr(z) N fr(y)

dir. Karsit olarak, kabul edelim ki her z,y € R i¢in

fr(z —y) 2 fr(z) N fr(y) ve fr(zy) 2 fr(z)N fr(Y)

olsun. x = Op alinarak
frROOr—y) = [fr(-y)
2 fry)

elde edilir. Her y € R igin

fR(y)

fr(=(=v))
2 fr(~y)

elde edilir. Boylece her z € R igin

fr(=z) = fr(x)

dir. Ayrica,

fr(z = (=y))
2 fr(z) N fr(-y)
fr(z) N fr(y)
olur. Bundan dolay1 fg, U iizerinde K E-halkadir.

fr(z +y)
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Tanim 4.1.2. fg, U iizerinde K E-halka olsun. Her z,y € R igin fr(zy) 2 fr(y)ise
fr ye U tlizerinde K E-sol ideal ve her z,y € R igin fr(zry) 2O fr(x) ise fr ye U

iizerinde K E-sag ideal denir.
fr, U iizerinde hem K E-sol ideal hem de K E-sag ideal ise fr ye U {izerinde K F-ideal
denir.

Ornek 4.1.2. Kabul edelim ki U = Z* evrensel kiime ve R = Zg parametre kiimesinin

bir alt kiimesi olsun. fr esnek kiimesi

fr(0) = {n|neZt}

fr(l) = {6n|neZt}
fr(2) = {2n|neZ*}
fr(3) = {3n|neZt}
fr(4) = {2n|neZ"}
fr(®) = {6n|neZt}

seklinde tanimlansin. fg, U iizerinde bir K F-idealdir.

Teorem 4.1.2. R bir halka ve fz € Sg(U) olsun. fg nin U {izerinde K E-ideal olmasi
i¢in gerek ve yeter sart her x,y € R igin

L. fr(z —y) 2 fr(z)N fr(y)

2. fr(zy) 2 fr(x) U fr(y)
olmasidir.
Ispat . Kabul edelim ki fg, U iizerinde K E-ideal olsun. O halde

fr(z —y) 2 fr(z) N fr(y)

dir. Ayrica
fr(zy) 2 fr(z) ve fr(zy) 2 fr(Y)
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oldugundan fr(zy) 2 fr(z) U fr(y) dir. Karsit olarak, kabul edelim ki her z,y € R
icin
fr(@ —y) 2 fr(x) N fr(y) ve fr(zy) 2 fr(z)U fr(y)

olsun. Boylece,

frzy) 2 fr(z)U fr(y)

2 fr(x)
ve
fr(zy) 2 fr(z)U fr(y)
2 fr(y)
oldugundan

Tr(zy) 2 fr(z) N fr(y)

olur. Buradan fg, U iizerinde K E-idealdir.

Teorem 4.1.3. fg, U iizerinde K E-halka/ideal ise her z € R igin fr(0r) 2 fr(z)
dir.

ispat . Kabul edelim ki fr, U iizerinde K E-halka/ideal olsun. Her x € R igin,

fr(Or) = fr(z—x)
D fr(z) N fr(z)
= [r(z)

Teorem 4.1.4. R birimli bir halka olsun. fg, U iizerinde K E-ideal ise her x € R i¢in
fR<{L') 2 fR(lR) dir.

Ispat . Kabul edelim ki fg, U iizerinde K E-ideal olsun. Her z € R icin
fr(z) = fr(zlg)
2 fr(lr)

Teorem 4.1.5. R bir bolme halkasi ve fr € Sg(U) olsun. fgnin U iizerinde K E-ideal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her Og # = € Rigin fr(x) = fr(1g) C fr(0g) olmasidir.

Ispat . Kabul edelim ki fg, U iizerinde K E-ideal olsun. Her z € R icin
fr(0r) 2 fr(x) oldugundan ozel olarak fr(Ogr) 2 fr(lg) dir. Og # = € R olsun,
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buradan

fr(z)

fr(zlg)
fr(1R)

19

fr(lg) = fr(a™'z)
2 fr(z)

Boylece fr(z) = fr(1r) C fr(0g) oldugu goriiliir. Karsit olarak,

1. x,y € Rolsun. x —y # Og ise

fR(l’ - y)

I
=

—_
2y
~—

V)

Tr() N fr(y)

ve x —y = Op ise

fr(r —y)

fr(OR)
fr(z)
fr(x) N fr(y)

v 1

2. x,y € Rolsun. x # 0 ve y = Op ise

fr(zy)

v |
SN
K = O
- 2z

ve

fr(zy) = fr(Og)

Béylece, fr(zy) 2 fr(z)U fr(y) dir.
x # 0g ve y # O ise ya xy # O ya da xy = Og dir.

xy # Op ise
fr(zy) = fr(lr)

ve

fr(zy) = fr(1r)
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dir.
xy = Op 1se

fr(zy)

Jr(OR)
fr(z)

U

fr(zy) = fr(Or)
2 fr(y)

dir. Buradan fr(zy) 2 fr(z) U fr(y) oldugu goriliir.

Boylece fgr, U tlizerinde K E-idealdir.

Uyari1 4.1.1. Teorem 4.1.5 ile bir bélme halkasinda K E-sol(sag) idealin bir K E-ideal
oldugu gortiliir.

Teorem 4.1.6. [y, U iizerinde K F-halka/ideal olsun. Her z,y € R

icin fr(z —y) = fr(0g) ise fr(x) = fr(y) dir.

Ispat . Kabul edelim ki her z,y € R icin fr(z —y) = fr(0g) olsun. Buradan

fr(x) = frlx—y+y)

Benzer olarak, fr(z —y) = fr(—(y —2)) = fr(y — x) = fr(Or) oldugunu kullanarak
fr(y) 2 fr(z) elde edilir.

Teorem 4.1.7. Her x € R icin fr altinda goriintiileri kapsamaya gore sirali olacak
sekilde fg, U iizerinde K E-halka/ideal olsun. x,y € R i¢in fr(y) D fr(x) ise
fr(r —y) = fr(z) = frly — z) dir.

Ispat . Kabul edelim ki 2,y € R icin fr(y) D fr(z) olsun. Buradan,

fr(x—y) 2 fr(x)N fr(y)
= fr(z)
fr(x) = frzr—y+y)
2 fr(x—y) N fr(y).
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z,y € R i¢in
fr(y) O fr(x) ve fr(x) 2 fr(z —y) N fr(y)

oldugundan fr(x —y) C fr(z) dir. Boylece fr(x —vy) = fr(x) = fr(y — x) oldugu

goriiliir.

Teorem 4.1.8. fg, U iizerinde K E-halka/ideal ve () # o« C U olmak {izere
Imfr = {0,a} olsun. gr ve hg, U iizerinde K E-ideal olmak tizere fr = grUhg ise

va grChgr ya da hrCgp dir.

Ispat . Celigki bulma yardimiyla ispat1 yapmak icin, kabul edelim ki z,y € R i¢in

gr(x) D hr(z) ve hr(y) D gr(y) olsun.
fr = hrUgr oldugundan dolay1

fr(z) = gr(z) D hr(z) D0

ve

fr(y) = hr(y) D gr(y) 20

Imfr = {0, a} oldugundan

Yukaridaki esitliklerden

gr(y) C a = gr(z) ve hr(z) C a = hg(y)

oldugu goriiliir. Teorem 4.1.7 ile

gr(z —y) = gr(y) ve hgr(r —y) = hr(w)

dir. fr(z —y) = gr(y) U hr(r) C a olacak gekilde bir geligki elde edilir.

Teorem 4.1.9. frp ve fy, U iizerinde iki K FE-halka olsun. fr A fy, U iizerinde
K E-halkadir.

Ispat . (z1,21), (x2,y2) € R x H olsun. Buradan,
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frar((z1,91) — (22,92)) = frRAm(T1 — 2,91 — 1)
= fr(@1 —22) N fu(yr — y2)
2 (fr(x1) N fr(z2)) O (fu(yr) O fu(y2))
= (fr(@1) 0 fu(y1) O (fr(22) O fu(y2))
= frar(T1,91) N frAm (72, Y2)

ve
fR/\H((Ih y1)($2, yz)) = fRAH($1$2, y1y2)

= fr(@172) N fu(1y2)

2 (fr(z1) N frz2)) O (fr(y1) N fu(ye))
= (fr(z1) N fu(y1) 0 (fr(z2) N fu(y2))
Fram(T1,91) O fram (72, 92)

Bundan dolayi, fr A fg, U lizerinde K E-halkadir.
Uyar1 4.1.2. frV fg, U lizerinde her zaman K E-halka degildir.

Ornek 4.1.3. Kabul edelim ki U = S; evrensel kiime olsun. R = Zg ve

|

kiimesinin alt kiimeleri olsun. U = Sj3 iizerinde fr K E-halkasi

T T
] | z,y € ZQ}, Zo terimli 2 x 2 matrislerin kiimesi, parametre
Yy y

fr(0) = S;

fr(1) = {(1),(12),(132)}
fr(2) = {(12),(13)}
fr(3) = {(12),(23)}
fr(4) = {(12),(13)}
fr(5) {( 2

1), (12), (132)}
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seklinde tanimlansin. U = Sj iizerinde fy K E-halkast

fu = 53

S = {(1),(12), (132)}

fH {(1)7(13)7(132)}

fu = {(1),(123), (132)}

e
I 1
[ R
O =

~ — ~—
Il

seklinde tanimlansin.

1 1 1 1 1 1
Frvr((3, ) — (2, ) 2 frvm (3, )N frvm(2, )
0 0 1 1 00 1 1

oldugu agiktir. Bundan dolay1 fr V fg, U lizerinde K E-halka degildir.

Teorem 4.1.10. fr ve fy, U lzerinde iki K FE-ideal olsun. fr A fy, U iizerinde
K E-idealdir.

Ispat . Teorem 4.1.9 da fg ve fg, U tizerinde K E-halka iken fg A fi da U iizerinde
K E-halka oldugu gosterildi. (z1,%1), (z2,%2) € R x H olsun. Buradan,

fRAH($1$2,yly2)
= fr(z122) O fr(y132)
2 fr(z1) N fra(n)

= fR/\H(wlayl)

fR/\H((fE17y1)(l'2,y2))

ve
fRAH((Il, y1)(2, yz)) = fRAH($1x27 Y1Y2)

fr(z122) O frr(y112)
fr(x2) N fu(y2)
fRAH(l’2,y2)

U
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Bundan dolayi, fr A fu, U lizerinde K E-idealdir.
Uyar1 4.1.3. frV fg, U iizerinde her zaman K F-ideal degildir.

Ornek 4.1.4. Kabul edelim ki U = Z* evrensel kiime olsun. R = Z, ve

r x
H = | z,y € Zs p, Zs terimli 2 X 2 matrisler, parametre kiimesinin alt

yy

kiimeleri olsun. U = Z* iizerinde fr K E-halkas:

fr(0) = Z*

fr(l) = {2,7,11,12,15}

fr(2) = {1,2,3,5,7,11,12,15,17,19}
fr(3) = {2,7,11,12,15}

seklinde tammlansi. U = Z7 {izerinde fy K E-halkasi

fn = Z*

fu = {2,5,9}

fu = {1,2,3,4,5,6,8,9,11, 16, 18,20, 21}

L
fu ) = {1,2,3,5,8,9,18}

seklinde tanimlansin.

1 1 1 1 1 1
frvm((3, ) — (2, ) 2 frvm(3, )N frvm(2,
0 0 1 1 0 0

~—

oldugu aciktir. O halde fr V fy, U lizerinde K E-ideal degildir.
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Teorem 4.1.11. fi ve gg, U iizerinde iki K E-halka olsun. fzNgr de U iizerinde
K E-halkadir.

ispat . x,y € R olsun. Buradan,

(frROgr)(x —y) = fr(z —y) Ngr(z —y)
2 (fr(z) N fr(y)) N (9r(x)
= (fr(z) Ngr(@)) N (fr(y)
= (frNgr)(x) N (frNgr)(y)

ng
ng

(frNgr)(zy) = frlzy) N gr(zy)
2 fr(z) N fr(y) Ngr(x) N gr(y)
= fr(z) N gr(z) N fr(Y) N gr(y)
(frROgr)(x) N (frNgr)(y)

U

Boylece frNgr, U iizerinde K E-halkadr.
Teorem 4.1.12. fr ve g, U iizerinde K E-ideal olsun. fzNgr de U iizerinde K E-idealdir.

Ispat . Teorem 4.1.11 de fgNgg nin U iizerinde K E-halka oldugu gosterildi. =,y € R

olsun. Buradan,

(frNgr)(xy) fr(zy) N gr(zy)
fr(z) N gr(z)

(fRﬁgR)(x)

U

ve

fr(zy) N gr(zy)
fr(y) N gr(y)
(fRﬁgR)(y)

(fRﬁgR)(xy)

1)

Boylece frNgr, U iizerinde K E-idealdir.

Tanim 4.1.3. R bir halka ve H, R nin alt halkasi olsun. fg, U iizerinde K E-halka
ve fu, fr nin bogtan fakli esnek alt kiimesi olsun. fy, U ilizerinde K F-halka ise fy

ya U tizerinde fr nin K F-alt halkasi denir.

Ornek 4.1.5. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime olsun. R = Zg ve

H ={0,2,4} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun.
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U = S; iizerindeki fgr K E-halkasi

fr(0) = S3

fr(1) = {(1),(12),(123), (132)}
fr(2) = {(12),(13),(123)}
fr(3) = {(12),(23),(123)}
fr(4) = {(12),(13),(123)}
fr(5) = {(1),(12),(123), (132)}

ve U = S3 lizerindeki fg esnek kiimesi

fu(0) = {(1),(12),(13), (132)}
fu(2) = {(12),(13)}
fu4) = {(12),(13)}

seklinde tanimlansin. Acikca goriildiigii gibi fg, fr nin K F-alt halkasidir.

Teorem 4.1.13. [z, U iizerinde K E-halka olsun. fy ve fyn, U iizerinde fr nin
K E-alt halkasi olsun. fyNfy de U iizerinde fz nin K E-alt halkasidir.

ispat . x,y € R olsun. Buradan,

fu(x —y)N fn(z —y)

(fu(z) N fu(y) 0 (fn(@) N fa(y))
(fu(z) 0 fa(x)) 0 (fuly) N fa(y))
= Juen(®) N fren(v)

fren (T —y)

U

faen(zy) = fa(zy) N fn(zy)

nf
2 (fulz) 0 fuly) 0 (f(
= (fu(@) N fn(x) 0 (fuly) 0 fn(y))
= fuen(®) N fren(y)

Boylece fyNfy, U iizerinde fz nin K E-alt halkasidir.

=
~~
=
<
~—
~—

T

Uyar1 4.1.4. fyUfy, U iizerinde her zaman fr nin K E-alt halkas: degildir.

Ornek 4.1.6. Ornek 4.1.5 de ki fz K FE-halkasimi ve fz nin fy K F-alt halkasim

diigiinelim. N = {0, 3} parametre kiimesinin bir alt kiimesi olsun. fg nin fy K E-alt
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halkas1

fn(0) = {(1),(12),(123)}

fn3) = {(12),(123)}
seklinde tammlansim. fren(3 —2) 2 fuen(3) N fren(2) oldugu agiktir. Boylece
fHO fn, U iizerinde fr nin K E-alt halkas1 degildir.

4.2 Kesisimsel Esnek Halkanin Halka Teoriye Uygulamalari

Bu alt boliimde, parametre kiimesi halka olan iki esnek kiimenin toplami, farki,
carpimi, bir esnek kiimenin negatifi gibi kavramlar tanimlandi. Ayrica bir kesigimsel
esnek halkanin merkezi tanimlanip alt halka ve ideal oldugu gosterildi. Bu yeni
yapilarin bazi cebirsel ozellikleri incelendi. Daha sonra bir kesigsimsel esnek halkanin
goriintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin kesisimsel esnek halka ve kesisimsel esnek ideal

oldugu gosterildi.

Tanim 4.2.1. R bir halka ve fr, gr € Sg(U) olsun. Her x € R i¢in fr+gr, —fr ve
fror € Sp(U) asagidaki gibi tanimlanir:

(frtgr)(x) = U{fr(y) Ngr(2) | y,2 € R,y+z =z}

(—=fr)(x) = fr(-2)

U{fr(y) Ngr(2) | y,z € R,yz =z}, x = yz olacak sekilde y, z € R varsa

(fror)(z) = " aksi halde

fr+ 9r, fr — 9r, [rR9R ve sirasiyla fr ve gr nin toplami, fark: ve carpimi, ayrica — fr

ye de fr nin negatifi denir.

Teorem 4.2.1. R bir halka ve fr, gr, hg € Sg(U) olsun.

Tr(gr + hr) C (frgr) + (frhR)

dir.
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ispat . Kabul edelim ki uv = w olacak sekilde w € R ve u,v € R olsun. Buradan,

fr(gr + hr)(w) = U{fr(u) N (9r + hr)(v) | u,v € R,uv = w}

fr(w) N (gr +hr)(v) = [r(u) N{U{gr(y) Nhr(z) Y,z € Ry + 2=}

(fr(u) N gr(y)) N (fr(v) Nhr(z)) |y, 2 € R,y + 2 = v}
U{(fr(w) N gr(y)) N (fr(u) Nhr(2)) |y, 2 € R,uy + uz = uv}
U{(frgr)(uy) N (frhr)(uz) | y,z € R, uy + uz = uwv}
= (frgr + frhr)(w)

I
-
—_
—~

<
S~—

N

Boylece her w € R i¢in

fr(gr + hr)(w) € (frgr + frhr)(w)

O halde
Tr(gr + hr) € (frgr) + (frhR)

oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.2. fr, U iizerinde K E-sag ideal ve gr, U iizerinde K E-sol ideal olsun.
frgrC frNgr dir.
Ispat . (frgr)(z) =0 ise

ngRéfRﬁgR

oldugu aciktir.

Kabul edelim ki (frgr)(z) # 0 ve (frgr)(x) = U{fr(y) Ngr(z) | y,2 € R,x = yz}
olsun. fgr, U iizerinde K E-sag ideal ve gg, U ilizerinde K E-sol ideal oldugundan

fr(x) = fr(yz) 2 fr(y) ve gr(z) = gr(yz) 2 gr(2)
dir. Buradan,

(fror)(z) = U{fr(y) Ngr(2) |y,2 € R,z = yz}
fr(®) N gr(z)
= (fRﬁgR)(l’)

N
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Boylece ngRE frNgr oldugu goriiliir.

Tanim 4.2.2. fg, U lizerinde K E-halka olsun.

Crp, ={z € R: fr(z) = fr(Or)}

ile tanimlanan kiimeye fz nin merkezi denir.
Teorem 4.2.3. fr, U iizerinde K E-halka olsun. Cf,, R nin alt halkasidir.

Ispat . 0g € cfr C R oldugu aciktir. x,y € Cy, olsun. fr(x) = fr(y) = fr(0g) dir.

Buradan,
friz—y) 2 fr(@)N frly)
= fr(Or) N fr(OR)
= fr(0Or)

fr(zy) 2 fr(z)N fr(y)
= fr(0r) N fr(OR)
= fr(Og)

oldugundan z — y,zy € CYy, dir. Boylece C,, R nin alt halkasidir.
Teorem 4.2.4. fg, U iizerinde K E-ideal olsun. Cy,, R nin idealidir.

Ispat . Teorem 4.2.3 de gosterilen sartlar altinda Cj, nin R nin alt halkasi oldugu
bilinmektedir. = € Cy, ve r € R olsun. Buradan, fr(z) = fr(0g) dir.

fr(zr) 2 fr(z)
= fr(Og)

fr(rz) 2 fr(z)
= [r(Og)

Béylece, xr,rx € cfg olur. O halde Cy,, R nin idealidir.

Teorem 4.2.5. fr, U iizerinde K E-halka ve a C U olsun. f bostan farklh olmak

tizere fg, R nin alt halkasidir.
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Ispat . 5 # 0 oldugu agiktir. x,y € f& olsun. fr(x) D a ve fr(y) 2 « dir.

fr(x—y) 2 fr(z)N fr(y)

O«

fr(zy) 2 fr(z) N fr(y)

o«

Buradan z — y,xy € f§ olur. Boylece f5, R nin alt halkasidir.

Teorem 4.2.6. fr, U iizerinde K E-ideal ve a« C U olsun. f5 bostan farkli olmak

tizere fg, R nin idealidir.

Ispat . Teorem 4.2.5 de gosterilen gartlar altinda fz nmin R nin alt halkasi oldugu

bilinmektedir. = € f§ ve r € R olsun. Buradan, fr(z) 2 «a dir.

fr(zr) 2 fr(x)
D«

fr(rz) 2 fr(z)
DN

Boylece xr,rx € f§ olur. O halde f5, R nin bir idealidir.

Teorem 4.2.7. fg, U lizerinde K FE-halka ve ¢, R den H ye tanimlanan bir orten

homomorfizma olsun. ¢(fg), U tizerinde K E-halkadir.

Ispat . v, R den H ye tanimlanan bir 6rten homomorfizma oldugundan her u,v € H

icin u = p(z) ve v = p(y) olacak sekilde z,y € R vardir. Buradan,

(p(fr)(u—v) = U{fr(2):2 € R,p(2) =u—v}
U{fr(z —y) 12,y € R,o(x) = u, p(y) = v}
U{fr(®) N fr(y) : z,y € R, p(x) = u,p(y) = v}

U

= (p(fr))(w) N (o (fr))(v)

(U{fr(2) s 2 € R, p(x) = u}) N (U{pr(y) -y € R, p(y) = v})
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ve

((p(fr))(w) = U{fr(2): 2z € R,p(z) = uv}

U{fr(zy) s 2,y € R, 0(x) = u,p(y) = v}

U{fr(z) N fr(Yy) s 7,y € R, p(z) = u, p(y) = v}

(U{fr(z) : 2z € R, p(z) =u}) N (U{pr(y) 1y € R, p(y) = v})
= (¢(fr))(w) N (¢(fr))(v)

U

Boylece ¢(fr), U tizerinde K E-halkadir.

Teorem 4.2.8. fg, U iizerinde K FE-ideal ve ¢, R den H ye tanimlanan bir orten

homomorfizma olsun. ¢(fg), U iizerinde K E-idealdir.

Ispat . Teorem 4.2.7 de gésterilen sartlar altinda o(fz) nin U iizerinde K E-halka
oldugu bilinmektedir. Kabul edelim ki u,v € H olacak sekilde baz1 x,y € R igin

u = p(x) ve v = ¢(y) olsun. Buradan,

((p(fr))(uv) = U{fr(2): 2 € R,p(2) = uv}
U{fr(zy) : 2,y € R, p(z) = u, p(y) = v}
U{fr(z) : v € R, p(z) = u}
(o(fr))(u)

U

((e(fr))(uv) = U{fr(2):z € R ¢(z) = uv}
= U{fr(zy) 12,y € R, o(z) = u, o(y) = v}
2 U{fr(y) 1y € R, o(y) = v}

)
= (p(fr)(v)
Béylece ¢(fr), U tizerinde K E-idealdir.

Teorem 4.2.9. fy, U lizerinde K E-halka ve ¢, R den H ye tanimlanan bir homomorfizma

olsun. ¢~ '(fy), U lizerinde K FE-halkadir.

Ispat . z, y € R olsun. Buradan,

o Nfu)x—y) = fu

Il
~
T
~ §\ ~
\aX
|
S
—~
s

v
=

2)) N fule(y))
e ' (fu)(x) N (fu)(y)
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ve

o ' (fu)(zy) =

jS)

)
D
~G|
=
z
S

Boylece o~ !(fy) U iizerinde K E-halkadr.

Teorem 4.2.10. fy, U lizerinde K E-ideal ve ¢, R den H ye tanimlanan bir homomorfizma

olsun. ¢ '(fy), U lizerinde K E-idealdir.

Ispat . Teorem 4.2.9 de gosterilen sartlar altinda o1 (fg) nin U iizerinde K E-halka
oldugu bilinmektedir. Buradan, her z,y € R i¢in

o (fu)(zy) fu(o(zy))
fu(e(z))

)
o~ (fu) (@)

 l

ve

o ' (fu)(zy)

fu(p(ry))
fu(e(y)
o ' (fr)

U

)
(y)

Boylece, ¢ 1(fx), U iizerinde K E-idealdir.



5. KESISIMSEL BULANIK ESNEK GRUPLAR VE HALKALAR

Bu boliimde kesigimsel bulanik esnek grup ve kesisimsel bulanik esnek halka tanimlar:

yapildi. Bu yapilarin gesitli cebirsel 6zellikleri incelendi.

5.1 Kesisimsel Bulanik Esnek Gruplar

Bu alt boliimde, bulanik kiimelerde arakesit ve kapsama bagintis1 yardimiyla tanimla-
nan ayni zamanda bulanik kiime teori, esnek kiime teori ve grup teori arasinda bir
koprii gorevi goren kesisimsel bulanik esnek grup yapisina yer verildi. Bu yeni kavram
yardimiyla kesigimsel bulanik esnek altgrup, kesisimsel bulanik esnek normal altgrup

kavramlar: tamimlanarak ve bazi temel 6zellikleri incelendi.

Tanim 5.1.1. G bir grup ve v¢ € FSg(U) olsun. Her z,y € G igin vg(xy) 2
Yo () N ya(y) ise g ye U tizerinde kesigimsel bulanik esnek grupoid denir.

Tanim 5.1.2. 4 ye U lizerinde kesigimsel bulanik esnek grupoid olsun. Her x € G

icin vg(x™1) = y5(2) ise v¢ ye U iizerinde kesigimsel bulanik esnek grup denir.

Bu ¢alisma boyunca, kesigimsel bulanik esnek grup yerine K B E-grup ifadesi kullani-

lacaktir.

Ornek 5.1.1. Kabul edelim ki U = Zg evrensel kiime ve G = {1, —1,i, —i} parametre

kiimesinin bir alt kiimesi olsun. U {izerindeki v bulanik esnek kiimesi,

ve(1) = {0.9/0,0.3/2,0.5/3,0.9/5}
ve(=1) = {0.8/0,0.3/2,0.7/5}
v6(i) = {0.3/0,0.3/2,0.5/5}
va(—i) = {0.3/0,0.3/2,0.5/5}.

seklinde tanimlansin. v nin K BE-grup oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 5.1.1. v, U tizerinde K BE-grup olsun. Her x € G i¢in y5(e) D v () dir.
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ispat . Ya, U tizerinde K BE-grup oldugundan her x € G igin

I
)
Q

8

8

[
N

Ya(e)

N1
R T
Q Q Q
5
S~—
D)
2
o
8
S~—

elde edilir.

Teorem 5.1.2. v € F'Sg(U) olsun. 7¢ nin U tizerinde K BE-grup olmast i¢in gerek
ve yeter sart her z,y € G i¢in yg(zy™!) 2 7¢(z) Nyg(y) olmasidir.

Ispat . Kabul edelim ki v, U tizerinde K BFE-grup olsun. Her x,y € G i¢in

Ye(zy™) 2 alz) Nre(y™)
= 7e(x) Nyely)

dir. Kargit olarak, her z,y € G icin yg(zy™') D y¢(z) Mg (y) olsun. Ilk olarak, z = e

alinarak

elde edilir. Ayrica,

I
)
Q
—~
—~
<

L
S~—
L
SN—

VG(?J)
2 valy™)

olur. Béylece v4(y) = va(y~™!) esitligi elde edilir. Ikinci olarak,

Yolry) = valz(y™)™)
2 va(z) Nya(y™)
= Yo(r) Nva(y)

dir. Béylece, v¢g, U lizerinde K B E-gruptur.

Teorem 5.1.3. ¢, U lizerinde K BE-grup ve x € GG olsun. Her y € GG igin
Yo (ry) 2 7(y) olmas igin gerek ve yeter sart vo(z) = v¢(e) olmasidir.

Ispat . Her y € G icin y¢(zy) 2 v¢(y) olsun. y = e alinarak v¢(x) 2 y¢(e) elde edilir.
Teorem 5.1.1 den dolay1 v (e) 2 v¢(z) oldugu bilinmektedir. Buradan, v¢(z) = va(e)
elde edilir.
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Karsit olarak v¢(z) = y¢(e) olsun. Buradan,

Ya(ry) 2 valr) Nya(y)

elde edilir.

Teorem 5.1.4. v ve vy U iizerinde K BFE-grup olsun. ~g A vy da U iizerinde
K BE-gruptur.

Ispat . (z1,21), (x2,y2) € G x H olsun. Buradan,

Yaru (1, 91) (T2, 92) ™) Yoru (1227 12 ")

= ye(zize ™) Nya(ypy ™)

2 (va(x1) Nya(@2)) N (v (yn) N fr(ye))
= (velz1) Nva(y)) N (ve(z2) N ve(y2))

Yerr (21, 1) N Yaru (T2, Y2)

Boylece, v¢ A vg, U iizerinde K BE-gruptur.
Uyar: 5.1.1. 75 V vy, U lizerinde her zaman K BFE-grup degidir.

Ornek 5.1.2. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime olsun. G = Z, ve

H ={1,—1,i, —i} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. v K BFE-grubu

16(0) = S3
ve(1) = {0.8/(12),0.5/(13),0.3/(123)}

(2) = {0.7/(1),0.7/(13),0.5/(123),0.2/(132) }
ve(3) = {0.8/(12),0.5/(13),0.3/(123)}

ve vy K BFE-grubu

u(l) = S

(1) = {0.7/(12),1/(13),0.9/(123),0.1/(132)}
u(i) = {0.3/(12),0.9/(13),0.6/(123)}
(=) = {0.3/(12),0.9/(13),0.6/(123)}

seklinde tammlansim. yevm((2, —4)(1,1)) 2 vevu (2, —1) Nvgvr(1,1) oldugu agiktir.
Boylece, v¢ V vu, U lizerinde K BE-grup degildir.
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Tanim 5.1.3. ¢ ve vy U ftizerinde iki K BE-grup olsun. Her (z,y) € G x H i¢in
Yaxu(T,y) = va(x) X vg(y) olmak lizere v5 ve vy nmin K BE-grup ¢arpimi denir ve

Ya X Yu = Yaxu seklinde gosterilir.

Teorem 5.1.5. Eger v ve vy, U lizerinde K BE-grup ise vg X vy da U x U iizerinde
K BE-gruptur.

Ispat . Her (z,9) € G x H icin vaxn(2,y) = v¢(x) X v (y) olmak iizere
Yo X Yu = Yoxu olsun. Her (x1,y1), (x2,y2) € G X H igin

W/GXH((»’Cl,yl)(x%yQ)il) = VGXH(xlxglaylygl)

Ye(zixy ") X v (nhy; ')

U

(va (1) Nya(za)) X (v (ys) Ny (ye))

(va (1) X v (y1)) N (va(z2) X v (y2))

Yoxu (1, Y1) N Yaxwu (T2, y2)

Boylece, v¢ X 74 = vaxu, U X U lizerinde K B E-gruptur.

Teorem 5.1.6. Eger 7o ve dg, U iizerinde K BE-grup ise 7¢Ndg de U iizerinde
K BE-gruptur.

Ispat . 2,y € G olsun.

(veNde)(xy™) = rel@y ) Ndg(zy™")
(e () Nya(y)) N (da(z) Noa(y))
= (ve(z) Nda(x)) N (valy) Noa(y))

(

v6Nhe) (@) N (76Nde) (y),
Bundan dolay1, y¢Nd¢, U iizerinde K BE-gruptur.

Uyar1 5.1.2. y¢Udq, U iizerinde her zaman K BE-grup degidir.

Ornek 5.1.3. Kabul edelim ki U = Zg evrensel kiime ve G = V;, Klein'nin dértli

grubu, parametre kiimesinin bir alt kiimesi olsun. v K BE-grup
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1e(l) = Zs
7¢((12)(34)) = {0.8/0,0.5/2,0.6/3,0.9/6,0.2/7}
va((13)(24)) = {0.7/1,0.5/2,0.2/3,0.1/5}
76((14)(23)) = {0.9/2,0.6/3,0.9/4}
ve 0¢ K BE-grup
oa(l) = Zs
6a((12)(34)) = {0.4/1,1/2,0.7/3}
5a((13)(24)) = {0.6/2,0.3/5,0.9/6}
6a((14)(23)) = {0.5/0,0.6/2,0.1/7}

seklinde tanimlansin.

(7¢Ude)((12)(34)(13)(24)) 2 (76¢Ud6)((12)(34)) N (v¢Ude)((13)(24))

oldugu aciktir. Boylece, y¢Udg, U iizerinde K BE-grup degildir.

Tanim 5.1.4. H, G grubunun bir altgrubu olsun. ~g, U iizerinde bir K BE-grup ve
Y, Yo nin bostan farklh bulanik esnek alt kiimesi olsun. Eger vy, U iizerinde bir

K BE-grup ise vy ya U lizerinde v4 nin K B E-altgrubu denir ve g iyc ile gosterilir.

Ornek 5.1.4. Ornek 5.1.2 de verilen ¢ KBE-grubunu ele alahm. H = {0,2}

parametre kiimesinin alt kiimesi olsun. vy bulanik esnek kiimesi

u(0) = S3
vu(2) = {0.5/(13),0.1/(132)}

seklinde tanimlansin. vy, 7¢ nin K B E-altgrubudur.

Teorem 5.1.7. ~g, U lizerinde K BE-grup olsun. vy ve vy, 7¢ nin K BFE-altgrubu
olsun. vy, U iizerinde v nin K BE-altgrubudur.

Ispat . z,y € G olmak iizere

Yaen(@y™) = vu(zy™) Nyn(zy™)
(vu(z) Nym(y) N (v () Nyn ()
= (yu(@) Nyw(@) N (v (y) Nyw (y))

= Yuen () N Yren(Y)-

U
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Boylece, yuMyn, U iizerinde v¢ nin K BFE-altgrubudur.
Uyari 5.1.3. v5U~yy, U iizerinde her zaman ¢ nin K BE-altgrubu degildir.

Ornek 5.1.5. Kabul edelim ki U = {uy, us, us, us, us, g, 7, ug} evrensel kiime ve
G = Zg parametre kiimesinin bir alt kiimesi olsun. H = {0,2,4} ve N = {0,3}, G

nin alt kiimeleri olsun. v K BFE-grubu

v¢(0) = U

va(1) = {0.3/uz,0.5/ug}

v¢(2) = {0.9/u1,0.4/uy,0.3/us,0.7/ue}

v6(3) = {04/uz,0.6/us,0.1/us,0.5/ug,0.9/uz, 1/us}
ve(4) = {0.9/uq,0.4/us,0.3/us,0.7/ug}

va(5) = {0.3/uz,0.5/ug}

ve Y nin vy K BFE-altgrubu

u(0) = U
(2 = {0.2/uz,0.1/us}
yu(4) = {0.2/us,0.1/us}

ve Y nin vy K BFE-altgrubu

w(0) = U
’)/N(3) = {O4/U4,01/U5,03/U6,08/U7}

seklinde tanimlansin. yyen(2 4 3) 2 Yyen(2) N Yren(3) oldugu agiktir. Uy, U
izerinde v4 nin K BE-altgrubu degildir.

Tanim 5.1.5. G bir grup, 7¢ € FSg(U) (KBE-grup olmas: gerekli degil) ve vy,
v nin bogtan farkh bir bulanik esnek alt kiimesi olsun. Her z,y € G igin vy (zy) =

yn(yx) ise yn ye U iizerinde 75 nin abelyan bulanik esnek alt kiimesi denir.

Teorem 5.1.8. ¢ € F'Sg(U) ve yn, ¢ nin bogtan farkli bir bulanik esnek alt kiimesi

olsun. Asagidaki ifadeler birbirine dentir:

L. Her z,y € G i¢in v (zy) = v (yz),

2. Her 2,y € G igin vy (zyz™') = yn(y),
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3. Her z,y € G i¢in yy(zyz™') D yn(y),
4. Her z,y € G icin yy(zyx™') C yn(y).

ispat . x,y € GG olsun. Buradan,

L= 2. yn(ayr™) = (e zy) = 7w (y).

2. = 3. Agktr.

3. = 4 yv(zyr™!) Con(alayz ™ (a7h) ™) = v (y).

4. = 1. yv(zy) = yv(zyze™) C yn(yz) = yn(yzyy ™) C yn(zy). Boylece,
v (zy) = v (yz).

Tanim 5.1.6. g, U lizerinde K BE-grup ve vy, Yg nin bir K BFE-altgrubu olsun.
YN, V¢ nin abelyan bulanik esnek kiimesi ise vy ye U iizerinde ¢ nin K BFE-normal

altgrubu denir. yy<q ile gosterilir.

Ornek 5.1.6. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime olsun. G = S, simetrik grup,

ve N = Aj, alterne grup, parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. v K BFE-grubu

) = 53
) = {0.5/(12),0.3/(132)}
v6(13) = {0.1/(13),0.8/(123),0.3/(132)}
) = {1/(1),0.3/(132)}
) = {0.6/(23),0.3/(132)}
1a(132) = {0.6/(23),0.3/(132)}

ve v¢ nin vy K BE-altgrubu

() = S;
w(123) = {0.5/(23),0.1/(132)}
ww(132) = {0.5/(23),0.1/(132)}

seklinde tanimlansin. vy, U ilizerinde 7 nin bir K BE-normal altgrubudur.

Sonug 5.1.1. v4, U lizerinde K BE-grup ve vy, 7¢ nin K BFE-altgrubu olsun. Eger
G, bir abelyan grup ise vy, U iizerinde 75 nin K B E-normal altgrubudur.
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5.2 Kesisimsel Bulanik Esnek Halkalar

Bu alt boliimde, bulanik kiimelerde arakesit ve kapsama bagintis1 yardimiyla tanimla-
nan ayni zamanda bulanik kiime teori, esnek kiime teori ve halka teori arasinda bir
koprii gorevi goren kesisimsel bulanik esnek halka yapisina yer verildi. Bu yeni kavram
yardimiyla kesigimsel bulanik esnek ideal, kesigimsel bulanik esnek alt halka kavramlar:

tamimlanarak ve bazi temel 6zellikleri incelendi.

Tanim 5.2.1. Bostan farkli bir R kiimesi tizerinde tanimh iki ikili iglem '+ ve '
olsun. v € FSg(U) olsun. (vg,+), U tizerinde bir K BE-grup ve (g, .), U iizerinde
bir K BE-grupoid ise yr ye U iizerinde kesigimsel bulanik esnek halka denir.

Bu ¢aligma boyunca, kesigimsel bulanik esnek halka yerine K B E-halka ifadesi kullani-

lacaktir.

Ornek 5.2.1. Kabul edelim ki U = S;, simetrik grup, evrensel kiime ve R = Zg

parametre kiimesinin bir alt kiimesi olsun. vz bulanik esnek kiimesi

= {0.9/(12),0.1/(13),0.3/(23),0.7/(123)}
= {(0.8/(12),0.1/(23),0.5/(123)}

Yr(4
Yr(D

Yr(0) = S
vr(1) = {0.8/(12),0.1/(23),0.5/(123)}
vr(2) = {0.9/(12),0.1/(13),0.3/(23),0.7/(123)}
vr(3) = {0.8/(12),0.5/(123)}
(4) (12),
(5)

seklinde tanimlansin. Boylece vg, U iizerinde K B E-halkadir.

Teorem 5.2.1. R bir halka ve yg € FSg(U) olsun. g nin U {izerinde K BE-halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z,y € R i¢in

L. vr(xr —y) 2 vr(x) Nyr(Y)

2. vr(2y) 2 vr(7) NyR(Y)

olmasidir.
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Ispat . Kabul edelim ki Vg, U tlizerinde K BFE-halka olsun. O halde

Yr(x +y) 2 vr(x) N Yr(Y) Ve Yr(—2) = Yr(2)
dir. Buradan
Yr(r—y) 2 vr(x)NYrR(—Y)
= yr(x) NYr(Y)

elde edilir. Bununla birlikte, vg, U iizerinde bir K B F-grupoid oldugundan
Yr(2y) 2 vr(T) N YR(Y)

dir.

Kargit olarak, kabul edelim ki her z,y € R i¢in

Yr(z —y) 2 yr(z) NYR(Y) ve Yr(2Y) 2 Yr(7) NYR(Y)

olsun. x = Or alinarak

Yr(=Y)
Yr(Y)

Yr(0r — ¥)

U

elde edilir. Her y € R igin

Yr(y) = Yr(=(~¥))
WR(—ZJ)

U

elde edilir. Boylece her = € R i¢in yp(—x) = ygr(x) dir. Ayrica,

Yr(T — (—=y))
Yr(z) N YR(=Y)
Yr(x) N vr(Y)

Yr(T + )

U

olur. Bundan dolay1 v, U ilizerinde K B E-halkadir.

Tanim 5.2.2. g, U iizerinde K BE-halka olsun. Her z,y € R igin yr(zy) 2 Yr(y)
ise yr ye U tlizerinde K BE-sol ideal ve her z,y € R i¢in vg(zy) 2 yr(x) ise yg ye U
tizerinde K BFE-sag ideal denir.
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Yr, U itizerinde hem K BF-sol ideal hem de K BFE-sag ideal ise v ye U {izerinde
K BFE-ideal denir.

Ornek 5.2.2. Kabul edelim ki U = Z evrensel kiime ve R = Z, parametre kiimesinin

bir alt kiimesi olsun. g esnek kiimesi

1r(0) = Z

vr(1) = {1/0,0.2/8,0.5/11}

vr(2) = {0.7/—-7,0.3/ —1,1/0,0.3/8,0.9/11}
vr(3) = {1/0,0.2/8,0.5/11}

seklinde tanimlansin. g, U {izerinde bir K B E-idealdir.

Teorem 5.2.2. R bir halka ve vz € F\Sp(U) olsun. g nin U iizerinde K BE-ideal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her z,y € R i¢in

L. vr(z —y) 2 vr(z) NYr(Y)

2. vr(zy) 2 vr(z) Ur(Y)

olmasidir.

Ispat . Kabul edelim ki v, U iizerinde K BE-ideal olsun. O halde

Yr(® —y) 2 vr(7) N Yr(Y)

dir. Ayrica
Tr(zy) 2 vr(T) ve Yr(zy) 2 YR(Y)
oldugundan
Yr(zy) 2 Yr(T) UYR(Y)
dir.

Karsit olarak, kabul edelim ki her z,y € R i¢in

Yr(z —y) 2 vr(z) N YR(Y) ve Yr(2Y) 2 Yr(7) Uyr(Y)
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olsun. Boylece,

Yr(7y) 2 Yr(Z) Ur(Y) 2 Yr(T)

ve

Yr(7y) 2 Yr(7) Uvr(Y) 2 YR(Y)

oldugundan

Tr(zy) 2 Yr(T) N YR(Y)
olur. Buradan ~g, U lizerinde K B FE-idealdir.

Teorem 5.2.3. g, U ilizerinde K BE-halka/ideal ise her = € R igin yz(0g) 2 vr(z)
dir.

ispat . Kabul edelim ki vg, U iizerinde K BE-halka/ideal olsun. Her = € R igin,

Yr(O0r) = 7r(r — )
2 qr(z) Nyr(T)
= 7r(z)

Teorem 5.2.4. R birimli bir halka olsun. ~g, U iizerinde K BFE-ideal ise her x € R
icin yr(x) 2 vr(1g) dir.
Ispat . Kabul edelim ki Yr, U lizerinde K BFE-ideal olsun. Her x € R i¢in

Yr(z) = 7r(zlr)

2 7r(1g)

Teorem 5.2.5. g, U lizerinde K BE-halka/ideal olsun. Her x,y € R igin
Yr(z —y) = Vr(0r) ise yr(z) = yr(y) dir.

Ispat . Kabul edelim ki her z,y € R icin yz(x — y) = v(0r) olsun. Buradan

Yr(z —y+y)

Vr(2) (

r(r —y) NYr(Y)
(
(

U
2

Yr(Or) N r(Y)
Y)

I
)

R

Benzer olarak, vg(z —y) = yr(—(y — x)) = yr(y — ) = vr(0g) oldugu kullanilarak
Yr(y) 2 vr(x) elde edilir.
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Teorem 5.2.6. Her x € R icin i altinda goriintiileri kapsamaya gore sirali olacak

sekilde vg, U tzerinde K BE-halka/ideal olsun. z,y € R igin vg(y) D r(z) ise
Yr(z —y) = vr(r) = Yr(y — 2) dir.

Ispat . Kabul edelim ki 2,y € R icin vz(y) D vr(x) olsun. Buradan,

Yr(® —y) 2 yr(z) NYR(Y) = VR(T)

ve

Yr(T —y +y)
Yr(T —y) NYrR(Y).

Yr(z)

U

z,y € R igin
Yr(y) D vr(x) ve Yr(x) 2 vr(r — v) N Yr(Y)

oldugundan vg(x — y) C vg(z) dir. Boylece yr(x — y) = yr(x) = yr(y — ) oldugu

goriiliir.

Teorem 5.2.7. yg ve vy, U lizerinde iki K BFE-halka olsun. g A vy, U iizerinde
K B E-halkadir.

Ispat . (z1,71), (x2,y2) € R x H olsun. Buradan,

Yram (21, 91) — (%2,92)) = Yrau(T1 — T2, 41 — §o)

= Yr(®1 — 22) Nyu(y1 — ¥2)
(vr(z1) N yr(22)) O (vE (Y1) N VE(Y2))
(va(z1) Ny (y1) N (Yr(z2) N ve(y2))
Yram (71, Y1) O YrAm (T2, Y2)

1y

ve
VR/\H(($1,?J1)(I2,Z/2)) = 7RAH(1U1I2,y1y2)

= yr(T172) N Y (Y112)

2 (vr(z1) Nyr(2)) N (Y (Y1) N Ve (Y2))
= (vr(z1) Nyu(y1)) N (vr(@2) N Y8 (Y2))
Yrar (%1, Y1) NV YRAE (T2, Y2)

Bundan dolay1, yg A vg, U tizerinde K B FE-halkadir.

Uyar1 5.2.1. yg V vy, U lizerinde her zaman K B F-halka degildir.
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Ornek 5.2.3. Kabul edelim ki U = S5 evrensel kiime olsun. R = Z, ve

T T
H= | x,y € Zo p, Zsy terimli 2 x 2 matrislerin kiimesi, parametre
vy y

kiimesinin alt kiimeleri olsun. U = Sj3 iizerinde vz K B E-halkasi

0) = S5

r(1) = {0.3/(1),0.1/(123)}

vr(2) = {0.9/(1),0.7/(13),0.4/(123)}
r(3) = {0.3/(1),0.1/(123)}

Yr(0

seklinde tanimlansin. U = Sj {izerinde vy K BFE-halkasi

[ 00 ] )
YH = 53
- 0 O -
_ - -
YH L ) = {0.5/(1),1/(12),0.7/(132)}
YH (1) (1) ) = {0.5/(1),0.8/(13),0.7/(123),0.4/(132) }
_ . .
YH - ) = {0.9/(1),0.4/(132)}

seklinde tanimlansin.

~—

Yrvi ((2, ) — (1, ) 2 Yrvi (2, 00 ) N Yrvm (1,
1 11 1 1

oldugu aciktir. Bundan dolay1 v V vy, U lizerinde K B E-halka degildir.

Teorem 5.2.8. vz ve vy, U lizerinde iki K BFE-ideal olsun. ~yg A vy, U iizerinde
K BFE-idealdir.
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Ispat . Teorem 5.2.7 de Yr ve vg, U lizerinde K B FE-halka iken vz Ay de U iizerinde
K BE-halka oldugu gosterildi. (z1,41), (22,92) € R x H olsun. Buradan,

Yerr(x1,y1)(T2,92)) = Yran (2122, Y192)
Yr(z129) N YH (Y192)
vr(z1) N yE (Y1)

'YR/\H(xb yl)

U

ve
Year ((x1,y1)(T2,y2)) = Yran (2122, Y192)

= vr(z122) Ny (Y1Y2)
D vr(x2) Nyg(y2)

= 7R/\H(932> y2)

Bundan dolay1, yg A vy, U tlizerinde K B E-idealdir.
Uyar: 5.2.2. vz V vy, U lizerinde her zaman K BFE-ideal degildir.

Ornek 5.2.4. Kabul edelim ki U = Zg evrensel kiime olsun. R = Z4 ve

T x
H = | x,y € Zs p, Zs terimli 2 X 2 matrisler, parametre kiimesinin alt

yy

kiimeleri olsun. U = Zq lizerinde vg K B E-ideali

Yr(0) = Zg

va(l) = {0.7/2,0.4/7}

vr(2) = {0.1/1,0.8/2,0.9/5,0.4/7}
va(3) = {0.7/2,04/7)
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seklinde tanimlansin. U = Zg lizerinde vy K BF-ideali
00

YH = Zyg
00

T — {0.6/3,0.8/5,0.3/6}

o0 = {0.1/0,0.7/3,0.8/5,0.8/6}

(i)
Vi = {0.6/3,0.8/5,0.3/6}

seklinde tanimlansin.

11 11 11 11
’VRVH((L ) - (07 )) 77_5 ’}/R\/H(L ) N ’}/R\/H(Oa )
11 0 0 11 0 0

oldugu agiktir. O halde v V vy, U iizerinde K B E-ideal degildir.

Teorem 5.2.9. vz ve 0g, U iizerinde iki K BE-halka olsun. yzNdp de U {izerinde
K BE-halkadir.

Ispat . z,y € R olsun. Buradan,

(YrNOR) (x — y) Yr(® —y) N or(x —y)

(vr(x) Nyr(Y)) N (Or(2)
(vr(7) Nor(x)) N (Vr(Y)
(

YrN0R) () N (YrRNIR)(y)

V)

No
Nnao

(veNOr)(zy) = ~r(zy) N or(zy)
2 yr(z) Nyr(y) Nor(x) NIR(Y)
= r(z) Ndr(z) NYr(Y) N OR(Y)
= (vrNdr)(x) N (vaNIR)(y)
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Boylece vrNdg, U iizerinde K BE-halkadir.

Teorem 5.2.10. 75 ve 6p, U iizerinde KBFE-ideal olsun. vzNdz de U iizerinde
K BFE-idealdir.

Ispat . Teorem 5.2.9 de vrNdx nin U iizerinde K BE-halka oldugu gosterildi.

x,y € R olsun. Buradan,

(veNOr)(zy) = ~r(wy) Nor(zy)
yr(x) N og(z)
(vrNOR) ()

U

(veNOr)(zy) = ~r(wy) NoR(zy)
Yr(y) NOr(y)
(vrNdr)(y)

U

Boylece ypNdg, U iizerinde K BE-idealdir.

Tanim 5.2.3. R bir halka ve H, R nin alt halkasi olsun. ~g, U iizerinde K B E-halka
ve vy, Yr nin bogtan fakli esnek alt kiimesi olsun. 7y, U iizerinde K BFE-halka ise vy

ye U lizerinde g nin K B FE-alt halkas1 denir.

Ornek 5.2.5. Ornek 5.2.1 de verilen vz K BE-halkasmi ele alahm. H = {0,3}

parametre kiimesinin alt kiimesi olsun. U = Sj iizerindeki vy bulanik esnek kiimesi

yu(0) = {0.4/(1),0.1/(12),0.9/(13),1/(132)}
vu(3) = {0.5/(12)}

seklinde tanimlansin. Acgikca goriildiigii gibi vy, vz nin K B E-alt halkasidir.

Teorem 5.2.11. g, U iizerinde K BFE-halka olsun. 7y ve vy, U iizerinde vy nin
K BE-alt halkas: olsun. vgNyy de U iizerinde vz nin K BE-alt halkasidir.
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ispat . x,y € R olsun. Buradan,

vu(x —y) Nn(z —y)

2 (vu(z) Nya(y)) N (w(z) Nw(y))
= (yu(z) Nan(@) N (va(y) N (y))
= Yuen(T) N Yyen(y)

VHQN(x - ?J)

ve
Yaen(Ty) = vu(7Yy)

N1y
oD
==
E &
DD R
2
=
s
D
=)
=
=
2
=
s

= Yuen(®) N VYgen(y)

Boylece v Nyy, U iizerinde vz nin K BE-alt halkasidir.
Uyar1 5.2.3. Uy, U iizerinde her zaman vz nin K BE-alt halkas: degildir.
Ornek 5.2.6. Ornek 5.2.1 de verilen vz K BE-halkasmi ele alahm. H = {0,2,4} ve

N = {0, 3} parametre kiimesinin alt kiimeleri olsun. vz nin vy K BFE-alt halkas

vu(0) = {0.5/(1),0.9/(12),0.5/(123),0.6/(132)}
u(2) = {0.7/(12),0.1/(23)}
(4 = {0.7/(12),0.1/(23)}

[\

ve v nin vy K BFE-alt halkasi

w(0) = {0.1/(1),0.5/(12)}
w@) = {0.7/(12)}

seklinde tanimlansin.

Yren(4 —3) 2 Yyen(4) N yren(3)

oldugu aciktir. Boylece vyU~vy, U iizerinde v nin K BE-alt halkas: degildir.



6. SONUC

Esnek kiimelerin cebirsel o6zellikleri ilk olarak Aktag ve Cagman (2007) tarafindan
"Esnek kiimeler ve esnek gruplar" isimli ¢aligmada ele alindi. Jun (2008) esnek
BCK/BClI-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarini ortaya atarak, onlarin baz temel
ozeliklerini tiiretti. Jun ve Park (2008) esnek kiimeleri BCK/BCl-cebirlerine uygula-
yarak, BCK/BClI-cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel 6zeliklerini tartigti. Park ve
ark. (2008), esnek WS-cebirleri tizerine bir galisma yapti. Feng ve ark. (2008) esnek
kiime teorisini kullanarak esnek yar1 halkalar ¢aligmasini sundu ve ilgili baz1 6zeliklerini
inceledi. Sun ve ark. (2008) esnek modiillerin tanimini verdi. Ayrica modiilleri ve
Molodtsov’'un esnek kiime tanimini kullanarak bazi temel 6zelikleri insa etti. Acar ve
ark. (2010) esnek kiime ve esnek halkalar ¢aligmasini yayimladi. Zhan ve Jun (2010)
bulanik kiimelere dayali esnek BL-cebirleri calismasimi yayimladilar. Inan ve Oztiirk
(2011) bulank esnek halkalar ve bulamk esnek idealler {izerine bir galigma yaptilar.
Bulanik esnek yari gruplar ve bulanik esnek idealler Yang (2011) tarafindan galisild.
Zhou ve ark. (2011) sezgisel bulanik esnek yari gruplar ¢aligtilar. Normalistik esnek
grup ve normalistik esnek grup homomorfizmini konu alan ¢alisma Sezgin ve Atagiin
(2011) tarafindan ele alindi. Ayrica halka, cisim ve modiillerin esnek alt yapilari
da Atagiin ve Sezgin (2011) tarafindan gahsildi. Yamak ve ark. (2011) esnek hiper
gruplar1, Feng ve ark. (2011) esnek kiimeler ve esnek yaklagimh kiimeleri, Cagman ve
ark. (2011) esnek topolojiyi, Tanay ve Kandemir (2011) ise bulanik esnek kiimelerin
topolojiksel yapisini ¢aligtilar.

Bu gahgmada ise daha 6nce Aktag ve Cagman (2007) tarafindan tanimlanan esnek
grup yapisindan farkh olarak parametre kiimesi grup olan bir esnek kiime yardimiyla
kesisimsel esnek grup yapisi tanimlandi. Bu yeni yapinin cebirsel 6zellikleri detayl bir
sekilde incelendi. Kesigimsel esnek altgrup, abelyan esnek alt kiime, kesigimsel esnek
normal altgrup, a-kapsam kiimesi, e-kiimesi, kesisimsel esnek grubun kalan siiflari,
bir esnek kiimenin goriintiisii ve ters goriintiisii gibi yeni kavramlar tanimlandi. Bir
kesigimsel esnek grubun a-kapsam kiimesinin ve e-kiimesinin bir altgrup oldugu gosterildi.
Bir kesigimsel esnek grubun e-kiimesi ve kalan siniflar1 arasindaki iligkiler incelendi.

Ayrica bir kesigimsel esnek grubun gériintiisiiniin ve ters goriintiisiiniin yine bir kesigimsel
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esnek grup oldugu gosterildi. Daha sonra parametre kiimesi halka olan bir esnek
kiime yardimiyla konularak kesisimsel esnek halka yapisi tanimlandi. Bu yeni yapinin
cebirsel ozellikleri incelendi. Bu tanima bagh olarak kesigimsel esnek ideal, kesigimsel
esnek alt halka ve parametre kiimesi halka olan iki esnek kiimenin toplami, farki,
carpimi, bir esnek kiimenin negatifi gibi kavramlar tanimlandi. Son olarak parametre
kiimesi grup olan bir bulanik esnek kiime yardimiyla kesisimsel bulanik esnek grup ve
parametre kiimesi halka olan bir bulanik esnek kiime yardimiyla kesigsimsel bulanik

esnek halka yapilar1 tanimlandi ve cebirsel 6zellikleri incelendi.

Bu tez caligmasinda ele alinan konu bir ¢ok yonde gelistirilebilir. Kesigimsel esnek
halka tanimi yardimiyla kesigimsel esnek asal ideal ve kesigimsel esnek maksimal ideal
tanimlar1 yapilabilir. Bu yapilarin gesitli cebirsel ozellikleri incelenerek aralarindaki
iligkiler arastirilabilir. Kesigimsel esnek modiil, kesigimsel esnek cisim tanimlar: yapila-
rak gesitli cebirsel ozellikleri incelenebilir. Ayrica kesigimsel bulanik esnek grup ve
kesigsimsel bulanik esnek halka yardimiyla sezgisel kesisimsel bulanik esnek grup ve

sezgisel kesigimsel bulanik esnek halka yapilar: tanimlanarak cebirsel 6zellikleri aragtiri-

labilir.
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