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1. G�R��

Do§ruluk de§eri göreceli olan kavramlar�n matematiksel olarak modellenmek istenmesi,

belirsizlik içeren problemlere ilgiyi art�rm�³t�r. Bu problemleri klasik Aristo mant�§�

ile modellemek her zaman kolay de§ildir. Çünkü klasik matematiksel yakla³�mda,

bir varl�k ya bir kümenin eleman�d�r ya da de§ildir. Günlük hayatta s�kça kullan�lan

güzel ev, so§uk hava, mutlu insan, vb. ifadeler ki³iden ki³iye göre de§i³ti§i için

kesinlik içermezler.

Belirsiz kavramlar�n matematiksel olarak ifade edilebilmesi amac�yla her geçen gün

yeni teoriler ortaya at�lmaktad�r. Bilinen en önemli teorilerden baz�lar�; bulan�k

kümeler (Zadeh, 1965), yakla³�ml� kümeler (Pawlak, 1982) ve esnek kümelerdir

(Molodtsov, 1999).

Esnek küme teorisi, Molodtsov taraf�ndan, belirsizlikle ba³a ç�kmak için matematiksel

bir araç olarak ortaya at�lm�³t�r. Bu teori kullan�larak, karar verme problemleri, bilgi

sistemleri, cebirsel yap�lar, optimasyon teorisi ve matematiksel analiz gibi belirsizlik

içeren birçok alanda çal�³malar yap�lm�³t�r. Günümüzde de ekonomi, sosyal bilimler,

mühendislik gibi pekçok alanda esnek küme teorisinin çe³itli uygulamalar� çal�³�lmaktad�r.

Bu tez çal�³mas�nda, ilk olarak, klasik mant�§�n tan�mlayamad�§� belirsiz kavramlar�n

matematiksel olarak ifade edilmesine olanak sa§layan, Molodtsov'un esnek küme

teorisi tan�t�ld�ktan sonra, bir esnek küme üzerinde tan�mlanan esnek topoloji kavram�

ve bununla ilgili temel tan�m ve teormeler verildi. Daha sonra, esnek metrik uzaylar�n

topolojik analizi yap�larak esnek aç�k ve esnek kapal� yuvar, esnek sürekli ve esnek

düzgün sürekli fonksiyonlar, esnek homeomor�zm dönü³ümü tan�mland� ve aralar�ndaki

ili³ki ara³t�r�ld�.
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1.1 Literatür Özetleri

Belirsiz tipteki problemlerin çözümü için, aral�k matemati§i, olas�l�k teorisi, bulan�k

kümeler teorisi, yakla³�ml� kümeler teorisi, esnek kümeler teorisi gibi farkl� teoriler

geli³tirildi. Bu teoriler aras�nda, en göze çarpanlardan birisi, Zadeh (1965)'in bulan�k

kümeler teorisidir. Bir bulan�k küme onun üyelik fonksiyonu yoluyla tan�mlanabilir.

Herbir özel durumda üyelik fonksiyonu kuruldu§u için son derece bireyseldir. Bu

nedenle, üyelik fonksiyonu in³aas�ndan ba§�ms�z bir küme teorisine ihtiyaç duyulmu³tur.

Bu ihtiyac� kar³�lamak amac�yla esnek küme teorisi, Molodtsov (1999) taraf�ndan

belirsizlikle ba³a ç�kmak için bir matematiksel araç olarak ortaya at�ld�. Esnek küme

teorisi, bulan�k küme ve sezgisel bulan�k küme teorilerinin aksine reel de§erli bir

fonksiyon yerine bir seçim fonksiyonuyla belirsizli§i ortadan kald�rmay� amaçlamaktad�r.

Molodtsov (1999, 2004) sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi, yöneylem

ara³t�rmas�, Rienmann integrali, Peron integrali, olas�l�k teorisi, ölçüm teorisi gibi

bir çok alana esnek küme teorisini ba³ar�yla uygulam�³t�r.

Son zamanlarda matemati§in birçok alan�nda esnek küme teorisi üzerinde çal�³malar

yap�lm�³t�r. Maji ve ark. (2002, 2003), Pawlak (1982)'�n yakla³�ml� küme teorisi

yard�m�yla, bir karar verme probleminde esnek kümenin uygulamas�n� sundu ve

esnek kümelerde baz� i³lemleri tan�mlad�. Xiao ve ark. (2003) esnek küme temelli

hesaplama metodu üzerine bir çal�³ma yapt�. Chen ve ark. (2003) esnek kümelerde

parametre indirgemesi üzerine bir çal�³ma yapt�. Maji ve ark. (2004) bulan�k

esnek kümeler üzerinde yapt�klar� çal�³madan sonra sezgisel bulan�k esnek küme

teorisini ortaya att�lar. Mushrif ve ark. (2006), esnek küme temelli s�n��and�rmalar

ba³l�kl� bir makale yay�mlad�. Molodtsov ve ark. (2006) taraf�ndan, esnek küme

teorisi üzerine dayal� bir analiz geli³tirerek, esnek say�, esnek türev, esnek integral

gibi kavramlar tan�tt�. Yang ve ark. (2009) aral�k de§erli bulan�k esnek küme

kavram�n� tan�mlayarak bu yeni kümenin kesi³im, birle³im ve De'morgan gibi temel

küme i³lemi özelliklerinin sa§lad�§�n� gösterdi. Aygüno§lu ve Aygün (2009) bulan�k

esnek küme kavram�n� tan�mlad� ve baz� özellikleri inceledi. Ayr�ca bulan�k esnek

fonksiyon ve bulan�k esnek homomor�zma tan�mlar�na yer verdi.
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Esnek kümelerin cebirsel özellikleri de çal�³�lmaktad�r. Akta³ ve Ça§man (2007)

esnek gruplar�n yeni bir tan�m�n� vererek, baz� temel özelliklerini elde etti. Sonra,

Feng ve ark. (2008) esnek yar� halkay� tan�mlay�p temel özelliklerini incelediler.

Jun (2008) esnek BKC/BCI cebirlerini tan�mlad�lar. Yine Jun ve ark. (2008)

BCK cebirlerindeki de§i³meli ideallere esnek küme teorisini uygulad�lar. Daha

sonra Park ve ark. (2008) esnek WS-cebirlerini incelediler. Jun ve Park (2008)

BCK/BCI cebirlerindeki ideallere esnek küme teorisini uygulad�lar. Sun ve ark.

(2008) esnek modüller üzerine bir çal�³ma yapt�lar. Jun ve Kim (2009) Pseudo

d-cebirlerini tan�mlad�lar. Jun ve ark. (2009) esnek küme teorisini d-cebirlerine

uygulad�lar. Jun ve ark. (2009) BCK-cebirlerinin esnek p-ideallerini incelediler.

Jun ve Park (2009) Hilbert cebirlerinde esnek kümelerin uygulamalar�n� ara³t�rd�lar.

Jun ve ark. (2010) bulan�k esnek küme teorisini BCK/BCI-cebirlerine uygulad�lar.

Acar ve Tanay (2010) esnek halka kavram�n� tan�mlad�lar. Zhan ve Jun (2010)

bulan�k kümelere dayal� olarak esnek BL-cebirlerini tan�mlad�lar. Atagün ve Sezgin

(2011) cisimlerin, halkalar�n ve modüllerin esnek yap�lar� üzerinde çal�³t�lar. �nan ve

Öztürk (2011) bulan�k esnek halka ve bulan�k esnek modülü tan�mlad�lar. Sezgin ve

Atagün (2011) esnek ve normal esnek gruplar üzerine bir çal�³ma yapt�lar. Yamak

ve ark. (2011) hiper yap�lar üzerine bir çal�³ma yapt�lar. Yang (2011) bulan�k esnek

yar�grup ve bulan�k esnek ideal kavramlar�n� literatüre kazand�rd�. Zhou ve ark.

(2011) sezgisel bulan�k esnek yar�gruplar� tan�mlad�lar.

Maji ve ark. (2001), bulan�k esnek kümeleri tan�mlad�. Akta³ ve Ça§man (2007)

esnek kümeleri, bulan�k kümeler ve yakla³�ml� kümelerin ilgili kavramlar�yla kars�la³t�rd�.

Daha sonra Ça§man ve Engino§lu (2010), tümleyen ve fark i³leminde ortaya ç�kan

baz� problemler nedeniyle esnek küme i³lemlerini yeniden tan�mlad�lar. Aygüno§lu

ve Aygün (2009) bulan�k esnek küme kavram�n� tan�mlad� ve baz� özellikleri inceledi.

Ayr�ca bulan�k esnek fonksiyon ve bulan�k esnek homomor�zma tan�mlar�na yer

verdi. Yang ve ark. (2007) bulan�k esnek kümelerde indirgemeyi tan�mlayarak,

bulan�k esnek kümeler yoluyla karar verme problemini analiz etti. Majumdar ve

Samanta (2008) bulan�k esnek kümelerde benzerlik ölçümünü ortaya att�. Kong

ve ark. (2008) ile Xiao ve ark. (2009), bulan�k esnek küme üzerine dayal� baz�

yakla³�mlar� konu alan bir çal�³ma yapt�. Kong ve ark.(2008) ile Xiao ve ark.

(2009), bulan�k esnek küme üzerine dayal� baz� karar verme yakla³�mlar�yla ilgili bir
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çal�³ma yapt�. Majumdar ve Samanta (2010) genelle³tirilmi³ bulan�k esnek küme

tan�m�n� yapt�lar ve baz� özelliklerini incelediler. Bahsi geçen çal�³mada kara verme

probleminde ve t�bbi tan� probleminde genelle³tirilmi³ bulan�k esnek kümelerin bir

uygulamas�n� sundular.

Esnek küme teorisinin uygulamalar�yla ilgili; Maji ve ark. (2001, 2002) bulan�k

esnek küme kavram�n� ortaya at�p bir karar verme probleminde esnek kümelerin bir

uygulamas�n� geli³tirdi. Yang ve ark. (2004), esnek kümeler ve yakla³�ml� kümelere

dayal� klinik te³hisin karar analizi ve indüksiyon ba³l�kl� bir makale yay�mlad�lar.

Chen ve ark. (2005) ile Kong ve ark. (2008) Xiao ve ark. (2005) ile Pei ve Miao

(2005), esnek tabanl� bilgi sistemleri üzerine çal�³malar yapt�lar. Daha sonra bu

kavramlar Kovkov ve ark. (2007) taraf�ndan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere

uyguland�. Aral�k de§erli sezgisel bulan�k esnek küme kavram� Jiang ve ark. (2010)

taraf�ndan tan�t�ld� ve bir karar verme problemine uyguland�. Feng ve ark. (2010)

karar vermeye dayal� bulan�k esnek kümeye ayarlanabilir yakla³�m tan�m�n� verip

bir uygulama sundular. Ayr�ca Feng ve ark. (2010) aral�k de§erli bulan�k esnek

kümeye dayal� karar verme için seviye esnek kümelerinin kullan�lmas�n� önerdiler ve

uygulamas�na yer verdiler. Roy ve Maji (2007) bir karar verme probleminde bulan�k

esnek kümeleri kulland� ve yeni bir yöntem önerdi.

Ça§man ve Engino§lu (2010), esnek kümeler yard�m�yla esnek matrisi tan�mlay�p bir

optimum de§er bulma probleminde karar verme algoritmas� geli³tirdiler. Daha sonra

Ça§man ve ark. (2010) bulan�k parametreli bulan�k esnek kümeleri ve i³lemlerini

tan�mlad�lar ve bu kavrama dayal� bir karar verme metodu geli³tirdiler. Feng

ve ark. (2010) aral�k de§erli bulan�k esnek kümelere dayal� olarak seviye esnek

kümelerinin karar vermede uygulanmas�n� verdiler. Kharal ve Ahmad (2011), esnek

küme s�n��ar� üzerinde tan�ml� esnek fonksiyon kavram�n� ortaya at�p temel özelliklerini

incelediler ve esnek fonksiyonlar yard�m�yla bir karar verme metodu önerdiler. Ça§man

ve Engino§lu (2011), bulan�k esnek küme teorisi ve uygulamalar� ve FP esnek küme

teorisi ve uygulamalar� ba³l�kl� iki makale yay�mlad�lar.

Molodtsov ve ark. (2006) taraf�ndan, esnek küme teorisi üzerine dayal� bir analiz

geli³tirerek, esnek say�, esnek türev, esnek integral gibi kavramlar formüle edildi. Bu
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analiz, Kovkov ve ark. (2007) taraf�ndan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere

uyguland�.

Bulan�k küme teorisinin ortaya at�lmas�ndan sonra Cahng (1968) taraf�ndan bulan�k

topolojik uzaylar tan�mland�. Daha sonra Lowen (1976) bulan�k topolojik uzaylar

ve bulan�k kompaktl�k kavram�n� geli³tirdi. Çoker (1996) sezgisel bulan�k esnek

topolojik uzaylara giri³ adl� çal�³mas�yla sezgisel topoloji kavram�n� ilk kez ortaya

atm�³ oldu. Esnek kümelerin tan�mlanmas�ndan sonra Ça§man ve ark. (2011)

esnek topoloji kavram�n� tan�mlay�p temel özelliklerini incelediler. Sonra Shabir

ve Naz (2011) taraf�ndan esnek topolojik yap�lar üzerine bir çal�³ma yay�mland�.

Daha sonra Aygüno§lu ve Aygün (2011) esnek topolojik uzaylar üzerine bir makale

yay�mlad�lar. Ard�ndan Zorlutuna ve ark. (2011) ve Min (2011) esnek topolojik

uzaylar üzerine temel baz� sonuçlar ortaya koymu³lard�r. Ayr�ca Roy ve Samanta

(2011) ve Tanay ve Kandemir (2011) bulan�k esnek topolojik uzaylar ve bulan�k

esnek kümelerin topolojik yap�s� üzerine çal�³malar�n� yay�mlad�lar.

Günümüzde de, esnek küme teorisi ve onun uygulamalar� üzerine yap�lan çal�³malar

h�zla geli³mektedir.

1.2 Materyal ve Metot

Metrik uzaylar ilk defa Frechet (1906) taraf�ndan doktora tezi çal�³mas� ile tan�t�lm�³t�r.

Metrik uzaylar�n topolojisi, fonksiyonel analizin temelini olu³turur ve reel eksen

üzerinde geçerli olan sonuçlar� genelle³tirir. Klasik analizin birçok dal�n� birle³tirdi§i

için önemli bir teori olarak bilinmektedir.

Bu tez çal�³mas�nda, metrik uzay teorisine, esnek kümeler yard�m�yla yeni bir

yakla³�m getirilmi³tir. Esnek topolojik uzaylarda tan�mlanamayan baz� kavramlar

esnek metrik uzayda tan�mlanarak yeni sonuçlar elde edilmi³tir.
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Bu tez çal�³mas�na ba³larken, esnek kümeler ile ilgili Molodtsov (1999, 2004), Maji

ve ark. (2001, 2002, 2003), Maji ve ark. (2004), Yang ve ark. (2004), Chen ve

ark. (2005), Kong ve ark. (2008), Xiao ve ark. (2005), Pei ve Miao (2005), Mushrif

ve ark. (2006), Kovkov ve ark. (2007), Yang ve ark.(2009), Aygüno§lu ve Aygün

(2009), Feng ve ark. (2010), Feng ve ark. (2010), Jiang ve ark. (2010), Akta³ ve

Ça§man (2007), Roy ve Maji (2007), Yang ve ark. (2007), Majumdar ve Samanta

(2008, 2010), Kong ve ark.(2008), Xiao ve ark. (2009), Ça§man ve Engino§lu (2010,

2011), Babitha ve Sunil (2010), Gong ve ark. (2010), Feng ve ark. (2010, 2011),

Qin ve Hong (2010), Jiang ve ark. (2010), Feng ve ark. (2011) ve Kharal ve Ahmad

(2011) gözden geçirildi. Daha sonra esnek topoloji ile ilgili Shabir ve Naz (2011),

Aygüno§lu ve Aygün (2011), Zorlutuna ve ark. (2011), Min (2011), Roy ve Samanta

(2011) ve Tanay ve Kandemir (2011) kaynaklar� incelenmi³tir.

Bu tez çal�³mas� alt� bölümden olu³maktad�r. �lk bölümde literatür özellikleri,

meteryal ve method aç�klanm�³t�r. �kinci bölümünde esnek küme teorisi ile ilgili

temel kavramlar ve esnek i³lemler üzerine yap�lan teorik çal�³malar, sonraki bölümlerde

verilen yeni tan�mlar�n daha iyi anla³�lmas� için detayl� bir ³ekilde verilmi³tir.

Üçüncü bölümde Zorlutuna ve ark. (2011) taraf�ndan tan�mlanan esnek nokta ve

esnek aitlik kavramlar� verilmi³tir. Ayr�ca, parametre kümesi ve nesne kümesi

sonlu olan bir esnek kümenin esnek nokta say�s� berlirlenmi³ ve esnek kümenin

esnek noktalar�n�n esnek birle³imi olarak yaz�labildi§i gösterilmi³tir. Esnek nokta

matris formunda yaz�larak, baz� e³itlik ve e³itsizlikler elde edilmi³tir. Klasik küme

teorisinde e³itsizlik olan baz� sonuçlar�n, esnek küme teorisinde e³itlik olarak elde

edildi§i gösterilmi³tir. Bu sonuçlar tezin, "Esnek Metrik Uzaylar" bölümünde kullan�l-

m�³t�r.

Dördüncü bölümde, bir esnek küme üzerinde tan�mlanan esnek topoloji tan�t�lm�³t�r.

Esnek aç�k küme ve esnek kapal� kümelerin tan�m ve teoremlerine yer verilerek

özellikleri incelenmi³tir. S�ralama ba§�nt�s� tan�mlanarak esnek topolojiler kar³�la³t�-

r�lm�³t�r. Ayn� esnek küme üzerinde tan�ml� iki esnek topolojik uzay�n kesi³imlerinin

de yine ayn� esnek küme üzerinde bir esnek topoloji oldu§u gösterilmi³tir. Fakat,

iki esnek topolojik uzay�n birle³imlerinin yine ayn� esnek küme üzerinde bir esnek
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topoloji olmak zorunda olmad�§� gösterilmi³tir. Tan�mlanm�³ olan esnek baz kavram�-

n�n temel özellikleri incelenerek, esnek topolojik uzaylarla bazlar� aras�ndaki ili³ki

gösterilmi³tir. Bölüm 4.3'de tan�mlanm�³ olan esnek alt uzay topolojisi ile ilgili

özellikler tan�t�lm�³t�r. Bir esnek kümenin esnek kapan�³� ve esnek içi tan�mlan�p

temel özellikleri ara³t�r�lm�³t�r. Aralar�ndaki ili³ki teoremlerle ispatlanm�³t�r. Esnek

alt uzay ile esnek evrensel uzay aras�ndaki ili³kiler teorem ve örneklerle gösterilmi³tir.

Ayr�ca bir esnek topolojik alt uzay�n, esnek alt uzay� tan�mlanm�³t�r. Bu uzay�n,

di§er iki üst uzaylar� ile ili³kisi ara³t�r�lm�³t�r. Bu konu üzerine, tez içerisinden,

"Soft Topological Subspaces" ba³l�kl� bir makale haz�rlanm�³t�r. Bölüm 4.4'de ise,

tan�mlanm�³ olan esnek için ve esnek kapan�³�n temel özelliklerine yer verilmi³tir.

4.5.bölümde, esnek aç�k kümelerle tan�mlanan, esnek sürekli fonksiyon, esnek kapal�

kümeler yard�m� ile tan�mlanm�³t�r. Ayr�ca, esnek baz ve esnek alt baz yard�m�yla,

esnek süreklili§in yeni bir karaktarizasyonu verilmi³tir. Bölüm 4.6'da çe³itli esnek

topolojik yap�lar üzerinde esnek sürekli fonksiyonlar�n özellikleri incelenmi³tir. Tan�m

ve de§er kümeleri de§i³tirilerek esnek sürekli fonksiyon özelliklerinin korunup korunma-

d�§� ara³t�r�lm�³t�r. Bölüm 4.7'de iki esnek topolojik uzay aras�nda tan�mlanan esnek

aç�k, esnek kapal� ve esnek homeomor�zm dönü³ümlerinin temel özelliklerine yer

verilmi³tir.

Be³inci bölümde, esnek nokta ve esnek aitlik kullan�larak tan�mlanan esnek metrik

ve esnek metrik uzay�n temel özelikleri aç�klanm�³t�r. Ayr�ca, esnek metrik örnekleri

verilip, esnek metrik uzaylar�n uygulamalar� sunulmu³tur. Bölüm 5.2'de tan�mlanan

esnek aç�k yuvar�n temel özellikleri aç�klanm�³t�r. Esnek kapal� yuvar ve esnek

küre kavramlar� tan�mlanm�³t�r. Esnek aç�k yuvar ve esnek kapal� yuvar aras�ndaki

ili³ki teoremlerle verilmi³tir. Ayr�ca, esnek aç�k yuvarlar yard�m�yla, esnek metrik

uzaylar�n esnek Hausdor� özelli§i tan�mlanm�³t�r. Tan�mlanan esnek s�n�rl� ve esnek

s�n�rs�z kümelerle ilgili örnekler verilmi³tir. Ard�ndan, esnek metrik uzayda bir

esnek kümenin çap�, bir esnek noktan�n esnek kümeye uzakl�§� ve iki esnek küme

aras�ndaki uzakl�§�n temel özelliklerine yer verilmi³tir.

Bölüm 5.3'de esnek metrik uzaylar�n esnek topolojik analizi yap�lm�³t�r. Tan�mlanan

esnek aç�k yuvar�n, esnek metrik içinde esnek aç�k küme oldu§u gösterilmi³tir.

Esnek aç�k kümelerin esnek birle³im ve esnek kesi³iminin de esnek aç�k oldu§u
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ispatlanm�³t�r. Buradan her esnek metrik uzay�n, üzerinde tan�ml� esnek metri§e

göre bir esnek topolojik uzay oldu§u gösterilmi³tir. Esnek metrik topolojisi tan�mla-

narak, esnek aç�k yuvar ve esnek kapal� yuvarlar�n özellikleri incelenmi³tir. Esnek

denk metrikler tan�mlanarak, esnek denkli§in, varl�klar�n, esnek topolojik özellikleri

koruyup, esnek metrik özellikleri korumak zorunda olmad�§� gösterilmi³tir. Son

olarak, esnek izometri tan�mlanm�³t�r.

5.4.1'de esnek topolojik uzayda, esnek aç�k kümeler yard�m�yla tan�mlanabilen esnek

süreklilik, ilk kez esnek nokta yard�m�yla, tan�m ve de§er kümesi esnek metrik

uzaylar içinde olan esnek fonksiyonlarla tan�mlanm�³t�r. Esnek aç�k ve esnek kapal�

kümeler yard�m�yla da esnek süreklili§in ayr� bir karaktarizasyonu verilmi³tir. Çe³itli

teorem ve sonuçlarla, esnek sürekli fonksiyon özellikleri incelenmi³tir.

Bölüm 5.4.2'de düzgün süreklilik kavram� tan�mlanm�³t�r. Neden bir esnek noktada

de§il, bir esnek küme üzerinde esnek düzgün süreklilikten bahsedildi§i detayl� bir

³ekilde aç�klanm�³t�r. Ayr�ca, tan�mlar� benzer görünse de, esnek süreklilik ile esnek

düzgün süreklilik aras�ndaki farkl�l�klar ara³t�r�lm�³t�r. Esnek düzgün sürekli her

fonksiyonun esnek sürekli oldu§u fakat tersinin genellikle do§ru olmad�§� örnekle

gösterilmi³tir. Esnek çap yar�m�yla, esnek düzgün süreklili§in yeni bir karaktarizasyo-

nu verilmi³tir. Esnek izometri, esnek birim ve esnek sabit fonksiyonun esnek düzgün

sürekli oldu§u gösterilmi³tir.

5.4.3'de, esnek metrik uzaylar aras�nda, esnek homeomor�zm tan�mlanarak çe³itli

esnek homeomor�zm örnekleri verilmi³tir. Esnek denk metriklerin, varl�klar�n esnek

topolojik özelliklerini koruyan esnek metrikler oldu§u gösterilmi³tir. Esnek aç�k

ve esnek kapal� kümeler yard�m�yla, esnek homeomor�zm tan�mlanarak, özellikleri

teoremlerle ispatland�.

Shabir ve Naz (2011)'�n yapt�§� tan�mda esnek topolojik uzay, nesne kümesi üzerine

kurulmu³tur. Ayr�ca esnek topolojik uzay olma ³artlar�nda, sonlu esnek kesi³im

ve key� esnek birle³imin esnek topolojiye aitli§i yan� s�ra, esnek evrensel kümenin

de esnek topolojiye aiti§i ³art� vard�r. Zorlutuna ve ark. (2011), ayn� parametre

kümesine sahip esnek kümeler için Shabir ve Naz (2011)'�n çal�³mas�ndaki esnek
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topoloji tan�m�na paralel bir tan�m yapm�³lard�r. Bu tez çal�³mas�nda di§erlerinden

farkl� olarak esnek topoloji, bir esnek küme üzerine kurulmu³tur. Ayr�ca esnek

nokta ile ilgili uygulamalar yap�larak, klasik küme teorisinde yer alan e³itsizliklerin,

esnek nokta yard�m�yla e³itli§e dönü³ebilece§i gösterilmi³tir. Bu e³itlikler esnek

metrik uzaylar içinde kullan�larak, esnek metrik uzay örneklerine yer verilmi³tir.

Genel topolojide s�kça kullan�lan, ayr�k metrik uzay ve do§al metrik uzay, esnek

küme teorisi yard�m�yla ilk kez tan�mlanm�³t�r. Esnek metrik uzaylarda esnek

nokta yard�m�yla esnek süreklilik ve esnek düzgün süreklilik kavramlar� ilk kez

tan�mlanarak aralar�ndaki ili³ki ara³t�r�lm�³ çe³itli sonuçlar elde edimi³tir.



2. ESNEK KÜMELER

Bu tez çal�³mas�nda tan�mlanacak olan esnek topoloji ve esnek metrik, esnek kümeler

üzerine kurulaca§�ndan, bu bölümde esnek kümeler teorisi detayl� bir ³ekilde verilecektir.

Ayr�ca esnek fonksiyon hakk�nda tezin di§er bölümlerinde kullan�lacak temel tan�m

ve teoremlere yer verilecektir.

Bu bölüm boyunca Karata³ (2012), Ça§man ve Engino§lu (2010), Maji ve ark.

(2003) ve Molodtsov (1999)'un çal�³malar�nda yer alan tan�m ve teoremler baz

al�nacakt�r.

Çal�³ma boyunca U ba³lang�ç evrenini, E parametreler kümesini ve P(U) da U

evreninin kuvvet kümesi olarak kabul edilecektir.

2.1 Esnek Kümeler

Tan�m 2.1.1. U ve E bo³tan farkl� herhangi iki küme olmak üzere

f : E → P(U)

küme de§erli fonksiyonuna U ve E üzerinde bir esnek küme denir. Buna göre bir f

esnek kümesini

f =
{(
e, f(e)

)
: e ∈ E

}
biçiminde ikililer kümesi olarak yazabiliriz (Molodtsov, 1999).

Çal�³ma boyunca, U evrenseli ve E parametre kümesi üzerinde tan�ml� tüm esnek

kümelerin kümesi SE(U) ile gösterilecektir.

Örnek 2.1.1. Bir ³irketin eleman al�m� için yapt�§� ilan�n neticesinde ba³vuran

adaylar�n kümesi U = {u1, u2, u3, u4, u5} olsun. Bu ³irket eleman al�m�nda, �deneyim�,

�bilgisayar bilgisi �, �genç ya³� ve �yüksek ö§renim� parametrelerini dikkate als�n. Bu
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parametreleri i = 1, 2, 3, 4 olmak üzere s�ras�yla ei ile isimlendirirsek, parametreler

kümesi E = {e1, e2, e3, e4} olur. Bu ³irketin eleman al�m komisyonunda, üç ki³i

bulunsun. Bu komisyon üyelerinin de§erlendirmelerinin s�ras�yla

f(e1) = {u2, u4}

f(e2) = ∅

f(e3) = {u1, u4, u5}

f(e4) = {u3, u5}

g(e1) = {u1, u3, u4}

g(e2) = {u1, u3}

g(e3) = ∅

g(e4) = {u1, u2, u3, u5}

h(e1) = ∅

h(e2) = ∅

h(e3) = {u2, u3, u4}

h(e4) = U

biçiminde oldu§u kabul edilirse, bunlar�n olu³turaca§� f , g ve h esnek kümeleri

s�ras�yla

f =
{(
e1, {u2, u4}

)
,
(
e3, {u1, u4, u5}

)(
e4, {u3, u5}

)}
g =

{(
e1, {u1, u3, u4}

)
,
(
e2, {u1, u3}

)(
e4, {u1, u2, u3, u5}

)}
h =

{(
e3, {u2, u3, u4}

)
,
(
e4, {U}

)}
olarak bulunur (Ça§man and Engino§lu , 2010).

Burada oldu§u gibi, bundan sonra da, görüntüsü bo³ küme olan elemanlar esnek

küme içinde gösterilmeyecektir.

Tan�m 2.1.2. Her e ∈ E için f(e) = ∅ oluyorsa f esnek kümesine bo³ esnek küme

denir ve Φ ile gösterilir (Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Tan�m 2.1.3. Her e ∈ E için f(e) = U oluyorsa f esnek kümesine evrensel esnek

küme denir ve UE ile gösterilir (Ça§man ve Engino§lu, 2010).
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Tan�m 2.1.4. f, g ∈ SE(U) olsun. E§er her e ∈ E için f(e) ⊆ g(e) oluyorsa f

esnek kümesine g esnek kümesinin alt esnek kümesi denir ve f⊆̃g ³eklinde gösterilir

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Tan�m 2.1.5. f, g ∈ SE(U) ise

f ∪̃g =
{
f(e) ∪ g(e) : e ∈ E

}
esnek kümesine f ve g esnek kümelerinin esnek birle³imi denir (Ça§man ve Engino§lu,

2010).

Tan�m 2.1.6. f, g ∈ SE(U) ise

f ∩̃g =
{
f(e) ∩ g(e) : e ∈ E

}
esnek kümesine f ve g esnek kümelerinin esnek kesi³imi denir (Ça§man ve Engino§lu,

2010).

Uyar� 2.1.1. �ki esnek kümenin esnek birle³imlerinde veya esnek kesi³imlerinde

bu iki esnek kümede olmayan s�ral� ikililer olabilir. A³a§�daki örnek bu durumu

göstermektedir.

Örnek 2.1.2. U = {u1, u2, u3} ve E = {e1, e2} olsun.

f =
{(
e1, {u1, u2},

(
e2, {u1}

)}
g =

{(
e1, {u2, u3},

(
e2, {u3}

)}
olarak tan�mlan�rsa

f ∪̃g =
{(
e1, U

)
,
(
e2, {u1, u3}

)}
ve f ∩̃g =

{(
e1, {u2}

)}
olur. Dolay�s�yla

(
e1, U

)
,
(
e1, {u2}

)
ve
(
e2, {u1, u3}

)
ikililerinin hiçbiri f ve g esnek

kümelerine ait de§ildir.

Tan�m 2.1.7. f, g ∈ SE(U) olsun. Bu iki esnek kümenin esnek fark�

f \̃g =
{
f(e) \ g(e) : e ∈ E

}
³eklinde tan�mlan�r (Ça§man ve Engino§lu, 2010).
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Tan�m 2.1.8. f ∈ SE(U) ise

f c̃ =
{
f(e)c : e ∈ E

}
esnek kümesine f esnek kümesinin esnek tümleyeni denir (Ça§man ve Engino§lu,

2010).

Uyar� 2.1.2. Esnek kümenin esnek tümleyeni tan�m�nda, her e ∈ E için f(e)c =

U \ f(e)'dir. Ayr�ca (f c̃)c̃ = f ve Φc̃ = UE e³itlikleri sa§lanmaktad�r.

Örnek 2.1.3. E = {e1, e2, e3, e4} ve U = {u1, u2, u3} olsun. f , g ve h esnek kümeleri

a³a§�daki gibi tan�mlans�n.

f =
{(
e1, {u1}

)
,
(
e2, {u3}

)}
g =

{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, U

)
,
(
e3, {u3}

)}
h =

{(
e3, {u2, u3}

)
,
(
e4, {u1, u3}

)}
Buradan f⊆̃g oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca

f ∪̃h =
{(
e1, {u1}

)
,
(
e2, {u3}

)
,
(
e3, {u2, u3}

)
,
(
e4, {u1, u3}

)}
,

f c̃ =
{(
e1, {u2, u3}

)
,
(
e2, {u1, u2}

)
,
(
e3, U

)
,
(
e4, U

)}
,

g∩̃h = {(e3, {u3})}

f ∩̃h = Φ

g\̃f =
{(
e1, {u2}

)
,
(
e2, {u1, u2}

)
,
(
e3, {u3}

)}
olarak bulunur.

Teorem 2.1.1. f ∈ SE(U) için,

i. f ∪̃f = f

ii. f ∪̃Φ = f

iii. f ∪̃UE = UE

iv. f ∪̃f c̃ = UE

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).
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Teorem 2.1.2. f ∈ SE(U) için,

i. f ∩̃f = f

ii. f ∩̃Φ = Φ

iii. f ∩̃UE = f

iv. f ∩̃f c̃ = Φ

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Teorem 2.1.3. f, g, h ∈ SE(U) için,

i. f ∪̃g = g∪̃f

ii. (f ∪̃g)∪̃h = f ∪̃(g∪̃h)

iii. f ∪̃(g∩̃h) = (f ∪̃g)∩̃(f ∪̃h)

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Teorem 2.1.4. f, g, h ∈ SE(U) için,

i. f ∩̃g = g∩̃f

ii. (f ∩̃g)∩̃h = f ∩̃(g∩̃h)

iii. f ∩̃(g∪̃h) = (f ∩̃g)∪̃(f ∩̃h)

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Teorem 2.1.5. f, g, h ∈ SE(U) olsun. Esnek kümelerde De Morgan kurallar�

sa§lan�r.

i. (f ∩̃g)c̃ = gc̃∪̃f c̃



15

ii. (f ∪̃g)c̃ = gc̃∩̃f c̃

(Ça§man ve Engino§lu, 2010).

Teorem 2.1.6. {fi}i∈I ⊆ SE(U) için,

i.
(⋂̃

i∈Ifi

)c̃
=
⋃̃
i∈If

c̃
i

ii.
(⋃̃

i∈Ifi

)c̃
=
⋂̃
i∈If

c̃
i

(Zorlutuna ve ark., 2011).

Tan�m 2.1.9. f ∈ SE(U) esnek kümesinin esnek kuvvet kümesi

P̃(f) = {fi⊆̃f : i ∈ I}

³eklinde tan�mlan�r. (Ça§man ve ark. 2011).

E§er U ve E kümeleri sonlu ise, f 'nin esnek kuvvet kümesinin eleman say�s�

|P̃(f)| = 2
∑
e∈E |f(e)|

olur. Burada, |f(e)| ile f(e) esnek kümesinin eleman say�s� gösterilmi³tir.

Örnek 2.1.4. U = {u1, u2, u3} ve E = {e1, e2} olsun. f ∈ SE(U) esnek kümesi

f =
{

(e1, {u1, u2}), (e2, {u2, u3})
}
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³eklinde tan�mlans�n. Buradan

f1 = {(e1, {u1})},

f2 = {(e1, {u2})},

f3 = {(e1, {u1, u2})},

f4 = {(e2, {u2})},

f5 = {(e2, {u3})},

f6 = {(e2, {u2, u3})},

f7 = {(e1, {u1}), (e2, {u2})},

f8 = {(e1, {u1}), (e2, {u3})},

f9 = {(e1, {u1}), (e2, {u2, u3})},

f10 = {(e1, {u2}), (e2, {u2})},

f11 = {(e1, {u2}), (e2, {u3})},

f12 = {(e1, {u2}), (e2, {u2, u3})},

f13 = {(e1, {u1, u2}), (e2, {u2})},

f14 = {(e1, {u1, u2}), (e2, {u3})},

f15 = f,

f16 = Φ

esnek kümeleri, f esnek kümesinin bütün esnek alt kümeleridir. Böylece |P̃ (f)| =

24 = 16 olur (Ça§man ve Engino§lu, 2010).

2.2 Esnek Fonksiyon

Tan�m 2.2.1. SE(U) ve SK(V ), s�ras�yla U ve V kümeleri üzerinde tan�mlanm�³, E

ve K parametre kümelerine sahip tüm esnek kümelerin kümeleri olsun. ϕ : U → V

ve ψ : E → K iki fonksiyon olmak üzere, a³a§�daki ³artlar� sa§layan ϕψ : SE(U)→

SK(V ) fonksiyonuna esnek fonksiyon denir.
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i. X ⊆ E olmak üzere, her kj ∈ K için f ∈ SX(U) esnek kümesinin ϕψ esnek

fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

ϕψ(f)(kj) =


⋃
ei∈ψ−1(kj)∩X ϕ(f(ei)), ψ−1(kj) ∩X 6= ∅

∅, ψ−1(kj) ∩X = ∅

olarak tan�mlan�r.

ii. Y ⊆ K olmak üzere, her ei ∈ E için g ∈ SY (V ) esnek kümesinin ϕψ esnek

fonksiyonu alt�ndaki ters görüntüsü

ϕ−1
ψ (g)(ei) =

ϕ
−1(g(ψ(ei))), ψ(ei) ∈ Y

∅, ψ(ei) /∈ Y

olarak tan�mlan�r.

(Kharal ve Ahmad, 2011).

Tan�m 2.2.2. ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek fonksiyon olsun. E§er ϕ ve ψ

fonksiyonlar� bire bir ise ϕψ esnek fonksiyonuna esnek bire bir fonksiyon denir.

E§er ϕ ve ψ fonksiyonlar� örten ise ϕψ esnek fonksiyonuna esnek örten fonksiyon

denir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tan�m 2.2.3. ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek fonksiyon olsun. E§er ϕ ve ψ

fonksiyonlar� esnek sabit ise ϕψ esnek fonksiyonuna esnek sabit fonksiyon denir

(Zorlutuna ve ark., 2012).

Örnek 2.2.1. U = {u1, u2, u3, u4}, V = {v1, v2, v3, v4}, E = {e1, e2, e3, e4} ve K =

{k1, k2, k3} olmak üzere ϕ : U → V ve ψ : E → K fonksiyonlar�

ϕ(u1) = v1 ψ(e1) = k2

ϕ(u2) = v4 ψ(e2) = k2

ϕ(u3) = v1 ψ(e3) = k1

ϕ(u4) = v2 ψ(e4) = k3
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³eklinde tan�mlans�n. Ayr�ca, X = {e1, e3} ⊆ E ve Y = {k1, k2} ⊆ K için f ∈

SX(U) ve g ∈ SY (U) olmak üzere,

f =
{(
e1, {u2}

)
,
(
e3, {u1, u4}

)}
∈ SE(U)

g =
{(
k1, {v2, v4}

)
,
(
k2, {v3}

)}
∈ SK(V )

esnek kümeleri verilsin. ψ−1(k1) = {e3} ve ψ−1(k2) = {e1, e2} oldu§undan

ϕψ(f)(k1) = ϕ(f(e3))

= ϕ
(
{u1, u4}

)
= {v1, v2}

ϕψ(f)(k2) = ϕ
(
f(e1) ∪ f(e2)

)
= ϕ

(
{u2} ∪ ∅

)
= {v4}

bulunur. Böylece

ϕψ(f) =
{(
k1, {v1, v2}

)
,
(
k2, {v4}

)}
elde edilir. Ayr�ca

ϕ−1
ψ (g)(e1) = ϕ−1(g(ψ(e1)))

= ϕ−1(g(k2))

= ϕ−1(v3)

= ∅

ϕ−1
ψ (g)(e2) = ϕ−1(g(ψ(e2)))

= ϕ−1(g(k2))

= ϕ−1(v3)

= ∅

ϕ−1
ψ (g)(e3) = ϕ−1(g(ψ(e3)))

= ϕ−1(g(k1))

= ϕ−1({v2, v4})

= {u2, u4}

oldu§undan

ϕ−1
ψ (g) =

{(
e3, {u2, u4}

)}



19

elde edilir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Teorem 2.2.1. ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek fonksiyon ve X ⊆ E olsun. f, g ∈

SX(U) için,

i. ϕψ(Φ) = Φ

ii. ϕψ(UE)⊆̃K̃ (ϕψ esnek örten oldu§unda e³itlik sa§lan�r.)

iii. ϕψ(f ∪̃g) = ϕψ(f)∪̃ϕψ(g)

iv. ϕψ(f ∩̃g)⊆̃ϕψ(f)∩̃ϕψ(g) (ϕψ esnek bire bir oldu§unda e³itlik sa§lan�r.)

v. E§er f⊆̃g ise ϕψ(f)⊆̃ϕψ(g)

(Aygüno§lu ve Aygün, 2011).

Uyar� 2.2.1. Teorem 2.2.1 iv.'de ϕψ esnek fonksiyonunu esnek bire bir de§il ise

e³itlik olmaz. Bu durum, a³a§�daki örnekte görülmektedir.

Örnek 2.2.2. U = {u1, u2, u3} ve V = {v1, v2} nesne kümeleri, E = {e1, e2, e3} ve

K = {k1, k2, k3} parametre kümeleri olsun. ϕ : U → V ve ψ : E → K fonksiyonlar�

ϕ(u1) = v1 ψ(e1) = k1

ϕ(u2) = v2 ψ(e2) = k2

ϕ(u3) = v1 ψ(e3) = k3

³eklinde tan�mlans�n. f ve g esnek kümeleri

f =
{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, {u2, u3}

)}
g =

{(
e2, {u1, u2}

)
,
(
e3, U

)}
³eklinde olsun. ϕψ : SE(U)→ SK(V ) esnek fonksiyonu için

ϕψ(f ∩̃g) =
{(
k2, {v2}

)}
ve

ϕψ(f)∩̃ϕψ(g) =
{(
k2, {v1, v2}

)}
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oldu§undan

ϕψ(f ∩̃g)⊆̃ϕψ(f)∩̃ϕψ(g)

elde edilir.

(Zorlutuna ve ark., 2012)

Teorem 2.2.2. ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek fonksiyon ve Y ⊆ K olsun. f, g ∈

SY (V ) için,

i. ϕ−1
ψ (Φ) = Φ

ii. ϕ−1
ψ (K̃)⊆̃UE

iii. ϕ−1
ψ (f ∪̃g) = ϕ−1

ψ (f)∪̃ϕ−1
ψ (g)

iv. ϕ−1
ψ (f ∩̃g) = ϕ−1

ψ (f)∩̃ϕ−1
ψ (g)

v. E§er f⊆̃g ise ϕ−1
ψ (f)⊆̃ϕ−1

ψ (g)

(Aygüno§lu ve Aygün, 2011).

Teorem 2.2.3. ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir esnek fonksiyon, X ⊆ E ve Y ⊆ K olsun.

f ∈ SX(U) ve g ∈ SY (V ) için,

i. f⊆̃ϕ−1
ψ

(
ϕψ(f)

)
(ϕψ esnek bire bir oldu§unda e³itlik sa§lan�r.)

ii. ϕψ
(
ϕ−1
ψ (g)

)
⊆̃g (ϕψ esnek örten oldu§unda e³itlik sa§lan�r.)

iii. ϕ−1
ψ (gc̃) =

(
ϕ−1
ψ (g)

)c̃
iv. ϕψ esnek bire bir örten fonksiyon ise ϕψ(f c̃) =

(
ϕψ(f)

)c̃

(Zorlutuna ve ark., 2011).



3. ESNEK NOKTA VE ESNEK A�TL�K

Bu bölümde Zorlutuna ve ark. (2011) taraf�ndan tan�mlanan esnek nokta ve esnek

aitlik kavramlar� verilecektir. Daha sonra, parametre kümesi ve nesne kümesi sonlu

olan bir esnek kümenin, esnek nokta say�s� hesaplanacakt�r. Ayr�ca, bir esnek

kümenin, esnek noktalar�n�n esnek birle³imi olarak yaz�l�§� gösterilecektir.

3.1 Esnek Nokta ve Esnek Aitlik

Tan�m 3.1.1. f ∈ SE(U) olsun. Bir e ∈ E için f(e) 6= ∅ ve her e′ ∈ E \ {e} için

f(e′) = ∅ ise, f esnek kümesine SE(U)'da bir esnek nokta denir ve ef ile gösterilir

(Zorlutuna ve ark., 2011).

Tan�m 3.1.2. g ∈ SE(U) ve ef , SE(U)'da bir esnek nokta olsun. Her e ∈ E için

f(e) ⊆ g(e) ise ef esnek noktas� g esnek kümesine esnek aittir denir ve ef ∈̃g ³eklinde

gösterilir (Zorlutuna ve ark., 2011).

Örnek 3.1.1. U = {u1, u2, u3, u4} ve E = {e1, e2, e3} olsun. f ∈ SE(U) esnek

kümesi

f =
{(
e1, {u1, u4}

)
,
(
e2, {u2, u4}

)
,
(
e3, {u1, u2, u3}

)}
³eklinde tan�mlans�n. e = e1 olarak verilirse,

ef =
{(
e1, {u1}

)}
esnek noktas� f esnek kümesine esnek aittir ve ef ∈̃f olur (Zorlutuna ve ark., 2011).

Teorem 3.1.1. E ve U sonlu olsun. f ∈ SE(U) ve f(e) esnek kümesinin eleman

say�s� |f(e)| olmak üzere, f esnek kümesinin bütün esnek noktalar�n�n say�s�

∑
e∈E

(2|f(e)| − 1)

toplam�na e³ittir (Zorlutuna ve ark., 2011).
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Uyar� 3.1.1. f ∈ SE(U) olsun. e ∈ E için |f(e)| > 1 ise, e parametresi ile

birden fazla esnek noktan�n olu³turulabilece§i aç�kt�r. Bu durum a³a§�daki örnekte

görülmektedir.

Örnek 3.1.2. Örnek 3.1.1'de e1 parametresi için

(
e1f

)
1

=
(
e1, {u1}

)(
e1f

)
2

=
(
e1, {u4}

)(
e1f

)
3

=
(
e1, {u1, u4}

)
³eklinde üç farkl� noktadan biri esnek nokta seçilebilir. Benzer ³ekilde e2 parametresi

için de üç noktadan biri esnek nokta olabilir.

(
e2f

)
1

=
(
e2, {u2}

)(
e2f

)
2

=
(
e2, {u4}

)(
e2f

)
3

=
(
e2, {u2, u4}

)
Ayr�ca, e3 parametresi için 23 − 1 = 7 tane noktadan biri esnek nokta olabilir. Bu

esnek noktalar (
e3f

)
1

=
(
e3, {u1}

)(
e3f

)
2

=
(
e3, {u2}

)(
e3f

)
3

=
(
e3, {u3}

)(
e3f

)
4

=
(
e3, {u1, u2}

)(
e3f

)
5

=
(
e3, {u1, u3}

)(
e3f

)
6

=
(
e3, {u2, u3}

)(
e3f

)
7

=
(
e3, {u1, u2, u3}

)
³eklindedir.

Uyar� 3.1.2. f ∈ SE(U) ve ei, ej ∈ E olsun. Esnek nokta tan�m�ndan eif =

ejf ancak ve ancak ei = ej ve f(ei) = f(ej)'dir. ei 6= ej için eif 6= ejf oldu§u

aç�kt�r. Buna kar³�n eif 6= ejf olmas� ei 6= ej olmas�n� gerektirmez. Örnek 3.1.2'de(
e1f

)
1

=
(
e1, {u1}

)
ve
(
e1f

)
2

=
(
e1, {u4}

)
esnek noktalar� e1 parametresi ile yaz�lm�³

olmalar�na kar³�n farkl�d�rlar.

Teorem 3.1.2. Bir esnek küme tüm esnek noktalar�n�n esnek birle³imi olarak

yaz�labiir. (Zorlutuna ve ark., 2011).



23

Örnek 3.1.3. f =
{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, {u2, u3}

)}
esnek kümesi verilsin. Bu esnek

kümenin tüm esnek tek nokta kümeleri

{(
e1f

)
1

}
=

{(
e1, {u1}

)}{(
e1f

)
2

}
=

{(
e1, {u2}

)}{(
e1f

)
3

}
=

{(
e1, {u1, u2}

)}{(
e2f

)
1

}
=

{(
e2, {u2}

)}{(
e2f

)
2

}
=

{(
e2, {u3}

)}{(
e2f

)
3

}
=

{(
e2, {u2, u3}

)}
³eklindedir. Buradan

f =
⋃̃2

i=1

(⋃̃3

k=1

(
{eif}

)
k

)
oldu§u aç�kt�r.

Teorem 3.1.3. f, g ∈ SE(U), X ⊆ E ve ∀fi, fj ∈ SX(U) olsun. Her eifi ∈̃f için

eifi ∈̃g ise f⊆̃g'dir (Zorlutuna ve ark., 2011).

3.2 Esnek Nokta ile �lgili Uygulamalar

Bu bölümde, esnek nokta, matris formunda yaz�larak, baz� e³itlik ve e³itsizlikler

elde edilmi³tir. Böylece ilk kez esnek noktalara ait uygulamalar sunulmu³tur. Bu

sonuçlar tezin ilerleyen bölümlerinde kullan�lacakt�r.

Tan�m 3.2.1. E = {e1, e2, . . .} ve U = {u1, u2, . . .} için f ∈ SE(U) olsun. Buradan,

f a³a§�daki gibi bir matris formunda gösterilebilir.

f f(e1) f(e2) · · · f(ej) · · · f(ei) · · ·

u1 a11 a12 · · · a1j · · · a1i · · ·

u2 a21 a22 · · · a2j · · · a2i · · ·
...

...
...

...
...

ur ar1 ar2 · · · arj · · · ari · · ·
...

...
...

...
...
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Burada matrisin her bir eleman�

ak` =

1, uk ∈ f(e`)

0, uk /∈ f(e`)

³eklinde tan�mlanmaktad�r.

eifi , SE(U) üzerinde bir esnek nokta olsun. Benzer ³ekilde eifi 'in matris formunda

gösterimi a³a§�daki gibi olur.

eifi fi(ei)

u1 a1i

u2 a2i

...
...

um ami
...

...

i-nci sütun hariç di§er tüm sütunlardaki elemanlar esnek nokta tan�m� gere§i 0'd�r.

Böylece, ef esnek noktas�n�n matris formu tan�mlanm�³ olur (Karata³, 2012).

Tezin bu bölümünden, 4. bölüme kadar yer alan önermelerde, Tan�m 3.2.1'de

tan�mlanan ef esnek noktas�n�n matris formu kullan�lacakt�r.

Bu önermelerin ispatlar�, reel say�lar kümesinde mevcut oldu§undan, burada gösteril-

meyecektir.

Önerme 3.2.1. Her k ∈ N için,

|aki + akj| = |aki|+ |akj|

e³itli§i sa§lan�r.

Tan�m 3.2.2. Önerme 3.2.1'de verilen e³itli§e esnek mutlak de§er e³itli§i denir.

Önerme 3.2.2. Her k ∈ N ve p > 1 için,

p

√√√√ n∑
k=1

|aki + akj|p = p

√√√√ n∑
k=1

|aki|p + p

√√√√ n∑
k=1

|akj|p
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e³itli§i sa§lan�r.

Tan�m 3.2.3. Önerme 3.2.2'deki e³itli§e Minkowski esnek e³itli§i denir.

Önerme 3.2.3. Her k ∈ N için,

|aki − akj| 6 |aki − aks|+ |aks − akj|

e³itsizli§i sa§lan�r.

Tan�m 3.2.4. Önerme 3.2.3'de verilen e³itsizli§e esnek üçgen e³itsizli§i denir.



4. ESNEK TOPOLOJ�K UZAYLAR

Bu bölümde, bir esnek küme üzerinde tan�mlanan esnek topolojiyle ilgili temel

özelliklere yer verilecektir.

4.1 Esnek Topoloji

Tan�m 4.1.1. Φ 6= X ⊆ E ve f ∈ SX(U) olsun. τ̃ = {gi}i∈I ile f in bir esnek alt

kümeler ailesi verilsin. E§er τ̃ ailesi a³a§�daki aksiyomlar� sa§larsa, τ̃ ya f üzerinde

bir esnek topoloji veya esnek topolojik yap�; (f, τ̃) ikilisine esnek topolojik uzay; τ̃

n�n elemanlar�na (f, τ̃) n�n esnek aç�k alt kümeleri denir.

i. Φ, f ∈ τ̃ ,

ii. {gi}i∈I ⊆ τ̃ ise
⋃̃
i∈Igi ∈ τ̃ ,

iii. {gi}ni=1 ⊆ τ̃ ise
⋂̃n

i=1gi ∈ τ̃

(Ça§man ve ark, 2011).

Örnek 4.1.1. Örnek 2.1.4'de tan�mlanm�³ f esnek kümesinin esnek alt kümeleri

gözönüne al�ns�n. τ̃ = {Φ, f, f2, f11, f13} esnek küme ailesi f üzerinde bir esnek

topolojik yap� olu³turur.

Teorem 4.1.1. Her esnek kümenin esnek kuvvet kümesi, o esnek küme üzerinde

bir esnek topolojik yap� olu³turur. Bu yap�ya, f üzerinde olu³turulan ayr�k veya en

ince esnek topolojik yap� denir ve τ̃ 1 ile gösterilir. (Ça§man ve ark, 2011).

Teorem 4.1.2. (f, {Φ, f}) ikilisi f üzerinde bir esnek topolojik yap�d�r

(Ça§man ve ark, 2011).

Bu yap�ya, f üzerinde kurulan ayr�k olmayan veya en kaba topolojik yap� denir ve

τ̃ 0 ile gösterilir.
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Teorem 4.1.3. f esnek kümesi üzerinde olu³turulan tüm esnek topolojilerin ailesi

{τ̃i}i∈I ile gösterilsin. i, j ∈ I olmak üzere,

(τ̃i ≤ τ̃j)⇔ (∀gi ∈ τ̃i ⇒ ∀gi ∈ τ̃j)

ile verilen ve "≤" ile gösterilen s�ralama ba§�nt�s�na "daha kabal� olma ba§�nt�s�"

denir ve "≤" ba§�nt�s� bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r.

�spat . i. ∀i ∈ I için τ̃i ⊆ τ̃i oldu§undan τ̃i ≤ τ̃i olur. O halde yans�ma özelli§i

sa§lan�r.

ii. i, j ∈ I için τ̃i ≤ τ̃j ve τ̃j ≤ τ̃i olsun. Buradan τ̃i ⊆ τ̃j ve τ̃j ⊆ τ̃i elde edilir.

τ̃i = τ̃j oldu§undan, ters simetri özelli§i sa§lan�r.

iii. i, j, k ∈ I için τ̃i ≤ τ̃j ve τ̃j ≤ τ̃k olsun. τ̃i ⊆ τ̃j ve τ̃j ⊆ τ̃k oldu§undan τ̃i ⊆ τ̃k

bulunur. Buradan τ̃i ≤ τ̃k elde edildi§inden, geçi³me özelli§i sa§lan�r.

Tan�m 4.1.2. f esnek kümesi üzerinde olu³turulan tüm esnek topolojilerin ailesi

{τ̃i}i∈I ile gösterilsin. i, j ∈ I olmak üzere,

i. E§er τ̃i ≤ τ̃j ise τ̃j esnek topolojisi τ̃i esnek topolojisinden daha incedir denir.

ii. E§er τ̃i < τ̃j ise, τ̃j esnek topolojisi τ̃i esnek topolojisinden kesin daha incedir

denir.

iii. E§er τ̃i ≤ τ̃j veya τ̃j ≤ τ̃i ise, τ̃i ve τ̃j esnek topolojilerine kar³�la³t�r�labilir esnek

topolojiler denir.

Ayr�ca, bir esnek küme üzerinde kurulabilecek en basit esnek topoloji τ̃ 0 esnek

topolojisidir. Benzer ³ekilde en ince esnek topoloji de τ̃ 1 esnek topolojisidir (Ça§man

ve ark, 2011).

Örnek 4.1.2. Örnek 4.1.1'de tan�mlanan f üzerindeki esnek topolojiler göz önüne

al�ns�n. τ̃ 0 ⊆ τ̃ 1, τ̃ 0 ⊆ τ̃ ve τ̃ ⊆ τ̃ 1 kapsamalar� aç�kça görülmektedir. Buradan τ̃ 1

esnek topolojisi τ̃ 0'dan daha incedir ve τ̃ esnek topolojisi de τ̃ 0'dan daha incedir.
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Tan�m 4.1.3. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g ∈ SE(U) için gc̃ ∈ τ̃ ise, g

esnek kümesine τ̃ esnek topolojisine göre esnek kapal� (yada k�saca esnek kapal�)

küme denir (Ça§man ve ark, 2011).

(f, τ̃) esnek topolojik uzay�ndaki tüm esnek kapal�lar�n kümesi z̃ ile gösterilecektir.

Teorem 4.1.4. Bir esnek topolojik uzayda

i. Evrensel esnek küme, bir esnek kapal� kümedir.

ii. Esnek kapal� kümelerin esnek kesi³imi de esnek kapal� kümedir.

iii. Sonlu say�da esnek kapal� kümenin esnek birle³imi de esnek kapal� kümedir

(Ça§man ve ark, 2011).

Uyar� 4.1.1. UE esnek kapal�d�r. Çünkü U c̃
E = Φ ∈ τ̃ d�r. Fakat Φ ve f esnek

kümelerinin esnek kapal� kümeler olmas� gerekmemektedir. A³a§�da buna ait bir

örnek verilmi³tir:

Örnek 4.1.3. Örnek 2.1.4'de tan�mlanm�³ f esnek kümesi üzerinde kurulan τ̃ =

{Φ, f, f2, f11, f13} esnek topolojisi göz önüne al�ns�n. Burada,

f c̃ =
{(
e1, {u3}

)
,
(
e2, {u1}

)}
/∈ τ̃

ve

Φc̃ = UE /∈ τ̃

oldu§undan f ve Φ esnek kapal� küme de§ildir.

Teorem 4.1.5. (f, τ̃1) ve (f, τ̃2) iki esnek topolojik ise (f, τ̃1 ∩ τ̃2) de bir esnek

topolojik uzayd�r (Ça§man ve ark, 2011).

Uyar� 4.1.2. (f, τ̃1) ve (f, τ̃2) birer esnek topolojik uzay olmalar�na ra§men (f, τ̃1∪

τ̃2)'nin de bir esnek topolojik uzay olmas� gerekmez. A³a§�daki örnek bu durumu

göstemektedir.
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Örnek 4.1.4. U = {u1, u2, u3} ve E = {e1, e2, e3} olmak üzere,

f =
{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, {u2, u3}

)}
g =

{(
e1, {u2}

)}
h =

{(
e1, {u2}

)
,
(
e2, {u3}

)}
m =

{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, {u2}

)}
esnek kümeleri için

τ̃1 =
{

Φ, f, g, h,m
}

f esnek kümesi üzerinde bir esnek topolojidir. E§er

n =
{(
e1, {u1}

)}
p =

{(
e1, {u1}

)
,
(
e2, {u2}

)}
r =

{(
e1, {u1, u2}

)
,
(
e2, {u3}

)}
ise

τ̃2 =
{

Φ, f, n, p, r
}

de f üzerinde bir esnek topolojidir. Fakat (f, τ̃1 ∪ τ̃2) bir esnek topolojik uzay

de§ildir. Çünkü; hemen görülece§i gibi

g∪̃n =
{(
e1, {u1, u2}

)}
/∈ τ̃1 ∪ τ̃2

dir.

4.2 Esnek Topolojik Uzay�n Esnek Baz�

Tan�m 4.2.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve B̃ ⊆ τ̃ olsun. E§er τ̃ esnek

topolojisindeki her esnek aç�k küme B̃ kümesindeki baz� esnek aç�k kümelerin esnek

birle³imi olarak yaz�labiliyorsa B̃ kümesine τ̃ esnek topolojisinin bir esnek baz� denir.
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(f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve B̃ = {gi}i∈I bu esnek topolojik uzay�n bir esnek

baz� ise, herhangi bir h ∈ τ̃ için

h =
⋃̃

j∈J⊆I
gj

³eklinde yaz�lacakt�r (Ça§man ve ark, 2011).

Örnek 4.2.1. Örnek 4.1.1'de tan�mlanm�³ τ̃ esnek topolojisi göz önüne al�ns�n.

B̃ = {Φ, f2, f11, f13}

kümesi τ̃ esnek topolojisi için bir esnek bazd�r.

Örnek 4.2.2. (fX , τ̃
1) esnek topolojik uzay� verilsin. Buradan, her ei ∈ X parametresi

için olu³turulan tüm esnek tek nokta kümelerinin kümesi

B̃ =
{

(eif )
}
j∈∆

olsun. Bu durumda B̃, τ̃ 1 için bir esnek bazd�r.

Teorem 4.2.1. (f, τ̃1) ve (f, τ̃2) iki esnek topolojik uzay olsun. B̃, τ̃1 ve τ̃2 esnek

topolojileri için ayr� ayr� birer esnek baz ise τ̃1 = τ̃2'dir.

�spat . Herhangi bir g ∈ τ̃1 verilsin. B̃, τ̃1 için bir esnek baz oldu§undan,

g =
⋃̃

hi∈B̃
hi

olarak yaz�l�r. B̃, ayn� zamanda τ̃2 için de bir esnek baz oldu§undan g ∈ τ̃2 olur. O

halde τ̃1 ⊆ τ̃2 elde edilir. Benzer ³ekilde τ̃2 ⊆ τ̃1 elde edilece§inden τ̃1 = τ̃2'dir.

Teorem 4.2.2. (f, τ̃1) ve (f, τ̃2) iki esnek topolojik uzay olsun. B̃1 ve B̃2 s�ras�yla

bu iki esnek topolojik uzay�n iki esnek baz� ve B̃1 ⊆ B̃2 ise τ̃1 ⊆ τ̃2'dir.

�spat . B̃1 ⊆ B̃2 olsun. Herhangi bir g ∈ τ̃1 için

g =
⋃̃

hi∈B̃1
hi

olarak yaz�l�r. B̃1 ⊆ B̃2 kapsamas�ndan

g =
⋃̃

hi∈B̃2
hi
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elde edilir. B̃2, τ̃2 için bir esnek baz oldu§undan g ∈ τ̃2 olur. Dolay�s�yla τ̃1 ⊆ τ̃2'dir.

Uyar� 4.2.1. B̃, f esnek kümesi üzerinde bir tek esnek topoloji üretir. Ama esnek

topolojik uzay�n esnek baz� tek olmak zorunda de§ildir. A³a§�daki örnek bu durumu

göstermektedir.

Örnek 4.2.3. Örnek 2.1.4'de tan�mlanm�³ f esnek kümesinin esnek alt kümeleri

gözönüne al�ns�n. τ̃ = {Φ, f, f3, f4, f5, f6, f13, f14} esnek küme ailesi f üzerinde bir

esnek topolojik yap� olu³turur.

B̃1 = {Φ, f, f3, f4, f5}

B̃2 = {Φ, f, f3, f4, f5, f6}

B̃3 = {Φ, f, f3, f4, f5, f6, f13}

(f, τ̃) esnek topolojik uzay� için birer esnek baz olur.

4.3 Esnek Topolojik Alt Uzay

Bu bölümde, tan�mlanm�³ olan esnek alt uzay topolojisi ile ilgili özellikler tan�t�ld�.

Bir esnek kümenin esnek kapan�³� ve esnek içi tan�mland�. Temel özellikleri verilerek,

aralar�ndaki ili³ki teoremlerle ispatland�. Esnek alt uzay ile esnek evrensel uzay

aras�ndaki geçi³ teorem ve örneklerle gösterildi. Ayr�ca bir esnek topolojik alt

uzay�n, esnek alt uzay� tan�mland�. Bu uzay�n, di§er iki üst uzaylar� ile ili³kisi

ara³t�r�ld�.

Teorem 4.3.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g⊆̃f olsun.

τ̃g = {h∩̃g : h ∈ τ̃}

kümesi g üzerinde bir esnek topoloji ve (g, τ̃g) ikilisi de bir esnek topolojik uzayd�r

(Ça§man ve ark, 2011).

Tan�m 4.3.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g⊆̃f olsun.

τ̃g = {h∩̃g : h ∈ τ̃}
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kümesine g üzerinde esnek alt topoloji ve (g, τ̃g) ikilisine de (f, τ̃) esnek topolojik

uzay�n�n esnek alt uzay� denir.

Örnek 4.3.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g⊆̃f için

τ̃ = P̃(f) ise τ̃g = P̃(g)

ve

τ̃ = {f,Φ} ise τ̃g = {g,Φ}

olur.

Örnek 4.3.2. Örnek 4.1.1'de tan�mlanm�³ τ̃ esnek topolojisi gözönüne al�ns�n.

g = f9 ve τ̃g = {Φ, f5, f7, f9}

için (g, τ̃g), (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n bir esnek alt uzay�d�r.

Tan�m 4.3.2. (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n bir esnek alt uzay� (g, τ̃g) ve h⊆̃g

olsun. E§er, bir m ∈ τ̃ için h = m∩̃g oluyorsa h esnek kümesine, g esnek alt

uzay�nda bir esnek aç�k alt küme denir.

Bu durumda, τ̃g nin her eleman�na (g, τ̃g) alt uzay�nda esnek aç�kt�r denir.

Teorem 4.3.2. (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n bir esnek alt uzay� (g, τ̃g) ve h⊆̃g

olsun. E§er, h ∈ τ̃ ise, h ∈ τ̃g olur (Ça§man ve ark, 2011).

Uyar� 4.3.1. Bu teoremin tersi genellikle do§ru de§ildir. Yani, esnek alt uzayda

esnek aç�k olan her esnek alt küme, esnek evrensel uzayda da esnek aç�k olmak

zorunda de§ildir. A³a§�da buna ait bir örnek verilmi³tir:

Örnek 4.3.3. Örnek 4.3.2'de tan�mlanm�³ (g, τ̃g) esnek topolojisi göz önüne al�ns�n.

f5 ∈ τ̃g olmas�na ra§men f5 /∈ τ̃ d�r.

Esnek alt uzayda esnek aç�k olan esnek alt kümenin, esnek evrensel uzayda da esnek

aç�k olma ³art� a³a§�daki teoremle verilmi³tir:

Teorem 4.3.3. (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n bir esnek alt uzay� (g, τ̃g) ve h⊆̃g

olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler denktir:
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i. g ∈ τ̃

ii. τ̃g⊆̃τ̃

�spat . (i) ⇒ (ii) : g ∈ τ̃ olsun. ∀h ∈ τ̃g alal�m. Bu durumda h = m∩̃g olacak

³ekilde ∃m ∈ τ̃ vard�r. g ∈ τ̃ , m ∈ τ̃ oldu§undan h ∈ τ̃ olur. O halde τ̃g⊆̃τ̃ bulunur.

Teorem 4.3.4. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, h⊆̃g⊆̃f olmak üzere (g, τ̃g) ve (h, τ̃h)

esnek topolojik uzaylar�, (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n birer esnek alt uzaylar�

olsun. (g, τ̃g) esnek topolojik uzay�n�n bir esnek alt uzay�, (h, (τ̃g)h) olmak üzere,

τ̃h = (τ̃g)h

olur.

�spat . (i) τ̃h ⊆ (τ̃g)h oldu§unu göstermek için ∀w ∈ τ̃h alal�m. Bu durumda

w = w∩̃h olacak ³ekilde ∃w ∈ τ̃ vard�r. Buradan w∩̃g ∈ τ̃g bulunur. w∩̃g = y

denilirse, (h, (τ̃g)h) ⊆ (g, τ̃g) ve y ∈ τ̃g oldu§undan y∩̃h ∈ (τ̃g)h olur.

y = w∩̃g oldu§undan y∩̃h = w∩̃g∩̃h ∈ (τ̃g)h d�r.

h ⊆ g ⇔ h = h∩̃g oldu§undan y∩̃h = w∩̃h ∈ (τ̃g)h olur. w = w∩̃h ∈ (τ̃g)h

oldu§undan w ∈ (τ̃g)h bulunur. O halde, τ̃h ⊆ (τ̃g)h elde edilir.

(ii) (τ̃g)h ⊆ τ̃h oldu§unu göstermek için ∀z ∈ (τ̃g)h alal�m. Bu durumda z = t∩̃h

olacak ³ekilde ∃t ∈ τ̃g vard�r. Buradan t = w∩̃g olacak biçimde ∃w ∈ τ̃ elde edilir.

z = t∩̃h = w∩̃g∩̃h = w∩̃h ∈ τ̃h oldu§undan ispat tamamlan�r.

Teorem 4.3.5. (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n bo³tan farkl� iki esnek alt uzay�,

(g, τ̃g) ve (h, τ̃h) olsun. w ⊆ h∩̃g olmak üzere,

τ̃w = (τ̃g)w = (τ̃h)w

olur.

�spat . h∩̃g ⊆ h oldu§undan τ̃w = (τ̃h)w ve h∩̃g ⊆ g oldu§undan τ̃w = (τ̃g)w olur.

Buradan, τ̃w = (τ̃g)w = (τ̃h)w bulunur.

Tan�m 4.3.3. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, g ⊆ f ve (g, τ̃g), f in bir esnek alt

uzay� olsun. Bu alt uzay�n bütün esnek kapal� alt kümeler ailesi z̃g ile gösterilecektir.
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Uyar� 4.3.2. h⊆̃g⊆̃f için h ∈ z̃g esnek kapal� kümesinin (g, τ̃g) esnek alt uzay�nda

al�nan esnek tümleyeni (h)c̃g ve (f, τ̃) esnek uzay�nda al�nan esnek tümleyeni (h)c̃f

ile gösterilecektir.

Tan�m 4.3.4. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, g ⊆ f ve (g, τ̃g), f in bir esnek alt

uzay� olsun. h⊆̃g⊆̃f için e§er h ∈ z̃g ise (h)c̃g ∈ τ̃g dir.

Teorem 4.3.6. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, g ⊆ f ve (g, τ̃g), f in bir esnek alt

uzay� olsun. h⊆̃g⊆̃f için a³a§�daki önermeler denktir:

i. h ∈ z̃g

ii. h = k∩̃g olacak ³ekilde ∃k ∈ z̃ vard�r.

�spat . (i)⇒ (ii) : h ∈ z̃g olsun. Bu durumda (h)c̃g ∈ τ̃g olur. O halde (h)c̃g = w∩̃g

olacak ³ekilde ∃w ∈ τ̃ vard�r. h = ((h)c̃g)
c̃
g = (w∩̃g)c̃g olarak yaz�labilir.

(w∩̃g)c̃g = g\̃(w∩̃g)

= g∩̃(w∩̃g)c̃f

= g∩̃((w)c̃f ∪̃(g)c̃f )

= (g∩̃(w)c̃f )∪̃(g∩̃(g)c̃f )

= g∩̃(w)c̃f

w ∈ τ̃ oldu§undan (w)c̃f ∈ z̃ olur. (w)c̃f = k denilirse h = k∩̃g olacak biçimde k ∈ z̃

bulunur.

(ii)⇒ (i) : h = k∩̃g oldu§undan (h)c̃g = (k∩̃g)c̃g olur.

(k∩̃g)c̃g = g\̃(k∩̃g)

= g∩̃(k∩̃g)c̃f

= g∩̃((k)c̃f ∪̃(g)c̃f )

= (g∩̃(k)c̃f )∪̃(g∩̃(g)c̃f )

= g∩̃(k)c̃f

bulunur. Hipotezden k ∈ z̃ oldu§undan (k)c̃f ∈ τ̃ olur. Buradan (h)c̃g ∈ τ̃g ve h ∈ z̃g

elde edilir.

Teorem 4.3.7. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, g ⊆ f ve (g, τ̃g), f in bir esnek alt

uzay� olsun. E§er h⊆̃g, h ∈ z̃ ise h ∈ z̃g olur.



35

�spat . h⊆̃g oldu§undan h = h∩̃g yaz�labilir. h ∈ z̃ oldu§undan Teorem 4.3.6

gere§ince h ∈ z̃g bulunur.

Uyar� 4.3.3. Bu teoremin tersi genellikle do§ru de§ildir. Yani, esnek alt uzayda

esnek kapal� olan her esnek alt küme, esnek evrensel uzayda da esnek kapal� olmak

zorunda de§ildir. A³a§�da buna ait bir örnek verilmi³tir:

Örnek 4.3.4. Örnek 4.1.1'de tan�mlanm�³ τ̃ esnek topolojisi gözönüne al�ns�n.

Burada, z̃ =
{{(

e1, U
)
,
(
e2, U

)}
,
{(
e1, {u3}

)
,
(
e2, {u1}

)}
,
{(
e1, {u1, u3}

)}
,{(

e1, {u1, u3}
)
, (e2, {u1, u2}

)}
,
{(
e1, {u3}

)
, (e2, {u1, u3}

)}}
olur.

g =
{(
e1, {u1}

)
, (e2, {u2, u3}

)}
olmak üzere,

τ̃g =
{

Φ, g,
{(
e1, {u1}

)
, (e2, {u2}

)}
,
{(
e2, {u3}

)}}
ve

z̃g =
{{(

e1, U
)
,
(
e2, U

)}
,
{(
e1, {u1, u3}

)
,
(
e2, {u1}

)}
,
{(
e2, {u1, u2}

)}
,{(

e1, {u1, u3}
)
, (e2, {u1, u3}

)}}
dir.

Burada, h =
{(
e1, {u2, u3}

)
, (e2, {u1, u3}

)}
∈ z̃g fakat h /∈ z̃ olur.

Esnek alt uzayda esnek kapal� olan esnek kümenin, esnek evrensel uzayda da kapal�

olma ³art� a³a§�daki teoremle verilmi³tir:

Teorem 4.3.8. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay, g ⊆ f ve (g, τ̃g), f in bir esnek alt

uzay� olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler denktir:

i. g ∈ z̃

ii. z̃g⊆̃z̃

�spat . (i) ⇒ (ii) : g ∈ z̃ olsun. h ∈ z̃g alal�m. Bu durumda h = k∩̃g olacak

biçimde ∃k ∈ z̃ vard�r. Ayr�ca g ∈ z̃ oldu§undan h ∈ z̃ olur. O halde z̃g⊆̃z̃ dir.

(ii) ⇒ (i) : (g, τ̃g) bir esnek topoloji oldu§undan g ∈ z̃g ve z̃g⊆̃z̃ oldu§undan

g ∈ z̃ bulunur.

Tan�m 4.3.5. (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n gerçekledi§i bir özellik, bu esnek

uzay�n tüm esnek alt uzaylar�nda da varsa, bu özelli§e esnek kal�tsal özellik denir.

Teorem 4.3.9. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g⊆̃f olsun. E§er B̃, τ̃ esnek

topolojisinin bir esnek baz� ise

B̃g = {hi∩̃g : hi ∈ B̃, i ∈ I}
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kümesi τ̃g esnek topolojisi için bir esnek bazd�r (Ça§man ve ark, 2011).

4.4 Esnek Kümenin Esnek �çi ve Esnek Kapan�³�

Tan�m 4.4.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g⊆̃f olsun. g taraf�ndan esnek

kapsanan bütün esnek aç�k kümelerin esnek birle³imine g esnek kümesinin esnek içi

denir ve g◦ ³eklinde gösterilir. Matematiksel olarak g esnek kümesinin esnek içi

g◦ =
⋃̃

hi⊆̃g,i∈I
hi∈τ̃

hi

³eklinde tan�mlan�r (Ça§man ve ark, 2011).

Uyar� 4.4.1. g esnek kümesinin esnek içi, g nin esnek olarak kapsad�§� en büyük

esnek aç�k küme olarak ifade edilir ve

g◦ =
⋃̃
{hi : hi ∈ τ̃ ve hi⊆̃g}

ile gösterilir (Ça§man ve ark, 2011).

Örnek 4.4.1. (f, τ̃ o) esnek topolojik uzay�nda herhangi bir Φ 6= g⊆̃f için g◦ = Φ

dir. Ayr�ca, (f, τ̃ 1) esnek topolojik uzay�nda herhangi bir h⊆̃f için h◦ = h olur.
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Örnek 4.4.2. Örnek 4.1.1'de tan�mlanm�³ (f, τ̃) esnek topolojik uzay�nda tan�ml�

olan esnek kümelerin, esnek içleri a³a§�daki gibidir:

f ◦1 = Φ,

f ◦2 = f2,

f ◦3 = f2,

f ◦4 = Φ,

f ◦5 = Φ,

f ◦6 = Φ,

f ◦7 = Φ,

f ◦8 = Φ,

f ◦9 = Φ,

f ◦10 = f2,

f ◦11 = f11,

f ◦12 = f11,

f ◦13 = f13,

f ◦14 = f11,

f ◦15 = f,

f ◦16 = Φ

Teorem 4.4.1. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g, h⊆̃f için,

i. g◦⊆̃g

ii. g esnek aç�k küme ancak ve ancak g = g◦

iii. f ◦ = f

iv. (g◦)◦ = g◦

v. g⊆̃h ise g◦⊆̃h◦

vi. (g∩̃h)◦ = g◦∩̃h◦

vii. g◦∪̃h◦⊆̃(g∪̃h)◦

(Ça§man ve ark, 2011).
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Uyar� 4.4.2. Teorem 4.4.1'de verilen (vii) özelli§inin tersi genellikle do§ru de§ildir.

A³a§�da buna ait bir örnek verilmi³tir:

Örnek 4.4.3. Örnek 4.4.2'den f ◦2 ∪̃f ◦5 = f2 dir. f2∪̃f5 = f11 ve f ◦11 = f11 olur.

(f2∪̃f5)◦ * f ◦2 ∪̃f ◦5

oldu§undan e³itlik sa§lanmaz.

Tan�m 4.4.2. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g ∈ SE(U) olsun. g esnek kümesini

esnek kapsayan bütün esnek kapal� kümelerin esnek kesi³imine g esnek kümesinin

esnek kapan�³� denir ve g ³eklinde gösterilir. Matematiksel olarak g esnek kümesinin

esnek kapan�³�

g =
⋂̃

g⊆̃hi,i∈I
hc̃
i
∈τ̃

hi

³eklinde tan�mlan�r (Ça§man ve ark, 2011).

Uyar� 4.4.3. g esnek kümesinin esnek kapan�³�, g taraf�ndan esnek kapsanan en

dar esnek kapal� küme olarak ifade edilir ve

g =
⋂̃

i∈I
{hi : hc̃i ∈ τ̃ ve g⊆̃hi}

ile gösterilir.

Örnek 4.4.4. Örnek 4.1.1'de tan�mlanm�³ (f, τ̃) esnek topolojik uzay�n�n esnek

kapal�lar ailesi,

z̃ =
{{(

e1, U
)
,
(
e2, U

)}
,
{(
e1, {u3}

)
,
(
e2, {u1}

)}
,
{(
e1, {u1, u3}

)}
,{(

e1, {u1, u3}
)
, (e2, {u1, u2}

)}
,
{(
e1, {u3}

)
, (e2, {u1, u3}

)}}
³eklindedir.

Teorem 4.4.2. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g, h ∈ SE(U) için,

i. Ẽ = Ẽ

ii. g⊆̃g

iii. g esnek kapal�d�r ancak ve ancak g = g
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iv. (g) = g

v. g⊆̃h ise g⊆̃h

vi. g∪̃h = g∪̃h

vii. g∩̃h⊆̃g∩̃h

(Ça§man ve ark, 2011).

Teorem 4.4.3. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g ∈ SE(U) için,

i. (g)c̃ = (gc̃)◦

ii. (g◦)c̃ = (gc̃)

(Ça§man ve ark, 2011).

Teorem 4.4.4. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay olsun. g, h ∈ SE(U) için,

i. g ∈ τ̃ ise g⊆̃(g◦)

ii. gc̃ ∈ τ̃ ise (g◦)⊆̃g

(Ça§man ve ark, 2011).

Teorem 4.4.5. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g, h ∈ SE(U) ise g◦∪̃h◦⊆̃(g∪̃h)◦'dir

(Ça§man ve ark, 2011).

Teorem 4.4.6. (f, τ̃) bir esnek topolojik uzay ve g, h ∈ SE(U) olsun. Bu durumda

a³a§�daki özellikler vard�r:

i. g ∈ τ̃ ve h◦⊆̃g⊆̃ h ise h◦ = g

ii. h ∈ z̃ ve g⊆̃h⊆̃g ise g = h
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�spat . g, h ∈ SE(U) olsun. Buradan

i. g⊆̃ h oldu§undan g◦⊆̃ h◦ ve g ∈ τ̃ oldu§undan g◦ = g olur. Buradan g⊆̃ h◦

dir. h◦⊆̃g oldu§undan

h◦ = g

elde edilir.

ii. g ⊆ h ve h ∈ z̃ oldu§undan g ⊆ h = h olur. h ⊆ g oldu§undan

g = h

elde edilir.

4.5 Esnek Sürekli Fonksiyonlar

Bu bölümde, esnek aç�k kümelerle tan�mlanan, esnek sürekli fonksiyon, esnek kapal�

kümeler yard�m� ile tan�mland�. Çe³itli esnek topolojik yap�lar üzerinde esnek

sürekli fonksiyonlar�n özellikleri incelendi. Tan�m ve de§er kümeleri de§i³tirilerek

esnek sürekli fonksiyon özelliklerinin korunup korunmad�§� ara³t�r�ld�.

Tan�m 4.5.1. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. E§er her h ∈ τ̃2 için ϕ−1
ψ (h) ∈ τ̃1 ise ϕψ esnek fonksiyonuna

esnek sürekli fonksiyon denir (Aygüno§lu ve Aygün, 2011).

Burada, X ⊆ E ve Y ⊆ K için f ∈ SX(U) ve g ∈ SY (U) esnek kümeleri

üzerinde s�ras�yla τ̃1 ve τ̃2 esnek topolojileri tan�mlanm�³t�r. Tezin bundan sonraki

bölümlerinde de bu tan�m kullan�lacakt�r.

Tan�m 4.5.2. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. f esnek kümesinin tüm esnek kapal� esnek alt kümelerinin

kümesi z̃1, g esnek kümesinin tüm esnek kapal� alt kümelerinin kümesi z̃2 olmak

üzere, e§er her k ∈ z̃2 için ϕ−1
ψ (k) ∈ z̃1 ise ϕψ esnek fonksiyonuna esnek sürekli

fonksiyon denir.
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Teorem 4.5.1. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun. Bu taktirde a³a§�daki önermeler denktir:

i. ∀h ∈ τ̃2 için ϕ−1
ψ (h) ∈ τ̃1

ii. ∀k ∈ z̃2 için ϕ−1
ψ (k) ∈ z̃1

�spat . �⇒:� :

∀k ∈ z̃2 ⇔ (k)c̃g ∈ τ̃2

⇔ ϕ−1
ψ ((k)c̃g) ∈ τ̃1

⇔ (ϕ−1
ψ (k))c̃f ∈ τ̃1

⇔ ϕ−1
ψ (k) ∈ z̃1

�⇐:� :
∀h ∈ τ̃2 ⇔ (h)c̃g ∈ z̃2

⇔ ϕ−1
ψ ((h)c̃g) ∈ z̃1

⇔ (ϕ−1
ψ (h))c̃f ∈ z̃1

⇔ ϕ−1
ψ (h) ∈ τ̃1

Esnek süreklili§in yeni bir karaktarizasyonu a³a§�daki teoremde verilmi³tir:

Teorem 4.5.2. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ∀h⊂̃f için ϕψ(h)⊂̃ϕψ(h)

�spat . (i) ⇒ (ii) : ϕψ esnek sürekli olsun. ϕψ(h)∈̃z̃2 dir. Buradan, ϕ−1
ψ (h)∈̃z̃1

olur. Ayr�ca,

h ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(h)) ⊆̃ϕ−1

ψ (ϕψ(h))

oldu§undan ve h, h yi içeren esnek kapal�lar�n en küçü§ü oldu§undan,

h ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(h))

ve buradan da,

ϕψ(h) ⊂̃ϕψ(ϕ−1
ψ (ϕψ(h))) ⊂̃ϕψ(h)
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elde edilir.

(ii) ⇒ (i) : ϕψ(h) ⊂̃ϕψ(h) ve k∈̃z̃2 olsun. Bu durumda k = k d�r. h = ϕ−1
ψ (k)

olsun.

ϕψ(h) ⊂̃ϕψ(h) = ϕψ(ϕ−1
ψ (k)) ⊂̃ k = k

elde edilir ve buradan,

h, ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(h)), ⊆̃ϕ−1

ψ (k) = h

bulunur.

h⊆̃ h oldu§undan h = h d�r ve böylece h, f içinde esnek kapal�d�r. O halde ϕψ

esnek süreklidir.

Teorem 4.5.3. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun. B̃1 ile S̃1, f esnek uzay�n�n ve B̃2 ile S̃2 de g esnek uzay�n�n

s�ras�yla esnek baz ve esnek alt baz� olmak üzere a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ∀S2 ∈ S̃2 için ϕ−1
ψ (S2) ∈ τ̃1

iii. ∀B2 ∈ B̃2 için ϕ−1
ψ (B2) ∈ τ̃1

�spat . (i)⇒ (ii) : S̃2⊂̃τ̃2 oldu§undan Tan�m 4.5.1 den aç�kt�r.

(ii) ⇒ (iii) : ∀B2 ∈ B̃2 esnek kümesinin S̃2 esnek alt baz�n�n elemanlar�n�n sonlu

esnek kesi³imi olarak yaz�ld�§�n� biliyoruz; yani µ̃2⊂̃S̃2 sonlu olmak üzere

B2 =
⋂̃

S2∈µ̃2
S2

Hipotezden, ∀S2 ∈ µ̃2 için ϕ−1
ψ (S2) ∈ τ̃1 dir. Esnek aç�klar aksiyomundan

⋂̃
S2∈µ̃2

ϕ−1
ψ (S2) = ϕ−1

ψ (B2) ∈ τ̃1

elde edilir.

(iii)⇒ (i) : ∀h ∈ τ̃2 alal�m. µ̃
′⊂̃B̃2 olmak üzere

h =
⋃̃

B2∈µ̃′
B2
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³eklinde yaz�labilir. ∀B2 ∈ µ̃
′
için hipotezden ϕ−1

ψ (B2) ∈ τ̃1 dir ve esnek aç�klar

aksiyomu gere§ince, ⋃̃
B2∈µ̃′

ϕ−1
ψ (B2) = ϕ−1

ψ (h) ∈ τ̃1

elde edilir ki, bu da ϕψ fonksiyonunun esnek sürekli oldu§unu gösterir.

Teorem 4.5.4. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

olsun. Bu durumda a³a§�daki özellikler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ∀h⊂̃g için ϕ−1
ψ (h◦)⊂̃[ϕ−1

ψ (h)]
◦

iii. ∀h⊂̃g için ϕ−1
ψ (h)⊃̃[ϕ−1

ψ (h)]

�spat . (i)⇒ (ii) : h◦⊂̃g esnek aç�k bir alt kümedir ve ϕψ esnek sürekli oldu§undan

ϕ−1
ψ (h◦)⊂̃f esnek aç�k alt kümedir. Di§er taraftan,

h◦⊂̃h⇒ ϕ−1
ψ (h◦)⊂̃ϕ−1

ψ (h)⇒ [ϕ−1
ψ (h◦)]

◦⊂̃[ϕ−1
ψ (h)]

◦

elde edilir ki, burada ϕ−1
ψ (h◦)⊂̃f esnek aç�k oldu§undan

[ϕ−1
ψ (h◦)]

◦
= ϕ−1

ψ (h◦)

olur.

(ii)⇒ (iii) : ∀(h)c̃g⊂̃g için hipotezden,

ϕ−1
ψ ((h)c̃g)

◦⊂̃[ϕ−1
ψ ((h)c̃g)]

◦

Her iki taraf�n esnek tümleyeni al�n�rsa,

[ϕ−1
ψ ((h)c̃g)

◦]c̃f⊃̃[[ϕ−1
ψ ((h)c̃g)]

◦]c̃f

elde edilir. Buradan,

[ϕ−1
ψ ((h)c̃g)]

c̃
f⊃̃[ϕ−1

ψ ((h)c̃g)]
c̃

f

bulunur.

ϕ−1
ψ (h)⊃̃[ϕ−1

ψ (h)]
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elde edilir.

(iii)⇒ (i) : ∀h⊂̃g esnek kapal� için ϕ−1
ψ (h)⊂̃f in esnek kapal� oldu§u gösterilmelidir.

Bunun için, hipotezden,

ϕ−1
ψ (h)⊃̃[ϕ−1

ψ (h)]

ve h �n esnek kapal�l�§�ndan h = h d�r. Buradan,

ϕ−1
ψ (h)⊃̃[ϕ−1

ψ (h)]

Di§er yandan, esnek bir kümenin esnek kapan�³�, o esnek kümenin üst kümesi

oldu§undan,

ϕ−1
ψ (h)⊂̃[ϕ−1

ψ (h)]

d�r. O halde,

ϕ−1
ψ (h) = [ϕ−1

ψ (h)]

elde edilir ki, bu da ϕ−1
ψ (h)⊂̃f in esnek kapal� oldu§unu belirtir.

4.6 Esnek Sürekli Fonksiyonlarla �lgili Baz� Uygulamalar

Bu bölümde, baz� esnek topolojik yap�lar üzerinde esnek sürekli fonksiyonlar�n

özellikleri incelendi. Tan�m ve de§er kümeleri de§i³tirilerek esnek sürekli fonksiyon

özelliklerinin korunup korunmad�§� ara³t�r�ld�.

Örnek 4.6.1. f üzerindeki τ̃1 esnek topolojisi en ince esnek topoloji ve g üzerindeki

τ̃2 esnek yap�s� herhangi bir esnek topolojik yap� oldu§una göre her ϕψ : SE(U) →

SK(V ) esnek fonksiyonu esnek süreklidir. Gerçekten, ∀h ∈ τ̃2 al�nd�§�nda,

ϕ−1
ψ (h)⊂̃f ⇔ ϕ−1

ψ (h) ∈ τ̃ 1 = τ̃1

olur.

Örnek 4.6.2. (f, {τ̃i}i∈I) ve (g, τ̃
′
) iki esnek topolojik uzay olsun. E§er, ϕψ :

SE(U) → SK(V ) esnek fonksiyonu herbir τ̃i ye göre esnek sürekli ise
⋂̃
iτ̃i ye göre
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de esnek süreklidir. Gerçekten, ∀h ∈ τ̃ ′ için ϕ−1
ψ (h) ∈ τ̃i (∀i ∈ I) oldu§undan,

ϕ−1
ψ (h) ∈

⋂̃
i
τ̃i

dir. Böylece, ϕψ esnek fonksiyonunun
⋂̃
iτ̃i ye göre de esnek sürekli oldu§u görülür.

(Karata³, 2012).

Örnek 4.6.3. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) esnek topolojik uzaylar� için τ̃1 = τ̃ 1 ise, her ϕψ :

SE(U) → SK(V ) esnek fonksiyonu esnek süreklidir. Gerçekten, her h ∈ τ̃2 için,

ϕ−1
ψ (h) ∈ τ̃1 olaca§�ndan ϕψ esnek sürekli bir fonksiyondur. Buna kar³�n, τ̃1 = τ̃ 0

al�n�rsa, her h ∈ τ̃2 için ϕ−1
ψ (h) = f ya da ϕ−1

ψ (h) = Φ ko³ulunu sa§layan ϕψ esnek

fonksiyonlar� esnek sürekli olacakt�r. (Karata³, 2012).

Örnek 4.6.4. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) herhangi iki esnek topolojik uzay olmak üzere ϕψ :

SE(U) → SK(V ) esnek fonksiyonu esnek sürekli olsun. τ̃1 esnek topolojisi yerine

daha ince olan τ̃ ∗1 esnek topolojisi ve τ̃2 esnek topolojisi yerine daha kaba olan τ̃ ∗2

esnek topolojisi al�n�rsa, ϕψ esnek fonksiyonu yine esnek sürekli kal�r. Gerçekten,

∀h∗2 ∈ τ̃ ∗2 alal�m. τ̃ ∗2 ⊂ τ̃2 oldu§undan ∀h∗2 ∈ τ̃2 dir. ϕψ esnek fonksiyonunun

esnek sürekli ve τ̃1 ⊂ τ̃ ∗1 olmas�ndan ϕ−1
ψ (h∗2) ∈ τ̃ ∗1 elde edilir ki, bu da ϕψ esnek

fonksiyonunun esnek sürekli oldu§unu belirtir.

4.7 Esnek Aç�k, Esnek Kapal� Fonksiyonlar ve Esnek Homeomor�zm

Bu bölümde, iki esnek topolojik uzay aras�nda tan�mlanan esnek aç�k, esnek kapal�

ve esnek homeomor�zm dönü³ümlerinin temel özelliklerine yer verildi.

Tan�m 4.7.1. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun.

i. Her h ∈ τ̃1 için ϕψ(h) ∈ τ̃2 ise, ϕψ esnek fonksiyonuna esnek aç�k fonksiyon

denir.

ii. Her k ∈ z̃1 için ϕψ(k) ∈ z̃2 ise, ϕψ esnek fonksiyonuna esnek kapal� fonksiyon

denir.
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(Karata³, 2012).

Örnek 4.7.1. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. E§er τ̃2 = τ̃ 1 ise, ϕψ esnek fonksiyonlar�n�n hepsi hem esnek

kapal� hem de esnek aç�k fonksiyonlard�r. Gerçekten, her h ∈ τ̃1 için ϕψ(h) ∈ τ̃2 ve

∀m ∈ z̃1 için de ϕψ(m) ∈ z̃2 olacakt�r (Karata³, 2012).

Teorem 4.7.1. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. E§er ϕψ esnek aç�k ise her h ∈ SX(U) için ϕψ(h◦)⊆̃
(
ϕψ(h)

)◦
'dir

(Karata³, 2012).

Teorem 4.7.2. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay, ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon ve B̃ de τ̃1 esnek topolojisi için bir esnek baz olsun. ϕψ esnek aç�k

ise her h ∈ B̃ için ϕψ(h) ∈ τ̃2'dir (Karata³, 2012).

Tan�m 4.7.2. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

esnek birebir örten bir fonksiyon olsun. E§er ϕψ ve ϕ−1
ψ esnek sürekli fonksiyonlar

ise, ϕψ esnek fonksiyonuna esnek homeomor�zm denir. Bu durumda (f, τ̃1) ve (g, τ̃2)

esnek topolojik uzaylar�na esnek homeomorf uzaylar denir (Karata³, 2012).

Örnek 4.7.2. τ̃1 = P̃(f) ve τ̃2 = P̃(g) olmak üzere, her ϕψ : SE(U) → SK(V )

esnek birebir örten fonksiyon (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) esnek topolojik uzaylar� için esnek

homeomor�zmdir.

Teorem 4.7.3. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek homeomor�zm ise ϕψ esnek fonksiyonu esnek aç�k fonksiyondur (Karata³,

2012).

Teorem 4.7.4. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek homeomor�zm ise ϕψ esnek fonksiyonu esnek kapal� fonksiyondur (Karata³,

2012).

Teorem 4.7.5. (f, τ̃1) ve (g, τ̃2) iki esnek topolojik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek homeomor�zm olsun. Her h ∈ SE(U) için, ϕψ(h) = ϕψ(h) 'd�r (Karata³,

2012).



5. ESNEK METR�K UZAYLAR

Bu bölümde, esnek nokta ve esnek aitlik kullan�larak tan�mlanan esnek metrik

ve esnek metrik uzay�n temel özelikleri aç�kland�. Esnek metrik örnekleri verilip,

esnek metrik uzaylar�n uygulamalar� sunuldu. Daha sonra, tan�mlanan esnek aç�k

yuvar�n, esnek metrik içinde esnek aç�k küme oldu§u gösterildi. Buradan her

esnek metrik uzay�n, üzerinde tan�ml� esnek metri§e göre bir esnek topolojik uzay

oldu§u gösterildi. Ayr�ca esnek kapal� yuvar ve esnek küre kavramlar� tan�mland�.

Tan�mlanan esnek s�n�rl� ve esnek s�n�rs�z kümelerle ilgili örneklere yer verildi.

Ard�ndan, esnek metrik uzayda bir esnek kümenin çap�, bir esnek noktan�n esnek

kümeye uzakl�§� ve iki esnek küme aras�ndaki uzakl�§�n temel özellikleri aç�kland�.

5.1 Esnek Metrik

Bu bölümde, esnek nokta yard�m�yla, bir esnek küme üzerinde esnek metrik uzay

tan�mlanm�³t�r. Ayr�ca, esnek metrik örnekleri verilip, esnek metrik uzaylar�n baz�

uygulamalar� sunulmu³tur.

Tan�m 5.1.1. ∅ 6= X ⊆ E, f ∈ SX(U) ve f : X → P(U) birebir bir fonksiyon

olsun. fi, fj, fs ∈ SX(U) ve eifi , ejfj , esfs ∈̃f olmak üzere, f esnek küme üzerinde

tan�ml� bir esnek metrik,

i. d̃(eifi , ejfj ) ≥ 0.

ii. d̃(eifi , ejfj ) = 0⇔ eifi = ejfj

iii. d̃(eifi , ejfj ) = d̃(ejfj , eifi )

iv. d̃(eifi , ejfj ) ≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj )

özelliklerini sa§layan bir

d̃ : f × f → R+ ∪ {0}
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fonksiyondur. E§er d̃, f üzerinde bir esnek metrik ise o zaman (f, d̃) ikilisine bir

esnek metrik uzay denir.

Uyar� 5.1.1. Esnek metrik uzay aksiyomlar�ndan (i) di§er üç aksiyomun bir sonucudur.

Çünkü (f, d̃) bir esnek metrik uzay ise esnek metrik uzay aksiyomlar�ndan (ii), (iii)

ve (iv) kullan�larak her eifi , ejfj , esfs ∈̃f için,

0 = d̃(eifi , eifi ) ≤ d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , eifi ) = 2d̃(eifi , ejfj )

yani d̃(eifi , ejfj ) ≥ 0 bulunur.

Bu nedenle d̃ nin esnek metrik oldu§u gösterilirken (i) aksiyomunun gerçeklendi§i

ayr�ca gösterilmeyebilir.

Uyar� 5.1.2. Verilen herhangi bir f esnek kümesi (f bir elemanl� bir esnek küme

olmad�kça) birden çok esnek metri§e sahip olabilir. Genellikle hangi esnek metri§in

kullan�ld�§� aç�k olarak biliniyorsa "(f, d̃) esnek metrik uzay�" yerine "f esnek metrik

uzay�" yaz�l�r. Bu bölüm boyunca, aksi belirtilmedikçe f bir esnek metrik uzay

belirtecektir.

Tan�m 5.1.2. Herhangi bir esnek metrik uzay�n elemanlar� eifi , ejfj için d̃(eifi , ejfj )

de§erine eifi ile ejfj esnek noktalar� aras�ndaki esnek uzakl�k denir. (Karata³, 2012)

Uyar� 5.1.3. (i) aksiyomu, bir esnek noktan�n, di§er bir esnek noktaya uzakl�§�n�n

negatif olamayaca§�n�; (ii) aksiyomu bir esnek noktan�n kendisine uzakl�§�n�n s�f�r

oldu§unu; (iii) aksiyomu da eifi esnek noktas�n�n ejfj esnek noktas�na olan uzakl�§�

ile ejfj esnek noktas�n�n eifi esnek noktas�na olan uzakl�§�n�n ayn� oldu§unu ifade

eder. eifi , ejfj , esfs ∈̃f gibi üç tane esnek nokta al�nd�§� zaman bu üç esnek noktan�n

olu³turdu§u üçgenin bir kenar�n�n uzunlu§u, di§er iki kenar�n uzunluklar� toplam�ndan

küçük olmas� (iv) aksiyomu ile gösterilir.

Tan�m 5.1.3. (iii) aksiyomuna özel olarak esnek simetri; (iv) aksiyomuna da özel

olarak esnek üçgen e³itsizli§i aksiyomu denir.

Tezin bu bölümünden, Bölüm 5.2' ye kadar verilen esnek metrik uzay ile ilgili

önermelerde, E ve U kümelerinin say�labilir sonsuz elemanl� kümeler olduklar� kabul

edilecektir. Ayr�ca, bu önermelerin ispat�nda Tan�m 3.2.1'de yap�lan tan�m dikkate

al�nacakt�r.
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Önerme 5.1.1. ∀eifi , ejfj ∈̃f için,

d̃(eifi , ejfj ) =

0, aki = akj,

1, aki 6= akj

olarak tan�mlanan d̃ esnek fonksiyonu f üzerinde bir esnek metriktir.

�spat . ∀eifi , ejfj , esfs ∈̃f ve ∀k ∈ N için,

(i) aki = akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 0 ve aki 6= akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 1 > 0 oldu§undan

sa§lan�r.

(ii) aki = akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 0 ve tersine d̃(eifi , ejfj ) = 0 ise aki = akj oldu§undan

sa§lan�r.

(iii) aki = akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 0 = d̃(ejfj , eifi ) ve aki 6= akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 1 =

d̃(eifi , ejfj ) oldu§undan esnek simetri özelli§i sa§lan�r.

(iv) aki = akj olsun. (i) den d̃(eifi , ejfj ) = 0, d̃(eifi , esfs ) = 0 ve d̃(esfs , ejfj ) = 0

oldu§undan

d̃(eifi , ejfj ) = 0 ≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj )

sa§lan�r. Di§er taraftan, e§er aki 6= akj ise d̃(eifi , ejfj ) = 1 olur. d̃(eifi , esfs ) = 1 ve

d̃(esfs , ejfj ) = 1 oldu§undan,

d̃(eifi , ejfj ) ≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj )

esnek üçgen e³itsizli§i aksiyomu sa§lan�r.

Tan�m 5.1.4. Önerme 5.1.1 de tan�mlanan (f, d̃) esnek metrik uzay�na esnek ayr�k

veya esnek diskret metrik uzay ad� verilir.

Önerme 5.1.2. ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ∀k ∈ N olmak üzere,

d̃|.|(eifi , ejfj ) = |aki − akj|

ile tan�ml� d̃|.|, f esnek kümesi üzerinde bir esnek metrik belirtir.

�spat . (i), (ii), (iii) aksiyomlar� aç�k oldu§undan (iv) özelli§ini göstermemiz yeterli

olacakt�r.
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(iv) ∀eifi , ejfj , esfs ∈̃f ve ∀k ∈ N için,

d̃|.|(eifi , ejfj ) = |aki − akj| = |(aki − aks)− (aks − akj)|

≤ |aki − aks|+ |aks − akj|

= d̃|.|(eifi , esfs ) + d̃|.|(esfs , ejfj )

elde edilir.

Tan�m 5.1.5. Önerme 5.1.2 de tan�mlanan (f, d̃|.|) esnek metrik uzay�na esnek

do§al (al�³�lm�³, standart) metrik ad� verilir.

Önerme 5.1.3. ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ∀k ∈ N olmak üzere,

d̃1(eifi , ejfj ) =
n∑
k=1

|aki − akj|

esnek metri§i ile f esnek kümesi bir esnek metrik uzayd�r.

�spat . (i) Mutlak de§er negatif olamayaca§�ndan,

d̃1(eifi , ejfj ) =
n∑
k=1

|aki − akj| > 0

olur.

(ii) d̃1(eifi , ejfj ) = 0⇔
∑n

k=1 |aki − akj| = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, |aki − akj| = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki − akj = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki = akj

⇔ eifi = ejfj

(iii) d̃1(eifi , ejfj ) =
∑n

k=1 |aki − akj| =
∑n

k=1 |akj − aki| = d̃1(ejfj , eifi ).

(iv) d̃1(eifi , ejfj ) =
∑n

k=1 |aki − akj| =
∑n

k=1 |(aki − aks) + (aks − akj)|

ve önerme 3.2.3'den,

=
∑n

k=1 |aki − aks|+ |aks − akj|

= d̃1(eifi , esfs ) + d̃1(esfs , ejfj )

elde edilir. O halde d̃1 fonksiyonu f üzerinde bir esnek metriktir ve (f, d̃1) bir esnek

metrik uzayd�r.
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Önerme 5.1.4. ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ∀k ∈ N olmak üzere,

d̃2(eifi , ejfj ) =

√√√√ n∑
k=1

|aki − akj|2

esnek metri§i ile f esnek kümesi bir esnek metrik uzayd�r.

�spat . (i) Mutlak de§erli ifadelerin karesi negatif olamayaca§�ndan,

d̃2(eifi , ejfj ) =

√√√√ n∑
k=1

|aki − akj|2 > 0

(ii) d̃2(eifi , ejfj ) = 0⇔
√∑n

k=1 |aki − akj|2 = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, |aki − akj|2 = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki − akj = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki = akj

⇔ eifi = ejfj

(iii) d̃2(eifi , ejfj ) =
√∑n

k=1 |aki − akj|2 =
√∑n

k=1 |akj − aki|2 = d̃2(ejfj , eifi )

(iv) Esnek üçgen e³itsizli§ini göstermek için Tan�m 3.2.3'de√√√√ n∑
k=1

|eifi + ejfj |
2 =

√√√√ n∑
k=1

|eifi |
2 +

√√√√ n∑
k=1

|ejfj |
2

p = 2 için verilen esnek Minkowski e³itli§ini kullanal�m:

aki = aki − akj ve akj = akj − aks olsun. Bu durumda,

d̃2(eifi , esfs ) ≤ d̃2(eifi , ejfj ) + d̃2(ejfj , esfs )

esnek üçgen e³itsizli§inin sa§land�§� gösterilmi³ olur. O halde (f, d̃2) bir esnek metrik

uzayd�r.

Önerme 5.1.5. ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ∀k ∈ N olmak üzere,

d̃∞(eifi , ejfj ) = makk=1,2,...,n|aki − akj|

ile tan�ml� d̃∞ esnek metri§i ile f esnek kümesi bir esnek metrik uzayd�r.
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�spat . (i) Mutlak de§er negatif olamayaca§�ndan,

d̃∞(eifi , ejfj ) = makk=1,2,...,n|aki − akj| > 0

olur.

(ii)

d̃∞(eifi , ejfj ) = 0 ⇔ mak|aki − akj| = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki − akj = 0

⇔ ∀1 ≤ k ≤ n, aki − akj = 0

⇔ eifi = ejfj

(iii) d̃∞(eifi , ejfj ) = mak|aki − akj| = mak|akj − aki| = d̃∞(ejfj , eifi )

(iv)

d̃∞(eifi , ejfj ) = mak|aki − akj| = mak|(aki − aks) + (aks − akj)|

≤ mak(|aki − aks|+ |aks − akj|)

≤ mak|aki − aks|+mak|aks − akj|

= d̃∞(eifi , esfs ) + d̃∞(esfs , ejfj )

bulunur. O halde (f, d̃∞) bir esnek metrik uzayd�r.

Tan�m 5.1.6. Önerme 5.1.5 de tan�mlanan d̃∞ esnek metri§ine f için düzgün esnek

metrik ad� verilir.

Önerme 5.1.6. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ∀k ∈ N için,

d̃3(eifi , ejfj ) =
d̃(eifi , ejfj )

1 + d̃(eifi , ejfj )

³eklinde tan�mlanan d̃3 fonksiyonu f üzerinde bir esnek metriktir.

�spat . d̃3(eifi , ejfj ) in (i), (ii) ve (iii) ko³ullar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. (iv) özelli§inin

oldu§unu göstermek için,

d̃3(eifi , esfs ) 6 d̃3(eifi , ejfj ) + d̃3(ejfj , esfs )
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e³itsizli§inin var oldu§unu gösterelim:

d̃3(eifi , esfs ) =
d̃(eifi

,esfs
)

1+d̃(eifi
,esfs

)
6

d̃(eifi
,ejfj

)+d̃(ejfj
,esfs

)

1+d̃(eifi
,ejfj

)+d̃(ejfj
,esfs

)

=
d̃(eifi , ejfj )

1 + d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs )
+

d̃(ejfj , esfs )

1 + d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs )

e³itsizli§inde,

d̃3(eifi , ejfj ) =
d̃(eifi , ejfj )

1 + d̃(eifi , ejfj )
>

d̃(eifi , ejfj )

1 + d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs )

ve

d̃3(ejfj , esfs ) =
d̃(ejfj , esfs )

1 + d̃(ejfj , esfs )
>

d̃(ejfj , esfs )

1 + d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs )

e³itsizliklerini yerine yazarak sonuca var�l�r.

Önerme 5.1.7. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. Her eifi , ejfj ∈̃f için

d̃s(eifi , ejfj ) = min{d̃(eifi , ejfj ), 1}

³eklinde tan�ml� d̃s : f × f → R fonksiyonu f üzerinde bir esnek metriktir.

�spat . Bunu göstermek için, d̃s'nin esnek metrik ³artlar�n� sa§lad�§� gösterilmelidir.

i. ds(eifi , ejfj ) ≥ 0 oldu§u a³ikard�r.

ds(eifi , ejfj ) = 0 ⇔ min
{
d(eifi , ejfj ), 1

}
= 0

⇔ d(eifi , ejfj ) = 0

⇔ eifi = ejfj

olarak bulunur.

ii. ds(eifi , ejfj ) = d(eifi , ejfj ) ise ds(eifi , ejfj ) = ds(ejfj , eifi )'dir. E§er ds(eifi , ejfj ) =

1 ise ds(ejfj , eifi ) = 1'dir. O halde ds(eifi , ejfj ) = ds(ejfj , eifi ) olur.

iii. Key� eifi , ejfj , esfs ∈̃f verilsin. E§er

d̃s(eifi , esfs ) = 1 ya da d̃s(esfs , ejfj ) = 1
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ise

d̃s(eifi , esfs ) + d̃s(esfs , ejfj ) ≥ 1 = d̃s(eifi , ejfj )

olur. E§er

d̃s(eifi , esfs ) < 1 ve d̃s(esfs , ejfj ) < 1

ise

d̃s(eifi , esfs ) = d̃(eifi , esfs ) ve d̃s(esfs , ejfj ) = d̃(esfs , ejfj )

olur. Böylece

d̃s(esfs , ejfj ) = min
{
d(eifi , ejfj ), 1

}
≤ d̃(eifi , ejfj )

≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj )

= d̃s(eifi , esfs ) + d̃s(esfs , ejfj )

oldu§u görülür. Dolay�s�yla (f, d̃s) de bir esnek metrik uzayd�r.

5.2 Temel Kavramlar ve Özellikleri

Bu bölümde, tan�mlanan esnek aç�k yuvar�n temel özellikleri aç�kland�. Esnek kapal�

yuvar ve esnek küre kavramlar� tan�mland�. Esnek aç�k yuvar ve esnek kapal� yuvar

aras�ndaki ili³ki teoremlerle verildi. Ayr�ca, esnek aç�k yuvarlar yard�m�yla, esnek

metrik uzaylar�n esnek Hausdor� özelli§i tan�mland�. Daha sonra, tan�mlanan esnek

s�n�rl� ve esnek s�n�rs�z kümelerle ilgili örnekler verildi. Ard�ndan, esnek metrik

uzayda bir esnek kümenin çap�, bir esnek noktan�n esnek kümeye uzakl�§� ve iki

esnek küme aras�ndaki uzakl�§�n temel özellikleri aç�kland�.
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5.2.1 Esnek Aç�k ve Kapal� Yuvar

Tan�m 5.2.1. (f, d̃) bir esnek metrik uzay, eifi ∈̃f ve r > 0 olsun.

B̃d̃(eifi , r) = {ejfj ∈̃f : d̃(eifi , ejfj ) < r}

B̃d̃[eifi , r] = {ejfj ∈̃f : d̃(eifi , ejfj ) ≤ r}

S̃d̃(eifi , r) = {ejfj ∈̃f : d̃(eifi , ejfj ) = r}

esnek kümelerine s�ras�yla, r yar�çapl� ve eifi merkezli esnek aç�k yuvar, esnek kapal�

yuvar ve esnek küre ad� verilir.

B̃d̃(eifi , r) esnek kümesi genel olarak, d̃ esnek metri§ine göre eifi esnek noktas�na

olan uzakl�klar� r den kesin küçük kalan f in ejfj esnek noktalar�n�n olu³turdu§u,

r yar�çapl�, eifi merkezli esnek aç�k yuvar� olarak adland�r�l�r. Gösterimde kolayl�k

için B̃d̃(eifi , r) = B̃(eifi , r) ³eklinde yaz�l�r.

B̃d̃[eifi , r] esnek kümesine de d̃ esnek metri§ine göre eifi esnek noktas�na olan uzakl�klar�

r den küçük veya e³it kalan f in ejfj esnek noktalar�n�n olu³turdu§u, r yar�çapl�, eifi
merkezli esnek kapal� yuvar� ad� verilir. B̃d̃[eifi , r] = B̃[eifi , r] ³eklinde yaz�labilir.

S̃d̃(eifi , r) esnek kümesi ise, d̃ esnek metri§ine göre eifi esnek noktas�na e³it ve

r kadar uzakl�kta olan f in ejfj esnek noktalar�n�n olu³turdu§u, r yar�çapl�, eifi
merkezli esnek küre olarak tan�mlan�r. S̃d̃(eifi , r) = S̃(eifi , r) ³eklinde yaz�labilir.

Ayr�ca, Tan�m 5.3.3'de tan�mland�§� üzere, eifi ∈̃f olmak üzere, eifi esnek noktas�n�

içeren her g esnek aç�k kümesine, eifi nin bir esnek aç�k kom³ulu§u denir. Esnek

aç�k kom³ulu§u kapsayan her esnek alt kümeye de eifi nin esnek kom³ulu§u denir.

Buna göre, B̃(eifi , r) esnek aç�k yuvar� genel olarak, eifi nin bir esnek kom³ulu§u

olarak adland�r�labilir.

f üzerinde tan�mlanan esnek metrik de§i³tikçe, esnek yuvarlar�n özellikleri de§i³ir.

Bununla birlikte her esnek metrik uzay için do§ru olan esnek yuvarlar�n temel baz�

özellikleri vard�r. �lk olarak r1 < r2 için,

B̃(eifi , r1)⊂̃B̃[eifi , r1]⊂̃B̃(eifi , r2)⊂̃B̃[eifi , r2]

oldu§u esnek yuvar tan�m�ndan aç�kt�r.
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A³a§�da esnek yuvarlar�n baz� temel özellikleri verilecektir:

Önerme 5.2.1. B̃(eifi , r0) bir (f, d̃) esnek metrik uzay� içinde bir esnek aç�k yuvar

ve ejfj ∈̃B̃(eifi , r0) olsun. E§er,

0 < r < r0 − d̃(eifi , ejfj )⇒ B̃(ejfj , r)⊆̃B̃(eifi , r0)

dir.

�spat . ejfj ∈̃B̃(eifi , r0) oldu§undan d̃(eifi , ejfj ) < r0 d�r ve bu sebeple,

0 < r < r0 − d̃(eifi , ejfj )

olacak ³ekilde bir r seçebilebilir.

B̃(ejfj , r) esnek aç�k yuvar� göz önüne al�nd�§�nda, ejfj ∈̃B̃(ejfj , r) olur.

B̃(ejfj , r)⊂̃B̃(eifi , r0)

oldu§u gösterilirse ispat tamamlan�r. Bunun için, esfs ∈̃B̃(ejfj , r) olsun. O zaman,

d̃(esfs , ejfj ) < r

ve

d̃(esfs , eifi ) ≤ d̃(esfs , ejfj ) + d̃(ejfj , eifi ) < r + d̃(ejfj , eifi ) < r0

d�r ve sonuç olarak,

esfs ∈̃B̃(eifi , r0)

elde edilir.

Sonuç 5.2.1. Bu önerme ile, herhangi bir ejfj ∈̃B̃(eifi , r0) için ejfj in B̃(eifi , r0)

esnek aç�k kom³ulu§unu içeren bir esnek aç�k kom³ulu§unun var oldu§u sonucu elde

edilir.

Uyar� 5.2.1. Önerme 5.2.1'de esnek aç�k yuvar yerine esnek kapal� yuvar al�nsayd�

önerme do§ru olmazd�. Örnek olarak, uk /∈ fA(e`) için akl = 0 olacak ³ekilde, R

içinde B̃[0, 1] esnek kapal� yuvar� al�ns�n. eifi ∈̃B̃[0, 1] için eifi in herhangi bir esnek

kom³ulu§u [0,∞] aral�§�n�n herhangi bir parças�n� içermek zorundad�r ve bu nedenle

bu kom³uluk B̃[0, 1] in bir esnek alt kümesi olamaz.
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Önerme 5.2.2. B̃d̃ bir esnek metrik uzay içinde esnek kapal� bir yuvar olsun. O

zaman B̃d̃ esnek yuvar� d�³�ndaki herhangi bir eifi esnek noktas� için eifi in bir esnek

kom³ulu§u vard�r öyle ki B̃d̃ n�n bu esnek kom³uluk ile bir ortak noktas� yoktur.

(yani B̃d̃ ile bu esnek kom³ulu§unun esnek arakesiti, esnek bo³ kümedir.)

�spat . Esnek metrik uzay (f, d̃) ve B̃d̃ = B̃d̃[ejfj , r0] olsun. eifi /∈ B̃d̃ oldu§undan,

d̃(eifi , ejfj ) > r0

d�r ve bu nedenle,

0 < r < d̃(eifi , ejfj )− r0

olacak ³ekilde bir r seçilebilir. B̃d̃2
= B̃d̃(eifi , r) olmak üzere B̃d̃2

∩ B̃d̃ = Φ oldu§u

gösterilirse ispat tamamlan�r. Bunun için,

1) esfs ∈̃B̃d̃2
olsun. Esnek üçgen e³itsizli§inden,

d̃(eifi , ejfj ) ≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj )

elde edilir. O halde,

d̃(esfs , ejfj ) ≥ d̃(eifi , ejfj )− d̃(eifi , esfs ) > d̃(eifi , ejfj )− r > r0

ve buradan da,

esfs /̃∈B̃d̃

bulunur.

2) esfs ∈̃B̃d̃ olsun. O zaman,

d̃(eifi , esfs ) ≥ d̃(eifi , ejfj )− d̃(esfs , ejfj ) > d̃(eifi , ejfj )− r0 > r

ve buradan da,

esfs /̃∈B̃d̃2

bulunur.

Uyar� 5.2.2. Yukar�daki önermede B̃d̃ esnek kapal� yuvar yerine esnek aç�k yuvar

al�nsayd� önerme do§ru olmazd�. Örnek olarak, uk /∈ fA(e`) için akl = 0 olacak
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³ekilde, R içinde B̃d̃ = B̃d̃(0, 1) esnek aç�k yuvar� al�ns�n ve eifi /̃∈B̃d̃ olsun. eifi in

herhangi bir esnek kom³ulu§u ile B̃d̃, ortak esnek nokta içermek zorundad�r.

Teorem 5.2.1. (f, d̃) esnek metrik uzay�nda e§er eifi ve ejfj , f in farkl� iki esnek

noktas� ise, (f, d̃) içerisinde, s�ras�yla, eifi ve ejfj yi içeren esnek ayr�k iki esnek aç�k

yuvar vard�r.

�spat . eifi 6= ejfj olacak ³ekilde eifi , ejfj ∈̃f olsun. Buna göre d̃(eifi , ejfj ) > 0

olur. ε = d̃(eifi , ejfj ) > 0 olmak üzere, merkezleri s�ras�yla eifi ve ejfj de olan

g = B̃(eifi ,
1
3
ε) ve h = B̃(ejfj ,

1
3
ε) esnek aç�k yuvarlar� gözönüne al�ns�n. g ve h �n

esnek ayr�k oldu§u gösterilirse ispat tamamlan�r. E§er, esfs ∈̃g∩̃h ise, p > 0 için

d̃(eifi , p) <
1
3
ε ve d̃(ejfj , p) <

1
3
ε d�r. Buna göre, esnek üçgen e³itsizli§inden,

d̃(eifi , ejfj ) ≤ d̃(eifi , esfs ) + d̃(esfs , ejfj ) <
1

3
ε+

1

3
ε =

2

3
ε

elde edilir ki bu, ε = d̃(eifi , ejfj ) olmas�yla çeli³ir. O halde

g∩̃h = Φ

olmak zorundad�r.

Tan�m 5.2.2. Yukar�daki teorem ile verilen özelli§e esnek metrik uzaylar�n esnek

Hausdor� özelli§i denir.

5.2.2 Esnek S�n�rl� ve Esnek S�n�rs�z Kümeler

Tan�m 5.2.3. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g, f in esnek bo³tan farkl� bir esnek

alt kümesi olsun. E§er her eifi , ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤ k olacak ³ekilde bir k > 0

varsa, g esnek kümesine d̃ esnek metri§ine göre esnek s�n�rl�d�r denir. E§er, g esnek

s�n�rl� de§ilse, g ye esnek s�n�rs�zd�r (veya esnek s�n�rl� de§ildir) denir (Karata³,

2012).

Örnek 5.2.1. (f, d̃) esnek ayr�k bir metrik uzay ve g, f in esnek bo³tan farkl�

herhangi bir esnek alt kümesi olsun. Her eifi ∈̃f verildi§inde ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤

1 oldu§undan g esnek s�n�rl�d�r.
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Sonuç 5.2.2. Esnek ayr�k bir metrik uzay�n esnek bo³tan farkl� her esnek alt kümesi

esnek s�n�rl�d�r.

Örnek 5.2.2. Önerme 5.1.6'da tan�mlanan d̃3(eifi , ejfj ) esnek metri§i için

0 6 d̃3(eifi , ejfj ) 6 1

olur. O halde d̃3(eifi , ejfj ) esnek metri§i s�n�rl�d�r. Buradan d̃(eifi , ejfj ) esnek metri§i

ne olursa olsun bir f esnek kümesi üzerinde daima esnek s�n�rl� bir esnek metrik

elde edilebilece§i sonucuna var�l�r.

Teorem 5.2.2. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve Φ 6= g⊂̃f olsun. g esnek kümesinin

esnek s�n�rl� olmas� için gerek ve yeter ³art her ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤ m olacak

³ekilde bir m > 0 olmas�d�r.

�spat . �⇒:� g esnek s�n�rl� olsun. Bu durumda, ∀ejfj , esfs ∈̃g için d̃(ejfj , esfs ) ≤ m

olacak ³ekilde bir m > 0 vard�r. esfs = eifi ∈̃g⊂̃f olarak sabitlensin. Bu durumda,

ejfj ∈̃g ve m > 0 için d̃(eifi , ejfj ) ≤ m olur.

�⇐:� Herbir ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤ m olacak ³ekilde bir eifi ∈̃f ve bir m > 0 var

olsun. Buna göre, key� eifi , ejfj ∈̃g için,

d̃(eifi , esfs ) ≤ d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs ) ≤ 2m

olur. O halde g esnek s�n�rl�d�r.

Önerme 5.2.3. Bir (f, d̃) esnek metrik uzay�n�n bir g esnek alt kümesinin esnek

s�n�rl� olmas� için gerek ve yeter ko³ul g⊂̃h olacak biçimde bir h esnek kapal�

yuvar�n�n var olmas�d�r.

�spat . �⇒:� g esnek s�n�rl� olsun. Bu durumda, ∀ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤ m olacak

³ekilde bir m > 0 vard�r. Buna göre, eifi ∈̃B̃d̃ = B̃d̃[eifi ,m] = {ejfj ∈̃f : d̃(eifi , ejfj ) ≤

m} olur. Buradan, h = B̃d̃[eifi ,m] olarak seçilirse, g⊂̃h olacak biçimde bir h esnek

kapal� yuvar� elde edilir.

�⇐:� eifi ∈̃f ve k > 0 olsun. g⊆̃B̃d̃ = B̃d̃[eifi ,m] oldu§unu kabul edelim. Buna göre

∀ejfj ∈̃g için d̃(eifi , ejfj ) ≤ m olur.
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Tan�m 5.2.4. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve Φ 6= g⊂̃f olsun.

δ̃(g) = diam(g) = sup{d̃(eifi , ejfj ) : eifi , ejfj ∈̃g}

say�s�na g esnek kümesinin esnek çap� denir (Karata³, 2012).

E§er g esnek s�n�rl� ise δ̃(g) < ∞, g esnek s�n�rs�z ise δ̃(g) = ∞ olarak ifade edilir.

Ayr�ca, δ̃(Φ) = −∞ olarak tan�mlan�r.

Örnek 5.2.3. Eleman say�s� 1 den fazla olan esnek ayr�k metrik uzay, esnek s�n�rl�d�r

ve yar�çap� 1 e e³ittir. Ayr�ca, eleman say�s� 1 olan bir esnek alt kümenin çap� 0

olur.

Teorem 5.2.3. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g1, g2⊆̃f olsun. E§er g1⊆̃g2 ise

δ̃(g1) ≤ δ̃(g2)'dir.

�spat . g1⊆̃g2 ise

{
δ̃(eifi , ejfj ) : eifi , ejfj ∈̃ g1

}
⊆̃
{
δ̃(esfs , e

′′′

f4
) : esfs , e

′′′

f4
∈̃ g2

}
oldu§undan, supremum özelli§inden

δ̃(g1) = sup
{
δ̃(eifi , ejfj ) : eifi , ejfj ∈̃ g1

}
≤ sup

{
δ̃(esfs , e

′′′

f4
) : esfs , e

′′′

f4
∈̃ g2

}
= δ̃(g2)

olarak bulunur. O halde g1̃̃ ⊆ g2 ise δ̃(g1) ≤ δ̃(g2)'dir.

Tan�m 5.2.5. (f, d̃) bir esnek metrik uzay, eifi ∈̃f ve Φ 6= g⊂̃f olsun.

d̃(eifi , g) = inf
{
d̃(eifi , ejfj ) : ejfj ∈̃g

}
say�s�na eifi esnek noktas�n�n g esnek kümesine uzakl�§� denir (Karata³, 2012).

Teorem 5.2.4. (f, d̃) esnek metrik uzay ve g1⊆̃g2⊆̃f olsun. Bu durumda eifi ∈̃f

için d̃(eifi , g1) ≤ d̃(eifi , g2)'d�r (Karata³, 2012).

Tan�m 5.2.6. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g1, g2⊆̃f olsun.

d̃(g1, g2) = ˜inf
{
d̃(eifi , ejfj ) : eifi ∈̃g1 ve ejfj ∈̃g2

}
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say�s�na, g1 ve g2 esnek kümeleri aras�ndaki uzakl�k denir (Karata³, 2012).

5.3 Esnek Metrik Uzaylar�n Esnek Topolojik Analizi

Bu bölümde, esnek metrik uzaylar�n esnek topolojik analizi yap�ld�. Tan�mlanan

esnek aç�k yuvar�n, esnek metrik içinde esnek aç�k küme oldu§u gösterildi. Esnek

aç�k kümelerin esnek birle³im ve esnek kesi³iminin de esnek aç�k oldu§u ispatland�.

Buradan her esnek metrik uzay�n, üzerinde tan�ml� esnek metri§e göre bir esnek

topolojik uzay oldu§u gösterildi. Esnek metrik topolojisi tan�mlanarak, esnek aç�k

yuvar ve esnek kapal� yuvarlar�n özellikleri incelendi. Esnek denk metrikler tan�mlana-

rak, esnek denkli§in, varl�klar�n, esnek topolojik özellikleri koruyup, esnek metrik

özellikleri korumak zorunda olmad�§� gösterildi. Son olarak, esnek izometri tan�mland�.

Tan�m 5.3.1. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g⊆̃f olsun. Her eifi ∈̃g için B̃(eifi , r)⊆̃g,

ko³ulunu sa§layan öyle bir r > 0 varsa, g esnek kümesine d̃ esnek metri§ine göre

esnek aç�k küme (yada k�saca esnek aç�k küme) denir (Karata³, 2012).

Tan�m 5.3.2. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g∈̃SE(U) olsun. E§er gc̃, esnek aç�k

bir küme ise g esnek kümesine esnek kapal� denir.

Tan�m 5.3.3. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve g⊆̃f olsun. f in g esnek alt kümesini

kapsayan bir esnek aç�k alt kümesine g nin bir esnek aç�k kom³ulu§u denir. Ayr�ca, g

nin bir esnek aç�k kom³ulu§unu kapsayan herhangi bir esnek kümeye g nin bir esnek

kom³ulu§u denir. g = {eifi} oldu§unda {eifi} esnek kümesinin esnek kom³uluklar�

yerine eifi esnek noktas�n�n esnek kom³uluklar� terimi kullan�l�r.

Esnek aç�k yuvarlar ve esnek aç�k kümeler aras�ndaki ili³kiyi belirtmek için a³a§�daki

teoremlere ihtiyaç vard�r:

Teorem 5.3.1. Bir esnek metrik uzayda her esnek aç�k yuvar bir esnek aç�k kümedir.

(Karata³, 2012).

�spat . (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve B̃(eifi , r) de bir esnek aç�k yuvar olsun.

ejfj ∈̃B̃(eifi , r) için, d̃(eifi , ejfj ) < r dir. δ = r − d̃(eifi , ejfj ) olarak tan�mlans�n.
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B̃(ejfj , δ) esnek aç�k yuvar� için, esfs ∈̃B̃(ejfj , δ) verilsin. Buradan da d̃(ejfj , esfs ) < δ

elde edilir. Böylece

d̃(eifi , esfs ) ≤ d̃(eifi , ejfj ) + d̃(ejfj , esfs ) < r

bulunur. Dolay�s�yla Teorem 3.1.3'den B̃(ejfj , δ)⊆̃B̃(eifi , r) olur. O halde bir esnek

metrik uzayda her esnek aç�k yuvar bir esnek aç�k kümedir.

A³a§�daki teorem bir esnek metrik uzay içindeki esnek aç�k alt kümeleri karakterize

etmek için kullan�l�r:

Teorem 5.3.2. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. g⊂̃f esnek alt kümesinin esnek

aç�k olmas� için gerek ve yeter ³art herhangi say�da esnek aç�k yuvar�n esnek birle³imi

³eklinde ifade edilmesidir.

�spat . g⊂̃f bir esnek aç�k alt küme olsun. O zaman herbir ejfj ∈̃g için B̃(ejfj , r)⊂̃g

olacak ³ekilde bir r > 0 vard�r. Bu nedenle,

∪̃{B̃(ejfj , r) : ejfj ∈̃g}⊆̃∪̃{B̃(ejfj , r) : ejfj ∈̃g}

elde edilir.

B̃, esnek aç�k yuvarlar�n bir ailesi olmak üzere g = {B : B∈̃B̃} olsun. O zaman her

bir ejfj ∈̃g için ejfj ∈̃B olacak ³ekilde bir B∈̃B̃ vard�r. Fakat 5.3.1 den B bir esnek

aç�k kümedir. Bu sebeple,

B̃(ejfj , r)⊆̃B⊆̃g

olacak ³ekilde bir r > 0 vard�r. O halde g esnek aç�kt�r.

Teorem 5.3.3. Bir esnek metrik uzayda iki esnek aç�k yuvar�n esnek kesi³imi de

esnek aç�k kümedir.

�spat . (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. B̃(eifi , r1) ve B̃(ejfj , r2) esnek aç�k

yuvarlar� verilsin. Herhangi bir esfs ∈̃B̃(eifi , r1)∩̃B(ejfj , r2) için,

d̃(eifi , esfs ) < r1 ve d̃(ejfj , esfs ) < r2
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olaca§�ndan Teorem 3.1.3'den

r = min{r1 − d̃(eifi , esfs ), r2 − d̃(ejfj , esfs )}

olarak tan�mlan�rsa

B̃(esfs , r)⊆̃B̃(eifi , r1)∩̃B̃(ejfj , r2)

elde edilir. Böylece,

B̃(eifi , r1)∩̃B(ejfj , r2)

bir esnek aç�k kümedir. B̃(eifi , r1)∪̃B(ejfj , r2), verilen esnek aç�k yuvarlardan herhangi

birini esnek kapsad�§�ndan esnek aç�k küme olur.

Teorem 5.3.4. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. Bu durumda A³a§�daki ³artlar

sa§lan�r:

i. Φ ve f esnek aç�kt�r.

ii. Esnek aç�k kümelerin herhangi say�da esnek birle³imi de esnek aç�kt�r.

iii. Sonlu say�daki esnek aç�k kümelerin herhangi say�da esnek kesi³imi esnek aç�kt�r.

�spat . i. Φ içinde hiçbir esnek nokta olmad�§�ndan, Φ içindeki her esnek nokta Φ

taraf�ndan kapsanan bir esnek aç�k yuvar�n merkezidir. Di§er yandan, herhangi

bir eifi ∈̃f için, merkezi f üzerinde olan her esnek aç�k yuvar f içinde esnek

kapsan�r.

ii. Esnek aç�k kümelerin bir ailesi gα olsun. Ayr�ca, herbir gα, esnek aç�k yuvarlar�n

bir esnek birle³imidir. Bu sebeple, ∪̃gα esnek aç�k yuvarlar�n bir esnek birle³imidir

ve sonuç olarak ∪̃gα bir esnek aç�k kümedir.

iii. Esnek aç�k kümelerin sonlu bir ailesi {gα : 1 ≤ k ≤ n} ve eifi ∈̃∩̃
n
k=1gk olsun.

Herbir 1 ≤ k ≤ n için eifi ∈̃gk d�r. Herbir gk esnek aç�k oldu§undan B̃(eifi , rk)⊂̃gk
olacak ³ekilde rk > 0 vard�r. r = min{rk : 1 ≤ k ≤ n} yaz�l�rsa, herbir

1 ≤ k ≤ n için B̃(eifi , r)⊂̃gk olur, yani, B̃(eifi , r)⊂̃∩̃
n
k=1gk d�r. O halde ∩̃nk=1gk

esnek aç�kt�r.

Böylece, Teorem 5.3.3' de verilen esnek kesi³im özelli§inin genelle³tirilmi³ ³ekli

ispatlanm�³ olur.
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Sonuç 5.3.1. Yukar�da gösterilen (i), (ii) ve (iii) aksiyomlar� esnek topoloji aksiyomla-

r�d�r. O halde, her esnek metrik uzay bir esnek topolojik uzayd�r.

Tan�m 5.3.4. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. d̃ esnek metri§ine göre tan�mlanm�³

esnek aç�k kümelerin, f üzerinde olu³turdu§u esnek topolojiye esnek metrik topolojisi

denir ve τ̃d̃ ile gösterilir.

τ̃d̃ = {g⊂̃f : g 6= Φ veya ∀eifi ∈̃g için B̃(eifi , r)⊂̃g olacak biçimde ∃r > 0}

³eklinde tan�mlan�r.

Uyar� 5.3.1. τ̃d̃ esnek metrik topolojisine, d̃ esnek metri§inin do§urdu§u esnek

topoloji denir. f esnek kümesi üzerinde bir d̃ esnek metri§i, bu esnek küme üzerinde

tek bir esnek metrik topoloji do§urur.

Örnek 5.3.1. (f, d̃) bir esnek ayr�k metrik uzay olsun. eifi ∈̃f, r ≤ 1 için B̃(eifi , r) =

{eifi} olur. O halde her tek elemanl� esnek küme ve f in her esnek alt kümesi esnek

aç�k kümedir. Buradan, esnek ayr�k metri§in f üzerinde τ̃ = P̃(f) esnek ayr�k

topolojiyi do§urdu§u sonucu elde edilir.

Tan�m 5.3.5. (f, d̃) esnek metrik uzay�n�n tüm esnek kapal� alt kümelerinin ailesi

z̃d̃ ile gösterilecektir.

Tan�m 5.3.6. (f, d̃) bir esnek esnek metrik uzay ve eifi ∈̃f olsun. B̃eifi = {gλ}λ∈̃Λ

ile herbiri eifi esnek noktas�n� içeren, esnek aç�k kümelerin bir ailesi, yani τ̃d̃ esnek

metrik topolojisinin bir esnek alt kümesi gösterilsin. eifi i içeren esnek bo³tan farkl�

her g esnek alt kümesi için eifi ∈̃gµ⊆̃g olacak ³ekilde {gλ}λ∈̃Λ ailesi içinde bir gµ esnek

kümesi var ise {gλ}λ∈̃Λ ailesine eifi esnek noktas�nda bir esnek kom³uluk taban� veya

esnek yerel taban denir.

Gösterimde kolayl�k için gλ(eifi
) yerine Beifi

notasyonu kullan�lacakt�r.

Önerme 5.3.1. (f, d̃) bir esnek esnek metrik uzay ve eifi ∈̃f olsun. B̃eifi = {B(eifi , p) :

p > 0} ailesi, τ̃d̃ = {g⊂̃f : g∈̃τ̃} esnek metrik topoljisinde, eifi esnek noktas�nda bir

esnek kom³uluk taban�d�r.

�spat . g∈̃τ̃d̃ ve eifi ∈̃g olsun. Esnek aç�k küme tan�m�ndan, eifi ∈̃B(eifi , ε)⊂̃g olacak

³ekilde bir ε > 0 vard�r. O halde {B(eifi , p) : p > 0} ailesi eifi esnek noktas�nda bir

kom³uluk taban�d�r.
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Tan�m 5.3.7. Bir (f, d̃) esnek metrik uzay� verildi§inde, τ̃d̃ esnek metrik topolojisinin

bir

B̃ = {gλ}λ∈̃Λ

f içindeki alt ailesi için her esnek aç�k küme B̃ daki baz� esnek kümelerin bir esnek

birle³imi ise yani, herbir g∈̃τ̃d̃ için g =
⋃̃
B∈̃B̃′B olacak ³ekilde bir B̃′⊂̃B̃ alt ailesi

varsa B̃ ye τ̃d̃ için bir esnek taban denir.

Teorem 5.3.5. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. Esnek aç�k alt kümelerin bir

B̃ alt ailesinin τ̃d̃ esnek metrik topolojisi için bir esnek taban olmas� için gerek ve

yeter ³art her g esnek aç�k kümesi ve herbir eifi ∈̃g esnek noktas� için eifi ∈̃Beifi
⊆̃g

olacak ³ekilde bir Beifi
∈̃B̃ esnek kümesinin olmas�d�r.

�spat . B̃ alt kümesi τ̃d̃ için bir esnek taban olsun. Bu durumda, herbir esnek aç�k

g kümesi B̃ içindeki esnek kümelerin bir esnek birle³imi olur. Bu durumda herbir

eifi ∈̃g için eifi ∈̃Beifi
⊆̃g olacak ³ekilde bir Beifi

∈̃B̃ esnek kümesi vard�r.

Di§er yandan, herbir g esnek aç�k alt kümesi ve herbir eifi ∈̃Beifi
⊆̃g olacak ³ekilde

bir Beifi
∈̃B̃ esnek kümesinin var oldu§unu kabul edelim. Bu durumda,

∪̃{Beifi
: eifi ∈̃g}⊆̃∪̃{Beifi

: eifi ∈̃g}

olur. Buradan g esnek kümesinin B̃ içindeki esnek kümelerin bir esnek birle³imi

oldu§u elde edilir. O halde B̃ alt ailesi τ̃d̃ için bir esnek taband�r.

Sonuç 5.3.2. Herhangi bir esnek metrik uzayda esnek aç�k yuvarlar�n ailesi, üretti§i

esnek metrik topolojisi için bir esnek taband�r.

Önerme 5.3.2. Bo³tan farkl� bir f esnek kümesi üzerinde iki esnek metrik d̃ ve d̃′

olsun. Her eifi ∈̃f ve r > 0 için a³a§�daki önermeler birbirine e³ittir:

i. τ̃d̃ = τ̃d̃′

ii. Bd̃′(eifi , k
′
eifi

)⊆̃Bd̃(eifi , r) ve Bd̃(eifi , keifi
)⊆̃Bd̃′(eifi , r) olacak ³ekilde ∃keifi > 0

ve k′eifi
> 0 vard�r.

�spat . (i)⇒ (ii) : τ̃d̃ = τ̃d̃′ olsun. Bu durumda, (f, d̃) içindeki esnek aç�k yuvarlar

(f, d̃′) içinde esnek aç�k; ve benzer ³ekilde (f, d̃′) içindeki esnek aç�k yuvarlar (f, d̃)
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içinde esnek aç�k olurlar. Esnek aç�k yuvar, esnek metrik topolojisi için bir esnek

taband�r ve bu nedenle Bd̃(eifi , r) için,

Bd̃′(eifi , k
′
eifi

)⊆̃Bd̃(eifi , r)

olacak ³ekilde bir k′eifi
> 0 vard�r. Benzer ³ekilde Bd̃′(eifi , r) için,

Bd̃(eifi , keifi
)⊆̃Bd̃′(eifi , r)

olacak ³ekilde ∃keifi > 0 vard�r.

(ii)⇒ (i) : g∈̃τ̃d̃ olsun. g esnek aç�k oldu§undan herbir eifi ∈̃g için,

Bd̃(eifi , reifi
)⊆̃g

olacak ³ekilde bir reifi
> 0 vard�r. Fakat (ii) önermesinden,

Bd̃′(eifi , k
′
eifi

)⊆̃Bd̃(eifi , r)⊆̃g

olacak ³ekilde bir k′eifi
> 0 vard�r. O halde g∈̃τ̃d̃′ olur. Buradan τ̃d̃⊂̃τ̃d̃′ elde edilir.

Benzer ³ekilde τ̃d̃′⊂̃τ̃d̃ bulunur. Sonuç olarak, τ̃d̃ = τ̃d̃′ e³itli§i sa§lan�r.

Tan�m 5.3.8. Bo³tan farkl� bir f esnek kümesi üzerinde iki esnek metrik d̃ ve d̃′

olsun. E§er d̃ ve d̃′ esnek metrikleri f üzerinde ayn� esnek topolojisini do§uruyorsa,

bu iki esnek metri§e esnek denk metriklerdir denir.

Örnek 5.3.2. f esnek kümesi üzerinde d̃ ve d̃′ = min{d̃(eifi , ejfj ), 1} esnek metrikleri

verilsin. d̃ ve d̃′ esnek denk metriklerdir. Gerçekten de,

∀ejfj ∈̃Bd̃(eifi , r) al�n�rsa, d̃(eifi , ejfj ) < r olur. Buradan,

d̃′(eifi , ejfj ) = min{d̃(eifi , ejfj ), 1} ≤ d̃(eifi , ejfj ) < r

elde edilir. Buradan, τ̃d̃ ⊃ τ̃ ′
d̃′
bulunur.

Di§er taraftan, δ = min(r, 1) olsun. ∀ejfj ∈̃Bd̃′(eifi , δ) için,

d̃′(eifi , ejfj ) < δ
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ve

min(d̃′(eifi , ejfj ), 1) < δ

bulunur. min(r, 1) için d̃(eifi , ejfj ) < r ise ejfj ∈̃Bd̃(eifi , r) elde edilir. O halde

Bd̃′(eifi , δ)⊂̃Bd̃(eifi , r) olur. Buradan, τ̃
′
d̃′
⊃̃τ̃d̃ olarak bulunur. Sonuç olarak, τ̃d̃ = τ̃ ′

d̃′

oldu§undan d̃ ve d̃′ esnek metrikleri esnek denktir.

Uyar� 5.3.2. Esnek denk metrikler matematik varl�klar�n esnek topolojik özelliklerini

koruyan esnek metriklerdir. Esnek metrik özelliklerini korumak zorunda de§ildir.

Tan�m 5.3.9. (f, d̃1) ve (g, d̃2) birer esnek metrik uzaylar ve ϕψ : SE(U)→ SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun. E§er her eifi , ejfj ∈̃f için,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃1(eifi , ejfj )

ise, ϕψ ye bir esnek izometri (esnek metrik uzay izometrisi, metrik koruyan) ad�

verilir.

(f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylarlar� verildi§inde e§er ϕψ esnek örten bir esnek

izometri ise bu uzaylar izometriktir denir ve f ' g ile gösterilir.

Uyar� 5.3.3. Her esnek izometri esnek birebirdir. O halde bir esnek izometri iki

esnek metrik uzay aras�nda, esnek noktalar aras�ndaki uzakl�§� koruyan 1:1 bir

esnek fonksiyondur. Ba³ka bir deyi³le, iki esnek uzay�n izometrik olmas� demek,

basitçe, ilk uzay�n eleman� eifi olmak üzere eifi , ϕψ(eifi ) olarak adland�r�l�rsa,

kesin olarak ikinci uzay� elde etmek demektir. Aç�kça elemanlar� adland�rma yolu

önemli de§ildir. Bu nedenle esnek izometrik uzaylar özde³ olarak dü³ünülebilir.

5.4 Esnek Metrik Uzaylar �çinde Esnek Süreklilik, Esnek Düzgün Süreklilik

ve Esnek Homeomor�zm Dönü³ümü

Bu bölümde esnek fonksiyonlar�n esnek metrik uzaylar içinde esnek süreklili§i, esnek

düzgün süreklili§i ve esnek homeomor�zm dönü³ümleri, esnek nokta yard�m�yla

tan�mlanm�³t�r. Aralar�ndaki ili³kiler ara³t�r�lm�³ ve uygun örneklere yer verilmi³tir.
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5.4.1 Esnek Süreklilik

Esnek topolojik uzayda, esnek aç�k kümeler yard�m�yla tan�mlanabilen esnek süreklilik,

ilk kez esnek nokta yard�m�yla, tan�m ve de§er kümesi esnek metrik uzaylar içinde

olan esnek fonksiyonlarla tan�mland�. Esnek aç�k ve esnek kapal� kümeler yard�m�yla

da esnek süreklili§in ayr� bir karaktarizasyonu verildi. Çe³itli teorem ve sonuçlarla,

esnek sürekli fonksiyon özellikleri incelendi.

Tan�m 5.4.1. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. eifi ∈̃f ve ∀ε > 0 say�s�na kar³�l�k ejfj ∈̃f ve d̃1(eifi , ejfj ) < δ

oldu§unda d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) < ε olacak biçimde bir δ > 0 varsa ϕψ esnek

fonksiyonu esnek süreklidir denir.

Bu tan�m geometrik olarak, ejfj ∈̃Bd̃1
(eifi , δ) oldu§unda ϕψ(ejfj )∈̃Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε)

veya

ϕψ(Bd̃1
(eifi , δ))⊆̃Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε)

anlam�ndad�r.

Uyar� 5.4.1. E§er ϕψ esnek fonksiyonu yukar�daki tan�m� f esnek kümesinin her

esnek noktas�nda gerçekliyorsa, ϕψ esnek fonksiyonuna her noktada esnek sürekli

bir fonksiyon veya k�saca esnek sürekli fonksiyon denir.

Uyar� 5.4.2. Yukar�daki tan�mdan da görülmektedir ki δ > 0 say�s� hem eifi esnek

noktas�na, hem de ε say�s�na ba§l�d�r.

Önerme 5.4.1. Bir (f, d̃1) esnek metrik uzay�ndan bir (g, d̃2) esnek metrik uzay�

içine tan�ml� bir ϕψ esnek fonksiyonunun bir eifi ∈̃f esnek noktas�nda esnek sürekli

olmas� için gerek ve yeter ³art ∀ε > 0 için

Bd̃1
(eifi , δ)⊆̃ϕ

−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε))

olacak ³ekilde bir δ > 0 olmas�d�r.

�spat . ϕψ : SE(U) → SK(V ) esnek fonksiyonunun eifi ∈̃f esnek noktas�nda esnek

sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art ∀ε > 0 için d̃1(eifi , ejfj ) < δ ko³ulunu sa§layan

∀ejfj ∈̃f için d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) < ε olmas�d�r. Buradan,

ejfj ∈̃Bd̃1
(eifi , δ)⇒ ϕψ(ejfj )∈̃Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε)
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veya

ϕψ(Bd̃1
(eifi , δ))⊆̃Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε)

olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. Buradan,

Bd̃1
(eifi , δ)⊆̃ϕ

−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε))

elde edilir.

Tan�m 5.4.2. (f, d̃1) esnek metrik uzay�n�n tüm esnek aç�k alt kümelerinin ailesi

τ̃d̃1 , tüm esnek kapal� alt kümelerinin ailesi z̃d̃1
; (g, d̃2) esnek metrik uzay�n�n tüm

esnek aç�k alt kümelerinin ailesi τ̃d̃2 , tüm esnek kapal� alt kümelerinin ailesi z̃d̃2
ile

gösterilecektir.

Örnek 5.4.1. Bir esnek ayr�k metrik uzay üzerinde tan�ml� her esnek fonksiyon

esnek süreklidir. Bunu göstermek için, (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve

ϕψ : SE(U)→ SK(V ) olsun. eifi ∈̃f al�n�rsa, e§er her ejfj ∈̃f için d̃1(eifi , ejfj ) < 1 ise

f bir esnek ayr�k metrik uzay oldu§undan d̃1(eifi , ejfj ) = 0 olmal�d�r. O halde her

ejfj ∈̃f için eifi = ejfj olmak zorundad�r. Bu, Bd̃2
(ejfj , 1) = {eifi} anlam�na gelir. O

halde her ejfj ∈̃f için ϕψ(ejfj ) = ϕψ(eifi ) olur ve buradan da

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = 0 < ε

elde edilir. Buna göre δ = 1 almak yeterlidir. Bu da ϕψ esnek fonksiyonunun

eifi esnek noktas�nda esnek sürekli oldu§unu verir. eifi esnek noktas�, f uzay�n�n

herhangi bir esnek noktas� oldu§undan ϕψ esnek fonksiyonu, f üzerinde esnek

süreklidir.

Örnek 5.4.2. Herhangi bir esnek sabit fonksiyon esnek süreklidir. Gerçekten de,

(f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylar ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) esnek sabit bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, Tan�m 3.2.3' den ejfj ∈̃g olmak üzere her eifi , ejfj ∈̃f

için ϕψ(eifi ) = ϕψ(ejfj ) elde edilir. Bu nedenle her zaman,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = 0
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olur. O halde herhangi bir ejfj ∈̃f ve ε > 0 verildi§inde δ olarak herhangi bir

pozitif say�y� alabiliriz. Bu da ϕψ esnek sabit fonksiyonunun esnek sürekli oldu§unu

gösterir.

Örnek 5.4.3. Herhangi (f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylar� için ϕψ : SE(U) →

SK(V ) esnek izometri fonksiyonu f üzerinde esnek süreklidir. Bunu göstermek için

∀eifi , ejfj ∈̃f al�n�rsa, esnek izometri özelli§inden,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃1(eifi , ejfj )

elde edilir. esfs ∈̃f olsun. ε > 0 için δ = ε seçilsin. Bu durumda ekfk ∈̃f olmak üzere

d̃1(esfs , ekfk ) < δ oldu§unda,

d̃2(ϕψ(esfs ), ϕψ(ekfk )) = d̃1(esfs , ekfk ) < ε

olur. O halde ϕψ, f üzerinde esnek süreklidir.

Teorem 5.4.1. (f, d̃) bir esnek metrik uzay olsun. f in herhangi ayr�k ve esnek

kapal� g1 ve h1 esnek alt kümeleri için g1⊆̃g2 ve h1⊆̃h2 olacak ³ekilde g2 ve h2 ayr�k

ve esnek aç�k esnek alt kümeleri vard�r.

�spat . E§er g1 = Φ veya h1 = Φ ise g2 = Φ ve h2 = f ayr�k ve esnek aç�k alt

kümeleri al�narak ispat tamamlan�r. Di§er yandan,

g1 6= Φ ve h1 6= Φ olsun. eifi ∈̃g1 için eifi /̃∈h1 ve h1 esnek kapal� oldu§undan

d̃(eifi , h1) = reifi
> 0 bulunur. Benzer ³ekilde ekfk ∈̃h1 için d̃(ekfk , g1) = rekfk

> 0

olur.

g2 = ∪̃{B(eifi ,
reifi

3
) : eifi ∈̃g1}

ve

h2 = ∪̃{B(ekfk ,
rekfk

3
) : ekfk ∈̃h1}

olarak tan�mlans�n. Buradan, g1⊆̃g2 ve h1⊆̃h2 elde edilir. Ayr�ca g2 ve h2 nin

her ikisi de esnek aç�k yuvarlar�n esnek birle³imi oldu§undan esnek aç�kt�r. Di§er

taraftan, kabul edelim ki, esfs ∈̃g2∩̃h2 olsun. O halde,

esfs ∈̃B(ejfj ,
rejfj

3
) ∩̃B(ejfj ,

rejfj
3

)
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olacak ³ekilde bir ejfj ∈̃g1 ve ejfj ∈̃h1 vard�r. Buradan,

d̃(ejfj , ejfj ) ≤ d̃(ejfj , esfs ) + d̃(esfs , ejfj ) <
rejfj

3
+
rejfj

3
≤ 2

3
d̃(g1, h1)

bulunur ki, g1 ve h1 esnek ayr�k oldu§undan bu bir çeli³kidir. O halde g2∩̃h2 = Φ

olmak zorundad�r.

Teorem 5.4.2. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. ϕψ nin f üzerinde esnek sürekli olmas� için gerek ve yeter

³art (g, d̃2) içindeki her h esnek aç�k kümesi için ϕ−1
ψ (h) esnek kümesinin (f, d̃1)

içinde esnek aç�k olmas�d�r.

�spat . �⇒:� ϕψ, f üzerinde esnek sürekli ve h, (g, d̃2) içinde esnek aç�k bir küme

olsun. Φ ve f esnek aç�k oldu§undan ϕ−1
ψ (h) 6= Φ ve ϕ−1

ψ (h) 6= f olmak üzere

eifi ∈̃ϕ
−1
ψ (h) al�ns�n. Bu durumda ϕψ(eifi )∈̃h olur. h esnek aç�k oldu§undan (ϕψ(eifi ), ε)⊆̃h

olacak biçimde bir ε > 0 vard�r. ϕψ, eifi de esnek sürekli oldu§undan,

Bd̃1
(eifi , δ)⊆̃ϕ

−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε))⊆̃ϕ
−1
ψ (h)

olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. O halde ϕ−1
ψ (eifi ) in herbir esnek noktas� birer esnek iç

noktad�r ve bu nedenle ϕ−1
ψ (h), f içinde esnek aç�kt�r.

�⇐:� gY nin her h esnek aç�k kümesi için ϕ−1
ψ (h), f içinde esnek aç�k olsun. O halde,

hipotezden, ϕ−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε)), f içinde esnek aç�kt�r.

eifi ∈̃ϕ
−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε))

oldu§undan,

Bd̃1
(eifi , δ)⊆̃ϕ

−1
ψ (Bd̃2

(ϕψ(eifi ), ε))

olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. Sonuç olarak, ϕψ, eifi de esnek süreklidir ve böylece

eifi ∈̃f key� oldu§undan ϕψ, f üzerinde esnek süreklidir.

Teorem 5.4.3. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. ϕψ nin f üzerinde esnek sürekli olmas� için gerek ve yeter

³art (g, d̃2) içindeki her k esnek kapal� kümesi için ϕ−1
ψ (k) esnek kümesinin (f, d̃1)

içinde esnek kapal� olmas�d�r.
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�spat . �⇒:� ϕψ, f üzerinde esnek sürekli ve k, (g, d̃2) içinde esnek kapal� bir küme

olsun. Bu durumda g\̃k, g içinde esnek aç�kt�r ve böylece ϕ−1
ψ (g\̃k), f içinde esnek

aç�kt�r.

ϕ−1
ψ (g\̃k) = f \̃ϕ−1

ψ (k)

oldu§undan f \̃ϕ−1
ψ (k) esnek aç�kt�r. O halde ϕ−1

ψ (k), f içinde esnek kapal�d�r.

�⇐:� ∀k∈̃z̃d̃2
olsun. Bu durumda, g\̃∈̃τ̃d̃2 olur. Hipotezden, k∈̃z̃d̃2

için, ϕ−1
ψ (k)∈̃z̃d̃1

oldu§undan f \̃ϕ−1
ψ (k), f içinde esnek aç�kt�r. Böylece,

f \̃ϕ−1
ψ (k) = ϕ−1

ψ (g\̃k)

oldu§undan ϕ−1
ψ (g\̃k)∈̃τ̃d̃1 olur. O halde ϕψ, f üzerinde esnek süreklidir.

Teorem 5.4.4. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. g⊆̃f için a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(g)

�spat . (i) ⇒ (ii) : ϕψ esnek sürekli olsun. ϕψ(g)∈̃z̃d̃2
dir. Buradan, ϕ−1

ψ (g)∈̃z̃d̃1

olur. Ayr�ca,

g ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(g)) ⊆̃ϕ−1

ψ (ϕψ(g))

oldu§undan ve g, g yi içeren esnek kapal�lar�n en küçü§ü oldu§undan,

g ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(g))

ve buradan da,

ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(ϕ−1
ψ (ϕψ(g))) ⊂̃ϕψ(g)

elde edilir.

(ii) ⇒ (i) : ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(g) ve k∈̃z̃d̃2
olsun. Bu durumda k = k d�r. g = ϕ−1

ψ (k)

olsun.

ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(g) = ϕψ(ϕ−1
ψ (k)) ⊂̃ k = k
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elde edilir ve buradan,

g, ⊆̃ϕ−1
ψ (ϕψ(g)), ⊆̃ϕ−1

ψ (k) = g

bulunur.

g⊆̃ g oldu§undan g = g d�r ve böylece g, f içinde esnek kapal�d�r. O halde ϕψ esnek

süreklidir.

Teorem 5.4.5. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. h⊆̃g olmak üzere a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ϕ−1
ψ (h) ⊂̃ϕ−1

ψ (h)

�spat . (i) ⇒ (ii) : ϕψ esnek sürekli olsun. h∈̃z̃d̃2
oldu§undan ϕ−1

ψ (h)∈̃z̃d̃1
olur.

h ⊂̃h oldu§undan ϕ−1
ψ (h)⊂̃ϕ−1

ψ (h) bulunur. ϕ−1
ψ (h), ϕ−1

ψ (h) esnek kümesini içeren

en dar esnek kapal� küme oldu§undan,

ϕ−1
ψ (h)⊂̃ϕ−1

ψ (h)

elde edilir.

(ii) ⇒ (i) : h⊆̃g için ϕ−1
ψ (h)⊂̃ϕ−1

ψ (h) ve ∀k∈̃z̃d̃2
al�ns�n. Bu durumda, k = k ve

buradan da,

ϕ−1
ψ (k)⊂̃ϕ−1

ψ (k) = ϕ−1
ψ (k)

bulunur ve böylece,

ϕ−1
ψ (k) = ϕ−1

ψ (k)

elde edilir. O halde ϕψ, esnek süreklidir.

Sonuç 5.4.1. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek süreklidir.

ii. ∀h⊆̃g için ϕ−1
ψ (h) ⊂̃ϕ−1

ψ (h)
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iii. ∀g⊆̃f için ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(g)

5.4.2 Esnek Düzgün Süreklilik

Bu bölümde esnek düzgün süreklilik tan�mlanarak, esnek süreklilik ile ili³kisi ara³t�r�l-

d�. Esnek düzgün sürekli her fonksiyonun esnek sürekli oldu§u fakat tersinin genellikle

do§ru olmad�§� örnekle gösterildi. Esnek çap yard�m�yla, esnek düzgün süreklili§in

yeni bir karaktarizasyonu verildi. Ayr�ca, esnek izometri, esnek birim ve esnek sabit

fonksiyonun esnek düzgün sürekli oldu§u gösterildi.

Tan�m 5.4.3. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. E§er ∀ε > 0 say�s�na kar³�l�k ∀eifi , ejfj ∈̃f için

d̃1(eifi , ejfj ) < δ ⇒ d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) < ε

olacak biçimde bir δ > 0 varsa ϕψ esnek fonksiyonu esnek düzgün süreklidir denir.

Esnek süreklilik ile esnek düzgün süreklilik tan�mlar� birbirine benzer görünse de,

aralar�nda önemli farkl�l�klar vard�r.A³a§�da bu farkl�l�klar ara³t�r�lm�³t�r:

Uyar� 5.4.3. ∀eifi , ∀ε > 0, ∃δ > 0 öyle ki,

d̃1(eifi , ejfj ) < δ

ko³ulunu sa§layan ∀ejfj ∈̃f için,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) < ε

ise ϕψ ye f üzerinde esnek süreklidir denir. Farkl�l�k, δ say�s�n�n hesaplanmas�nda

ortaya ç�kmaktad�r:

Esnek süreklilik tan�mda δ say�s� eifi den sonra hesaplanmaktad�r ve bu nedenle

δ, hem ε, hem de eifi esnek noktas�na ba§l� olabilir. Esnek düzgün süreklilikte

ise, δ say�s� eifi den önce hesaplanmaktad�r ve bu nedenle seçilen δ say�s� her eifi
için düzgün süreklilik ko³ulunu sa§lamak zorundad�r. Yani her eifi için ayn� δ
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say�s� al�nabilir ve bu nedenle δ, ε say�s�na ba§l�d�r fakat eifi esnek noktas�ndan

ba§�ms�zd�r.

Bu sebeple bir esnek küme üzerinde esnek düzgün sürklilikten bahsedilebilir ve asla

bir esnek noktada esnek düzgün süreklilikten bahsedilemez.

Uyar� 5.4.4. Esnek düzgün sürekli her fonksiyon esnek süreklidir fakat tersi genellikle

do§ru de§ildir. A³a§�da buna ait bir örnek verilmi³tir:

Örnek 5.4.4. f ve g üzerinde Önerme 5.1.2'de verilen esnek metrik uzaylar tan�mlans�n.

ϕψ : (f, d̃1(eifi , ejfj ) = |aki − akj|) → (gY , d̃2(eifi , ejfj ) = |aki − akj|)

ile verilen ϕψ(aki) = a2
ki kural�na sahip esnek fonksiyon esnek süreklidir fakat esnek

düzgün sürekli de§ildir.

Esnek sürekli oldu§unu göstermek için, ε > 0 ve ∀eifi ∈̃f için δ > 0 verildi§inde

d̃1(eifi , ejfj ) < δ ko³ulunu sa§layan ∀ejfj ∈̃f al�ns�n. ||aki| − |akj|| ≤ |aki − akj| < δ

olur. Buradan, −(|aki| − |akj|) < δ ve |akj| < δ + |aki| olur.

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = |a2
ki − a2

kj|)

= |a2
ki − akiakj + akiakj − a2

kj|

= |aki(aki − akj) + akj(aki − akj)|

6 |aki||aki − akj|+ |akj||aki − akj|

|akj| = c0 olmak üzere δ ≤ min{ ε
2|aki|

, ε
2c0
} olur. O halde,

|aki||aki − akj|+ |akj||aki − akj| < |aki||aki − akj|+ c0|aki − akj|

< |aki| ε
2|aki|

+ c0
ε

2c0
= ε

O halde ϕψ esnek süreklidir.

Esnek düzgün sürekli olmad�§�n� göstermek için, esnek düzgün sürekli oldu§unu

kabul edelim. ε > 0, δ > 0 için d̃1(eifi , ejfj ) < δ ko³ulunu sa§layan ∀eifi , ejfj ∈̃f için,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = |a2
ki − (aki + akj)

2|)

= |a2
ki − (a2

ki + 2akiakj + a2
kj)|

= |a2
ki − a2

ki − 2akiakj − a2
kj|

= | − 1||2akiakj|
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olur. ϕψ esnek düzgün sürekli oldu§undan,

| − 1||2akiakj| < ε

kal�r. Buradan,

2|aki||akj| < ε

ve

|akj| <
ε

2|aki|
= δ

olur. δ, hem ε, hem de aki ye ba§l� oldu§undan ϕψ esnek düzgün sürekli olamaz.

Tan�m 5.4.4. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve ∀eifi ∈̃f olsun. ∀ejfj ∈̃f için sup d̃(eifi , ejfj )

say�s�na eifi esnek noktas�n�n d̃ esnek metri§inde esnek çap� denir ve δd̃(eifi ) ile

gösterilir.

Teorem 5.4.6. (f, d̃1) ve (g, d̃2) iki esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler denktir:

i. ϕψ esnek düzgün süreklidir.

ii. ε > 0 için ∃µ > 0 vard�r öyle ki, δd̃1(eifi ) ≤ µ ko³ulunu sa§layan ∀eifi ∈̃f için

δd̃2(ϕψ(eifi )) ≤ ε olur.

�spat . (i)⇒ (ii) : ϕψ esnek düzgün sürekli olsun. ∀ε > 0, ∃µ > 0 için δd̃1(eifi ) < µ

ko³ulunu sa§layan ∀eifi ∈̃f için δd̃1(eifi ) ≤ µ oldu§undan ∀ekfk ∈̃f için,

sup d̃1(eifi , ekfk ) ≤ µ

olur. ϕψ esnek düzgün sürekli oldu§undan, ∀eifi , ekfk ∈̃f için,

δd̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ekfk )) ≤ ε

kal�r. ∀ejfj , ejfj ∈̃ϕψ(eifi ) için,

d2(ejfj , ejfj ) ≤ ε
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olur. Buradan,

sup d̃2(ejfj , ejfj ) ≤ µ

elde edilir. Bu da esnek çap tan�m� oldu§undan,

δd̃2(ϕψ(eifi )) ≤ ε

elde edilir.

(ii)⇒ (i) : ∀eifi , ekfk ∈̃f için, δd̃1(eifi ) < µ oldu§undan,

sup d̃1(eifi , ekfk ) ≤ µ

olur. (ii) önermesinden,

δd̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ekfk )) ≤ ε

kal�r. O halde,

sup d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ekfk )) ≤ ε

olur. Buradan,

δd̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ekfk )) ≤ ε

elde edilir. O halde ϕψ esnek düzgün süreklidir.

Önerme 5.4.2. Herhangi (f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylar� için ϕψ : SE(U)→

SK(V ) esnek izometri fonksiyonu f üzerinde esnek düzgün süreklidir.

�spat . ϕψ bir esnek izometri oldu§undan ∀eifi , ejfj ∈̃f için,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃1(eifi , ejfj )

özelli§ine sahiptir. ∀ε > 0 için δ = 0 olmak üzere eifi , ejfj ∈̃f için d̃1(eifi , ejfj ) < ε

oldu§unda,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃1(eifi , ejfj ) < ε

oldu§undan, ϕψ esnek düzgün süreklidir.

Tan�m 5.4.5. (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek

fonksiyon olsun. ∀eifi ∈̃f için,

ϕψ(eifi ) = eifi
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oluyorsa, ϕψ esnek fonksiyonuna esnek birim fonksiyon denir. Özel olarak if ile

gösterilir.

Önerme 5.4.3. Bir esnek metrik uzay üzerinde tan�ml� esnek birim fonksiyon,

esnek düzgün süreklidir.

�spat . (f, d̃) bir esnek metrik uzay ve ϕψ bir esnek birim fonksiyon olsun. ϕψ nin

tan�m�ndan ∀eifi , ejfj ∈̃f için,

d̃(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃(eifi , ejfj )

olur. O halde, ε > 0 verildi§inde δ = ε seçilerek,

d̃(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = d̃(eifi , ejfj ) < δ

sa§land�§�ndan ϕψ esnek düzgün süreklidir.

Önerme 5.4.4. Herhangi bir esnek sabit fonksiyon esnek düzgün süreklidir.

�spat . (f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylar ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir esnek

sabit fonksiyon olsun. Bu durumda ∀eifi , ejfj ∈̃f ve ef ∈̃g için

ϕψ(eifi ) = ϕψ(ejfj ) = ef

olur. Bu nedenle daima,

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )) = 0

d�r. O halde ε > 0 verildi§inde ∀eifi , ejfj ∈̃f için δ herhangi bir pozitif say� olarak

seçilebilece§inden ϕψ esnek düzgün süreklidir.

5.4.3 Esnek Homeomor�zm Dönü³ümü

Bir esnek metrik uzaydan bir ba³ka esnek metrik uzaya tan�ml� esnek sürekli bir

esnek fonksiyon verildi§inde, e§er varsa esnek ters fonksiyonun süreklili§ini ara³t�rma

ihtiyac� do§maktad�r. Bu da esnek homeomor�zm dönü³ümünün tan�mlanmas�na

yard�mc� olmaktad�r.
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Bu bölümde, esnek metrik uzaylar aras�nda, esnek homeomor�zm tan�mlanarak

çe³itli esnek homeomor�zm örnekleri verildi. Esnek denk metriklerin, varl�klar�n

esnek topolojik özelliklerini koruyan esnek metrikler oldu§u gösterildi. Esnek aç�k

ve esnek kapal� kümeler yard�m�yla, esnek homeomor�zm tan�mlanarak, özellikleri

teoremlerle ispatland�.

Tan�m 5.4.6. (f, d̃1) ve (g, d̃2) esnek metrik uzaylar ve ϕψ : SE(U) → SK(V ) bir

esnek fonksiyon olsun. E§er ϕψ esnek birebir, esnek örten ve esnek sürekli ise ve g

üzerinde esnek sürekli bir ters fonksiyona sahipse, ϕψ ye bir esnek homeomor�zm

denir.

Tan�m 5.4.7. E§er (f, d̃1) esnek metrik uzay�ndan (g, d̃2) esnek metrik uzay� üzerine

en az bir esnek homeomor�zm varsa, f ile g esnek homeomor�ktir ya da esnek

homeomorftur denir. Bu durumda g ye f in esnek homeomorf görüntüsü denir.

Burada esnek üzerine, esnek örten yani ϕψ(f) = g anlam�nda kullan�lm�³t�r.

Uyar� 5.4.5. Esnek homeomor�zmler uzaylar�n esnek topolojik özelliklerini koru-

duklar�ndan esnek topolojik dönü³üm de denilmektedir.

Teorem 5.4.7. Herbir esnek örten olan esnek izometri bir esnek homeomor�zmdir.

�spat . ϕψ, (f, d̃1) esnek metrik uzay�ndan (g, d̃2) esnek metrik uzay� üzerine esnek

örten bir esnek izometri olsun. ∀eifi , ejfj ∈̃f için ϕψ(eifi ) = ϕψ(ejfj ) olsun.

ϕψ(eifi ) = ϕψ(ejfj ) ⇒ d̃1(eifi , ejfj )

= d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(ejfj )

= d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(eifi )

= 0

oldu§undan,

eifi = ejfj

elde edilir. ϕψ esnek birebir ve esnek örten oldu§undan, ϕ−1
ψ tan�ml�d�r.

∀eigi , ejgj ∈̃g için,

d̃1(ϕ−1
ψ (eigi ), ϕ

−1
ψ (ejgj ) = d̃2(ϕψ(ϕ−1

ψ (eigi )), ϕψ(ϕ−1
ψ (ejgj )))

= d̃2(eigi , ejgj )
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oldu§undan ϕ−1
ψ bir esnek izometridir. Örnek 5.4.3'den her esnek izometri, esnek

sürekli oldu§undan ϕψ ve ϕ−1
ψ esnek süreklidir. O halde Tan�m 5.4.6' dan ϕψ bir

esnek homeomor�zmdir.

Uyar� 5.4.6. Her esnek homeomor�zm bir esnek izometri olmak zorunda de§ildir.

A³a§�da buna ait bir örnek verilmi³tir:

Örnek 5.4.5. (f, d̃1) ve (g, d̃2) birer esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

bir esnek fonksiyon olsun. ∀eifi , ejfj ∈̃f, eigi ∈̃g için

ϕψ(eifi ) =
aki

1 + |aki |

³eklinde tan�mlans�n.

∀`∈̃N için uk∈̃fA(e`) olsun.

ϕψ(eifi ) =
aki

1 + |aki|
=

aki
1 + aki

= a′ki

olur. Bu e³itlik aki ye göre çözülürse,

aki
1+aki

= a′ki

⇒ aki = a′ki + akia
′
ki

⇒ aki − akia′ki = a′ki

⇒ aki =
a′ki

1−a′ki

bulunur. Buradan,

ϕ−1
ψ (eifi ) =

aki
1− aki

oldu§undan ϕ−1
ψ esnek süreklidir. Hem ϕψ, hem de ϕ−1

ψ esnek sürekli oldu§undan

ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.

Di§er yandan, uk∈̃fA(ei) ve uk /∈ fA(ej) olsun. Bu durumda, aki = 1 ve akj = 0

olur.

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(eifi )) = | aki
1 + |aki|

−
akj

1 + |akj |
| = |1

2
| = 1

2

olur. Ayr�ca,

d̃1(eifi , ejfj ) = |aki − akj | = |1| = 1
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bulunur.

d̃2(ϕψ(eifi ), ϕψ(eifi )) 6= d̃1(eifi , ejfj )

oldu§undan ϕψ bir esnek izometri de§ildir.

Önerme 5.4.5. f esnek kümesi üzerinde tan�mlanan iki esnek metrik d̃ ve d̃′ ve

bunlar�n ürettikleri esnek topolojiler s�ras�yla, τ̃d̃ ve τ̃d̃′ olsun. if ile esnek birim

fonksiyon gösterilmek üzere, a³a§�daki önermeler denktir:

i. if bir esnek homeomor�zmdir.

ii. τ̃d̃ = τ̃d̃′

�spat . (i) ⇒ (ii) : if bir esnek homeomor�zm olsun. Esnek homeomor�zmler

uzaylar�nesnek topolojik özelliklerini korudu§undan τ̃d̃ = τ̃d̃′ olur.

(ii) ⇒ (i) : τ̃d̃ = τ̃d̃′ olsun. Esnek birim fonksiyon esnek birebir ve esnek örten

oldu§undan tersi tan�ml�d�r.

∀h ∈ τ̃d̃′ için,

i−1
f (h) = h ∈ τ̃d̃′ = τ̃d̃

oldu§undan if esnek süreklidir.

Di§er yandan, ∀g ∈ τ̃d̃ için,

(i−1
f )−1(g) = if (g) = g ∈ τ̃d̃′

oldu§undan i−1
f esnek süreklidir. O halde if bir esnek homeomor�zmdir.

Sonuç 5.4.2. d̃ ve d̃′, f esnek kümesi üzerinde iki esnek metrik olsun. Bu durumda

a³a§�daki önermeler denktir:

i. if bir esnek homeomor�zmdir.

ii. d̃ ve d̃′ esnek denk metriklerdir.

Sonuç 5.4.3. Sonuç 5.4.2'den, esnek denk metriklerin matematik varl�klar�n esnek

topolojik özelliklerini koruyan esnek metrikler oldu§u görülür.
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Teorem 5.4.8. (f, d̃1) ve (g, d̃2) birer esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

esnek birebir ve esnek örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler

denktir:

i. ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.

ii. ∀k ∈ z̃d̃1
için ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

iii. ∀h ∈ z̃d̃2
için ϕ−1

ψ (h) ∈ z̃d̃1

�spat . (i) ⇒ (ii) : ϕψ bir esnek homeomor�zm olsun. Bu durumda ϕ−1
ψ esnek

sürekli oldu§undan ∀k ∈ z̃d̃1
için (ϕ−1

ψ )−1(k) ∈ z̃d̃2
olur. ϕψ esnek birebir oldu§undan,

(ϕ−1
ψ )−1(k) = ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

elde edilir.

Di§er gerektirmeler de, benzer ³ekilde yap�labilir.

Teorem 5.4.9. (f, d̃1) ve (g, d̃2) birer esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U) → SK(V )

esnek birebir ve esnek örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler

denktir:

i. ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.

ii. ∀g ⊆̃ f için ϕψ(g) = ϕψ(g)

�spat . (i)⇒ (ii) : ϕψ bir esnek homeomor�zm olsun. ϕψ esnek sürekli oldu§undan,

Teorem 5.4.4'den,

ϕψ(g) ⊂̃ϕψ(g)

sa§lan�r. Ayr�ca ∀g ⊆̃ f için g⊆̃ f esnek kapal�d�r. ϕψ bir esnek homeomor�zm

oldu§undan ϕψ esnek kapal�d�r. Buradan,

ϕψ(g) ∈ z̃d̃2
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olur. Di§er yandan, g ⊆̃ g oldu§undan, ϕψ(g) ⊆̃ϕψ(g) bulunur. ϕψ(g), ϕψ(g) yi

içeren esnek kapal� kümelerin en dar� oldu§undan,

ϕψ(g) ⊆̃ϕψ(g) ⊆̃ϕψ(g)

bulunur. O halde,

ϕψ(g) = ϕψ(g)

elde edilir.

(ii) ⇒ (i) : ∀g ⊆̃ f için ϕψ(g) = ϕψ(g) ve k ∈ z̃d̃2
olsun. Bu durumda Teorem

5.5.2'den ϕψ esnek süreklidir. ∀k ∈ z̃d̃1
için k = k oldu§undan,

ϕψ(k) = ϕψ(k) = ϕψ(k)

ve buradan,

ϕψ(k) = ϕψ(k)

elde edilir. O halde ϕψ(k) ∈ z̃d̃1
olmal�d�r.

∀k ∈ z̃d̃1
için ϕψ(k) ∈ z̃d̃1

oldu§undan ϕψ esnek kapal�d�r. O halde ϕ−1
ψ esnek

süreklidir. O halde ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.

Teorem 5.4.10. (f, d̃1) ve (g, d̃2) birer esnek metrik uzay ve ϕψ : SE(U)→ SK(V )

esnek birebir ve esnek örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki önermeler

denktir:

i. ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.

ii. ∀h ∈ τ̃d̃1 ⇔ ϕψ(h) ∈ τ̃d̃2

iii. ∀k ∈ z̃d̃1
⇔ ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

�spat . (i) ⇒ (ii) : ϕψ bir esnek homeomor�zm olsun. Bu durumda ϕψ ve ϕ−1
ψ

esnek süreklidir. ∀h ∈ τ̃d̃1 için,

(ϕ−1
ψ )−1(h) ∈ τ̃d̃2
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olur. (ϕ−1
ψ )−1(h) = ϕψ(h) oldu§undan,

ϕψ(h) ∈ τ̃d̃2

elde edilir.

Di§er yandan, ϕψ(h) ∈ τ̃d̃2 olsun. ϕψ esnek sürekli oldu§undan,

(ϕ−1
ψ )−1(h) = ϕψ(k) ∈ τ̃d̃1

olur. esnek birebir oldu§undan,

(ϕ−1
ψ )−1(h) = h

e³itli§i vard�r. Buradan,

h ∈ τ̃d̃1

elde edilir.

(ii)⇒ (iii) : ∀k ∈ z̃d̃1
için f \̃k ∈ τ̃d̃1 olur. (ii) den,

ϕψ(f \̃k) ∈ τ̃d̃2

bulunur. Buradan,

g\̃ϕψ(f \̃k) ∈ z̃d̃2

olur. ϕψ esnek örten oldu§undan,

g\̃ϕψ(f \̃k) = ϕψ(f)\̃ϕψ(f \̃k) = ϕψ(k)

olarak bulunur. Buradan da,

ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

elde edilir.

Di§er yandan, ϕψ(k) ∈ z̃d̃2
olsun. Bu durumda,

g\̃ϕψ(k) ∈ τ̃d̃2
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olur. ϕψ esnek örten oldu§undan,

g\̃ϕψ(k) = ϕψ(f)\̃ϕψ(k) = ϕψ(f \̃k)

elde edilir. O halde,

ϕψ(f \̃k) ∈ τ̃d̃2

bulunur. (ii) den,

f \̃k ∈ τ̃d̃1

ve buradan da,

k ∈ z̃d̃1

elde edilir.

(iii)⇒ (i) : (iii) önermesi sa§lans�n. ∀k ∈ z̃d̃1
için (iii) den,

ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

olur. (ϕ−1
ψ )−1(k) = k ve k ∈ z̃d̃1

oldu§undan, ϕψ esnek süreklidir.

Di§er yandan, (iii) önermesinden, ∀k ∈ z̃d̃1
için ϕψ(k) ∈ z̃d̃2

sa§lan�r. Buradan,

ϕψ(k) = (ϕ−1
ψ )−1(k) ∈ z̃d̃2

bulunur. Esnek kapal�lar�n ters görüntüsü esnek kapal� oldu§undan, ϕ−1
ψ esnek

süreklidir. O halde, ϕψ bir esnek homeomor�zmdir.



6. SONUÇ

Bu çal�³ma, Ça§man ve Engino§lu (2010) taraf�ndan tan�mlanan esnek küme i³lemle-

rine dayal� olarak yap�lm�³t�r. Esnek topoloji, f esnek kümesi üzerine kurulmu³ ve

esnek topolojik uzay, f esnek kümesinin τ̃ esnek topolojisine aitli§i esas al�narak

tan�mlanm�³t�r. Esnek baz tan�mlam�³ ve ayn� esnek küme üzerinde ayn� esnek baza

sahip iki esnek topolojinin birbirine e³it iki esnek topoloji oldu§u gösterilmi³tir.

Esnek alt uzay tan�mlanm�³ ve esnek topolojik uzay�n esnek baz� yard�m�yla alt

uzay�n esnek baz� incelenmi³tir. Esnek alt uzay ile evrensel esnek uzay aras�ndaki

ili³ki sunulmu³tur. Esnek kümenin esnek içi ve esnek kapan�³� tan�mlanm�³ ve temel

özellikleri incelenmi³tir. Esnek sürekli fonksiyon, esnek aç�k fonksiyon ve esnek

kapal� fonksiyon tan�mlanm�³ ve baz� özellikleri incelenmi³tir. Esnek sürekli fonsiyon

yard�m�yla esnek homeomor�zm tan�mlanm�³ ve esnek homeomorf uzaylar aras�nda

esnek kümelerin esnek kapan�³lar�n�n yada esnek içlerinin esnek homeomor�zm

alt�ndaki görüntüleri incelenmi³tir.

Son olarak, esnek nokta yard�m�yla esnek metrik uzay tan�mlanm�³ ve esnek metri§e

dayal� üretilen esnek aç�k kümelerin bir esnek topolojik uzay oldu§u gösterilmi³tir.

Esnek metrik uzayda bir esnek kümenin çap�, bir esnek noktan�n�n esnek kümeye

olan uzakl�§� ve iki esnek kümenin birbirine uzakl�§� tan�mlanm�³ ve baz� özellikleri

incelemi³tir. Esnek topolojik uzayda, esnek aç�k kümeler yard�m�yla tan�mlanabilen

esnek süreklilik, ilk kez esnek nokta yard�m�yla, tan�m ve de§er kümesi esnek metrik

uzaylar içinde olan esnek fonksiyonlarla tan�mlanm�³t�r. Esnek aç�k yuvar ve esnek

kapal� yuvarlar yard�m�yla da esnek süreklilik tan�mlan�p, aralar�ndaki ili³kiler sunul-

mu³tur.

Esnek topolojik uzaylarda tan�mlanamayan, esnek düzgün süreklilik kavram� tan�mlan-

m�³t�r. Neden bir esnek noktada de§il, bir esnek küme üzerinde esnek düzgün

süreklilikten bahsedilebilece§i detayl� bir ³ekilde aç�klanm�³t�r. Ayr�ca, tan�mlar�

benzer görünse de, esnek süreklilik ile esnek düzgün süreklilik aras�ndaki farkl�l�klar

gösterilmi³tir. Esnek düzgün sürekli fonksiyon örnekleri verilerek çe³itli esnek fonksiyon-

larla aras�ndaki ili³ki sunulmu³tur. Esnek metrik uzaylar aras�nda, esnek homeomor�zm
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tan�mlanarak çe³itli esnek homeomor�zm örnekleri verilmi³tir. Esnek topolojik

özelliklerin esnek homeomor�zmler alt�nda korundu§u örneklerle gösterilmi³tir.

Bu çal�³mada incelenen esnek metrik uzaylar haricinde, esnek metrik uzaylar içinde

esnek yak�nsakl�k ve esnek taml�k, esnek normlu vektör uzaylar, esnek Banach

sabit nokta teoremi, esnek ba§lant�l�l�k ve esnek kompakt uzaylar gibi temel metrik

özelliklerin incelenebilece§i dü³ünülmektedir.
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