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TEZ BEYANI
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kurallarina uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin
bagka bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini,
tezin herhangi bir kisminin bu {iniversite veya bagka bir {iniversitedeki bagka bir tez

caligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.
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Bu tez calismasinda, metrik uzay teorisine, esnek kiimeler yardimiyla yeni bir
yaklagim getirilmigtir. Esnek topolojik uzaylarda tanimlanamayan bazi kavramlar
esnek metrik uzayda tanimlanarak yeni sonuclar elde edilmigtir. Bunun igin ilk
olarak, klasik mantigin tanimlayamadigi belirsiz kavramlarin matematiksel olarak
ifade edilmesine olanak saglayan, Molodtsov’un esnek kiime teorisi tanitildi. Sonra,
bir esnek kiime {izerinde tanimlanan esnek topoloji kavrami ve bununla ilgili temel
tanim ve teormeler verildi. Daha sonra, esnek metrik uzaylarin topolojik analizi
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1. GIRIS

Dogruluk degeri goreceli olan kavramlarin matematiksel olarak modellenmek istenmesi,
belirsizlik iceren problemlere ilgiyi artirmigtir. Bu problemleri klasik Aristo mantig
ile modellemek her zaman kolay degildir. Ciinkii klasik matematiksel yaklagimda,
bir varlik ya bir kiimenin elemanidir ya da degildir. Giinliik hayatta sikca kullanilan
giizel ev, soguk hava, mutlu insan, vb. ifadeler kisiden kigiye gore degistigi icin

kesinlik icermezler.

Belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade edilebilmesi amaciyla her gecen giin
yeni teoriler ortaya atilmaktadir. Bilinen en énemli teorilerden bazilari; bulanik
kiimeler (Zadeh, 1965), yaklagimli kiimeler (Pawlak, 1982) ve esnek kiimelerdir
(Molodtsov, 1999).

Esnek kiime teorisi, Molodtsov tarafindan, belirsizlikle baga cikmak icin matematiksel
bir arag olarak ortaya atilmigtir. Bu teori kullanilarak, karar verme problemleri, bilgi
sistemleri, cebirsel yapilar, optimasyon teorisi ve matematiksel analiz gibi belirsizlik
iceren bircok alanda ¢aligmalar yapilmisgtir. Giiniimiizde de ekonomi, sosyal bilimler,

miihendislik gibi pekcok alanda esnek kiime teorisinin cesitli uygulamalari ¢cahisilmaktadar.

Bu tez calismasinda, ilk olarak, klasik mantigin tanimlayamadigi belirsiz kavramlarin
matematiksel olarak ifade edilmesine olanak saglayan, Molodtsov’'un esnek kiime
teorisi tamitildiktan sonra, bir esnek kiime {izerinde tanimlanan esnek topoloji kavrami
ve bununla ilgili temel tanim ve teormeler verildi. Daha sonra, esnek metrik uzaylarin
topolojik analizi yapilarak esnek acik ve esnek kapali yuvar, esnek siirekli ve esnek
diizgiin siirekli fonksiyonlar, esnek homeomorfizm doniigiimii tanimlandi ve aralarindaki

iligki aragtirildi.



1.1 Literatiir Ozetleri

Belirsiz tipteki problemlerin ¢dziimii icin, aralik matematigi, olasilik teorisi, bulanik
kiimeler teorisi, yaklagimli kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi farkli teoriler
geligtirildi. Bu teoriler arasinda, en goze carpanlardan birisi, Zadeh (1965)’in bulanik
kiimeler teorisidir. Bir bulanik kiime onun iiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanabilir.
Herbir 6zel durumda iiyelik fonksivonu kuruldugu i¢in son derece bireyseldir. Bu

nedenle, iiyelik fonksiyonu ingaasindan bagimsiz bir kiime teorisine ihtiya¢ duyulmustur.

Bu ihtiyac1 kargilamak amaciyla esnek kiime teorisi, Molodtsov (1999) tarafindan
belirsizlikle baga cikmak icin bir matematiksel arac olarak ortaya atildi. Esnek kiime
teorisi, bulanik kiime ve sezgisel bulanik kiime teorilerinin aksine reel degerli bir
fonksiyon yerine bir se¢im fonksiyonuyla belirsizligi ortadan kaldirmay: amaclamaktadar.
Molodtsov (1999, 2004) siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi, yoneylem
arastirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali, olasilik teorisi, 6l¢iim teorisi gibi

bir ¢ok alana esnek kiime teorisini basariyla uygulamigtir.

Son zamanlarda matematigin bir¢ok alaninda esnek kiime teorisi {izerinde ¢caligmalar
yapilmigtir. Maji ve ark. (2002, 2003), Pawlak (1982)’in yaklagimli kiime teorisi
yardimiyla, bir karar verme probleminde esnek kiimenin uygulamasini sundu ve
esnek kiimelerde bazi iglemleri tanimladi. Xiao ve ark. (2003) esnek kiime temelli
hesaplama metodu iizerine bir ¢aligma yapti. Chen ve ark. (2003) esnek kiimelerde
parametre indirgemesi iizerine bir ¢aligma yapti. Maji ve ark. (2004) bulanik
esnek kiimeler {izerinde yaptiklari caligmadan sonra sezgisel bulanik esnek kiime
teorisini ortaya attilar. Mushrif ve ark. (2006), esnek kiime temelli siniflandirmalar
baglikli bir makale yayimladi. Molodtsov ve ark. (2006) tarafindan, esnek kiime
teorisi {izerine dayali bir analiz geligtirerek, esnek say1, esnek tiirev, esnek integral
gibi kavramlar tamitti. Yang ve ark. (2009) aralik degerli bulanik esnek kiime
kavramini tanimlayarak bu yeni kiimenin kesigim, birlesim ve De’morgan gibi temel
kiime iglemi 6zelliklerinin sagladigimi gosterdi. Aygiinoglu ve Aygiin (2009) bulanik
esnek kiime kavramini tanimladi ve baz1 dzellikleri inceledi. Ayrica bulanik esnek

fonksiyon ve bulanik esnek homomorfizma tanimlarina yer verdi.



Esnek kiimelerin cebirsel 6zellikleri de ¢aligilmaktadir. Aktag ve Cagman (2007)
esnek gruplarin yeni bir tanimini vererek, bazi temel 6zelliklerini elde etti. Sonra,
Feng ve ark. (2008) esnek yari halkayr tanimlayip temel 6zelliklerini incelediler.
Jun (2008) esnek BKC/BCI cebirlerini tanimladilar. Yine Jun ve ark. (2008)
BCK cebirlerindeki degismeli ideallere esnek kiime teorisini uyguladilar. Daha
sonra Park ve ark. (2008) esnek W .S-cebirlerini incelediler. Jun ve Park (2008)
BCK/BCI cebirlerindeki ideallere esnek kiime teorisini uyguladilar. Sun ve ark.
(2008) esnek modiiller iizerine bir ¢alisma yaptilar. Jun ve Kim (2009) Pseudo
d-cebirlerini tanimladilar. Jun ve ark. (2009) esnek kiime teorisini d-cebirlerine
uyguladilar. Jun ve ark. (2009) BC K-cebirlerinin esnek p-ideallerini incelediler.
Jun ve Park (2009) Hilbert cebirlerinde esnek kiimelerin uygulamalarmi aragtirdilar.
Jun ve ark. (2010) bulanik esnek kiime teorisini BC K/ BC'I-cebirlerine uyguladilar.
Acar ve Tanay (2010) esnek halka kavramini tamimladilar. Zhan ve Jun (2010)
bulanik kiimelere dayali olarak esnek BL-cebirlerini tanimladilar. Atagiin ve Sezgin
(2011) cisimlerin, halkalarin ve modiillerin esnek yapilar iizerinde ¢aligtilar. Inan ve
Oztiirk (2011) bulanik esnek halka ve bulanik esnek modiilii tanimladilar. Sezgin ve
Atagiin (2011) esnek ve normal esnek gruplar iizerine bir ¢aligma yaptilar. Yamak
ve ark. (2011) hiper yapilar iizerine bir ¢ahgma yaptilar. Yang (2011) bulamk esnek
yarigrup ve bulanik esnek ideal kavramlarim literatiire kazandirdi. Zhou ve ark.

(2011) sezgisel bulanik esnek yarigruplari tanimladilar.

Maji ve ark. (2001), bulanik esnek kiimeleri tanimladi. Aktag ve Cagman (2007)
esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklagiml kiimelerin ilgili kavramlariyla karsilagtirda.
Daha sonra Cagman ve Enginoglu (2010), tiimleyen ve fark isleminde ortaya ¢ikan
bazi problemler nedeniyle esnek kiime iglemlerini yeniden tanimladilar. Aygilinoglu
ve Aygiin (2009) bulanik esnek kiime kavramini tanimladi ve bazi 6zellikleri inceledi.
Ayrica bulanik esnek fonksiyon ve bulanik esnek homomorfizma tanimlaria yer
verdi. Yang ve ark. (2007) bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak,
bulanik esnek kiimeler yoluyla karar verme problemini analiz etti. Majumdar ve
Samanta (2008) bulanik esnek kiimelerde benzerlik 6l¢iimiinii ortaya atti. Kong
ve ark. (2008) ile Xiao ve ark. (2009), bulanik esnek kiime iizerine dayal baz
yaklagimlart konu alan bir ¢aligma yapti. Kong ve ark.(2008) ile Xiao ve ark.

(2009), bulanik esnek kiime iizerine dayali bazi karar verme yaklagimlariyla ilgili bir



caligma yapti. Majumdar ve Samanta (2010) genellegtirilmig bulanik esnek kiime
tanimini yaptilar ve bazi 6zelliklerini incelediler. Bahsi gecen calismada kara verme
probleminde ve tibbi tan1 probleminde genellestirilmig bulanik esnek kiimelerin bir

uygulamasini sundular.

Esnek kiime teorisinin uygulamalarnyla ilgili; Maji ve ark. (2001, 2002) bulanik
esnek kiime kavramini ortaya atip bir karar verme probleminde esnek kiimelerin bir
uygulamasimi gelistirdi. Yang ve ark. (2004), esnek kiimeler ve yaklagimh kiimelere
dayali klinik teshisin karar analizi ve indiiksiyon baglikli bir makale yayimladilar.
Chen ve ark. (2005) ile Kong ve ark. (2008) Xiao ve ark. (2005) ile Pei ve Miao
(2005), esnek tabanh bilgi sistemleri iizerine galigmalar yaptilar. Daha sonra bu
kavramlar Kovkov ve ark. (2007) tarafindan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere
uygulandi. Aralik degerli sezgisel bulanik esnek kiime kavrami Jiang ve ark. (2010)
tarafindan tanmtildi ve bir karar verme problemine uygulandi. Feng ve ark. (2010)
karar vermeye dayali bulanik esnek kiimeye ayarlanabilir yaklagim tanimini verip
bir uygulama sundular. Ayrica Feng ve ark. (2010) aralik degerli bulanik esnek
kiimeye dayali karar verme icin seviye esnek kiimelerinin kullanilmasini 6énerdiler ve
uygulamasima yer verdiler. Roy ve Maji (2007) bir karar verme probleminde bulanik

esnek kiimeleri kullandi ve yeni bir yéntem onerdi.

Cagman ve Enginoglu (2010), esnek kiimeler yardimiyla esnek matrisi tanimlayip bir
optimum deger bulma probleminde karar verme algoritmasi gelistirdiler. Daha sonra
Cagman ve ark. (2010) bulanik parametreli bulanik esnek kiimeleri ve iglemlerini
tanimladilar ve bu kavrama dayali bir karar verme metodu geligtirdiler. Feng
ve ark. (2010) aralik degerli bulanik esnek kiimelere dayali olarak seviye esnek
kiimelerinin karar vermede uygulanmasimi verdiler. Kharal ve Ahmad (2011), esnek
kiime siniflar {izerinde tanimh esnek fonksiyon kavramini ortaya atip temel 6zelliklerini
incelediler ve esnek fonksiyonlar yardimiyla bir karar verme metodu 6nerdiler. Cagman
ve Enginoglu (2011), bulanik esnek kiime teorisi ve uygulamalar1 ve F'P esnek kiime

teorisi ve uygulamalar1 baglikl iki makale yayimladilar.

Molodtsov ve ark. (2006) tarafindan, esnek kiime teorisi iizerine dayal bir analiz

geligtirerek, esnek sayi, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramlar formiile edildi. Bu



analiz, Kovkov ve ark. (2007) tarafindan optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere

uygulandi.

Bulanik kiime teorisinin ortaya atilmasindan sonra Cahng (1968) tarafindan bulanik
topolojik uzaylar tanimlandi. Daha sonra Lowen (1976) bulanik topolojik uzaylar
ve bulamk kompakthk kavramimi geligtirdi. Coker (1996) sezgisel bulamk esnek
topolojik uzaylara giris adli caligmasiyla sezgisel topoloji kavramini ilk kez ortaya
atmig oldu. Esnek kiimelerin tammlanmasindan sonra Cagman ve ark. (2011)
esnek topoloji kavramini tanimlayip temel 6zelliklerini incelediler. Sonra Shabir
ve Naz (2011) tarafindan esnek topolojik yapilar iizerine bir ¢aligma yayimlandi.
Daha sonra Aygiinoglu ve Aygiin (2011) esnek topolojik uzaylar {izerine bir makale
vayumladilar. Ardindan Zorlutuna ve ark. (2011) ve Min (2011) esnek topolojik
uzaylar iizerine temel bazi sonuclar ortaya koymuslardir. Ayrica Roy ve Samanta
(2011) ve Tanay ve Kandemir (2011) bulamk esnek topolojik uzaylar ve bulamk

esnek kiimelerin topolojik yapisi iizerine ¢aligmalarini yayimladilar.

Giiniimiizde de, esnek kiime teorisi ve onun uygulamalar: {izerine yapilan caligmalar

hizla gelismektedir.

1.2 Materyal ve Metot

Metrik uzaylar ilk defa Frechet (1906) tarafindan doktora tezi galigmasi ile tamtilmigtir.
Metrik uzaylarin topolojisi, fonksiyonel analizin temelini olugturur ve reel eksen
iizerinde gecerli olan sonuclar: genellegtirir. Klasik analizin bir¢ok dalini birlegtirdigi

icin 6nemli bir teori olarak bilinmektedir.

Bu tez calismasinda, metrik uzay teorisine, esnek kiimeler yardimiyla yeni bir
yaklagim getirilmigtir. Esnek topolojik uzaylarda tanimlanamayan bazi kavramlar

esnek metrik uzayda tanimlanarak yeni sonuclar elde edilmigtir.



Bu tez ¢aligmasina baglarken, esnek kiimeler ile ilgili Molodtsov (1999, 2004), Maji
ve ark. (2001, 2002, 2003), Maji ve ark. (2004), Yang ve ark. (2004), Chen ve
ark. (2005), Kong ve ark. (2008), Xiao ve ark. (2005), Pei ve Miao (2005), Mushrif
ve ark. (2006), Kovkov ve ark. (2007), Yang ve ark.(2009), Aygiinoglu ve Aygiin
(2009), Feng ve ark. (2010), Feng ve ark. (2010), Jiang ve ark. (2010), Aktas ve
Cagman (2007), Roy ve Maji (2007), Yang ve ark. (2007), Majumdar ve Samanta
(2008, 2010), Kong ve ark.(2008), Xiao ve ark. (2009), Cagman ve Enginoglu (2010,
2011), Babitha ve Sunil (2010), Gong ve ark. (2010), Feng ve ark. (2010, 2011),
Qin ve Hong (2010), Jiang ve ark. (2010), Feng ve ark. (2011) ve Kharal ve Ahmad
(2011) gozden gegirildi. Daha sonra esnek topoloji ile ilgili Shabir ve Naz (2011),
Aygiinoglu ve Aygiin (2011), Zorlutuna ve ark. (2011), Min (2011), Roy ve Samanta
(2011) ve Tanay ve Kandemir (2011) kaynaklar incelenmistir.

Bu tez calismast alt1 boliimden olugmaktadir. Ilk béliimde literatiir ozelliklerd,
meteryal ve method aciklanmistir. ITkinci boliimiinde esnek kiime teorisi ile ilgili
temel kavramlar ve esnek iglemler iizerine yapilan teorik caligmalar, sonraki béliimlerde

verilen yeni tanimlarin daha iyi anlagilmasi i¢in detayli bir gekilde verilmigtir.

Ugiincii boliimde Zorlutuna ve ark. (2011) tarafindan tamimlanan esnek nokta ve
esnek aitlik kavramlari verilmistir. Ayrica, parametre kiimesi ve nesne kiimesi
sonlu olan bir esnek kiimenin esnek nokta sayisi1 berlirlenmis ve esnek kiimenin
esnek noktalarinin esnek birlesimi olarak yazilabildigi gosterilmigtir. Esnek nokta
matris formunda yazilarak, baz egitlik ve egitsizlikler elde edilmistir. Klasik kiime
teorisinde esitsizlik olan bazi sonuclarin, esnek kiime teorisinde esitlik olarak elde
edildigi gosterilmigtir. Bu sonuglar tezin, "Esnek Metrik Uzaylar" boliimiinde kullanil-

muigtir.

Dordiincii boliimde, bir esnek kiime iizerinde tanimlanan esnek topoloji tanitilmigtir.
Esnek acik kiime ve esnek kapali kiimelerin tanim ve teoremlerine yer verilerek
ozellikleri incelenmigtir. Siralama bagintisi tanimlanarak esnek topolojiler kargilagti-
rilmigtir. Ayni esnek kiime iizerinde taniml iki esnek topolojik uzaymn kesisimlerinin
de yine ayni esnek kiime iizerinde bir esnek topoloji oldugu gosterilmigtir. Fakat,

iki esnek topolojik uzaymn birlesimlerinin yine ayni esnek kiime {izerinde bir esnek



topoloji olmak zorunda olmadig1 gésterilmigtir. Tanmimlanmig olan esnek baz kavrami-
nin temel Ozellikleri incelenerek, esnek topolojik uzaylarla bazlar1 arasindaki iligki
gosterilmigtir. Boliim 4.3’de tamimlanmig olan esnek alt uzay topolojisi ile ilgili
ozellikler tamitilmigtir. Bir esnek kiimenin esnek kapanigi ve esnek i¢i tanimlanip
temel 6zellikleri aragtirilmigtir. Aralarindaki iligki teoremlerle ispatlanmigtir. Esnek
alt uzay ile esnek evrensel uzay arasindaki iligkiler teorem ve érneklerle gésterilmistir.
Ayrica bir esnek topolojik alt uzayin, esnek alt uzayr tanimlanmigtir. Bu uzayin,
diger iki list uzaylan ile iligkisi aragtirilmistir. Bu konu iizerine, tez icerisinden,
"Soft Topological Subspaces" baglikli bir makale hazirlanmigtir. Boliim 4.4’de ise,
tanimlanmis olan esnek icin ve esnek kapanigin temel &zelliklerine yer verilmistir.
4.5.boliimde, esnek acik kiimelerle tanimlanan, esnek siirekli fonksiyon, esnek kapal
kiimeler yardimi ile tanimlanmistir. Ayrica, esnek baz ve esnek alt baz yardimyla,
esnek siirekliligin yeni bir karaktarizasyonu verilmigtir. Boliim 4.6’da gesitli esnek
topolojik yapilar iizerinde esnek siirekli fonksiyonlarin 6zellikleri incelenmistir. Tanim
ve deger kiimeleri degistirilerek esnek siirekli fonksiyon 6zelliklerinin korunup korunma-
dig1 aragtirilmigtir. Boliim 4.7’de iki esnek topolojik uzay arasinda tanimlanan esnek
acik, esnek kapali ve esnek homeomorfizm doniisiimlerinin temel 6zelliklerine yer

verilmigtir.

Besinci boliimde, esnek nokta ve esnek aitlik kullanilarak tanimlanan esnek metrik
ve esnek metrik uzayin temel 6zelikleri aciklanmigtir. Ayrica, esnek metrik 6rnekleri
verilip, esnek metrik uzaylarin uygulamalar: sunulmugtur. Boéliim 5.2’de tanimlanan
esnek acik yuvarin temel &zellikleri aciklanmistir. Esnek kapali yuvar ve esnek
kiire kavramlar: tanimlanmigtir. Esnek agik yuvar ve esnek kapali yuvar arasindaki
iligki teoremlerle verilmistir. Ayrica, esnek acik yuvarlar yardimiyla, esnek metrik
uzaylarin esnek Hausdorff 6zelligi tanimlanmigtir. Tanimlanan esnek sinirh ve esnek
sinirsiz kiimelerle ilgili 6rnekler verilmistir. Ardindan, esnek metrik uzayda bir
esnek kiimenin ¢api, bir esnek noktanin esnek kiimeye uzakligi ve iki esnek kiime

arasindaki uzakhgin temel 6zelliklerine yer verilmigtir.

Boliim 5.3’de esnek metrik uzaylarin esnek topolojik analizi yapilmigtir. Tanimlanan
esnek acik yuvarin, esnek metrik icinde esnek agik kiime oldugu gosterilmigtir.

Esnek acik kiimelerin esnek birlesim ve esnek kesigiminin de esnek agik oldugu



ispatlanmigtir. Buradan her esnek metrik uzayin, iizerinde tanimh esnek metrige
gore bir esnek topolojik uzay oldugu gosterilmistir. Esnek metrik topolojisi tanimla-
narak, esnek agik yuvar ve esnek kapali yuvarlarin 6zellikleri incelenmigtir. Esnek
denk metrikler tanimlanarak, esnek denkligin, varliklarin, esnek topolojik 6zellikleri
koruyup, esnek metrik ozellikleri korumak zorunda olmadigi gosterilmigtir. Son

olarak, esnek izometri tanimlanmigtir.

5.4.1’de esnek topolojik uzayda, esnek acik kiimeler yardimiyla tanimlanabilen esnek
siireklilik, ilk kez esnek nokta yardimiyla, tanim ve deger kiimesi esnek metrik
uzaylar icinde olan esnek fonksiyonlarla tanimlanmistir. Esnek acik ve esnek kapali
kiimeler yardimiyla da esnek siirekliligin ayr1 bir karaktarizasyonu verilmigtir. Cesitli

teorem ve sonuclarla, esnek siirekli fonksiyon 6zellikleri incelenmigtir.

Boliim 5.4.2°de diizgiin siireklilik kavrami tanimlanmigtir. Neden bir esnek noktada
degil, bir esnek kiime iizerinde esnek diizgiin siireklilikten bahsedildigi detayli bir
sekilde aciklanmistir. Ayrica, tanimlar: benzer goriinse de, esnek siireklilik ile esnek
diizgiin siireklilik arasindaki farkliliklar aragtirilmigtir. Esnek diizgiin siirekli her
fonksiyonun esnek siirekli oldugu fakat tersinin genellikle dogru olmadigi 6rnekle
gosterilmigtir. Esnek ¢ap yarimiyla, esnek diizgiin siirekliligin yeni bir karaktarizasyo-
nu verilmistir. Esnek izometri, esnek birim ve esnek sabit fonksiyonun esnek diizgiin

siirekli oldugu gosterilmigtir.

5.4.3’de, esnek metrik uzaylar arasinda, esnek homeomorfizm tanimlanarak cesitli
esnek homeomorfizm 6rnekleri verilmigtir. Esnek denk metriklerin, varliklarin esnek
topolojik o6zelliklerini koruyan esnek metrikler oldugu gosterilmistir. Esnek agik
ve esnek kapali kiimeler yardimiyla, esnek homeomorfizm tanimlanarak, ozellikleri

teoremlerle ispatlandi.

Shabir ve Naz (2011)"in yaptig1 tanimda esnek topolojik uzay, nesne kiimesi iizerine
kurulmugtur. Ayrica esnek topolojik uzay olma sartlarinda, sonlu esnek kesigim
ve keyfi esnek birlesimin esnek topolojiye aitligi yani sira, esnek evrensel kiimenin
de esnek topolojiye aitigi sart1 vardir. Zorlutuna ve ark. (2011), aym parametre

kiimesine sahip esnek kiimeler i¢in Shabir ve Naz (2011)’in ¢ahgmasindaki esnek



topoloji tanimina paralel bir tamim yapmiglardir. Bu tez caligmasinda digerlerinden
farkli olarak esnek topoloji, bir esnek kiime iizerine kurulmustur. Ayrica esnek
nokta ile ilgili uygulamalar yapilarak, klasik kiime teorisinde yer alan egitsizliklerin,
esnek nokta yardimiyla egitlige doniigebilecegi gosterilmistir. Bu egitlikler esnek
metrik uzaylar icinde kullanilarak, esnek metrik uzay orneklerine yer verilmigtir.
Genel topolojide sik¢a kullanilan, ayrik metrik uzay ve dogal metrik uzay, esnek
kiime teorisi yardimiyla ilk kez tanimlanmigtir. Esnek metrik uzaylarda esnek
nokta yardimiyla esnek siireklilik ve esnek diizgiin siireklilik kavramlar ilk kez

tanimlanarak aralarindaki iligki aragtirilmis gesitli sonuclar elde edimistir.



2. ESNEK KUMELER

Bu tez calismasinda tanimlanacak olan esnek topoloji ve esnek metrik, esnek kiimeler
tizerine kurulacagindan, bu béliimde esnek kiimeler teorisi detaylh bir sekilde verilecektir.
Ayrica esnek fonksiyon hakkinda tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel tanim

ve teoremlere yer verilecektir.

Bu béliim boyunca Karatag (2012), Cagman ve Enginoglu (2010), Maji ve ark.
(2003) ve Molodtsov (1999)’un ¢aligmalarinda yer alan tanim ve teoremler baz

alinacaktir.

Calisma boyunca U baglangi¢ evrenini, F parametreler kiimesini ve P(U) da U

evreninin kuvvet kiimesi olarak kabul edilecektir.

2.1 Esnek Kiimeler

Tanim 2.1.1. U ve E bogtan farkli herhangi iki kiime olmak {izere
f:E—=PU)

kiime degerli fonksiyonuna U ve E {izerinde bir esnek kiime denir. Buna goére bir f

esnek kiimesini
f= {(e,f(e)) e € E}

bi¢iminde ikililer kiimesi olarak yazabiliriz (Molodtsov, 1999).

(alisma boyunca, U evrenseli ve E parametre kiimesi iizerinde taniml tiim esnek

kiimelerin kiimesi Sg(U) ile gosterilecektir.

Ornek 2.1.1. Bir sirketin eleman alimi icin yaptigi ilanin neticesinde bagvuran

adaylarin kiimesi U = {uq, ug, ug, ug, us } olsun. Bu girket eleman alminda, “deneyim”,

MY

“bilgisayar bilgisi”, “ gen¢ yas” ve “yiksek 6grenim” parametrelerini dikkate alsin. Bu
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parametreleri ¢ = 1,2, 3,4 olmak {izere sirasiyla e; ile isimlendirirsek, parametreler
kiimesi £ = {ey,es,€3,e4} olur. Bu sirketin eleman alim komisyonunda, ii¢ kisi

bulunsun. Bu komisyon iiyelerinin degerlendirmelerinin sirasiyla

fler) = {ug,uq}
flea) =0

fles) = {ur,uq,us}
fles) = {us,us}
gler) = {ur,us, uq}
glea) = {ur,us}
gles) = 0

glea) = {un,ug,uz, us}
hier) = 0

hies) = 0

h(es) = {ug,us, uys}
hiey) = U

biciminde oldugu kabul edilirse, bunlarin olusturacagi f, g ve h esnek kiimeleri

sirasiyla

f = {(61,{uQ,u4}),(es,{ul,U4,U5})(e4,{U3,U5})}
g = {(61,{U1,U3,U4}),(62,{U1,U3})(e4,{ul,uz,Uz,,us})}
h = {(63,{u2,U3,U4}),(64,{U}>}

olarak bulunur (Gagman and Enginoglu , 2010).

Burada oldugu gibi, bundan sonra da, goriintiisii bog kiime olan elemanlar esnek

kiime icinde gosterilmeyecektir.

Tanim 2.1.2. Her e € F i¢in f(e) = ) oluyorsa f esnek kiimesine bog esnek kiime

denir ve @ ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanmim 2.1.3. Her e € E igin f(e) = U oluyorsa f esnek kiimesine evrensel esnek

kiime denir ve Ug ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
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Tanim 2.1.4. f,g € Sg(U) olsun. Eger her e € E igin f(e) C g(e) oluyorsa f
esnek kiimesine g esnek kiimesinin alt esnek kiimesi denir ve fCg seklinde gosterilir

(Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 2.1.5. f,g € Sg(U) ise

109 = {1(€)Ug(e) e € B}

esnek kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek birlegimi denir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Tanim 2.1.6. f,g € Sp(U) ise

fAg = {f(e)ng(e) e € B}

esnek kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek kesigimi denir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Uyar1 2.1.1. Iki esnek kiimenin esnek birlesimlerinde veya esnek kesisimlerinde
bu iki esnek kiimede olmayan siral ikililer olabilir. Agagidaki érnek bu durumu

gostermektedir.

Ornek 2.1.2. U = {uy, uy, uz} ve E = {e}, 5} olsun.

[ = {(617{%»“2}7(627{“1})}
g = {(€1>{U27U3}7(€27{U3})}

olarak tanimlanirsa
109 = {(e1,0), (€2, {m,us}) } ve g = {(en, {wa}) }

olur. Dolayisiyla (e, U), (e1, {ua}) ve (e, {ur,us}) ikililerinin hicbiri f ve g esnek

kiimelerine ait degildir.

Tanim 2.1.7. f,g € Sg(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin esnek fark:

f§9={f(e)\g(e):eeE}

seklinde tammmlanir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
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Tamim 2.1.8. f € Sg(U) ise
fe= {f(e)czee E}
esnek kiimesine f esnek kiimesinin esnek tiimleyeni denir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Uyar: 2.1.2. Esnek kiimenin esnek tiimleyeni taniminda, her e € E i¢in f(e)¢ =

U\ f(e)dir. Ayrica (f°)° = f ve ®¢ = Uy, esitlikleri saglanmaktadir.

Ornek 2.1.3. E = {ey, e, €3, €4} ve U = {uy, uy, us} olsun. f, g ve h esnek kiimeleri

agagidaki gibi tanimlansin.

= o). e )
3 = (e (. 0). (s )}
h = {(63,{uQ,U3}),(64,{U1>U3})}

Buradan fCg oldugu aciktir. Ayrica

th = {(61, {Ul}), (62, {Us}), (63, {u2,u3}), (64, {U17U3}>}7

o= {(617{u2>u3})7(€2>{u1au2})7(637U)7(647U)}a
gnh = {(es, {us})}
fOh = @

a\f = {(elj{uz}),(62,{U17U2})7(637{U3})}

olarak bulunur.

Teorem 2.1.1. f € Sg(U) i¢in,

L fOf=f

i fO0d = f
i, fOUg = Ug
iv. fOf°=Upg

(Cagman ve Enginoglu, 2010).
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Teorem 2.1.2. f € Sg(U) igin,

i fof=1f
i fAd =@
iii. fAUR = f

iv. fOfé=2a

(Cagman ve Enginoglu, 2010).

Teorem 2.1.3. f,g,h € Sg(U) igin,

i. fUg=gUf
ii. (fUg)Uh = fU(gUh)

iii. fO(gNh) = (fUg)N(fUR)

(Gagman ve Enginoglu, 2010).

Teorem 2.1.4. f, g, h € Sg(U) igin,

i. fhg=gnf

(Cagman ve Enginoglu, 2010).

Teorem 2.1.5. f,g,h € Sg(U) olsun.

saglanir.

i (fNg)®=g°0f°

Esnek kiimelerde De Morgan kurallar
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i (f0g)° = g°Pf°

(Cagman ve Enginoglu, 2010).

Teorem 2.1.6. {f;}ic; € Sp(U) igin,

i. (ﬁie[fi)c = OielfiE
ii. (Oielfl)é = ﬁie]fié

(Zorlutuna ve ark., 2011).

Tamim 2.1.9. f € Sg(U) esnek kiimesinin esnek kuvvet kiimesi
P(f)={fiCf:iel}

seklinde tammlanir. (Cagman ve ark. 2011).

Eger U ve E kiimeleri sonlu ise, f’nin esnek kuvvet kiimesinin eleman sayisi
’75(]0)’ — 92 cer f(e)

olur. Burada, |f(e)| ile f(e) esnek kiimesinin eleman sayisi gosterilmigtir.

Ornek 2.1.4. U = {uy,us, us} ve E = {e;, 5} olsun. f € Sp(U) esnek kiimesi

f={(ex,{u1, us}), (€2, {ua, us})}
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seklinde tanimlansin. Buradan

fi = {(

fo = {(er, {uz })}

fs = {(er,{ur, ua})},

fo = {(e2, {u2})},

fs = {(e2,{us})},

fo = {(e2, {uz, us})},

fr = {ler,{w}), (2, {ua})},
fs = {ler, {w}), (e2,{us})},
fo = {( , (€2, {uz, us})},
fio = A{( (€2, {u2})},
fin = {(er, {ua}), (e, {us})},
fiz = {(e1,{u2}), (e2, {uz, us})},
fis = {(er, {ur, u2}), (e2, {ua})},
fie = {(er, {ur, u2}), (e2, {us})},
fis = f,

fie = @

—

esnek kiimeleri, f esnek kiimesinin biitiin esnek alt kiimeleridir. Béylece |P(f)| =

21 = 16 olur (Cagman ve Enginoglu, 2010).

2.2 Esnek Fonksiyon

Tanmim 2.2.1. Sg(U) ve Sk(V), sirasiyla U ve V kiimeleri tizerinde tanimlanmig, £
ve K parametre kiimelerine sahip tiim esnek kiimelerin kiimeleri olsun. ¢ : U — V
ve 1 : B — K iki fonksiyon olmak iizere, agagidaki sartlari saglayan ¢, : Sg(U) —

Sk (V') fonksiyonuna esnek fonksiyon denir.
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i. X C E olmak iizere, her k; € K igin f € Sx(U) esnek kiimesinin ¢, esnek

fonksiyonu altindaki goriintiisii

Ueicomreynx (f(ei), 71 k)N X #0
9, Y (k)N X =0

wy(f)(k;) =

olarak tanimlanir.

ii. Y C K olmak {izere, her ¢; € E igin g € Sy (V) esnek kiimesinin ¢, esnek

fonksiyonu altindaki ters goriintiisii

olarak tamimlanir.

(Kharal ve Ahmad, 2011).

Tamim 2.2.2. ¢, @ Sg(U) — Sk(V) bir esnek fonksiyon olsun. Eger ¢ ve 1
fonksiyonlar1 bire bir ise ¢, esnek fonksiyonuna esnek bire bir fonksiyon denir.
Eger ¢ ve 1 fonksiyonlar orten ise ¢, esnek fonksiyonuna esnek orten fonksiyon

denir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Tamim 2.2.3. ¢, : Sg(U) — Sk(V) bir esnek fonksiyon olsun. Eger ¢ ve
fonksiyonlar1 esnek sabit ise ¢, esnek fonksiyonuna esnek sabit fonksiyon denir

(Zorlutuna ve ark., 2012).

Ornek 2.2.1. U = {uy, ug, us, us}, V= {v1,v9,v3, 04}, E = {e1,e9,€3,e4} ve K =
{k1, ko, k3} olmak iizere ¢ : U — V ve ¢ : E — K fonksiyonlar

o(ur) =v1 P(er) = ko
o(ug) =vs  P(ea) = ko
o(us) =v1  P(es) = ki
o(ug) = vy P(es) = k3
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seklinde tammmlansin. Ayrica, X = {ej,es} € E ve Y = {ky,ko} C K i¢in f €
Sx(U) ve g € Sy(U) olmak iizere,

Fo= {(en {w}), (e, {ur,ui}) } € Su(U)
g = {(n{e20}), (o fus}) | € Sic(V)

esnek kiimeleri verilsin. ¢~ (k;) = {e3} ve ¥ (ky) = {ey, €2} oldugundan

eu(f)(k1) = ©(f(es))
= @({u1’u4})
= {v1,v2}

eu(f)(ke) = @(fler) U fle2))
= o({u2} UD)
= {w}

bulunur. Béylece

eu(F) = { (k. {or,v2}) (koo {va}) §

elde edilir. Ayrica
vy (9)(er) =

vy (9)(e2) =

90;1(9)(63) =

oldugundan

py(9) = {(es,{uQ,m})}
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elde edilir (Zorlutuna ve ark., 2012).

Teorem 2.2.1. ¢y, : Sp(U) = Sk (V) bir esnek fonksiyon ve X C E olsun. f,g €

Lopy(®) =0

ii. pu(Ug)CK (py esnek drten oldugunda esitlik saglanir.)

iil. @y (fUg) = @yu(f)0¢py(9)

iv. 0u(fN9) Sy (f)Npy(g) (py esnek bire bir oldugunda esitlik saglanir.)

v. Bger fCqgise wu(f)Cou(g)

(Aygiinoglu ve Aygiin, 2011).

Uyar: 2.2.1. Teorem 2.2.1 iv."de ¢, esnek fonksiyonunu esnek bire bir degil ise

esitlik olmaz. Bu durum, agagidaki ornekte goriilmektedir.

Ornek 2.2.2. U = {uy,u9,us} ve V.= {v1, v} nesne kiimeleri, F = {e1, e,¢e3} ve

K = {ky, ko, k3} parametre kiimeleri olsun. ¢ : U — V ve ¢ : E — K fonksiyonlari

seklinde tanimlansin. f ve g esnek kiimeleri

[ = {(61,{U17U2}),(62,{U2,U3})}
g = {(62,{u1,u2}),(63,U)}

seklinde olsun. ¢y : Sg(U) — Sk (V') esnek fonksiyonu igin
pu(fg) = { (R, {e2}) |

ve

O ERCR R
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oldugundan

eu(f09) Sy (f)Ney(9)

elde edilir.

(Zorlutuna ve ark., 2012)

Teorem 2.2.2. ¢y : Sp(U) — Sk (V) bir esnek fonksiyon ve Y C K olsun. f,g €
Sy(V) igin,

i ¢, (K)CUp
i, ¢,'(f0g) = ¢, ' (f)0¢," (9)
iv. 0, (fg) = ¢, ()N (9)

v. Eger fCgise ¢,,'(f)Cepy' (9)

(Aygiinoglu ve Aygiin, 2011).

Teorem 2.2.3. ¢, : Sp(U) = Sk (V) bir esnek fonksiyon, X C E' ve Y C K olsun.
feSx(U) ve g e Sy (V) igin,

i. féapqzl (¢4(f)) (py esnek bire bir oldugunda esitlik saglanir.)

i, py (@il(g))ég (py esnek orten oldugunda esitlik saglanir.)

iii. (9% = (v,(9))"

¢

iv. ¢, esnek bire bir érten fonksiyon ise ¢y (f) = (vu(f))

(Zorlutuna ve ark., 2011).



3. ESNEK NOKTA VE ESNEK AITLIK

Bu béliimde Zorlutuna ve ark. (2011) tarafindan tanimlanan esnek nokta ve esnek
aitlik kavramlar: verilecektir. Daha sonra, parametre kiimesi ve nesne kiimesi sonlu
olan bir esnek kiimenin, esnek nokta sayisi hesaplanacaktir. Ayrica, bir esnek

kiimenin, esnek noktalarinin esnek birlesimi olarak yaziligh gosterilecektir.

3.1 Esnek Nokta ve Esnek Aitlik

Tamim 3.1.1. f € Sg(U) olsun. Bir e € E i¢in f(e) # () ve her ¢ € E \ {e} i¢in
f(€) =0 ise, f esnek kiimesine Sg(U)’da bir esnek nokta denir ve e ile gosterilir

(Zorlutuna ve ark., 2011).

Tanmim 3.1.2. g € Sg(U) ve e, Sp(U)’'da bir esnek nokta olsun. Her e € E i¢in
f(e) C g(e) ise es esnek noktasi g esnek kiimesine esnek aittir denir ve ey€g seklinde

gosterilir (Zorlutuna ve ark., 2011).

Ornek 3.1.1. U = {uy,uy,us, us} ve E = {e1, e, e3} olsun. f € Sp(U) esnek

kiimesi

f= {(eh {U1,U4}), (62, {U2,U4}), (63, {U17U2,U3})}

seklinde tanmimlansin. e = e; olarak verilirse,

ef = {(61, {ul})}

esnek noktasi f esnek kiimesine esnek aittir ve e;€ f olur (Zorlutuna ve ark., 2011).

Teorem 3.1.1. F ve U sonlu olsun. f € Sg(U) ve f(e) esnek kiimesinin eleman

sayis1 |f(e)| olmak iizere, f esnek kiimesinin biitiin esnek noktalarimin sayisi

Z(Qlf(E)\ —1)

eeE

toplamina egittir (Zorlutuna ve ark., 2011).
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Uyar1 3.1.1. f € Sg(U) olsun. e € E icin |f(e)| > 1 ise, e parametresi ile
birden fazla esnek noktanin olusturulabilecegi aciktir. Bu durum asagidaki 6rnekte

goriilmektedir.

Ornek 3.1.2. Ornek 3.1.1'de e; parametresi icin

(elf)1 = (e, {w})
(elf)z = (elv {u4})
(e1,), = (ers{ur,ua})

seklinde ii¢ farkli noktadan biri esnek nokta secilebilir. Benzer sekilde e; parametresi

icin de {i¢ noktadan biri esnek nokta olabilir.

(62f)1 = (62,{u2})
(e2), = (€2, {ua})
(e2,)y = (e {ua,wa})

Ayrica, es parametresi icin 23 — 1 = 7 tane noktadan biri esnek nokta olabilir. Bu

esnek noktalar

(es;) (
(es;) (e
(es,) (
<e3f)4 = (es, {ul,u2})
(es,) (
(es;) (
(es;) (

€3 5 €3, {u17u3})
€3r)g — 637{U2,U3})
63f 7 = €3, {u17u27u3}>

seklindedir.

Uyar1 3.1.2. f € Sg(U) ve e;,e; € E olsun. Esnek nokta tammindan e;, =

ej, ancak ve ancak e; = e; ve f(e;) = f(e;)'dir. e; # e; i¢in e;; # e;, oldugu
agiktir. Buna karsin e;, # e;, olmasi e; # e; olmasim gerektirmez. Ornek 3.1.2°de
(elf)l = (61, {ul}) ve (elf)2 = (el, {u4}) esnek noktalari e; parametresi ile yazilmig

olmalarina karsin farkhdirlar.

Teorem 3.1.2. Bir esnek kiime tiim esnek noktalarinin esnek birlegimi olarak

yazilabiir. (Zorlutuna ve ark., 2011).
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Ornek 3.1.3. f = {(61, {ul,uz}), (62, {UQ,Ug})} esnek kiimesi verilsin. Bu esnek

kiimenin tiim esnek tek nokta kiimeleri

{(en)} = {(en{w})}
{(ey,),} = {(er {ua})}
{(e)st = {(en{uuad)}
{(e2),} = {lez {ua})}
{(e2),} = {(e{us})
{(e2y)s; = {(e2 {uaus})}

seklindedir. Buradan

oldugu aciktar.

Teorem 3.1.3. f,g € Sg(U), X C E ve Vf;, f; € Sx(U) olsun. Her e;, €f icin
ei; €9 ise fCgdir (Zorlutuna ve ark., 2011).

3.2 Esnek Nokta ile Ilgili Uygulamalar

Bu boliimde, esnek nokta, matris formunda yazilarak, bazi egitlik ve esitsizlikler
elde edilmistir. Boylece ilk kez esnek noktalara ait uygulamalar sunulmugtur. Bu

sonuclar tezin ilerleyen béliimlerinde kullanilacaktir.

Tanim 3.2.1. E = {ej,ey,...} ve U = {uy,usy, ...} i¢in f € Sg(U) olsun. Buradan,

f asagidaki gibi bir matris formunda gosterilebilir.

ol fle) fled) --- Jfleg) - fle)

Uy 11 12 s ayj ce a4

U2 21 22 te A2; ce a2

U Qr1 Qrg e Qrj T Qi
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Burada matrisin her bir elemam

17 U € f(EZ)

0, up ¢ fler)

Ay =

seklinde tamimlanmaktadir.

ei;» Sp(U) iizerinde bir esnek nokta olsun. Benzer sekilde e;, 'in matris formunda
gosterimi agagidaki gibi olur.

Ciy, fi(e:)

Uy ay;
U2 A2
um aml

t-nci stitun harig¢ diger tiim siitunlardaki elemanlar esnek nokta tanimi geregi 0’dir.

Boylece, ey esnek noktasinin matris formu tanimlanmig olur (Karatag, 2012).

Tezin bu boéliimiinden, 4. bdliime kadar yer alan onermelerde, Tanim 3.2.1’de
tanimlanan ey esnek noktasinin matris formu kullanilacaktar.
Bu 6nermelerin ispatlari, reel sayilar kiimesinde mevcut oldugundan, burada gosteril-

meyecektir.

Onerme 3.2.1. Her k € N icin,
|agi + ak;| = |aki| + |ax;|

esitligi saglanir.
Tamim 3.2.2. Onerme 3.2.1°de verilen esitlige esnek mutlak deger esitligi denir.

Onerme 3.2.2. Her k € N ve p > 1 icin,

n n n
C Z|a;ﬂ-+akj|l7: \ Z|aki|p+ \ Z|akj|p
k=1 k=1 k=1
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esitligi saglanir.
Tamim 3.2.3. Onerme 3.2.2°deki esitlige Minkowski esnek esitligi denir.

Onerme 3.2.3. Her k € N icin,
lag; — arj| < |ak; — aks| + |aks — ak;

esitsizligi saglanir.

Tanim 3.2.4. Onerme 3.2.3’de verilen esitsizlige esnek {icgen esitsizligi denir.



4. ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu béliimde, bir esnek kiime iizerinde tamimlanan esnek topolojiyle ilgili temel

ozelliklere yer verilecektir.

4.1 Esnek Topoloji

Tanim 4.1.1. & # X C E ve f € Sx(U) olsun. 7 = {g;}ies ile f in bir esnek alt
kiimeler ailesi verilsin. Eger 7 ailesi agagidaki aksiyomlar: saglarsa, 7 ya f iizerinde
bir esnek topoloji veya esnek topolojik yapi; (f, 7) ikilisine esnek topolojik uzay; 7

nin elemanlarma (f,7) nin esnek agk alt kiimeleri denir.

i & fer,
11 {gi}iel g T ise Uig[gi S 7:7

i, {g;}7, C Fise ()ygi €7

(Cagman ve ark, 2011).

Ornek 4.1.1. Ornek 2.1.4’de tamimlanmus f esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri
gozoniine almsin. 7 = {®, f, fo, fi1, fi3} esnek kiime ailesi f iizerinde bir esnek

topolojik yap1 olusturur.

Teorem 4.1.1. Her esnek kiimenin esnek kuvvet kiimesi, o esnek kiime iizerinde
bir esnek topolojik yapi olugturur. Bu yapiya, f iizerinde olugturulan ayrik veya en

ince esnek topolojik yapi denir ve 7! ile gosterilir. (Cagman ve ark, 2011).

Teorem 4.1.2. (f,{®, f}) ikilisi f iizerinde bir esnek topolojik yapidir
(Cagman ve ark, 2011).

Bu yapiya, f iizerinde kurulan ayrik olmayan veya en kaba topolojik yapi denir ve

70 ile gosterilir.
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Teorem 4.1.3. f esnek kiimesi iizerinde olusturulan tiim esnek topolojilerin ailesi

{7 }ier ile gosterilsin. 4,7 € I olmak iizere,
ile verilen ve "<" ile gbsterilen siralama bagintisina "daha kabali olma bagintisi"
denir ve "<" bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat . i Viel icin 7; C 7; oldugundan 7; < 7; olur. O halde yansima &zelligi

saglanir.

ii. 4,7 € I'icin 7; < 7; ve 7; < 7; olsun. Buradan 7; C 7; ve 7; C 7; elde edilir.

7; = 7; oldugundan, ters simetri ozelligi saglanir.
iii. 4,5,k € I'icin ; < 7; ve T; < 7 olsun. 7; C 7; ve 7; C 7, oldugundan 7; C 7
bulunur. Buradan 7; < 7 elde edildiginden, gegigme 6zelligi saglanir.

Tanim 4.1.2. f esnek kiimesi {izerinde olusturulan tiim esnek topolojilerin ailesi

{T; }ier ile gosterilsin. i, 7 € I olmak iizere,

i. Eger 7; < 7; ise 7; esnek topolojisi 7; esnek topolojisinden daha incedir denir.

ii. Eger 7; < 7; ise, 7; esnek topolojisi 7; esnek topolojisinden kesin daha incedir

denir.

iii. Eger 7; < 7; veya 7; < 7; ise, 7; ve 7; esnek topolojilerine karsilastirilabilir esnek

topolojiler denir.

Ayrica, bir esnek kiime iizerinde kurulabilecek en basit esnek topoloji 7° esnek
topolojisidir. Benzer sekilde en ince esnek topoloji de 7! esnek topolojisidir (Cagman

ve ark, 2011).

Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1’de tamimlanan f tizerindeki esnek topolojiler goz Gniine
almsin. 70 C 71, 7 C 7 ve 7 C 7! kapsamalar acikca goriilmektedir. Buradan 7!

esnek topolojisi 70’dan daha incedir ve 7 esnek topolojisi de 79’dan daha incedir.
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Tanim 4.1.3. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. g € Sg(U) igin ¢° € 7T ise, g
esnek kiimesine 7 esnek topolojisine gore esnek kapah (yada kisaca esnek kapal)

kiime denir (Cagman ve ark, 2011).

(f,7) esnek topolojik uzaymdaki tiim esnek kapalilarin kiimesi £ ile gosterilecektir.

Teorem 4.1.4. Bir esnek topolojik uzayda

i. Evrensel esnek kiime, bir esnek kapali kiimedir.
ii. Esnek kapali kiimelerin esnek kesisimi de esnek kapali kiimedir.

iii. Sonlu sayida esnek kapali kiimenin esnek birlesimi de esnek kapal kiimedir

(Cagman ve ark, 2011).

Uyar1 4.1.1. Ug esnek kapahdir. Ciinkii U, = ® € 7 dir. Fakat ® ve f esnek
kiimelerinin esnek kapali kiimeler olmasi gerekmemektedir. Asagida buna ait bir

ornek verilmigtir:

Ornek 4.1.3. Ornek 2.1.4’de tammlanmus f esnek kiimesi iizerinde kurulan 7 =

{D, f, fa, f11, f13} esnek topolojisi gz 6niine alinsin. Burada,

f6 = {(617 {Ug}), (627 {ul})} ¢ T
ve
O =Ug¢7
oldugundan f ve ® esnek kapali kiime degildir.

Teorem 4.1.5. (f,71) ve (f,72) iki esnek topolojik ise (f,71 N 72) de bir esnek
topolojik uzaydir (Cagman ve ark, 2011).

Uyar: 4.1.2. (f,71) ve (f, 72) birer esnek topolojik uzay olmalarima ragmen (f, 7, U
75)’'nin de bir esnek topolojik uzay olmas1 gerekmez. Agagidaki drnek bu durumu

gostemektedir.
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Ornek 4.1.4. U = {uy, ug, us} ve E = {ey, e, 5} olmak fizere,

= {(en ). (e o)}
(ex, {ua}) }

(e1, {uz}). (e {ua}) }

(

f
g =
h
m 61,{U1,u2}) (62,{7«02})}

I
N

esnek kiimeleri icin

7:1 = {q),f,g,h,m}

f esnek kiimesi {izerinde bir esnek topolojidir. Eger

n = {(61,{u1})}
po= {(er{u). (e fuw}) }
r = {(61, {ul,u2}), (62, {u3})}

ise
Ty = {®7fanap7r}

de f iizerinde bir esnek topolojidir. Fakat (f,7; U 75) bir esnek topolojik uzay
degildir. Ciinkii; hemen goriilecegi gibi

gUn = {(61, {ul,ug})} ¢ 7 UT

dir.

4.2 Esnek Topolojik Uzayin Esnek Bazi

Tamim 4.2.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve B C 7 olsun. Eger 7 esnek
topolojisindeki her esnek acik kiime B kiimesindeki baz esnek acik kiimelerin esnek

birlegimi olarak yazilabiliyorsa B kiimesine 7 esnek topolojisinin bir esnek bazi denir.



30

(f,7) bir esnek topolojik uzay ve B = {g;}ic;r bu esnek topolojik uzaym bir esnek

bazi ise, herhangi bir h € 7 icin

h= UjngIgj

seklinde yazilacaktir (Cagman ve ark, 2011).

Ornek 4.2.1. Ornek 4.1.1’de tammlanms 7 esnek topolojisi géz 6niine alnsin.

B={®, fs, fu1, fis}

kiimesi 7 esnek topolojisi icin bir esnek bazdir.

Ornek 4.2.2. (fx,7') esnek topolojik uzay1 verilsin. Buradan, her e; € X parametresi

icin olugturulan tiim esnek tek nokta kiimelerinin kiimesi

B - {(6if')}jeA

olsun. Bu durumda B, 7! icin bir esnek bazdir.

Teorem 4.2.1. (f,71) ve (f,T2) iki esnek topolojik uzay olsun. B, 7; ve 7 esnek
topolojileri i¢in ayr1 ayr1 birer esnek baz ise 71 = 75’dir.

Ispat . Herhangi bir g € 7; verilsin. B, 7; icin bir esnek baz oldugundan,

9= Uhieéhi

olarak yazilir. 5’, ayni zamanda 7, icin de bir esnek baz oldugundan g € 7, olur. O

halde 7, C 75 elde edilir. Benzer sekilde 75, C 77 elde edileceginden 71 = 75 dir.

Teorem 4.2.2. (f,71) ve (f, %) iki esnek topolojik uzay olsun. B, ve B, sirasiyla
bu iki esnek topolojik uzayin iki esnek bazi ve Bl - 5’2 ise 71 C 7p'dir.
Ispat . B, C B, olsun. Herhangi bir g € 7 igin

9= Uhieél i

olarak yazilir. l’;’l - 5’2 kapsamasindan

9= Uhiéég hi
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elde edilir. By, 7 icin bir esnek baz oldugundan ¢ € 7 olur. Dolayisiyla 7; C 7’dir.

Uyar: 4.2.1. B, f esnek kiimesi iizerinde bir tek esnek topoloji iiretir. Ama esnek
topolojik uzayin esnek bazi tek olmak zorunda degildir. Agsagidaki 6rnek bu durumu

gostermektedir.

Ornek 4.2.3. Ornek 2.1.4de tammlanmig f esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri
gozoniine almsin. 7 = {®, f, fs, fu4, f5, fo, f13, f14} esnek kiime ailesi f iizerinde bir

esnek topolojik yapi olugturur.

By = {(I)7f7f37f47f5}
82 = {(D7f7f37f47f57f6}
By = {9, f, fs, fu, [5, fs, fr3}

(f,7) esnek topolojik uzay1 i¢in birer esnek baz olur.

4.3 Esnek Topolojik Alt Uzay

Bu béliimde, tanimlanmis olan esnek alt uzay topolojisi ile ilgili 6zellikler tanitildi.
Bir esnek kiimenin esnek kapanisi ve esnek ici tanimlandi. Temel 6zellikleri verilerek,
aralarindaki iligki teoremlerle ispatlandi. Esnek alt uzay ile esnek evrensel uzay
arasindaki gecis teorem ve Orneklerle gosterildi. Ayrica bir esnek topolojik alt
uzayin, esnek alt uzayr tamimlandi. Bu uzaym, diger iki iist uzaylan ile iligkisi

aragtirildi.

Teorem 4.3.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve gC f olsun.
T7,={hNg:heT}

kiimesi g iizerinde bir esnek topoloji ve (g, 7,) ikilisi de bir esnek topolojik uzayduir

(Cagman ve ark, 2011).

Tanim 4.3.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve gC f olsun.

7, ={hNg:h e}
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kiimesine g {izerinde esnek alt topoloji ve (g,7,) ikilisine de (f,7) esnek topolojik

uzayimin esnek alt uzayi denir.

Ornek 4.3.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. ¢C f icin

P(f) ise 7 = P(g)

7’:
ve
7~—: {fa(I)} iSG 7:9 = {97@}
olur.

Ornek 4.3.2. Ornek 4.1.1’de tammlanms 7 esnek topolojisi gdzoniine almsin.

g=1fo ve T,=A{D, fs, fr, fo}

icin (g,7,), (f,7) esnek topolojik uzaymnin bir esnek alt uzayidir.

Tanim 4.3.2. (f,7) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzayi (g,7,) ve hCg
olsun. Eger, bir m € 7 i¢in h = mNg oluyorsa h esnek kiimesine, g esnek alt
uzayinda bir esnek acik alt kiime denir.

Bu durumda, 7, nin her elemanina (g,7,) alt uzayinda esnek agiktir denir.

Teorem 4.3.2. (f,7) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzay1 (g,7,) ve hCg
olsun. Eger, h € 7 ise, h € 7, olur (Cagman ve ark, 2011).

Uyar1 4.3.1. Bu teoremin tersi genellikle dogru degildir. Yani, esnek alt uzayda
esnek acik olan her esnek alt kiime, esnek evrensel uzayda da esnek acgik olmak

zorunda degildir. Asagida buna ait bir 6rnek verilmistir:

Ornek 4.3.3. Ornek 4.3.2'de tanimlanmus (g, 7,) esnek topolojisi géz 6niine alnsin.

5 € T, olmasina ragmen fs ¢ 7 dir.
g g

Esnek alt uzayda esnek acik olan esnek alt kiimenin, esnek evrensel uzayda da esnek

agik olma sarti asagidaki teoremle verilmigtir:

Teorem 4.3.3. (f,7) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzay1 (g,7,) ve hCg

olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir:
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i.gerT
ii. 7,C7

Ispat . (i) = (ii) : g € 7 olsun. Vh € 7, alahm. Bu durumda h = mg olacak
sekilde 3m € 7 vardir. g € 7, m € 7 oldugundan h € 7 olur. O halde %géi' bulunur.

Teorem 4.3.4. (f,7) bir esnek topolojik uzay, hCgC f olmak iizere (g, 7,) ve (h, 74)
esnek topolojik uzaylari, (f,7) esnek topolojik uzaymin birer esnek alt uzaylari

olsun. (g,7,) esnek topolojik uzaymin bir esnek alt uzayi, (h, (7,)s) olmak fizere,

T = (Tg)n

olur.

fspat . (i) 7 C (7,)n oldugunu gostermek igin Vw € 7, alalm. Bu durumda
w = wNh olacak gekilde Jw € 7 vardir. Buradan wNg € 7, bulunur. wNg =y
denilirse, (h, (7,)n) € (g,7,) ve y € 7, oldugundan yNh € (7,); olur.

y = wNg oldugundan yNh = wNgNh € (7,) dir.

h C g & h = hNg oldugundan yNh = wnh € (7,), olur. w = wNh € (7,);
oldugundan w € (7,), bulunur. O halde, 7, C (7)), elde edilir.

(ii) (7,)n C 7 oldugunu gostermek igin Vz € (7,), alalim. Bu durumda z = tNh
olacak gekilde 3t € 7, vardir. Buradan ¢ = wNyg olacak bigimde Jw € 7 elde edilir.

z = thh = wNgNh = wNh € 7;, oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.5. (f,7) esnek topolojik uzaymin bogtan farkh iki esnek alt uzayi,

(9,7y) ve (h,7;) olsun. w C hNg olmak iizere,

olur.

Ispat . hAg C h oldugundan 7,, = (7). ve hAg C g oldugundan 7, = (7,), olur.

Buradan, 7, = (74)w = (74)w bulunur.

Tanim 4.3.3. (f,7) bir esnek topolojik uzay, g C f ve (g,7,), f in bir esnek alt

uzay1 olsun. Bu alt uzayn biitiin esnek kapalh alt kiimeler ailesi f , ile gosterilecektir.
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Uyar1 4.3.2. hCgCf icin h € F , esnek kapali kiimesinin (g, 7,) esnek alt uzaymda
alman esnek tiimleyeni (h); ve (f,7) esnek uzaymnda alinan esnek tiimleyeni (h)5

ile gosterilecektir.

Tanim 4.3.4. (f,7) bir esnek topolojik uzay, g C f ve (g,7,), f in bir esnek alt
uzay1 olsun. hCgC f icin eger h € F 4 ise (h)] € 7, dir.

Teorem 4.3.6. (f,7) bir esnek topolojik uzay, g C f ve (g,7,), f in bir esnek alt

uzay1 olsun. hCgC f icin asagidaki 6nermeler denktir:

i. hef,
ii. h = kNg olacak sekilde 3k € F vardir.
Ispat . (i) = (ii) : h € [, olsun. Bu durumda (h); € 7, olur. O halde (h); = wNyg

olacak sekilde Jw € 7 vardir. h = ((h)5)5 = (wNg)§ olarak yazilabilir.

(whg)? = g\(wAg)

o™

w € 7 oldugundan (w)§ € F olur. (w)§ = k denilirse h = kNg olacak bicimde k €
bulunur.

(11) = (i) : h = kNg oldugundan (k)5 = (kNg)§ olur.

(kg)% = g\(kNg)

bulunur. Hipotezden k € F oldugundan (k)§ € 7 olur. Buradan (h); € 7y ve h € F
elde edilir.

Teorem 4.3.7. (f,7) bir esnek topolojik uzay, g C f ve (g,7,), f in bir esnek alt
uzay1 olsun. Eger hCg, h € [ ise h € [ 4 olur.
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Ispat . hCg oldugundan h = hAg yazlabilir. h € F oldugundan Teorem 4.3.6

geregince h € F , bulunur.

Uyar: 4.3.3. Bu teoremin tersi genellikle dogru degildir. Yani, esnek alt uzayda
esnek kapali olan her esnek alt kiime, esnek evrensel uzayda da esnek kapali olmak

zorunda degildir. Asagida buna ait bir 6rnek verilmigtir:

Ornek 4.3.4. Ornek 4.1.1'de tamimlanmis 7 esnek topolojisi gozoniine almsin.
Burada, 7 = {{(e1,U), (e2.U) }. { (e1. {us}), (e2, {un}) o { (er, fuun, us) }.

{(617 {u1,us}), (e, {Ulau2})}> {(el, {us}), (2, {Ulvus})}} olur.

g={(e1,{w}), (e2, {2, us}) | olmak iizere,

7= {09 {(er.{w}). (ea {ua}) J. {(c2 {us}) } } ve

Fo={{(er0). (e2.0) } { (er fun, ), ez {un )} { e fun ) },

{(er {wn,us)). (s, {un,us)) | di

Burada, h = { (e1, {u, us}). (e3, {w,us}) } € 7', fakat b ¢ 7 olur.

Esnek alt uzayda esnek kapali olan esnek kiimenin, esnek evrensel uzayda da kapali

olma gart1 agagidaki teoremle verilmigtir:

Teorem 4.3.8. (f,7) bir esnek topolojik uzay, g C f ve (g,7,), f in bir esnek alt

uzay1 olsun. Bu durumda agagidaki 6nermeler denktir:

i.geF

ii. FyCF
Ispat . (i) = (ii) : g € [ olsun. h € [, alahm. Bu durumda h = kMg olacak
bigimde 3k € F vardir. Ayrica g € F oldugundan h € F olur. O halde F ,CF dir.
(i4) = (i) : (g,7,) bir esnek topoloji oldugundan g € f, ve f,CF oldugundan
g € [ bulunur.

Tanim 4.3.5. (f,7) esnek topolojik uzaymin gercekledigi bir ozellik, bu esnek

uzayin tiim esnek alt uzaylarinda da varsa, bu 0zellige esnek kalitsal 6zellik denir.

Teorem 4.3.9. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve gCf olsun. Eger B, 7 esnek

topolojisinin bir esnek bazi ise

Bg:{hzﬁghz GB,iEI}
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kiimesi 7, esnek topolojisi i¢in bir esnek bazdir (Cagman ve ark, 2011).

4.4 Esnek Kiimenin Esnek igi ve Esnek Kapanisi

Tanim 4.4.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve gCf olsun. ¢ tarafindan esnek
kapsanan biitiin esnek agik kiimelerin esnek birlesimine g esnek kiimesinin esnek i¢i

denir ve ¢g° seklinde gosterilir. Matematiksel olarak g esnek kiimesinin esnek ici

S .
9 = Uhiég,iel hi
h;€7

seklinde tanimlanir (Cagman ve ark, 2011).

Uyar1 4.4.1. g esnek kiimesinin esnek i¢i, g nin esnek olarak kapsadigi en biiyiik

esnek acik kiime olarak ifade edilir ve

¢° = U{hl h; € 7 ve hCg}

ile gosterilir (Cagman ve ark, 2011).

Ornek 4.4.1. (f,7°) esnek topolojik uzayinda herhangi bir ® # ¢C f icin ¢° = ®
dir. Ayrica, (f,7') esnek topolojik uzayinda herhangi bir hC f icin h° = h olur.
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Ornek 4.4.2. Ornek 4.1.1’de tanimlanmus (f,7) esnek topolojik uzaymda tanimh

olan esnek kiimelerin, esnek icleri agagidaki gibidir:

T =9,
3 = J
s = fa
i =9
5 =9
s = @,
=29
s = @,
fs = @
fio = fa
= fu,
o = Jis
fis = Jis
fie = fu,
fis = 1,
fis = @

Teorem 4.4.1. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. g, hC f igin,

1. g°Cyg

ii. g esnek acik kiime ancak ve ancak g = ¢°
iii. f°=7f
iv. (9°)° =y
v. gCh ise g°Ch°
vi. (gNh)° = g°Nh°

vii. g°Oh°C(gUh)°

(Cagman ve ark, 2011).
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Uyar: 4.4.2. Teorem 4.4.1°de verilen (vii) 6zelliginin tersi genellikle dogru degildir.

Agagida buna ait bir 6rnek verilmistir:

Ornek 4.4.3. Ornek 4.4.2°den fe0fe = f, dir. fo0f5 = fi1 ve f& = fi1 olur,
(f2015)° € f5015

oldugundan egsitlik saglanmaz.

Tanim 4.4.2. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve g € Sg(U) olsun. g esnek kiimesini
esnek kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin esnek kesigimine g esnek kiimesinin
esnek kapanigi denir ve g seklinde gosterilir. Matematiksel olarak g esnek kiimesinin

esnek kapanisi

g= ﬁg@hj,iel hi

th‘T‘

seklinde tanimlanir (Cagman ve ark, 2011).

Uyar1 4.4.3. g esnek kiimesinin esnek kapanisi, g tarafindan esnek kapsanan en

dar esnek kapali kiime olarak ifade edilir ve
g= miel{hi thi € 7 ve gCh;}

ile gosterilir.

Ornek 4.4.4. Ornek 4.1.1’de tammlanmis (f,7) esnek topolojik uzaymin esnek

kapalilar ailesi,
= {{(61, U), (e, U)}, {(el, {us}), (e, {ul})}, {(61, {U1,U3})}7
Lo, {ur,us}). (oo, fun o) b { en, ). (e {ur,us)) }}

seklindedir.

Teorem 4.4.2. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. g, h € Sg(U) i¢in,

=F

et

i
ii. gCg

iii. g esnek kapalidir ancak ve ancak g =g
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iv. (9)=9
V. géh ise géﬁ
vi. gUh =gUh

vii. gNhCgNh

(Cagman ve ark, 2011).

Teorem 4.4.3. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. g € Sg(U) igin,

(Cagman ve ark, 2011).

Teorem 4.4.4. (f,7) bir esnek topolojik uzay olsun. g, h € Sg(U) icin,

i. g€ 7ise gC(g°)

ii. ¢°€ 7ise (¢°)Cyg

(Cagman ve ark, 2011).

Teorem 4.4.5. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve g, h € Sp(U) ise g°Uh°C(gUh)*'dir
(Cagman ve ark, 2011).

Teorem 4.4.6. (f,7) bir esnek topolojik uzay ve g, h € Sg(U) olsun. Bu durumda

agagidaki ozellikler vardir:

i gefvehoégéhiseh":g

ii. he [ ve gChCgiseg=nh
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Ispat . g,h € Sg(U) olsun. Buradan

i. gC h oldugundan ¢°C h° ve g € 7 oldugundan ¢° = g olur. Buradan ¢C h°
dir. hoég oldugundan
h®=g

elde edilir.

ii. g Chvehé&f oldugundan g C h = h olur. h C g oldugundan

Ql
Il
>

elde edilir.

4.5 Esnek Siirekli Fonksiyonlar

Bu béliimde, esnek acik kiimelerle tanimlanan, esnek siirekli fonksiyon, esnek kapali
kiimeler yardimi ile tanimlandi. Cegitli esnek topolojik yapilar iizerinde esnek
siirekli fonksiyonlarin 6zellikleri incelendi. Tanim ve deger kiimeleri degistirilerek

esnek siirekli fonksiyon oOzelliklerinin korunup korunmadigr aragtirildi.

Tamim 4.5.1. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sp(U) — Sk (V') bir
esnek fonksiyon olsun. Eger her h € 75 i¢in go;l(h) € 7y ise ¢y, esnek fonksiyonuna

esnek siirekli fonksiyon denir (Aygiinoglu ve Aygiin, 2011).

Burada, X C E ve Y C K igin f € Sx(U) ve g € Sy(U) esnek kiimeleri
iizerinde sirasiyla 7, ve 7o esnek topolojileri tanimlanmigtir. Tezin bundan sonraki

boliimlerinde de bu tanim kullanilacaktir.

Tanim 4.5.2. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y, : Sp(U) — Sk (V') bir
esnek fonksiyon olsun. f esnek kiimesinin tiim esnek kapali esnek alt kiimelerinin
kiimesi [ 1, ¢ esnek kiimesinin tiim esnek kapali alt kiimelerinin kiimesi f 5 olmak
iizere, eger her k € [ 5 icin gpf(k‘) € F1 ise py esnek fonksiyonuna esnek siirekli

fonksiyon denir.
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Teorem 4.5.1. (f,71) ve (g,72) iki esnek topolojik uzay ve ¢, : Sp(U) — Sk (V)

bir esnek fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidaki onermeler denktir:

i. Vh € 75 igin gpll(h) €T

ii. Vk e Fyicin oy (k) € Fy

ispat L=
VEel, & (k)€
S (k) en
< (pl(k)fen
& golzl(k) €F,
d
Vher & (h)Sef,
< (b)) e Fa
& (py'(h)5 e Fa

A ‘P;l(h) €T

Esnek siirekliligin yeni bir karaktarizasyonu asagidaki teoremde verilmigtir:

Teorem 4.5.2. (f,71) ve (g,72) iki esnek topolojik uzay ve ¢, : Sp(U) — Sk (V)

bir esnek fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki 6nermeler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.

ii. VAC [ igin @, (h)Copy(h)
Ispat . (i) = (ii) : @, esnek siivekli olsun. @y (h)EF 5 dir. Buradan, o, (h)EF

olur. Ayrica,

hC oyt (pu(h) C oyt (pu(h)

oldugundan ve h, h yi iceren esnek kapalilarin en kiiciigii oldugundan,

h <oyt (eu(h)

ve buradan da,

wp(h) C oy, (p(h))) C @y (h)
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elde edilir.
(it) = (i) : @y(h) Cpy(h) ve kEF 5 olsun. Bu durumda k = k dir. h = ¢, (k)

olsun.

pu(h) Cou(h) = pulpy' (k) Ch =k
elde edilir ve buradan,

,C oyt (y(h), Coyt(k) =h

I~

bulunur.
hC h oldugundan h = h dir ve boylece h, f icinde esnek kapalidir. O halde Oy

esnek siireklidir.

Teorem 4.5.3. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sp(U) — Sk (V)
bir esnek fonksiyon olsun. By ile S, f esnek uzaymin ve By ile S, de g esnek uzaymin

sirasiyla esnek baz ve esnek alt bazi olmak iizere agagidaki 6nermeler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.
1. VSQ € 52 1@111 SO;I(SQ) c 7:1
iii. VB, € By igin ¢, '(Bs) € 7

Ispat . (i) = (i) : S,C7 oldugundan Tanim 4.5.1 den aciktur,
(i1) = (i) : VBy € B, esnek kiimesinin S, esnek alt bazimm elemanlarmim sonlu

esnek kesigsimi olarak yazildigini biliyoruz; yani [LQCSQ sonlu olmak {tizere

BQ == mSQG[LQ SZ
Hipotezden, V.Sy € [i igin 90;1(52) € 7, dir. Esnek agiklar aksiyomundan
1 | -
ﬂsﬁm% (S2) = ¢y (B2) €T

elde edilir.

(i31) = (i) : Vh € 7 alahm. i’ CB, olmak iizere
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seklinde yazlabilir. VB, € ji’ icin hipotezden go;bl(Bg) € 7, dir ve esnek aciklar
aksiyomu geregince,
-1 e | ~
Up,cw s (B2) = ' (h) € 7

elde edilir ki, bu da ¢, fonksiyonunun esnek siirekli oldugunu gosterir.

Teorem 4.5.4. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sg(U) = Sk (V)

olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.

i. YhCyg igin @ ' (h°)Cley" (h)]°

iii. Yhcyg icin o3 (h) Sy (h)]

Ispat . (i) = (1) : h°Cg esnek acik bir alt kiimedir ve ¢y, esnek siirekli oldugundan
gz);l(ho)éf esnek acik alt kiimedir. Diger taraftan,

h*Ch = @' (h°)Cpyt (h) = Loy (h)]) Cley ()]
elde edilir ki, burada ¢ Y(h°)C f esnek acik oldugundan
[ (B = @ (h°)

olur.

(#1) = (iii) : Y(h);Cg icin hipotezden,

elde edilir. Buradan,

bulunur.
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elde edilir.

iii) = (i) : YVhCg esnek kapaliicin ;' (h)C f in esnek kapali oldugu gosterilmelidir.
Py

Bunun i¢in, hipotezden,

vy (R)Dley ()]

ve h 1 esnek kapaliigindan h = h dir. Buradan,

py (h)Dley ()]

Diger yandan, esnek bir kiimenin esnek kapanigi, o esnek kiimenin iist kiimesi

oldugundan,

(M Cley' ()]

dir. O halde,
py (h) = loy ' (h)]

elde edilir ki, bu da ¢ '(h)C f in esnek kapal oldugunu belirtir.

4.6 Esnek Siirekli Fonksiyonlarla ilgili Bazi Uygulamalar

Bu boliimde, baz1 esnek topolojik yapilar iizerinde esnek siirekli fonksiyonlarin
ozellikleri incelendi. Tanim ve deger kiimeleri degistirilerek esnek siirekli fonksiyon

ozelliklerinin korunup korunmadigr aragtirildi.

Ornek 4.6.1. f iizerindeki 7 esnek topolojisi en ince esnek topoloji ve ¢ tizerindeki
7> esnek yapisi herhangi bir esnek topolojik yap: olduguna gore her ¢, : Sg(U) —
Sk (V') esnek fonksiyonu esnek siireklidir. Gergekten, Vh € 75 alindiginda,

pp (MCf e e i) et =7

olur.

Ornek 4.6.2. (f,{%}icr) ve (g,7) iki esnek topolojik uzay olsun. BEger, Oy

Se(U) = Sk(V) esnek fonksiyonu herbir 7; ye gore esnek siirekli ise (),7; ye gore
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de esnek siireklidir. Gercekten, Yh € 7 icin <p;1(h) € 7; (Vi € I) oldugundan,
py'(h) € ﬂﬁz‘

dir. Boylece, ¢, esnek fonksiyonunun ﬁﬁi ye gore de esnek siirekli oldugu goriiliir.

(Karatag, 2012).

1

Ornek 4.6.3. (f,71) ve (g,7) esnek topolojik uzaylar icin 7, = 7' ise, her Oy -

Sp(U) — Sk(V) esnek fonksiyonu esnek siireklidir. Gercekten, her h € 75 i¢in,
@Jl(h) € 7, olacagindan ¢, esnek siirekli bir fonksiyondur. Buna kargin, 7, = 7°
alimirsa, her h € 75 igin goqzl(h) = f yada goqzl(h) = ® kogulunu saglayan ¢, esnek

fonksiyonlari esnek siirekli olacaktir. (Karatag, 2012).

Ornek 4.6.4. (f,71) ve (g,7) herhangi iki esnek topolojik uzay olmak iizere (o, :
Sg(U) — Sk (V) esnek fonksiyonu esnek siirekli olsun. 7 esnek topolojisi yerine
daha ince olan 7 esnek topolojisi ve T» esnek topolojisi yerine daha kaba olan 75
esnek topolojisi alimirsa, ¢, esnek fonksiyonu yine esnek siirekli kalir. Gergekten,
Vhy; € 75 alahm. 75 C 7» oldugundan Vhj € 7, dir. ¢, esnek fonksiyonunun

esnek siirekli ve 7, C 7] olmasindan go;l(hg) € 7; elde edilir ki, bu da ¢, esnek

fonksiyonunun esnek siirekli oldugunu belirtir.

4.7 Esnek Acik, Esnek Kapali Fonksiyonlar ve Esnek Homeomorfizm

Bu boliimde, iki esnek topolojik uzay arasinda tanimlanan esnek acik, esnek kapali

ve esnek homeomorfizm doniigiimlerinin temel 6zelliklerine yer verildi.

Tamim 4.7.1. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sg(U) — Sk (V)

bir esnek fonksiyon olsun.

i. Her h € 7y i¢in py(h) € T2 ise, ¢, esnek fonksiyonuna esnek acitk fonksiyon

denir.

ii. Her k € F1 igin ¢y (k) € F ise, ¢, esnek fonksiyonuna esnek kapali fonksiyon

denir.
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(Karatag, 2012).

Ornek 4.7.1. (f,71) ve (g, 7») iki esnek topolojik uzay ve @y : Sp(U) — Sk (V) bir
esnek fonksiyon olsun. Eger 7, = 7! ise, ¢, esnek fonksiyonlarinin hepsi hem esnek
kapali hem de esnek agik fonksiyonlardir. Gergekten, her h € 7y igin @, (h) € T ve
Vm € F1 i¢in de py(m) € F 5 olacaktir (Karatag, 2012).

Teorem 4.7.1. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢, : Sp(U) — Sk (V') bir
esnek fonksiyon olsun. Eger ¢, esnek agik ise her b € Sx (U) icin ¢y (h°)C (04 (h)) "dir
(Karatag, 2012).

Teorem 4.7.2. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay, ¢, : Sp(U) = Sk (V) bir
esnek fonksiyon ve B de 7; esnek topolojisi icin bir esnek baz olsun. ©y esnek agik

ise her h € B igin @y (h) € 7'dir (Karatag, 2012).

Tanim 4.7.2. (f,71) ve (g, T2) iki esnek topolojik uzay ve ¢y @ Sp(U) — Sk (V)

! esnek siirekli fonksiyonlar

esnek birebir orten bir fonksiyon olsun. Eger ¢, ve o
ise, py esnek fonksiyonuna esnek homeomorfizm denir. Bu durumda (f, 71) ve (g, 72)

esnek topolojik uzaylarma esnek homeomorf uzaylar denir (Karatag, 2012).

Ornek 4.7.2. 7, = P(f) ve 7 = P(g) olmak iizere, her ¢, : Sp(U) — Sg(V)
esnek birebir 6rten fonksiyon (f,71) ve (g,72) esnek topolojik uzaylari i¢in esnek

homeomorfizmdir.

Teorem 4.7.3. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sp(U) — Sk (V)
bir esnek homeomorfizm ise ¢, esnek fonksiyonu esnek agik fonksiyondur (Karatag,

2012).

Teorem 4.7.4. (f,71) ve (g, 72) iki esnek topolojik uzay ve ¢, : Sg(U) = Sk (V') bir
esnek homeomorfizm ise ¢, esnek fonksiyonu esnek kapali fonksiyondur (Karatasg,

2012).

Teorem 4.7.5. (f,71) ve (g,72) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : Sp(U) = Sk (V)

bir esnek homeomorfizm olsun. Her h € Sg(U) igin, ¢y (h) = @y (h) 'dir (Karatag,
2012).



5. ESNEK METRIK UZAYLAR

Bu boliimde, esnek nokta ve esnek aitlik kullanilarak tanimlanan esnek metrik
ve esnek metrik uzayin temel o6zelikleri agiklandi. Esnek metrik érnekleri verilip,
esnek metrik uzaylarin uygulamalar: sunuldu. Daha sonra, tamimlanan esnek agik
yuvarin, esnek metrik icinde esnek acgik kiime oldugu gosterildi. Buradan her
esnek metrik uzayin, iizerinde tanimli esnek metrige gore bir esnek topolojik uzay
oldugu gosterildi. Ayrica esnek kapali yuvar ve esnek kiire kavramlar: tanimlandi.
Tanimlanan esnek smirli ve esnek sinirsiz kiimelerle ilgili 6rneklere yer verildi.
Ardindan, esnek metrik uzayda bir esnek kiimenin capi, bir esnek noktanin esnek

kiimeye uzakligi ve iki esnek kiime arasindaki uzakhigin temel ozellikleri agikland.

5.1 Esnek Metrik

Bu boéliimde, esnek nokta yardimiyla, bir esnek kiime iizerinde esnek metrik uzay
tammmlanmistir. Ayrica, esnek metrik érnekleri verilip, esnek metrik uzaylarin bazi

uygulamalar1 sunulmustur.

Tanim 5.1.1. ) # X C E, f € Sx(U) ve f : X — P(U) birebir bir fonksiyon
olsun. f;, f;, fs € Sx(U) ve eifi,ejfj,esfséf olmak tizere, f esnek kiime iizerinde

tanimli bir esnek metrik,

i. d(eifi,ejfj) > 0.

i d(e, ejfj) =06 e = e,

i, d(e e, ) = dlej, i)

Iv. d(eifi’ ejfj) < d(eifi ’ esfs> + d<65fs ’ 6jfj>

ozelliklerini saglayan bir

d: fxf—=RTU{0}
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fonksiyondur. Eger d, f iizerinde bir esnek metrik ise o zaman (f,d) ikilisine bir

esnek metrik uzay denir.

Uyar 5.1.1. Esnek metrik uzay aksiyomlarindan (i) diger ii¢ aksiyomun bir sonucudur.

Ctinkii (f,d) bir esnek metrik uzay ise esnek metrik uzay aksiyomlarindan (ii), (iii)

ve (iv) kullanilarak her eifj,ejfj,esfséf i¢in,

yani ci(eifi, ejfj) > 0 bulunur.
Bu nedenle d nin esnek metrik oldugu gésterilirken (i) aksiyomunun gerceklendigi

ayrica gosterilmeyebilir.

Uyar: 5.1.2. Verilen herhangi bir f esnek kiimesi (f bir elemanlh bir esnek kiime
olmadik¢a) birden ¢ok esnek metrige sahip olabilir. Genellikle hangi esnek metrigin
kullanildigr agik olarak biliniyorsa "( f, J) esnek metrik uzay1" yerine " f esnek metrik
uzay1" yazilir. Bu boéliim boyunca, aksi belirtilmedikce f bir esnek metrik uzay

belirtecektir.

Tanim 5.1.2. Herhangi bir esnek metrik uzayimn elemanlar e;, , e;, icin J(eif, ,€5;)
[3 J K J

degerine e;, ile ¢;, ~esnek noktalar arasindaki esnek uzakhk denir. (Karatag, 2012)

Uyar: 5.1.3. (i) aksiyomu, bir esnek noktanin, diger bir esnek noktaya uzakliginin
negatif olamayacagin; (ii) aksiyomu bir esnek noktanin kendisine uzakhiginin sifir
oldugunu; (iii) aksiyomu da e;, esnek noktasinin ¢j;, esnek noktasmna olan uzakhg
ile e; ; esnek noktasmin e;, esnek noktasma olan uzakhgmm ayn oldugunu ifade
eder. ¢;, , €jy; esfséf gibi {i¢ tane esnek nokta alindigi zaman bu ii¢ esnek noktanin
olugturdugu iiggenin bir kenarinin uzunlugu, diger iki kenarin uzunluklari: toplamindan

kii¢iik olmas1 (iv) aksiyomu ile gosterilir.

Tanmim 5.1.3. (iii) aksiyomuna 6zel olarak esnek simetri; (iv) aksiyomuna da 6zel

olarak esnek iicgen egitsizligi aksiyomu denir.

Tezin bu boliimiinden, Bolim 5.27 ye kadar verilen esnek metrik uzay ile ilgili
onermelerde, F/ ve U kiimelerinin sayilabilir sonsuz elemanl kiimeler olduklar1 kabul
edilecektir. Ayrica, bu énermelerin ispatinda Tanim 3.2.1’de yapilan tanim dikkate

alinacaktir.
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Onerme 5.1.1. Veifi,ejfjéf icin,

. 0, ap = aiy,
d(eifiv ejfj) -
1, aki # ag;

olarak tanmimlanan d esnek fonksiyonu f iizerinde bir esnek metriktir.

Ispat . Veifi,ejfj,esfséf ve Vk € N igin,
(i) ari = ax; ise J(eifi,ejfj) = 0 ve ay; # ai; ise J(eifi,ejfj) = 1 > 0 oldugundan
saglanir.
(ii) ar; = ag; ise J(eifi,ejfj) = (0 ve tersine cZ(eifi,ejfj) = 0 ise ay; = ax; oldugundan
saglanir.
(iii) ax; = ax; ise d(eifi,ejfj) =0= d(ejfj,eifi) ve ag; # ay; ise d(eifi,ejfj) =1=
d(e; ;. €j;.) oldugundan esnek simetri 6zelligi saglanir.

i J
(iv) ax; = ag; olsun. (i) den d(eifi,ejfj) = O,d(eifi,esfs) =0 ve d(esfs,ejf]_) =0
oldugundan

d(eifi s ejfj) =0 S J(eifi s esfs) + d(esfs s ejfj)

saglanir. Diger taraftan, eger ay; # ay; ise d(eifi, ejfj) =1 olur. J(eifi,esfs) =1 ve

d(esfs,ejfj) = 1 oldugundan,

d(eifi’ejfj) < dleig,, es,) +dlesy,, ejfj)

esnek iicgen esitsizligi aksiyomu saglanir.

Tanmim 5.1.4. Onerme 5.1.1 de tanimlanan (f, J) esnek metrik uzayina esnek ayrik

veya esnek diskret metrik uzay adi verilir.

Onerme 5.1.2. Veifi,ejfjgf ve Vk € N olmak iizere,
di(eiy,, €5,,) = lari — ax;]

ile taniml JH, f esnek kiimesi {izerinde bir esnek metrik belirtir.

Ispat . (i), (ii), (iii) aksiyomlar acik oldugundan (iv) 6zelligini gostermemiz yeterli

olacaktar.
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(iv) Ve, ejfj,esfséf ve Vk € N igin,

di((€iy,s ¢5,,) = lari — ans| = [(ars — ars) = (ars — ary)|

< |ag; — aks| + |ags — ar;|

= dj (i, e5p,) +dy(esy g,
elde edilir.

Tanim 5.1.5. Onerme 5.1.2 de tammlanan (f,d||) esnek metrik uzayma esnek

dogal (ahigilmig, standart) metrik adi verilir.
Onerme 5.1.3. Veifi,ejfjéf ve Vk € N olmak iizere,

n

di(eiy ej,) =D lari — ail

k=1

esnek metrigi ile f esnek kiimesi bir esnek metrik uzaydir.

Ispat . (i) Mutlak deger negatif olamayacagindan,

ezf,ejf Z\am—akj|>0

olur.

(i) d(esy, e5,) = 0 & Y0 lar — ap| =0
V1 <k<n,|ag —agj] =0
SVI<k<n,ay—ag =0

S VL <k<n a,;=ag

& ey =€y
(iii) di (e, e5,) = Doy laws — arg| = 2o g — il = daley, eiy,).

(iv) di(eiy,se,,) = Yo laws — argl = 300, ani — ans) + (ans — ary)|

ve onerme 3.2.3’den,

=2 et ki — ans| + |ags — k]

= (jl(eifi,esfs) + czl(esfs,ejfj)

elde edilir. O halde d; fonksiyonu f iizerinde bir esnek metriktir ve (f,d;) bir esnek

metrik uzaydir.
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Onerme 5.1.4. Veifi,ejfjéf ve Vk € N olmak iizere,

n
dg(eifi, ejfj) = Z |aki - Cij|2
k=1

esnek metrigi ile f esnek kiimesi bir esnek metrik uzaydir.

Ispat . (i) Mutlak degerli ifadelerin karesi negatif olamayacagindan,

n
dyeiyej, ) = | D lari — aig> > 0
k=1

(i) dz(eifi»ejfj) =0& /2o lak —a[> =0

SV <k<n,|ag —a|* =0

SVI<Ek<n,ay—ag =0

S VLI <k<n, ay = ag

© €y, = €5,

(iii) da(eiy, e5,) = V2o lani — i = /20 lawy — awl® = daley, i)

(iv) Esnek ii¢gen egitsizligini gostermek i¢in Tanim 3.2.3’de

n n n

k=1 k=1 k=1

p = 2 i¢in verilen esnek Minkowski esitligini kullanalim:

Api = A — Qfj Ve Apj = Qj — Ais olsun. Bu durumda,

da(ei; €5,,) < CiQ(eifia%‘fj) + da(ejy. , €sy,)

esnek iicgen esitsizliginin saglandigi gosterilmis olur. O halde (f, ds) bir esnek metrik

uzaydir.

Onerme 5.1.5. Veifi,ejfj €f ve Yk € N olmak iizere,

doo(ez'fi, ejf].) = makk:1,2,...,n|aki - akj|

ile tammb do. esnek metrigi ile f esnek kiimesi bir esnek metrik uzaydr.
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Ispat . (i) Mutlak deger negatif olamayacagindan,

deo (€, ejfj) = maky=12, nlak — ax;] >0

olur.

(i) ~

doo(eifi,ejfj) = 0 < maklag —agi| =0

& VI<k<n, ap—a =0
& VI<Ek<n, ay—a =0
A 6if¢ - ejfj

(iii) cfoo(eifi,ejfj) = mak|ag; — agj| = mak|ag; — ag;| = cioo(ejfj,eifi)

(iv)

doo (eifi ) ejfj ) - mak’aki - a’k’jl

mak|(ag; — axs) + (ags — ax;)|

IN

mak(|ag; — axs| + |ags — ax;|)

IN

mak|ag; — ags| + mak|ags — a;|

== doo(eifia esfs) + doo(esfs ’ 6jfj)

bulunur. O halde (f,d) bir esnek metrik uzaydir.

Tamm 5.1.6. Onerme 5.1.5 de tanimlanan ds esnek metrigine f i¢in diizgiin esnek

metrik adi verilir.

Onerme 5.1.6. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. ‘v’eifi,ejfjéf ve Vk € N igin,

~ d(eifia 6jfj>

d3(ei.7e'.): =
50 Gy 1+ d(eifi , ejfj)

seklinde tanimlanan ds fonksiyonu f iizerinde bir esnek metriktir.

Ispat . jg(eifi7ejfj) in (i), (ii) ve (iii) kogullarim sagladigr aciktir. (iv) 6zelliginin

oldugunu gostermek icin,

d3(€i; s €s,,) < Ci3(€z‘fi7€jf].) + d3(€jfj,€sfs)
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esitsizliginin var oldugunu gosterelim:

623(6 e ) = M d(fzfz ’ejfj )+d(f]fj 7esfs )
ig,» Csy, 1+d(eifi sy X 1+d(e¢fi ,ejfj~)+d(ejfj esp) )
d(eifi7ejfj) d(ejfj’esfs)

= = + = =
1+d(e, ejfj) + d(ejfj,esfs) 1+d(es, ejfj) + d(ejfj ,€s;.)
esitsizliginde,

B d(eifi,ejfj) N d<€¢fi>€jfj)

d3(€i.>€j.): = =z = =
N 1+d(eifi,ejfj) 1—|—d(e,-fi,ejfj)—I—d(ejfj,esfs)

ve

. d(ejfj ,€s;.) . d(ejfj  €s;.)

d3(6’ 5, €g ) == = = ~
My o 1+d(ejfj,esfs) - 1—|—d(e,»fi,ejfj)—l—d(ejfj,esfs)

esitsizliklerini yerine yazarak sonuca varilir.

Onerme 5.1.7. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. Her €if,» €, €f igin

Js(eifi, ejfj) = min{d(e;, , ejfj), 1}

seklinde tammh d, : f x f — R fonksiyonu f iizerinde bir esnek metriktir.

Ispat . Bunu gostermek icin, d, 'nin esnek metrik sartlarin sagladigs gosterilmelidir.

i. ds(eifi,ejfj) > 0 oldugu agikardir.

ds(eifi,ejfj):() & min{d(eifi,ejfj),l} =0
= d<6ifi’€jfj):0
<~ eifi = ejfj
olarak bulunur.
il. ds(eifi,ejfj) = d(eifi,ejfj) ise ds(eifi,ejfj) = ds(ejfj,eifi)’dir. Eger ds(eifi,ejfj) =

1 ise ds(ejfj,eifi) = 1’dir. O halde dy(e;, , ejfj) = ds(ejfj ,€i, ) olur.
iii. Keyfi eifi,ejfj,esfséf verilsin. Eger

ds(eifi,esfs) =1 yada Js(esfs,ejfj) =1
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ise
ds(eifi, es;,) + Js(esfs,ejfj) > 1= ds(eifi, ejfj)
olur. Eger
(Js(eifi,esfs) <1 ve azs(esfs,ejfj) <1
ise

ds(eifi,esfs) = J(eifi,esfs) ve ds(esfs,ejfj) = cz(esfs,ejfj)

olur. Boylece

ds(esy, €1 )

min {d(eifi7 €jfj)a 1}
d(eifiu ejfj>
d(eifi, GSfS) + (es]cS ) 6jfj)

ds(eifi R est) + ds<68fs7€jfj)

VAR VAN

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (f,d,) de bir esnek metrik uzaydur.

5.2 Temel Kavramlar ve Ozellikleri

Bu béliimde, tanimlanan esnek agik yuvarin temel 6zellikleri agiklandi. Esnek kapal
yuvar ve esnek kiire kavramlar: tanimlandi. Esnek acik yuvar ve esnek kapal yuvar
arasindaki iligki teoremlerle verildi. Ayrica, esnek acik yuvarlar yardimiyla, esnek
metrik uzaylarin esnek Hausdorff 6zelligi tanimlandi. Daha sonra, tanimlanan esnek
sinirll ve esnek sinirsiz kiimelerle ilgili 6rnekler verildi. Ardindan, esnek metrik
uzayda bir esnek kiimenin capi, bir esnek noktanin esnek kiimeye uzakligi ve iki

esnek kiime arasindaki uzaklhigin temel 6zellikleri acikland.
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5.2.1 Esnek Ac¢ik ve Kapali Yuvar

Tanim 5.2.1. (f,d) bir esnek metrik uzay, eifiéf ve r > 0 olsun.

Bg(eifi,r) = {ejfjéf : J(eifi,ejfj) <r}

Bd[eih,r] = {ejfjéf : J(eifi,ejfj) <r}

§~(eifi,r) = {ejfjéf : J(eifi,ejfj) =r}

esnek kiimelerine sirasiyla, r yaricaph ve e; 5, merkezli esnek acik yuvar, esnek kapali
yuvar ve esnek kiire adi verilir.

éd(eifi,r) esnek kiimesi genel olarak, d esnek metrigine gore e;, esnek noktasina
olan uzakliklar1 r den kesin kii¢iik kalan f in e; i esnek noktalarimin olugturdugu,
r yaricapli, e; s, merkezli esnek acik yuvar olarak adlandirilir. Gosterimde kolaylik
icin Bg(eifi,r) = B’(eifi,r) seklinde yazlir.

Bile; ;7] esnek kiimesine de d esnek metrigine gore ei, esnek noktasina olan uzakliklar:
r den kiiciik veya egit kalan f in e; ; esnek noktalarinin olugturdugu, r yarigaph, e; ,
merkezli esnek kapali yuvari adi verilir. Bgle;, ,r] = Ble;, , 7| seklinde yazlabilir.
S'g(eifi,r) esnek kiimesi ise, d esnek metrigine gore e;, esnek noktasina esit ve
r kadar uzaklikta olan f in €jy, esnek noktalarimin olugturdugu, r yarigapl, e;,
merkezli esnek kiire olarak tanimlanir. Sj(e;, ,r) = S(e;, ,7) seklinde yazilabilir.
Ayrica, Tanim 5.3.3’de tamimlandig {izere, e; fié [ olmak iizere, e;, esnek noktasin
iceren her g esnek acgik kiimesine, e;;, hin bir esnek acik komgulugu denir. Esnek
acik komsgulugu kapsayan her esnek alt kiimeye de e;, nin esnek komgulugu denir.
Buna gore, B(ei fz_,r) esnek acik yuvari genel olarak, e; 5, hin bir esnek komgulugu
olarak adlandirilabilir.

f iizerinde tanimlanan esnek metrik degistikge, esnek yuvarlarin 6zellikleri degisir.
Bununla birlikte her esnek metrik uzay icin dogru olan esnek yuvarlarin temel bazi

ozellikleri vardir. Ik olarak ry < 75 icin,

B(eifi,frl)éé[eifi,rl]éé(em,rg)éé[eifi,rg]

oldugu esnek yuvar tanmimindan agiktir.
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Agagida esnek yuvarlarim bazi temel 6zellikleri verilecektir:

Onerme 5.2.1. B(&fiﬂ“o) bir (f,d) esnek metrik uzay: icinde bir esnek acik yuvar

ve ejijB(eifi,ro) olsun. Eger,

O<r< rO_d(eifﬁejfj) = B(

dir.
Ispat . ejfjéé(eifi,ro) oldugundan J(eifi,ejfj) < 1o dir ve bu sebeple,

0<r<mg _d(eifi’ejfj>

olacak gekilde bir r secebilebilir.

B(ejfj ,7) esnek agik yuvari goz oniine alindiginda, €y, éB(ejfj ,7) olur.

B(ejfj,r)éé(eifi,ro)

oldugu gésterilirse ispat tamamlamr. Bunun icin, e, éB(ejf_,r) olsun. O zaman,
S J

d(esfs,ejfj) <r

ve

d(es,,,ei;) < J(esfs,ejfj) —i—ci(ejfj,eifi) < r+d(6jfj,€ifi) <rg

dir ve sonug olarak,

es,, €B(ei; ,10)
elde edilir.

Sonug¢ 5.2.1. Bu 6nerme ile, herhangi bir ejfjéé(eifi,ro) igin ej, - in B(eifi,ro)
esnek acik komgulugunu iceren bir esnek acik komgulugunun var oldugu sonucu elde
edilir.

Uyar1 5.2.1. Onerme 5.2.1°de esnek acik yuvar yerine esnek kapal yuvar alinsaydi
onerme dogru olmazdi. Ornek olarak, u;, ¢ fa(es) icin ay = 0 olacak sekilde, R
icinde B[0,1] esnek kapali yuvar: almsm. e; fiéB [0,1] i¢in e;, in herhangi bir esnek
komgulugu [0, co| araliginin herhangi bir parcasini icermek zorundadir ve bu nedenle

bu komsguluk B[0, 1] in bir esnek alt kiimesi olamaz.
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Onerme 5.2.2. BJ bir esnek metrik uzay icinde esnek kapali bir yuvar olsun. O
zaman B 4 esnek yuvari digindaki herhangi bir e;, esnek noktasi icin ¢;, in bir esnek
komgulugu vardir oyle ki BJ nin bu esnek komguluk ile bir ortak noktasi yoktur.

(yani Bj ile bu esnek komsgulugunun esnek arakesiti, esnek bog kiimedir.)

Ispat . Esnek metrik uzay (f,d) ve By = Bj[ejfj,ro] olsun. e;, ¢ Bj oldugundan,

d(eifi,ejfj) > 1o
dir ve bu nedenle,
O<r< d(eifi,ejfj) — 70

olacak sekilde bir r secilebilir. BJQ = Bd(eifi,r) olmak iizere BJQ N B; = ® oldugu
gosterilirse ispat tamamlanir. Bunun igin,

1) esfséBJQ olsun. Esnek ii¢gen egitsizliginden,

d(eifi ) ejf]) S d<€ifl. ) esfs) + d(esjcs ) ejfj)

elde edilir. O halde,

dN(eSfS7ejfj) > Cz(eifia ejfj) - d(eifi7€5fs) > d<eifi7€jfj) —Tr>To

ve buradan da,
esfs ¢BJ
bulunur.
2) es, €B; olsun. O zaman,
d(eifi,esfs) > d(eifi,ejfj) — d(esfs,ejfj) > d(eifi,ejfj) —rog>r
ve buradan da,
esfs €BJ2
bulunur.

Uyar1 5.2.2. Yukaridaki énermede BJ esnek kapali yuvar yerine esnek acik yuvar

alinsaydi 6nerme dogru olmazdi. Ornek olarak, u; ¢ fa(e) icin ap = 0 olacak
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sekilde, R icinde B; = B;(0,1) esnek agik yuvar almsm ve eifiéég olsun. ¢;, in
herhangi bir esnek komsulugu ile E’g, ortak esnek nokta icermek zorundadir.

Teorem 5.2.1. (f,d) esnek metrik uzaymda eger €i, Ve €j; f in farkh iki esnek

noktast ise, (f,d) igerisinde, sirasiyla, e;, ve e;, yiigeren esnek ayrik iki esnek agik
i J

yuvar vardir.

Ispat . e, # €y, olacak sekilde eifi,ejfjéf olsun. Buna gore J(eifi,ejfj) > 0
olur. € = d(e;, ,ej, ) > 0 olmak iizere, merkezleri sirasiyla e;, ve e;, de olan
7 J g J
g = B(eif_, %e) ve h = B(ejf_, %e) esnek acik yuvarlar gézoniine alinsin. ¢ ve h 1n
1 J
esnek ayrik oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Eger, e; fségﬁh ise, p > 0 i¢in

d(ei, ,p) < %e ve J(ejf_ ,p) < %e dir. Buna gore, esnek {icgen esitsizliginden,
[ J

1 7 5 1 1 2

elde edilir ki bu, € = d(e;, ejfj) olmasiyla celigir. O halde
gNh =

olmak zorundadir.

Tanim 5.2.2. Yukaridaki teorem ile verilen 6zellige esnek metrik uzaylarin esnek

Hausdorff 6zelligi denir.

5.2.2 Esnek Siirli ve Esnek Sinirsiz Kiimeler

Tanim 5.2.3. (f,d) bir esnek metrik uzay ve g, f in esnek bogtan farklh bir esnek
alt kiimesi olsun. Eger her e; , €y, €g i¢in cZ(eifi,ejfj) < k olacak sekilde bir £ > 0
varsa, g esnek kiimesine d esnek metrigine gore esnek sinirlidir denir. Eger, g esnek

siirh degilse, g ye esnek smirsizdir (veya esnek sinirli degildir) denir (Karatas,

2012).

Ornek 5.2.1. (f,d) esnek ayrik bir metrik uzay ve g, f in esnek bogtan farkl
herhangi bir esnek alt kiimesi olsun. Her e;, € f verildiginde €y, €g i¢in J(eifi, ejfj) <

1 oldugundan g esnek sinirhdir.
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Sonug 5.2.2. Esnek ayrik bir metrik uzayin esnek bostan farkli her esnek alt kiimesi

esnek simirhdir.

Ornek 5.2.2. Onerme 5.1.6’da tammlanan Jg(eifi,ejfj) esnek metrigi icin
O < d~3(€ifi7€jf7.) g 1

olur. O halde d3(e;, , e;, ) esnek metrigi sinirthdir. Buradan d(e;, , e;, ) esnek metrigi
2 J T J
ne olursa olsun bir f esnek kiimesi iizerinde daima esnek sinirli bir esnek metrik

elde edilebilecegi sonucuna varilir.

Teorem 5.2.2. (f,d) bir esnek metrik uzay ve ® # gC f olsun. g esnek kiimesinin
esnek siirli olmasi icin gerek ve yeter sart her €y, €g i¢in J(eifi,ejfj) < m olacak

sekilde bir m > 0 olmasidir.

Ispat . “=:" g esnek siirh olsun. Bu durumda, ‘v’ejf]_ , €, €9 icin cz(ejfj y€s;) Sm
olacak sekilde bir m > 0 vardir. e;, = eifiégéf olarak sabitlensin. Bu durumda,

€y, €g ve m > 0 i¢in d(eifi,ejfj) < m olur.

“<=:" Herbir ¢;, €g icin j(eifi, ejfj) < m olacak sekilde bir e;, €f ve bir m > 0 var

olsun. Buna gore, keyfi e;, ;. €g icin,

olur. O halde g esnek sinirhdir.

Onerme 5.2.3. Bir (f, CZ) esnek metrik uzayimnin bir g esnek alt kiimesinin esnek
sinirh olmasi i¢in gerek ve yeter kosul gCh olacak bicimde bir h esnek kapal

yuvarinin var olmasidir.

Ispat . “=:” ¢ esnek sl olsun. Bu durumda, ‘v’ejfj €g ic¢in ci(eifi , ejfj) < m olacak
sekilde bir m > 0 vardir. Buna gore, e;, €B; = Byle;, ,m| = {e;, €f  d(e;; ,ej, ) <
m} olur. Buradan, h = Bjle;, , m] olarak segilirse, gCh olacak bicimde bir h esnek
kapali yuvari elde edilir.

‘<" e;, €f ve k> 0 olsun. gCB; = Bd[eifi,m] oldugunu kabul edelim. Buna gore

vejfj ég lgln d(eifiu ejfj) S m olur.
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Tamim 5.2.4. (f,d) bir esnek metrik uzay ve ® # gC f olsun.

0(9) = diam(g) = sup{d(ei , ;) = ei, . e;, Eg}

sayisina g esnek kiimesinin esnek ¢api denir (Karatag, 2012).
Eger g esnek simirh ise 5(g) < 00, g esnek sinirsiz ise 5(g) = oo olarak ifade edilir.

Ayrica, 6(®) = —oo olarak tammlanir.

Ornek 5.2.3. Eleman sayisi 1 den fazla olan esnek ayrik metrik uzay, esnek sinirhdir
ve yaricapl 1 e egittir. Ayrica, eleman sayisi 1 olan bir esnek alt kiimenin ¢api 0

olur.

Teorem 5.2.3. (f, cZ) bir esnek metrik uzay ve gi,g2Cf olsun. Eger ¢;Cgo ise
0(g1) < 0(go) dir.

ispat . ¢1Cgs ise

"o~

{5(6ifi7€jfj) : eifﬁejfjé g1}§{5(65f3,6f4) P sy €p, © 92}

oldugundan, supremum o6zelliginden

5(g1) = sup {S(eifi, ejfj) : eifi,ejfjégl}
< sup {5(68.&’6/};) : esfs,el};égg}

5(92)

olarak bulunur. O halde g;"C g ise 0(g1) < 0(g,)’dir.

Tanim 5.2.5. (f,d) bir esnek metrik uzay, e;, €f ve ® # gC [ olsun.
J(eifi,g) = inf {dv(eifi,ejfj) o ég}

sayisina e;, esnek noktasimnin g esnek kiimesine uzakligi denir (Karatas, 2012).

Teorem 5.2.4. (f,d) esnek metrik uzay ve g;Cg,Cf olsun. Bu durumda eifiéf

4
icin J(eifi,gl) <d(ei, , go)'dir (Karatag, 2012).

Tamim 5.2.6. (f,d) bir esnek metrik uzay ve g1, goC f olsun.

d(g1,92) = iﬁf{az(eifi,ejfj) tei, €g1 ve €y, €92}
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saysina, g ve go esnek kiimeleri arasindaki uzaklik denir (Karatag, 2012).

5.3 Esnek Metrik Uzaylarin Esnek Topolojik Analizi

Bu béliimde, esnek metrik uzaylarin esnek topolojik analizi yapildi. Tanimlanan
esnek acik yuvarin, esnek metrik i¢inde esnek acik kiime oldugu gosterildi. Esnek
acik kiimelerin esnek birlesim ve esnek kesisiminin de esnek acik oldugu ispatlanda.
Buradan her esnek metrik uzayin, iizerinde tanimh esnek metrige gore bir esnek
topolojik uzay oldugu gosterildi. Esnek metrik topolojisi tanimlanarak, esnek agik
yuvar ve esnek kapali yuvarlarin 6zellikleri incelendi. Esnek denk metrikler tanimlana-
rak, esnek denkligin, varliklarin, esnek topolojik 6zellikleri koruyup, esnek metrik

ozellikleri korumak zorunda olmadigi gosterildi. Son olarak, esnek izometri tanimlandi.

Tamim 5.3.1. (f, d) bir esnek metrik uzay ve ¢C f olsun. Her ei; €9 icin B(eifi ,r)Cg,
kosulunu saglayan 6yle bir » > 0 varsa, g esnek kiimesine d esnek metrigine gore

esnek acik kiime (yada kisaca esnek acik kiime) denir (Karatag, 2012).

Tanim 5.3.2. (f,d) bir esnek metrik uzay ve g€Sg(U) olsun. Eger ¢°, esnek agik

bir kiime ise g esnek kiimesine esnek kapali denir.

Tanim 5.3.3. (f, cz) bir esnek metrik uzay ve gC f olsun. f in g esnek alt kiimesini
kapsayan bir esnek acik alt kiimesine g nin bir esnek acik komsulugu denir. Ayrica, g
nin bir esnek acik komgulugunu kapsayan herhangi bir esnek kiimeye g nin bir esnek
komsulugu denir. g = {e;; } oldugunda {e;, } esnek kiimesinin esnek komsuluklari

yerine e; ; esnek noktasinin esnek komsuluklar: terimi kullanilir.

Esnek acik yuvarlar ve esnek acik kiimeler arasindaki iligkiyi belirtmek icin agagidaki

teoremlere ihtiyag vardir:

Teorem 5.3.1. Bir esnek metrik uzayda her esnek acik yuvar bir esnek agik kiimedir.

(Karatag, 2012).

Ispat . (f,d) bir esnek metrik uzay ve B(eifi,r) de bir esnek acik yuvar olsun.

ejfjéé(eifi,r) icin, J(eifi,ejfj) < rdir. § =7r— d(e,-fi,ejfj) olarak tanimlansin.
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B(ejfj ,0) esnek acik yuvar igin, e, éB(ejfj ,0) verilsin. Buradan da cz(ejfj y€s,) <0

elde edilir. Boylece
J(eifi,esfs) < d(eifi,ejfj) + cZ(ejfj,esfs) <r

bulunur. Dolayisiyla Teorem 3.1.3’den B(ejfj ) 5)§B(eifi,r) olur. O halde bir esnek

metrik uzayda her esnek agik yuvar bir esnek acik kiimedir.

Agagidaki teorem bir esnek metrik uzay icindeki esnek acik alt kiimeleri karakterize

etmek icin kullanilir:

Teorem 5.3.2. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. gCf esnek alt kiimesinin esnek
agitk olmasi icin gerek ve yeter sart herhangi sayida esnek acik yuvarin esnek birlegimi

seklinde ifade edilmesidir.
Ispat . ¢Cf bir esnek acik alt kiime olsun. O zaman herbir €, €g i¢in B(ejfj ,7)Cyg
olacak gekilde bir » > 0 vardir. Bu nedenle,

O{B(ejfj,r) ey, ég}é@{é(ejfj,'r) tej, €9}

elde edilir.
B, esnek acik yuvarlarm bir ailesi olmak iizere g = {B: Bél’g’} olsun. O zaman her
bir e;,. €g icin ejfjéB olacak sekilde bir BEB vardir. Fakat 5.3.1 den B bir esnek
acik kiimedir. Bu sebeple,

B(ejfj,r)éBég

olacak gekilde bir r > 0 vardir. O halde g esnek aciktir.

Teorem 5.3.3. Bir esnek metrik uzayda iki esnek acik yuvarin esnek kesigsimi de

esnek acik kiimedir.

Ispat . (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. B(eifi,rl) ve B(ijj,rg) esnek acik

yuvarlari verilsin. Herhangi bir esfséé(eifi,rl)ﬁB(ejfj ,T9) i¢in,

Ci(eiflwesfs) <7Tive d~<€jfj ) 6st> < T2
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olacagindan Teorem 3.1.3’den

T = mlH{T1 - d(ezfl 9 6st)7 T2 - d(ejj] ) esfs >}

olarak tanimlanirsa

B(es,, r)éé(eifi , Tl)ﬁB<€jfj ,T2)

elde edilir. Boylece,

B(eifi,rl)ﬂB(ejfj s 7”2)

bir esnek acik kiimedir. B(e; 5 r1)UB(e; n r9), verilen esnek agik yuvarlardan herhangi

birini esnek kapsadigindan esnek acik kiime olur.

Teorem 5.3.4. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. Bu durumda Asagidaki sartlar

saglanir:

i. ® ve f esnek aciktir.
ii. Esnek acik kiimelerin herhangi sayida esnek birlegimi de esnek acgiktir.

iii. Sonlu sayidaki esnek acik kiimelerin herhangi sayida esnek kesigimi esnek aciktir.

Ispat . i @ icinde hic¢bir esnek nokta olmadigindan, ® icindeki her esnek nokta ®
tarafindan kapsanan bir esnek acik yuvarin merkezidir. Diger yandan, herhangi
bir e; fié f icin, merkezi f tizerinde olan her esnek acik yuvar f icinde esnek

kapsanir.

ii. Esnek acik kiimelerin bir ailesi g, olsun. Ayrica, herbir g,, esnek acik yuvarlarin
bir esnek birlegimidir. Bu sebeple, Ug, esnek a¢ik yuvarlarin bir esnek birlesimidir

ve sonug olarak Ug, bir esnek acik kiimedir.

iii. Esnek agik kiimelerin sonlu bir ailesi {g, : 1 < k < n} ve e;, €Nj_,gx olsun.
Herbir 1 <k < nigine;, €gx dur. Herbir gy, esnek agik oldugundan B(eifi k) C G
olacak gekilde r, > 0 vardir. r = min{r, : 1 < k < n} yazlirsa, herbir

1 <k <nicn B(eifi,r)égk olur, yani, l-:)’(eifi,r) Ne—ygx dir. O halde N} _, gy
esnek acgiktir.
Boylece, Teorem 5.3.3" de verilen esnek kesigim 0zelliginin genellegtirilmis sekli

ispatlanmig olur.
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Sonug 5.3.1. Yukarida gosterilen (i), (ii) ve (iii) aksiyomlar: esnek topoloji aksiyomla-

ridir. O halde, her esnek metrik uzay bir esnek topolojik uzaydir.

Tanim 5.3.4. (f, CZ) bir esnek metrik uzay olsun. d esnek metrigine gore tanimlanmig
esnek acik kiimelerin, f {izerinde olugsturdugu esnek topolojiye esnek metrik topolojisi

denir ve 7 ile gosterilir.
7;=19Cf : g # ® veya Ve;, €g icin B(eifi,r)ég olacak bigimde 3r > 0}

seklinde tanimlanir.

Uyar1 5.3.1. 7; esnek metrik topolojisine, d esnek metriginin dogurdugu esnek
topoloji denir. f esnek kiimesi {izerinde bir d esnek metrigi, bu esnek kiime iizerinde

tek bir esnek metrik topoloji dogurur.

Ornek 5.3.1. (f, CZ) bir esnek ayrik metrik uzay olsun. e;, ef,r <1licin B(eifi ,T) =
{ei, } olur. O halde her tek elemanh esnek kiime ve f in her esnek alt kiimesi esnek
acik kiimedir. Buradan, esnek ayrik metrigin f iizerinde 7 = P(f) esnek ayrik

topolojiyi dogurdugu sonucu elde edilir.

Tanim 5.3.5. (f,d) esnek metrik uzayinin tiim esnek kapali alt kiimelerinin ailesi

F ;ile gosterilecektir.

Tamim 5.3.6. (f,d) bir esnek esnek metrik uzay ve ei, €f olsun. BNeifi = {gr}rea
ile herbiri e;; esnek noktasim igeren, esnek agik kiimelerin bir ailesi, yani 7; esnek
metrik topolojisinin bir esnek alt kiimesi gosterilsin. e; ;, 1igeren esnek bogtan farkl
her g esnek alt kiimesi icin e; €9, Cg olacak sekilde {gy}\z, ailesi iginde bir g, esnek
kiimesi var ise {g},zx ailesine e;, esnek noktasinda bir esnek komsuluk tabani veya
esnek yerel taban denir.

Gosterimde kolaylik icin Ixei,) yerine Beif_ notasyonu kullanilacaktir.

Onerme 5.3.1. (f,d) bir esnek esnek metrik uzay ve ei, €f olsun. Bez'fi ={Bl(ei,,p):
p > 0} ailesi, 7; = {gCf : g7} esnek metrik topoljisinde, ei, esnek noktasinda bir

esnek komguluk tabanidir.

Ispat . g&€7; ve ei; €g olsun. Esnek agik kiime tammindan, e;, €B(e;, ,€)Cg olacak
sekilde bir € > 0 vardir. O halde {B(e;, ,p) : p > 0} ailesi ei,, esnek noktasinda bir

komsuluk tabanidir.
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Tamm 5.3.7. Bir (f, d) esnek metrik uzay: verildiginde, 7; esnek metrik topolojisinin
bir
B= {or}aea

f icindeki alt ailesi icin her esnek acik kiime B daki baz1 esnek kiimelerin bir esnek
birlegimi ise yani, herbir g€7; i¢in g = OBég,B olacak sekilde bir B/CB alt ailesi
varsa B ye 7; igin bir esnek taban denir.

Teorem 5.3.5. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. Esnek acik alt kiimelerin bir
BB alt ailesinin 7; esnek metrik topolojisi i¢in bir esnek taban olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her g esnek acik kiimesi ve herbir e; fiég esnek noktasi icin e; fiéBeif‘ Cyg

olacak gekilde bir B, €B esnek kiimesinin olmasidir.

Ispat . B alt kiimesi 7; icin bir esnek taban olsun. Bu durumda, herbir esnek agik
g kiimesi B icindeki esnek kiimelerin bir esnek birlegimi olur. Bu durumda herbir
ei, €9 igin ¢; fiéBeif_ Cg olacak sekilde bir Bel.f_ EB esnek kiimesi vardir.

Diger yandan, herbir g esnek acik alt kiimesi ve herbir ¢; fiEBeifi Cg olacak sekilde

bir Beif' B esnek kiimesinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
O{Beifl- : eifz‘ég}éo{Beifi : el-fi ég}

olur. Buradan ¢ esnek kiimesinin B icindeki esnek kiimelerin bir esnek birlegimi

oldugu elde edilir. O halde BB alt ailesi 7; i¢in bir esnek tabandir.

Sonug 5.3.2. Herhangi bir esnek metrik uzayda esnek agik yuvarlarin ailesi, iirettigi

esnek metrik topolojisi icin bir esnek tabandir.

Onerme 5.3.2. Bostan farkl bir f esnek kiimesi iizerinde iki esnek metrik d ve d’

olsun. Her ¢; fié f ve r > 0 icin agagidaki 6nermeler birbirine egittir:

1.d~

7

i, )S By (ei;, ) olacak sekilde Jk., >0

ii. Bdﬁ(ez‘fi,kéif_)éBJ(eifi,T) ve Bj(ei, , k

ve k> 0 vardur.
'Lfl

Ispat . (i) = (ii) : 7; = 77 olsun. Bu durumda, (f,d) icindeki esnek agik yuvarlar

(f,d") icinde esnek acik; ve benzer sekilde (f,d') icindeki esnek acik yuvarlar (f,d)
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icinde esnek acgik olurlar. Esnek agik yuvar, esnek metrik topolojisi icin bir esnek

tabandir ve bu nedenle Bj(e;, ) igin,

Bci’<€ifi7 k;if )éBJ(eifi ’ 70)

olacak gekilde bir k;f > 0 vardir. Benzer gekilde B (e; 5 r) igin,

)C B (e, r)

eifv =
%

BJ(ez‘fi s k

olacak sekilde erif, > () vardir.
(i1) = (i) : g€7; olsun. g esnek agik oldugundan herbir e;, €g igin,

Bd(eifi ) Tez'f_ )gg

olacak gekilde bir re, > 0 vardir. Fakat (ii) 6nermesinden,

de(eifi, k:;_f‘ )QBg(eifi ,7)Cg

olacak gekilde bir k:;f > 0 vardir. O halde g€7; olur. Buradan 7;C7; elde edilir.

Benzer gekilde 75 C7; bulunur. Sonug olarak, 7; = 7 esitligi saglanir.
Tanim 5.3.8. Bogtan farkli bir f esnek kiimesi iizerinde iki esnek metrik dve d
olsun. Eger d ve d' esnek metrikleri f lizerinde ayn1 esnek topolojisini doguruyorsa,

bu iki esnek metrige esnek denk metriklerdir denir.

Ornek 5.3.2. f esnek kiimesi fizerinde d ve d’ = min{d( ), 1} esnek metrikleri

eifi ’ ejf]'
verilsin. d ve d' esnek denk metriklerdir. Gercekten de,

vejfjéBJ<€ifi,T) alinirsa, J(eifi,ejfj) < r olur. Buradan,
d’(ez’fi,ejfj) = min{d(eifi, ejfj)’ 1} < d(e,»fi,ejfj) <r

elde edilir. Buradan, 7; O 77 bulunur.

Diger taraftan, 6 = min(r, 1) olsun. VejfjéBg,(eifi,(S) icin,

d’(eifi , e-jfj) <0
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ve

min(d’(e,—fi,ejfj), 1)<

bulunur. min(r,1) igin J(eif,i,ejfj) < 7 oise e €Bj(ei, ,r) elde edilir. O halde

By l(ei, ,6)CBj(ei, ,r) olur. Buradan, 75, 57; olarak bulunur. Sonug olarak, 7; = 75,

oldugundan d ve d’ esnek metrikleri esnek denktir.

Uyar1 5.3.2. Esnek denk metrikler matematik varliklarin esnek topolojik ozelliklerini

koruyan esnek metriklerdir. Esnek metrik 6zelliklerini korumak zorunda degildir.

Tanim 5.3.9. (f,d;) ve (g,ds) birer esnek metrik uzaylar ve o, : Sp(U) — Sk (V)

bir esnek fonksiyon olsun. Eger her e;, ,e;, €f icin,
i J

JQ(QOTﬂ(eifi)? @w(ejfj)) = dl(eifi7€jfj)

ise, ¢, ye bir esnek izometri (esnek metrik uzay izometrisi, metrik koruyan) adi
verilir.
(f,dy) ve (g,ds) esnek metrik uzaylarlar verildiginde eger @y esnek Orten bir esnek

izometri ise bu uzaylar izometriktir denir ve f ~ ¢ ile gosterilir.

Uyar1 5.3.3. Her esnek izometri esnek birebirdir. O halde bir esnek izometri iki
esnek metrik uzay arasinda, esnek noktalar arasindaki uzaklign koruyan 1:1 bir
esnek fonksiyondur. Bagka bir deyigle, iki esnek uzayin izometrik olmasi demek,
basitge, ilk uzaym elemani e; olmak iizere e;, Oy (€ fi) olarak adlandirihirsa,
kesin olarak ikinci uzay1 elde etmek demektir. Acikca elemanlar1 adlandirma yolu

onemli degildir. Bu nedenle esnek izometrik uzaylar 6zdes olarak diigiiniilebilir.

5.4 Esnek Metrik Uzaylar Icinde Esnek Siireklilik, Esnek Diizgiin Siireklilik

ve Esnek Homeomorfizm Doniigiimii

Bu béliimde esnek fonksiyonlarin esnek metrik uzaylar icinde esnek siirekliligi, esnek
diizgilin siirekliligi ve esnek homeomorfizm doniigiimleri, esnek nokta yardimiyla

tanimlanmigtir. Aralarindaki iligkiler aragtirilmig ve uygun 6rneklere yer verilmistir.
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5.4.1 Esnek Siireklilik

Esnek topolojik uzayda, esnek agik kiimeler yardimiyla tanimlanabilen esnek siireklilik,
ilk kez esnek nokta yardimiyla, tanim ve deger kiimesi esnek metrik uzaylar icinde
olan esnek fonksiyonlarla tanimlandi. Esnek acik ve esnek kapali kiimeler yardimiyla
da esnek siirekliligin ayr1 bir karaktarizasyonu verildi. Cegitli teorem ve sonuclarla,

esnek siirekli fonksiyon oOzellikleri incelendi.

Tanim 5.4.1. (f,d)) ve (g, dy) iki esnek metrik uzay ve ¢, : Sp(U) — Sk (V) bir
esnek fonksiyon olsun. e;, €f ve Ve > 0 sayisina karsilik €y, ef ve d’l(e% : ejfj) <4
oldugunda Jg(g%(eifi),g%(ejfj)) < € olacak bicimde bir 6 > 0 varsa ¢, esnek
fonksiyonu esnek siireklidir denir.

Bu tamm geometrik olarak, e;, €Bj (e;;,,0) oldugunda @y (e;, )EBy, (vy(eiy, ), €)
veya

@ZD(BJl (eifi ) 5))QBJ2 (pr(eifi )7 6)
anlamindadir.

Uyar1 5.4.1. Eger ¢, esnek fonksiyonu yukaridaki tanimi f esnek kiimesinin her
esnek noktasinda gergekliyorsa, ¢, esnek fonksiyonuna her noktada esnek siirekli

bir fonksiyon veya kisaca esnek siirekli fonksiyon denir.

Uyar1 5.4.2. Yukandaki tanimdan da goriilmektedir ki 6 > 0 sayisi hem e; ;, esnek

noktasina, hem de e sayisina baghdir.

Onerme 5.4.1. Bir (f,d;) esnek metrik uzayindan bir (g,ds) esnek metrik uzay:
icine taniml bir ¢, esnek fonksiyonunun bir e; fié f esnek noktasinda esnek siirekli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in

Bzfl (eifi ) 5)@%1(3&2(%%(6%% 6))

olacak sekilde bir § > 0 olmasidir.

Ispat . vy SE(U) = Sk(V) esnek fonksiyonunun eifiéf esnek noktasinda esnek
siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 icin czl(ei 5 € fj) < 0 kogulunu saglayan

Vej,. €f icin JQ(gow(eifi), pu(ej;,)) < € olmasidir. Buradan,

¢j,, €By, (eiy,, ) = py(ej; )€B, (uleiy, ), €)
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veya

pu(Bg, (ei,, 0)) S By, (pulei), €)

olacak gekilde § > 0 vardir. Buradan,

By, (eiy,:0)Sy (Bg, (puleiy,), €))

elde edilir.

Tanim 5.4.2. (f, cil) esnek metrik uzayinin tiim esnek acik alt kiimelerinin ailesi
7., tiim esnek kapali alt kiimelerinin ailesi A i (9, Jg) esnek metrik uzaymnin tiim
esnek agik alt kiimelerinin ailesi 7; , tiim esnek kapal alt kiimelerinin ailesi a 4, ile

gosterilecektir.

Ornek 5.4.1. Bir esnek ayrik metrik uzay iizerinde taniml her esnek fonksiyon
esnek siireklidir. Bunu gostermek icin, (f,d;) ve (g, ds) iki esnek metrik uzay ve
¢y 1 Sp(U) — Sk(V) olsun. e;, € f almirsa, eger her ejfjéf icin czl(eifi,ejfj) < lise
f bir esnek ayrik metrik uzay oldugundan d(e;, , e; f]_) = 0 olmalidir. O halde her
ejfjéf igin e;, = e;, olmak zorundadir. Bu, By, (ejfj, 1) = {e;, } anlamma gelir. O

halde her e;, €f icin @y(ej, ) = py(ei;,) olur ve buradan da

ij]_

da(py(€ir, ), pules; ) =0 <€

elde edilir. Buna gore 6 = 1 almak yeterlidir. Bu da ¢, esnek fonksiyonunun

ei, esnek noktasinda esnek stirekli oldugunu verir. e; esnek noktasi, f uzaymmn
1

fi
herhangi bir esnek noktasi oldugundan ¢, esnek fonksiyonu, f {iizerinde esnek

stireklidir.

Ornek 5.4.2. Herhangi bir esnek sabit fonksiyon esnek siireklidir. Gercekten de,
(f, ch) ve (g,Jg) esnek metrik uzaylar ve ¢y @ Sp(U) — Sk(V) esnek sabit bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, Tanim 3.2.3’ den Cjy, €g olmak {izere her Cis,s €y, ef

icin py (e, ) = gpd,(ejf]_) elde edilir. Bu nedenle her zaman,

dy(ipy(eiy,), pules;,)) =0
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olur. O halde herhangi bir ejfjé f ve € > 0 verildiginde ¢ olarak herhangi bir
pozitif sayiy1 alabiliriz. Bu da ¢, esnek sabit fonksiyonunun esnek siirekli oldugunu

gosterir.

Ornek 5.4.3. Herhangi (f,d;) ve (g,ds) esnek metrik uzaylar i¢in @y : Sp(U) —
Sk (V') esnek izometri fonksiyonu f {izerinde esnek siireklidir. Bunu géstermek i¢in

Ve, e, € f almirsa, esnek izometri 6zelliginden,
? J

J2(90¢<€ifi>> S%(ejfj)) - Jl(eif“ejfj)

elde edilir. e,, €f olsun. € > 0 igin § = € secilsin. Bu durumda ekfkéf olmak iizere

Jl(esfs,ekfk) < ¢ oldugunda,

sz(%p(esfs), S%(ekfk)) = J1(€sfs,€kfk) <e€

olur. O halde ¢y, f tlizerinde esnek siireklidir.

Teorem 5.4.1. (f,d) bir esnek metrik uzay olsun. f in herhangi ayrik ve esnek
kapall g; ve hy esnek alt kiimeleri icin g; Cgo ve hyChy olacak sekilde go ve ho ayrik

ve esnek acik esnek alt kiimeleri vardir.

Ispat . Eger g = ® veya hy = ® ise g = ® ve hy = f ayrik ve esnek acik alt
kiimeleri alinarak ispat tamamlanir. Diger yandan,

g # ® ve hy # ® olsun. eifiégl icin eifiéhl ve h; esnek kapali oldugundan

d(ei, ,h1) = Te, > 0 bulunur. Benzer gekilde ekfkéhl icin J(ekfk,gl) = Tep, > 0
olur.
~ Te’bf ~
g2 = U{B(eifia TL) : eifi Egl}
ve
h2 = U{B(ekfk, T) . ekkahl}

olarak tamimlansin. Buradan, ¢;Cg¢s ve hiChsy elde edilir. Ayrica g, ve hs nin
her ikisi de esnek acik yuvarlarin esnek birlesimi oldugundan esnek aciktir. Diger

taraftan, kabul edelim ki, e,, €goMhy olsun. O halde,

Jf.\ ~
_]) mB<€jf]7 [

€s;, éB(ejfj, 3
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olacak sekilde bir e; €91 ve €y, €hy vardir. Buradan,

Tesy,

- - - v 2 .
d<€jfj7€.jfj) S d(ejfj7esf5> + d<esfs7ejfj) < < 5 d<g17 hl)

3 3 -
bulunur ki, g; ve h; esnek ayrik oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde g,Nhy = ®

olmak zorundadar.

Teorem 5.4.2. (f,dy) ve (g,ds) iki esnek metrik uzay ve @y : Sp(U) = Sx(V) bir
esnek fonksiyon olsun. ¢, nin f iizerinde esnek siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (g,ds) icindeki her h esnek acik kiimesi icin gpll(h) esnek kiimesinin (f,d;)

icinde esnek agik olmasidir.

Ispat . “=" @y, f iizerinde esnek siirekli ve h, (g, d}) icinde esnek acik bir kiime
olsun. & ve f esnek agik oldugundan gplll(h) # & ve @ll(h) # f olmak iizere
€iy, é(qu(h) alinsin. Bu durumda ¢y (e;, )€ olur. hesnek agik oldugundan (o, (e;, ), €)Ch

olacak bigimde bir € > 0 vardir. ¢y, e;;, de esnek siirekli oldugundan,

By, (eiy,, 0)C¢y (B, (wuleiy,), €)) Sy (h)

olacak gekilde 0 > 0 vardir. O halde gp;l(eifi) in herbir esnek noktasi birer esnek ig
noktadir ve bu nedenle go;l(h), f icinde esnek aciktir.

“«<:" gy nin her h esnek acik kiimesi i¢in goqzl(h), f icinde esnek agik olsun. O halde,
hipotezden, go;l(BdE(gow(eifi), €)), f i¢inde esnek aciktir.

ei, €0y (Bg, (wyleir,), )

oldugundan,

Bczl (6ifi ) 5)g()01;1(BJ2<30¢(61f2)7 6))

olacak sekilde ¢ > 0 vardir. Sonug olarak, ¢, e; , de esnek siireklidir ve bdylece

€; fié f keyfi oldugundan ¢, f iizerinde esnek siireklidir.

Teorem 5.4.3. (f,dy) ve (g,ds) iki esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) = Sk(V) bir
esnek fonksiyon olsun. ¢, nin f iizerinde esnek siirekli olmasi igin gerek ve yeter
sart (g,dy) icindeki her k esnek kapali kiimesi icin gpqzl(k) esnek kiimesinin (f,d,)

icinde esnek kapali olmasidir.
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Ispat . “= @y, f lizerinde esnek siirekli ve &, (g, cﬁ) icinde esnek kapal bir kiime
olsun. Bu durumda gik:, g icinde esnek agiktir ve boylece gozzl(gik), f icinde esnek
aciktir.

w5 (g\k) = flpy (k)
oldugundan fi%l(k) esnek aciktir. O halde gplzl(k;), f icinde esnek kapalidir.
“<=VkEF g olsun. Budurumda, gié%& olur. Hipotezden, k€F j, icin, gpil(k‘)éﬁgl
oldugundan figoqzl(k), f icinde esnek aciktir. Boylece,

et (k) = o5t (g\k)
oldugundan @J%gik‘)éﬁl olur. O halde ¢y, f lizerinde esnek siireklidir.

Teorem 5.4.4. (f,dy) ve (g,ds) iki esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) = Sx(V) bir

esnek fonksiyon olsun. ¢C f icin agagidaki énermeler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.

ii. y(7) Cwplg)

Ispat . (i) = (ii) : @y esnek siirekli olsun. ¢y (g)EF 4, dir. Buradan, @Jl(g)éfdl

olur. Ayrica,

9S00, (pu(9) S eyt (pu(9)

oldugundan ve g, ¢ yi iceren esnek kapalilarin en kiiciigii oldugundan,

7S¢, (0u(9))

ve buradan da,

©u(7) Coply' (04(9)) C ey(g)

elde edilir.
(it) = (i) : @u(g) Cpplg) ve kEF 4, olsun. Bu durumda k = k dir. g = ¢, (k)

olsun.

pu(@) Coplg) = puley (k) Chk =k
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elde edilir ve buradan,

9, S0, (0u(9), Syt (k) =g

bulunur.
gC g oldugundan g = g dir ve béylece g, f icinde esnek kapahdir. O halde ©y esnek

stireklidir.

Teorem 5.4.5. (f,dy) ve (g,ds) iki esnek metrik uzay ve @y : Sp(U) = Sk (V) bir

esnek fonksiyon olsun. hCg olmak {izere agagidaki 6nermeler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.

ii. 9y (h) Copy (R)
Ispat . (i) = (i) : @y esnek siirekli olsun. h&éF ;, oldugundan 901;1(E>éﬁ(il olur.
h Ch oldugundan ¢, (h)Ce,'(h) bulunur. ¢, '(h), ¢,'(h) esnek kiimesini iceren

en dar esnek kapal kiime oldugundan,

elde edilir.
(ii) = (i) : hCg icin ap;bl(h)@pqzl(ﬁ) ve VKEF j, almsm. Bu durumda, k = k ve

buradan da,
bulunur ve boylece,

elde edilir. O halde ¢y, esnek siireklidir.

Sonug 5.4.1. (f,d;) ve (g, dy) iki esnek metrik uzay ve o, : Sp(U) = Sk (V) bir

esnek fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir:

i. ¢y esnek siireklidir.

ii. VhCy ic¢in ;' (h) C ¢, (h)
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iii. YgCf igin ¢u(9) € u(g)

5.4.2 Esnek Diizgiin Siireklilik

Bu béliimde esnek diizgiin siireklilik tanimlanarak, esnek stireklilik ile iligkisi aragtiril-
d1. Esnek diizgiin siirekli her fonksiyonun esnek siirekli oldugu fakat tersinin genellikle
dogru olmadigi ornekle gosterildi. Esnek cap yardimiyla, esnek diizgiin siirekliligin
yeni bir karaktarizasyonu verildi. Ayrica, esnek izometri, esnek birim ve esnek sabit

fonksiyonun esnek diizgiin siirekli oldugu gosterildi.

Tanim 5.4.3. (f,d;) ve (g, d,) iki esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) — Sk (V) bir

esnek fonksiyon olsun. Eger Ve > ( sayisina karsihk Ve;, . e; ; €f i¢in

dl(eifi’ ejfj) <= JQ(¢¢(6ifi)7 90¢(ejfj)) <€

olacak bi¢imde bir § > 0 varsa ¢, esnek fonksiyonu esnek diizgiin siireklidir denir.

Esnek siireklilik ile esnek diizgiin siireklilik tanimlar1 birbirine benzer gériinse de,

aralarinda onemli farkhihiklar vardir. Agsagida bu farkliliklar arastirilmistar:

Uyar: 5.4.3. Ve, , Ve > 0, 30 > 0 oyle ki,

dl(eifi,ejfj) <0

kogulunu saglayan Ve, €f icin,

dQ(Qplﬁ(eifi): 901#(63',‘]-)) <€

ise ¢, ye f lizerinde esnek siireklidir denir. Farkhlik, ¢ sayisinin hesaplanmasinda
ortaya ¢ikmaktadir:

Esnek siireklilik tanimda ¢ sayist e; ;, den sonra hesaplanmaktadir ve bu nedenle
0, hem ¢, hem de e, esnek noktasma bagh olabilir. Esnek diizgiin siireklilikte
ise, 0 sayisi €iy, den once hesaplanmaktadir ve bu nedenle secilen § sayisi her €y,

i¢in diizgiin siireklilik kogulunu saglamak zorundadir. Yani her e;; i¢in aym )
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sayist alimabilir ve bu nedenle 0, € sayisina baghdir fakat e; ;, esnek noktasimdan
bagimsizdir.
Bu sebeple bir esnek kiime {izerinde esnek diizgiin siirklilikten bahsedilebilir ve asla

bir esnek noktada esnek diizgiin siireklilikten bahsedilemez.

Uyar1 5.4.4. Esnek diizgiin siirekli her fonksiyon esnek siireklidir fakat tersi genellikle

dogru degildir. Asagida buna ait bir 6rnek verilmigtir:

Ornek 5.4.4. f ve g iizerinde Onerme 5.1.2°de verilen esnek metrik uzaylar tanimlansin.

P - (f, d1(€z’fi7€jfj) = |ag; — akj’) — (9Y7d2(€z’fi7€jfj) = |ag; — akj’)

ile verilen ¢, (ax;) = af, kuralma sahip esnek fonksiyon esnek siireklidir fakat esnek
diizgiin siirekli degildir.

Esnek siirekli oldugunu gostermek icin, ¢ > 0 ve Ve; fié f icin 0 > 0 verildiginde
cil(eifi, ejfj) < 0 kosulunu saglayan Vejfjéf alinsin. ||ag;| — |ag;]| < law — a| <6

olur. Buradan, —(|ay| — |ak;|) < & ve |agj| < 0 + |ag;| olur.

da(pulei,), pule,) = lag; — aiyl)

2 2
’&k;i — QAL + Qi ALy — ak,j\

= aki(ar — arj) + agjlag; — ar;)|

< agil|lars — awj| + |agg||ars — agl

|ak;j| = co olmak iizere § < min{z;—, 5=} olur. O halde,
|akillar: — ars| + larjllari — arj] < larillars — ar;| + colar; — ar;

€ €
< |aki|—2‘aki| + COE =€

O halde ¢y, esnek siireklidir.
Esnek diizgiin stirekli olmadigini gostermek i¢in, esnek diizgiin siirekli oldugunu
kabul edelim. € > 0, § > 0 i¢in Jl(eifi,ejfj) < § kogulunu saglayan Ve; €jy, € f igin,
do(py(eiy,) pules,) = lag — (ari + aig)?))
= \aii - (aii + 2ap;ak; + aZj)’
= lag; —aj; — 2ak;ak; — a%j‘

= | = [2apiar)|
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olur. ¢, esnek diizgiin siirekli oldugundan,
| — 1|[2ak;ari| < €
kalir. Buradan,
2’&]@”@]{]" <€

ve
€
api| < =—— =19
’ ]’ 2|alcz|
olur. 4, hem ¢, hem de a; ye bagh oldugundan ¢, esnek diizgiin siirekli olamaz.

Tanim 5.4.4. (f, cZ) bir esnek metrik uzay ve Ve;, € f olsun. Ve;, € f igin sup cZ(eif_ ,€5;)
2 J g J
sayisina e;, esnek noktasinin d esnek metriginde esnek capr denir ve (e, ) ile

gosterilir.

Teorem 5.4.6. (f,dy) ve (g,ds) iki esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) = Sk (V) bir

esnek fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir:

i. ¢y esnek diizgiin siireklidir.

ii. € > 0igin Ju > 0 vardir Syle ki, o4, (e;, ) < pu kosulunu saglayan Ve;, €f icin

0, (‘Pzp(@ifi)) < e olur.

Ispat . (i) = (i) : (py esnek diizgiin siivekli olsun. Ve >0, 3 > 0igin dz (e, ) < p
kogulunu saglayan Ve;, € f igin dg (e;, ) < p oldugundan Ve, €f igin,

SUpczl(ez’fi,ekfk) <pu
olur. ¢, esnek diizgiin siirekli oldugundan, Veifi,ekfkéf icin,
Og,(pu(€is, ), pu(er,, ) <€
kalir. Ve;, ejf]_égow(eifi) icin,

dg(@jfj,ejfj) S €
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olur. Buradan,

sup d2(€jf]- ) ejf]-) < M

elde edilir. Bu da esnek ¢ap tanimi oldugundan,

0g,(Puleiy,)) <€

elde edilir.

(i1) = (i) : Vei, ,ex, €f icin, o4 (e, ) < p oldugundan,
supcil(eifi,ekfk) <pu

olur. (ii) 6nermesinden,

Saa(puler,) uler, ) < €
kalir. O halde,
sup da(py (e, ), puler,, ) < e
olur. Buradan,
525 (Pules, ) puler,,)) < e
elde edilir. O halde ¢, esnek diizgiin siireklidir.

Onerme 5.4.2. Herhangi (f, d;) ve (g, ds) esnek metrik uzaylar icin oy Sp(U) —

Sk (V) esnek izometri fonksiyonu f iizerinde esnek diizgiin siireklidir.

Ispat . ¢y bir esnek izometri oldugundan Ve;, , e; ; €f icin,

J2(90¢<€ifi>> S%(ejfj)) - Jl(eif“ejfj)

ozelligine sahiptir. Ve > 0 i¢in 6 = 0 olmak izere e, , ejfjéf icin dl(eifi, ejfj) < €
oldugunda,

J2<§0¢(eif'i)7 (iplb(ejfj)) = dl(eifi7€jfj) <€

oldugundan, ¢, esnek diizgiin siireklidir.

Tanim 5.4.5. (f,d) bir esnek metrik uzay ve ¢, : Sp(U) — Sk(V) bir esnek

fonksiyon olsun. Ve;, €f igin,

pr(eifi) = eifi
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oluyorsa, ¢, esnek fonksiyonuna esnek birim fonksiyon denir. Ozel olarak if ile

gosterilir.

Onerme 5.4.3. Bir esnek metrik uzay iizerinde tanimli esnek birim fonksiyon,

esnek diizgiin siireklidir.

Ispat . (f, CZ) bir esnek metrik uzay ve ¢, bir esnek birim fonksiyon olsun. ¢, nin

tanimindan Ve;, , e; 5 € f icin,

d(@w(eifi)a S%(ejfj )) = 6i(eifi ’ 6jfj)

olur. O halde, € > 0 verildiginde J = € segilerek,

d(py(eiy) pule;,)) = dleiy e5,) <0

saglandigindan ¢, esnek diizgiin siireklidir.
Onerme 5.4.4. Herhangi bir esnek sabit fonksiyon esnek diizgiin siireklidir.

Ispat . (f,d;) ve (g,ds) esnek metrik uzaylar ve @, : Sp(U) — Sk (V) bir esnek

sabit fonksiyon olsun. Bu durumda Ve; ,e;, €f ve efEg icin
i J

py(ei,) = pules, ) = ef

olur. Bu nedenle daima,

dQ(S%(eifi)’ SDw(ejfj)) =0

dir. O halde € > 0 verildiginde Ve, , e; fjé f icin 0 herhangi bir pozitif say1 olarak

secilebileceginden ¢, esnek diizgiin siireklidir.

5.4.3 Esnek Homeomorfizm Doniigiimii

Bir esnek metrik uzaydan bir bagka esnek metrik uzaya tanimh esnek siirekli bir
esnek fonksiyon verildiginde, eger varsa esnek ters fonksiyonun stirekliligini aragtirma
ihtiyact dogmaktadir. Bu da esnek homeomorfizm doniigiimiiniin tanimlanmasina

yardimei olmaktadir.
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Bu boliimde, esnek metrik uzaylar arasinda, esnek homeomorfizm tanimlanarak
cesitli esnek homeomorfizm ornekleri verildi. Esnek denk metriklerin, varhiklarin
esnek topolojik 6zelliklerini koruyan esnek metrikler oldugu gosterildi. Esnek agik
ve esnek kapal kiimeler yardimiyla, esnek homeomorfizm tanimlanarak, ozellikleri

teoremlerle ispatlandi.

Tanim 5.4.6. (f,d,) ve (g,ds) esnek metrik uzaylar ve o, : Sp(U) — Sk (V) bir
esnek fonksiyon olsun. Eger ¢, esnek birebir, esnek 6rten ve esnek siirekli ise ve g
tizerinde esnek stirekli bir ters fonksiyona sahipse, ¢, ye bir esnek homeomorfizm

denir.

Tamim 5.4.7. Eger (f, d;) esnek metrik uzaymdan (g, d) esnek metrik uzayi iizerine
en az bir esnek homeomorfizm varsa, f ile g esnek homeomorfiktir ya da esnek
homeomorftur denir. Bu durumda ¢ ye f in esnek homeomorf goriintiisii denir.

Burada esnek iizerine, esnek orten yani ¢, (f) = ¢ anlaminda kullanilmigtir.

Uyar1 5.4.5. Esnek homeomorfizmler uzaylarin esnek topolojik 6zelliklerini koru-

duklarindan esnek topolojik déniigsiim de denilmektedir.
Teorem 5.4.7. Herbir esnek orten olan esnek izometri bir esnek homeomorfizmdir.
Ispat . oy, (f, dy) esnek metrik uzaymdan (g, dy) esnek metrik uzayi iizerine esnek

drten bir esnek izometri olsun. Ve;, , e; €f icin py(e;, ) = gpw(ejfj) olsun.

S%(@z‘fi) = QOw(ij]_) = Jl(eifi’ejfj)
= dapy(eiy,), %(ejfj)
= d2(90¢(6z‘fi)a %(%)
0

!

oldugundan,

eifi - e-jfj

elde edilir. ¢, esnek birebir ve esnek ¢rten oldugundan, g@l tanimhdir.

Ve, , €j,, €9 i¢in,

di(py (e, 05" (e5,) = dalpu(y (e3,,), pu(y (e5,)))

= dz(eigi, ejgj>
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oldugundan go;l bir esnek izometridir. Ornek 5.4.3’den her esnek izometri, esnek
stirekli oldugundan ¢, ve 30;1 esnek siireklidir. O halde Tanim 5.4.6" dan ¢, bir

esnek homeomorfizmdir.

Uyar1 5.4.6. Her esnek homeomorfizm bir esnek izometri olmak zorunda degildir.

Agagida buna ait bir 6rnek verilmigtir:

Ornek 5.4.5. (f,d,) ve (g,dy) birer esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) — Sg(V)

bir esnek fonksiyon olsun. Veifi €4y, ef, eigiég icin

aki

Polein) = T e

seklinde tanimlansin.

VIEN igin ui€ fa(e,) olsun.

Ak, A, —d

T 1+ ag Lt+ap M

901/1(61}1-)

olur. Bu esitlik ay, ye gore ¢oziiliirse,

aki o a/
1+aki - kz
/
= g, = Ay, + g, Qg
]
/
_ %
= Qg T
kg
bulunur. Buradan,
ag,
-1 ki
ey (eiy) =
¥ fi 1-— ag,

oldugundan 30;1 esnek stireklidir. Hem ¢, hem de 901;1 esnek stirekli oldugundan
¢y bir esnek homeomorfizmdir.
Diger yandan, ui€fa(e;) ve ur ¢ fa(e;) olsun. Bu durumda, ay, = 1 ve ai, = 0

olur.

- ag, ag
do(0u(ei,,) pules,)) = |——

J

1
1+ |ag, _1+yakj,|_|§|_2

olur. Ayrica,

d~1<€ifz.76jfj) = |aki - ak?j| = |1| =1
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bulunur.

da(pu(eiy,), pulei,)) # dileiy €5,

oldugundan ¢, bir esnek izometri degildir.

Onerme 5.4.5. f esnek kiimesi iizerinde tammlanan iki esnek metrik d ve d’ ve
bunlarin iirettikleri esnek topolojiler sirasiyla, 7; ve 75 olsun. iy ile esnek birim

fonksiyon gosterilmek iizere, agagidaki onermeler denktir:

i. is bir esnek homeomorfizmdir.
. 7;="7y

Ispat . (i) = (i) : i; bir esnek homeomorfizm olsun. Esnek homeomorfizmler
uzaylarmesnek topolojik 6zelliklerini korudugundan 7; = 7 olur.

(17) = (i) : 7; = 75 olsun. Esnek birim fonksiyon esnek birebir ve esnek orten
oldugundan tersi tanimhdir.

oldugundan is esnek siireklidir.
Diger yandan, Vg € 7; i¢in,
(i) g) =if(9) =g €Ty
oldugundan i;l esnek siireklidir. O halde iy bir esnek homeomorfizmdir.

Sonug 5.4.2. d ve d’, f esnek kiimesi iizerinde iki esnek metrik olsun. Bu durumda

agagidaki onermeler denktir:

i. iy bir esnek homeomorfizmdir.
ii. d ve d esnck denk metriklerdir.

Sonug 5.4.3. Sonug 5.4.2°den, esnek denk metriklerin matematik varliklarin esnek

topolojik 6zelliklerini koruyan esnek metrikler oldugu goriiliir.
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Teorem 5.4.8. (f,d,) ve (g,ds) birer esnek metrik uzay ve @, : Sp(U) = Sk (V)
esnek birebir ve esnek érten bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki énermeler

denktir:

i. ¢y bir esnek homeomorfizmdir.
ii. Vk € F g icin py(k) € F g,
iii. Vh € F g, icin o' (h) € F g,

Ispat . (i) = (i) : @y bir esnek homeomorfizm olsun. Bu durumda w;l esnek

siirekli oldugundan V& € F g igin (¢;,") "' (k) € [ 4, olur. ¢, esnek birebir oldugundan,

()M (k) = @y(k) € Fy,

elde edilir.
Diger gerektirmeler de, benzer gekilde yapilabilir.

Teorem 5.4.9. (f,d;) ve (g, d,) birer esnek metrik uzay ve @y : Sg(U) = Sk (V)
esnek birebir ve esnek érten bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki énermeler

denktir:

i. ¢y bir esnek homeomorfizmdir.
ii. YgC f icin ¢y(3) = ¢u(g)

Ispat . (i) = (ii) : @y bir esnek homeomorfizm olsun. ¢, esnek siirekli oldugundan,

Teorem 5.4.4’den,

©u(9) Cy(9)

saglanir. Ayrica Vg C f icin gC f esnek kapaldir. ¢y bir esnek homeomorfizm
oldugundan ¢, esnek kapahdir. Buradan,
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olur. Diger yandan, g Cg oldugundan, ¢,(g) C ¢, (g) bulunur. ¢,(g), ¢u(g) yi

iceren esnek kapali kiimelerin en dar1 oldugundan,

©y(9) C pu(9) € oy(9)

bulunur. O halde,

©u(9) = pu(g)

elde edilir.
(i1) = (i) : VgC f i¢in pu(9) = ¢ulg) ve k € ﬁd~2 olsun. Bu durumda Teorem
5.5.2’den ¢, esnek siireklidir. Vk € f_d~1 icin k& = k oldugundan,

pu(k) = oy (k) = oy(k)

ve buradan,

op(k) = py (k)

elde edilir. O halde ¢y (k) € F ; olmahdur.
Vk € [, ic¢in @u(k) € Fj oldugundan ¢y esnek kapaldir. O halde 4,0;1 esnek

stireklidir. O halde ¢, bir esnek homeomorfizmdir.

Teorem 5.4.10. (f,dy) ve (g,ds) birer esnek metrik uzay ve o, : Sp(U) — Sk (V)
esnek birebir ve esnek érten bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki énermeler

denktir:

i. ¢y bir esnek homeomorfizmdir.
ii. Vh € %051 = g0¢(h) S 7~—d~2
iii. Vke Fy & ouk) € Fy

Ispat . (i) = (ii) : @y, bir esnek homeomorfizm olsun. Bu durumda ¢, ve golzl

esnek stireklidir. Vh € 7; igin,
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olur. (gplzl)_l(h) = y(h) oldugundan,

oy(h) € T3,

elde edilir.
Diger yandan, @, (h) € 75, olsun. ¢, esnek siirekli oldugundan,

(") M (h) = wy(k) € 7y,

olur. esnek birebir oldugundan,

esitligi vardir. Buradan,

h€7~'d~1

elde edilir.
(i) = (idi) : Yk € [ g, icin f\k € 7 olur. (ii) den,

wu(f\K) € 7
bulunur. Buradan,
g\eu(f\k) € F g,
olur. ¢, esnek orten oldugundan,
I\pu(F\R) = 0o (H\eu(F\R) = pulk)
olarak bulunur. Buradan da,

elde edilir.
Diger yandan, (k) € F 4, olsun. Bu durumda,

I\py(k) € 7,
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olur. ¢, esnek orten oldugundan,

I\eu(k) = 0u(F)\eu(k) = @y (f\k)
elde edilir. O halde,
pu(f\k) € 74,

bulunur. (ii) den,
f\k € 7,

ve buradan da,

elde edilir.

(#1) = (¢) : (iii) Onermesi saglansm. Yk € [ ; icin (iii) den,
pu(k) € F g,

olur. (gplzl)_l(k;) =k ve k € F j, oldugundan, ¢, esnek siireklidir.
Diger yandan, (iii) énermesinden, Vk € ﬁdl icin ¢y (k) € ﬁ@ saglanir. Buradan,

pulk) = (p,") 7' (k) € Fy,

bulunur. Esnek kapalilarin ters goriintiisii esnek kapali oldugundan, gpqzl esnek

stireklidir. O halde, ¢, bir esnek homeomorfizmdir.



6. SONUC

Bu ¢aligma, Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan tanimlanan esnek kiime iglemle-
rine dayali olarak yapilmigtir. Esnek topoloji, f esnek kiimesi iizerine kurulmug ve
esnek topolojik uzay, f esnek kiimesinin 7 esnek topolojisine aitligi esas almarak
tanimlanmigtir. Esnek baz tanimlamis ve ayni esnek kiime iizerinde ayn esnek baza
sahip iki esnek topolojinin birbirine egit iki esnek topoloji oldugu gosterilmigtir.
Esnek alt uzay tanimlanmig ve esnek topolojik uzaymn esnek bazi yardimiyla alt
uzayin esnek bazi incelenmigtir. Esnek alt uzay ile evrensel esnek uzay arasindaki
iligki sunulmustur. Esnek kiimenin esnek ic¢i ve esnek kapanigi tanimlanmig ve temel
ozellikleri incelenmigtir. Esnek siirekli fonksiyon, esnek acik fonksiyon ve esnek
kapali fonksiyon tanimlanmig ve baz 6zellikleri incelenmistir. Esnek siirekli fonsiyon
yardimiyla esnek homeomorfizm tanimlanmig ve esnek homeomorf uzaylar arasinda
esnek kiimelerin esnek kapanislarinin yada esnek iclerinin esnek homeomorfizm

altindaki goriintiileri incelenmistir.

Son olarak, esnek nokta yardimiyla esnek metrik uzay tanimlanmig ve esnek metrige
dayali iiretilen esnek acik kiimelerin bir esnek topolojik uzay oldugu gosterilmistir.
Esnek metrik uzayda bir esnek kiimenin capi, bir esnek noktaninin esnek kiimeye
olan uzakligi ve iki esnek kiimenin birbirine uzaklhig tanimlanmig ve baz 6zellikleri
incelemigtir. Esnek topolojik uzayda, esnek agik kiimeler yardimiyla tanimlanabilen
esnek siireklilik, ilk kez esnek nokta yardimiyla, tanim ve deger kiimesi esnek metrik
uzaylar icinde olan esnek fonksiyonlarla tanimlanmistir. Esnek acik yuvar ve esnek
kapali yuvarlar yardimiyla da esnek siireklilik tanimlanip, aralarindaki iliskiler sunul-

mustur.

Esnek topolojik uzaylarda tanimlanamayan, esnek diizgiin siireklilik kavrami tanimlan-
migtir. Neden bir esnek noktada degil, bir esnek kiime iizerinde esnek diizgiin
siireklilikten bahsedilebilecegi detayh bir sekilde aciklanmistir. Ayrica, tanimlar
benzer goriinse de, esnek siireklilik ile esnek diizgiin siireklilik arasindaki farkliliklar
gosterilmistir. Esnek diizgiin siirekli fonksiyon 6rnekleri verilerek cesitli esnek fonksiyon-

larla arasindaki iligki sunulmustur. Esnek metrik uzaylar arasinda, esnek homeomorfizm
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tanimlanarak cesitli esnek homeomorfizm ornekleri verilmigtir. Esnek topolojik

ozelliklerin esnek homeomorfizmler altinda korundugu 6rneklerle gésterilmistir.

Bu calismada incelenen esnek metrik uzaylar haricinde, esnek metrik uzaylar icinde
esnek yakinsaklik ve esnek tamlik, esnek normlu vektor uzaylar, esnek Banach
sabit nokta teoremi, esnek baglantililik ve esnek kompakt uzaylar gibi temel metrik

ozelliklerin incelenebilecegi diigliniilmektedir.
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