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1. GIRiS

Diferensiyel denklemlerin fen, sosyal ve miihendislik gibi birgok alanda
uygulamast bulunmaktadir. Bilimin ¢esitli dallarindaki bir ¢ok olayin matematiksel
modellemesi genelde bir diferansiyel denklem veya diferansiyel denklem sistemi
biciminde ortaya ¢ikmaktadir. Bu yiizden diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin ve
bu ¢oziimlerin dzelliklerinin bilinmesi énem arz etmektedir. Ancak bazi 6zel yapidaki
denklemler haricinde, genelde diferensiyel denklemlerin agik ¢oziimleri elde
edilememektedir, Bu durum, arastirmacilari denklemi Qézmeden, direkt denklemden
hareketle ¢oziimlerin davraniglarini aragtirmaya yoneltmistir. Bu yaklagim diferensiyel
denklemlerde nitel (kalitatif) teori olarak bilinmektedir. Kalitatif teorinin kararhilik,
smirhbik ve asimptotik davranig gibi konulari yani sira, diferansiyel denklemlerin
salimmlilign da bu teori i¢inde 6nemli bir yere sahiptir. Diferansiyel denklemlerin

salimimlilig 1836°da Sturm’un ¢aligmasinda ele alinan
') +a(t)z(t) =0, a(t)€ Cltg,00), to>0, (1.1)

ikinci mertebeden lineer diferensiyel denkleminin c¢oziimlerinin sifirlartyla ilgili iyi

bilinen sonuglara dayanmaktadir. Sturm’un klasik teoriminin sonucu olarak;
a(t) > ap>0
sart1 altinda (1.1) denklemi salimimli,
a(t) <0

sartt altinda (1.1) denklemi salinimsizdir. Sturm’un bu ¢aligmasindan sonra diferansiyel
denklemlerin ¢dziimlerinin salinimhihigi ve salimmsizligi konusu bir ¢ok arastirmaci
tarafndan yogun bir sekilde aragtirilmig ve aragtirilmaya devam edilmektedir. Bu sonuglarin
bazilar1 refereanslarda verilen makale ve bu makalelerde soz edilen g¢aligmalarda ele
almmugtir,

Belirtelim ki (1.1) denklemi i¢in salinim sonuglan literatiirde degisik yontemlerle

aragtinnlmistir. Bu yontemlerden en etkin olanlardan biri de integral ortalama teknigidir.




Bu teknik yardimiyla (1.1) denklemi i¢in elde edilen salinim sonuglarindan hareketle,
daha genel lineer, yart lineer ve lineer olmayan denklemlere de bu metod uygulanarak
yeni salinim sonﬁglam elde edilmigtir. Literatiirdeki bu ¢aligmalarin motivasyonuyla bu
tezde, ézél_ durumlarda lineer ve yari lineer deﬁklemleri de igeren ikinci mertebeden lineef

~ olmayan
(rgE@) FOI " S O) + 1G0,50) =0, 12t (1)

diferensiycl denkleminin ¢oztiimlerinin salinimliligi izerinde durulacaktir. '




2. TEMEL TANIM YE KAVRAMLAR

Bu béliimde gegitli yapidaki ikinci mertebeden diferensiyel denklemlere iliskin yeri

geldigince kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve sonuglar iizerinde durulacaktir.

2.1. Temel Tamimlar

F € ([ty, +o0) x R, R) ve t > tp > 0 olmak lizere

F(tx (), (£),2" () =0 @.1)

diferensiyel denklemini gbz oniine alalim.

Tamm 2.1.1. ¢ € [t;,00) C [tg,00) olmak iizere [t;,00) aralifi iizerinde iki kez
diferensiyellenebilir ve (2.1) denklemini saglayan bir =z(t) fonksiyonuna (2.1)
denkleminin ¢oziimii denir. Burada ¢, > tg > 0 sayis1 2(t) ozel ¢dziimiine bagh bir

degerdir.

Tamm 2.1.2. z (t), [to, 00) araliginda verilen bir diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olsun.

Eger, enaz birt € [y, 00) igin z (£) # 0 oluyorsa bu ¢dziime agikar olmayan ¢oziim denir.

Tamm 2.1.3. z(t), [to, 0o) araliginda verilen bir diferansiyel denklemin agikar olmayan
bir ¢oziimii olsun. Bger ¢ > tg igin (1) ¢dziimil keyfi bliylikliikte sifirlara sahipse, yani
herhangi bir ¢; € [to, 00) igin z(t2) = 0 olacak sekilde bir ¢, > t; varsa bu z(l) ¢dziimiine

salimimlidir denir.

Tamim 2.1.4. x(t) agikar olmayan ¢Oziimii, salimmli degilse salinimsizdir. Yani bu ¢oziim
[to, 00) araliginda yalmiz sonlu sayida sifira sahipse salimmsizdir. Diger bir deyisle her
t > t igin = (t) # 0 olacak sekilde bir ¢; € [{p, 00) sayisi varsa o halde bu ¢dziime

salimimsizdir denir.

Tamum 2.1.5. Eger bir diferansiyel denklemin biitin ¢oéziimleri salinimli ise bu

denkleme salmimlidir denir.




Ornek 2.1.6.
=(t) +9=z(t) =0

diferensiyel denklemini géz oniine alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri
x1 = cos3l ve xo = sindt olup bu ¢oziimler salimimli oldugundan verilen denklem

salimmlidar.

Ornek 2.1.7.
' (t) — 9z(t) =0

diferensiyel denklemi verilsin. Verilen denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri z; = e

3t

ve T3 = e ve bu coziimlerin her ikisi de salimimsiz oldugundan verilen denklem

salimimsizdir.

Bu tez caligmasinda ikinci basamaktan lineer olmayan

(rewe@) O 20 + 0,0 =0, t2,  @2)

diferensiyel denklem sinufi igin salmimlilik kriterleri verilecektir. (2.2) diferensiyel

denkleminin 6zel durumlari birgok arastirmaci tarafindan aragtirilmig ve arastiril- maya

devam edilmektedir. Bu 6zel durumlardan ikinci mertebeden

" () +qt)z(t)=0 ' (2.3)

diferensiyel denkleminin salimmlilik davramisi ¢ (t) € C ([tg,00),R) ve tg > 0 olmak

_ tuzere ilk defa Sturm [32] tarafindan incelenmis, daha sonra bir ¢ok aragtirmaci tarafindan

- farkh yéntemlerle arastirlmigtir. Burada ¢ok sayida arastirma arasindan kendi aragtirma

miza ve diger arastirmalara 1s1k tutan dnemli sonuglar iizerinde durulacaktir.




2.2. 2"(t)+ q(t) =z (¢t) = 0 Denkleminin Salmimlihig:

Teorem 2.2.8. ¢ (t) > 0veq (t) € C ([to,o0) ,R) olmak iizere
t
fli:m fq(s)ds = 00
os J

ise (2.3) denklemi salmnmldur [11].

Daha sonra Wintner [42] galismasinda, g (¢) tizerindeki non-negatiflik sartin1 kaldirarak

(2.3) denklemi i¢in Fite’nin sonucunun yine gecerli oldugunu gostermistir.

Teorem 2.2.9. ¢ (t) € C ([to,00) ,R) olmak iizere
t
tlim fq(s)ds = 5 (2.9
to

ise (2.3) denklemi salintmlidir [42].
Ayrica, Wintner ayni ¢calismasinda (2.4) sartindan daha gii¢lii olan asagidaki salinim
kriterini vermistir.

Teorem 2.2.10. ¢ (t) € C ([tp,00) , R) olmak iizere

t s .
t]im % /fq (u) duds = oo (2.5)

to tp

sarti saglanyorsa (2.3) denklemi salinimlidir [42].

Ornek 2.2.11. £ > 0 olmak iizere
2"(t) 4+ (1 + 2sint)z(t) =0

diferensiyel denklemi Teorem 2.2.10°a gore salimmlidir ancak Teorem 2.2.8 bu 6rnege

uygulanamaz.

Daha sonra Wintner ’in (2.5) sartinin 6nemli bir geniglemesi, n > 2 bir tamsay1 olmak
tizere (&t — s)™ ' seklindeki a@ilik fonksiyonu yardimiyla, Kamenev [18]

tarafindan agagidaki teoremde verildi.




Teorem 2.2.12. ¢ (t) € C ([to,00),R) ve n > 2 bir tamsay: olmak iizere

£

1 s
lim SUP=—p / (t—s)""'q(s)ds =00 (2.6)

t—o0
to

sarti altinda (2.3) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimumiidir [18].

Kamenev’in diigiincesinden hareketle Yan [51], (2.3) denklemi igin, (2.6)

sartindan farkli bir salinim sonucunu asagidaki teoremde verdi.
Teorem 2.2.13. n > 2 bir tamsay: olmak tizere

t

1 :

limsup— [ (t — )" q(s)ds < oo,

ST
to

ve (L(t), [to, 00) araliginda siirekdi bir fonksiyon olmak iizere her T' > 1 igin

sartlar saglansin. Ayrica Q. (1) = max {Q (t), 0} olmak iizere, eger
/ Q7 (s)ds = oo
to

ise, bu takdirde (2.3) denkleminin biitin ¢oziimleri saltmmhdr [51].

Aslinda Teorem 2.2.13, Yan [51] ¢alismasinda (2.3) denkleminden daha genel bir
denklem icin, daha genel bir formda verilmistir. Fakat (2.3) denklemi Yan’in denkleminin
6zel bir durumu oldugundan, Teorem 2.2.13, Yan [51]’daki sonucun 6zel bir durumudur.

1989 yilinda, Philos [27] ¢alismasinda, Kamenev’in (¢ — s)™ ! agirlik fonksiyonu
yerine, agirlik fonksiyonlar olarak daha genis bir fonksiyonlar ailesini kullanarak Kamenev
[18] ve Yan [51]’1n sonuglarimi genigletti ve Yan [51]’1n yukaridaki teoremini de iyilestirdi.

Philos [27] ¢caligmasmndaki bazi sonuglar agagida verilmisgtir.
Teorem 2.2.14. H : D = {(t,s): t > s > to} — R siirekli, t > o igin H (1,1) = (,

t>s>tgicin H(t,s) > 0ve H (t,s) nin D 'de ikinci degiskene gore siirekli ve pozitif

6




olmayan kismi tiirevleri var olan bir fonksiyon olsun. Ayrica, h © D — R siirekli bir

Jfonksiyon olmak iizere, her (t,s) € D igin

_OH ()

=h{t H(t
8 (k) VH )

kosulu saglansm. Bu takdirde, eger

lim sup
tﬁool i "LD)

{H(Ls u—h (ts)} = 0

ise (2.3) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimmldr [27].

Teorem 2.2.15. [ ve h fonksiyonlar: Teorem 2.2.14 teki sartlar: saglasin. Ayrica

. H(t,s)
<
0< 3££ |:lllﬂé£lffi @ ﬂu)} 00

ve
t

1
limsu R (t,s)ds < co

o

olsun. Q4 (T) = max {Q (1) ,0} olmak iizere, eger

/Qi (T)dT = oo
to

ve her T > g igin

lim sup
t—oo

/[ (t.5)a(s) — 21 (9)| ds > (@)

sartlart saglanacak sekilde [lo, 00) itizerinde siirekli bir SL(T') fonksiyonu varsa (2.3)
denklemi salimmbidwr [27].

Teorem 2.2.16. H ve h fonksiyonlar: Teorem 2.2.14 teki gibi olsun. Ayrica

H(t
0 < inf llm inf (t, 5) < 00
s>t t—oo H( f[])




ve

i

-y 1 '

hﬁgfh’(t,tg) / H(t,s)q(s)ds < o0
to

sartlary saglansin. Bu takdirde Q0 (1) = max {Q (T),0} olmak iizere, eger
/ Q% (T)dT = oo
to

ve her T' = 1y icin

t

lim inf

e H(i’ T / {H (t,s)q(s) — ihz (t,8)| ds = Q(T)

m

olacak gekilde [ty,00) iizerinde siirekli bir QU (T) fonksiyonu varsa (2.3) denklemi
salimmbdir [27].

Integral ortalama teknigi ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin yan
sira, ikinci mertebeden yari-lineer diferensiyel denklemlerin = salimmlihigim
aragtirmada da 6nemli bir metoddur. Simdi de bu metod yardimiyla yari-lineer denklemler
igin  literatlirde elde edilen bazi Onemli saliim  sonuglarn  {izerinde

durulacaktir,

23, [r() &) (1)] + q(®) |&(#)[*" 2(£) = 0 Denkleminin
Salimmlihgr

r € C'([ty,00), (0,00)), g € C([ts,00),R) ve o > 0 bir sabit olmak iizere
[r&) O /)] +a(e) (@) 2(t) = 0 e

diferensiyel denkleminin salinimlilig1 i¢cin J.V. Manojlovic asagidaki yeter sartlar1 elde

etmistir.




Teorem 2.3.17. Kabul edelimki H : D = {(t,s) : t = s > to} — R fonksiyonu, t > tg
icin H(t,t) =0, (t,s) € D igin H(t,s) > 0 olacak sekilde stirekli bir fonksiyon ve

0H (1,s)

kil 8) =— 5
s

D iizerinde negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun. Eger,

i

: 1 r(s) hotL (¢, s) _
h?lillpM/ [q @ HES) = )™ He 5] ==

to

sartt saglaniyorsa (2.7) denklemi salimmbidur [25].

Teorem 2.3.18. Kabul edelim ki H : D = {(t,s) : t > s > to} — R fonksiyonu, t > 1y
icin H(t,t) =0, (¢,8) € D igcin H(t, s) > 0 olacak sekilde siirekli bir fonksiyon ve

0H (t,s)

h(t,s)=— 95

D iizerinde negatif olmayan stirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica

o o e o el ()
<
0<31§tfO [h&glfH(t,tg)] < o0

ve

¢
1 hett (¢, s)
li e el
H:LSOEPH(L%) f’l" (s) oz, 5) ds < 0o

to

sartlary saglansin. Bu takdirde , (s) = max{y (3), 0} olmak iizere her T' > 1 igin
t

r(s) hotL (L, s)

. 1 _
RPEGT) / {q ) ) e (1,9

ds > ¢ (T)

ve

= 00

et
rife(s)

to
olacak sekilde [tg,00) iizerinde siirekli bir @ fonksiyonu varsa (2.7) denkleminin biitiin

coziimleri salimimiidir [25].




Teorem 2.3.19. Kabul edelim ki H : D = {(t,s) : t > s > o} — R fonksiyonu, t > 1,
icin H(t,t) =0, (t,s) € D igin H(t, s) > 0 olacak sgekilde siirekli bir fonksiyon ve

hitg) = —%

D iizerinde negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica

e[ H (L)
o< it ety <=

ve

t—o00

i
1 :
lim Supm / lg (s)| H (¢,8)ds < 00
4y 0
to

sartlary saglansin. Bu takdirde o, (8) = max{y (s),0} olmak iizere her T > ty igin

/ r(8) hotL (L,8)

PP |
llggfm! [q (5) H (t,5) — ot 1 e (,5) ds = ¢ (T)

ve o
./r (’Og_a/a+l) (S) B
— 5 5 = 0
,r.l/o: (S)
to

olacak sekilde [ty, 00) iizerinde stirekli bir o fonksiyonu varsa (2.7) denkleminin biitiin

coziimleri salimmbdir [25].

2001°de Q.R.-Wang (2.7) denklemini tekrar goz oniine aldi ve Philos’un H (¢, s)
agirlik fonksiyonu yerine, [y lizerinde ikinci degiskene gore kismi tlirevlere sahip olma
sartini gerektirmeyen H(t, s)k(s) fonksiyonunu segerek (2.7) denklemi igin asagidaki

yeni salinim sonuglarini verdi. -

Teorem 2.3.20. Dy = {(¢,s):t > s>ty ve D = {(L,s) : t = 5 > ty} olsun. Ayrica
H € C(D;R), h € C(Dy;R), k, p € C*([to, 00); (0, 00)) fonksiyonlar: da

(i) t > toigin H (t,t) = 0, ve Dy iizerinde H (t,s) > 0;

(i) H(t,s) fonksiyonunun Dy iizerinde ikinci degiskene gore siirekli ve pozitif olmayan

fsmi tiirevieri var;

10




(iii) Her (t,s) € Dy igin

2 k@) - H k@ L —h,)

sartlarmi saglasin. Bu takdirde,

t

_ 1 . p(s)r (s) [h(t,s)|"" _
hltllitlpm / [H (t,s)k(s)p(s)q(s)— @t D" (H (6.9) (5))“] ds = 0o

to

ise (2.7) denklemi salvumhdir [39].

Teorem 2.3.21. H h, k ve p fonksiyonlar: Teorem 2.3.20 deki gibi tanimlansin. Ayrica,

. H(t,s)
<
0 < Slgtfn |:hH—l>:>£lfH(L n )] < 00

ve

t
; 1 p(s)r(s) ot
1 B, s)|* de
TS VH (L t) / @G, o) k() BT ds <o

tg

sartlar: saglansin. Bu taktirde A, (s) = max {A (s),0} olmak iizere

e
lim sup ds =
ml/ () p (5)7 (5)7°

ve her T' = tg icin

H(ts)k Dale) . PETE) R ()
f; ( ,0( )Q( ) (a+1)a+1(H(t,5)k(8))a

lim Sup / } ds > A(T)
‘t—o00
r

sartlart saglanacak sekilde A € C([ty,00);R) fonksiyonu varsa (2.7) denklemi
salmumlidir [39].

Teorem 2.3.22. I h, k ve p fonksiyonlar: Teorem 2.3.20 deki gibi tanimlansin. Ayrica

; H(t,s)
<
0< Slgtf [hIEéEfH(t To)} 00
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ve

hIECl}Olintg /Hf's)k(s)p(s) (s)ds < o0

sartlar: saglansin. Bu takdirde A, (s) = max{A(s), 0} olmak iizere

(A ()
lim sup ds =
mlf( k() p ()7 ())7°

ve her T > tg icin

t

1 p(s)r(s) bt s)™ ,
l1££fH T / ds > A(T)

H9) k()0 (0)a(9) - e s

sartt saglanacak sekilde A € C([to,00);R) fonksiyonu varsa (2.7) denklemi
salinimldir [39].

24.  [r(t) |2’ (®)* " ’(t)} +p(t) |2/ ()" 2/ (t) +q(t) |2(£)| """ 2(t) = 0 Denkleminin
Salimimlili

r € C*([ty, 00), (0,00)), p,q € C([to,00), R) ve a > 0 bir sabit olmak lizere

@) O O] + 20 OF T P @) + @ O 56 =0 @8)

denkleminin salinimhilig1 i¢in Li ve ark. [23] asagidaki yeter sartlari elde etmistir,

‘Teorem?2.4.23. D = {(t,s) : —o0 < s <t < oo} olmakiizere H € C(D,R) fonksiyonu
D)t >tgicin H(t,t) =0, ¢t > sigin H(t,s) > 0,
ii) H(t,s) fonksiyonu D iizerinde ikinci degiskene gire 8H/0s kismi tirevierine

sahip ve h, D iizerinde negafzf ofmayan ve stireklli bir fonksiyon olmak iizere

oH
. E"'_h’(tas) H(t:‘s)

12




sartlarmt saglasin. Bu takdirde,

- r(s) |h(t,s) + \/ ts‘
lim sup

1
80D / H(t,s)q(s)— (a+1)auH(a 02t 35)

tg
sarty saglamiyorsa (2.8) denklemi salvumhdr [23].

Teorem2.4.24. D = {(t,8) : —00 < s <t < oo} olmakiizere H € C(D, R) fonksiyonu
Dt = tgicin H(t,t)=0,1t > sigin H(t;s) > 0,
ii) H(t,s) fonksiyonu D iizerinde ikinci degiskene gore OH[0s kismi tiirevlerine

sahip ve h, D iizerinde negatif olmayan ve siireklli bir fonksiyon olmak iizere

aaH ts)\/H(t.s

sartlarim saglasmn. Ayrica

H
0 < inf |liminf (¢, ) < o0
s>to t—00 H( )

ve

ds < 0o

_ 1 j 7 (s) ’h (t,s +T(S\/H(ts’
lim sup

o0 H (t,%0) (a4 1)* H-D/2(t, s)
o

sartlart saglansin. Bu takdirde ¢ (t) = max {¢ (t),0} olmak iizere her T' > t, icin

. ) ’ a1
| y 0 r(s)\h(t,s)+gi(j—§\/m‘
MPHET) / D) = B

(Q—E—l
/ i db =00

sartlar: saglanacak sekilde bir ¢ € C([ty, 00);R) fonksiyonu varsa (2.8) denkleminin

ds > ¢ (1)

ve

biitiin ¢oziimleri salimmlidr [23].
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Teorem 2.4.25. D = {(t,s) : —00 < 3 < t < oo} olmakiizere H € C(D,R) fonksiyonu
i)t > toigin H(t,t) =0,t > sicin H(t,s) > 0,
ii) H(t,s) fonksivonu D iizerinde ikinci degiskene gore OH /s kusmi tirevierine

sahip ve h, D iizerinde negatif olmayan ve siireklli bir fonksiyon olmak iizere

OH

E = gh ('[}, S) H(La S)

sartlarini saglasin. Ayrica

H(t
0 < inf |limingL2(5) < o0
s>ty | t—oo H (t,1p)

ve

¢
1

H?ii};lpﬂ(t,to) /H(t,s)g(.s)ds < oo
i

Q

sartlary saglansin. Bu takdirde ¢, (t) = max{¢ (t),0} olmak iizere her T' > t; icin

a+tl
r ] T(cs)‘h,(t,s)—l—%«/ﬂ(t,s)
- (L. _ ds >
imint s [ (69)a(0) = e | 42 4(0)
T
ve 00
pE ()
'1"1/“(.9) ds = o0
to

sartlart saglanacak sekilde bir ¢ € C([ty,00);R) fonksiyonu varsa (2.8) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salimimbidir [23].
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3. IKINCI BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BiR DIFERENSIYEL
DENKLEM SINIFININ COZUMLERININ SALINIMLILIGI
Bu béliimde to > 0, a > 0 bir sabit, 7 € C* ([to, 00) ; (0, 00)), 9(z) € C(R; R) ve
f i [to,00) X R x R — R siirekli bir fonksiyon olmak {izere

(rewEE) I T @) + fEe0.d0) =0, t2t, G

diferensiyel denkleminin ¢dziimlerinin salimimlilig iizerinde durulacaktir. Ayrica

o

/ LA 75
rifa(s) (3-2)
Lo
ya da
ds :
V/',‘"l/T(S) < 00O (33)
to

saﬁlariﬁm saglandigi kabul edilecektir.

Tanum 3.1. Her t € [to,t1), t1 > to i¢in (3.1) denklemini saglayan bir = : [g,11) — R

‘rfonksiyonuna (3.1) denkleminin bir ¢dziimii denir.

Bu tez calismasinda (3.1) denkleminin herhangi bir ¢, > t; igin
sup{|z ()] : t >t} # 0 ozelligine sahip ve [t,00) araliginda var olan g¢oziimleri
tizerinde durulacaktir. Eer her ¢ > ¢ i¢gin z(t) ¢ozimii keyfi sayida yeterince biiyiik
sifirlara sahipse bu,:c(t_) ¢oziimiine salinimlidir denir. Yani, herhangi bir ¢ € [fo, 00) igin
z(ts) = 0 olacak gekilde bir {5 > {; say1si mevcutsa bu z(t) ¢oziimiine salimmhidir denir.
Aksi takdirde salinimli olmayan ¢dziim adim alir. Yani her ¢ > ¢ igin z(¢) # 0 olacak
sekilde bir t; € [ty, 00) sayisi mevcutsa o halde bu z(t) ¢oziimiine salimmsizdir denir.

Eger (3.1) denkleminin biitiin ¢éziimleri salinimli ise (3.1) denklemine salinimhidir denir.

Teorem 3.2. Kabul edelim ki (3.2) sarti saglansin ve Ly ve L reel sayilar olmak iizere

olsun. Ayrica kabul edelim ki p' (t) > 0 olacak sekilde p € C' ([ty,00);R) ve q €
C ([to, 00) ; R) pozitif fonksiyonlar: var ve bu durumda her t € [ty,00), z € R\ {0},

15




z' € R igin

L2558 > q0) (3.5)
|lz|™ "z

=)
¢
vep(t) = (f e (s) ds) olmak iizere

]

mmw]@wmm—ﬁﬁ@wwﬂw:w ey

t—o0

to
sartlary saglansin. Bu takdirde (3.1) denklemi salmimlidir.

Ispat . Kabul edelim ki =(t), [t, o0) iizerinde (3.1) denkleminin salinimsiz bir ¢dziimii
olsun. Bu takdirde her ¢ > ¢; igin z({) # 0 olacak sekilde bir £, > {y sayis1 vardir.
Genelligi bozmaksizin ¢; > t, olmak iizere her ¢ > ¢, i¢in z(¢) > 0 oldugunu kabul
edelim. z(t) < 0 oldugunda da benzer sekilde ispat verilebilir. (3.1) denklemi ve (3.5)

sartindan her ¢ > #; i¢in

(r@P @@ O ®) ==/ 20,7 ©) < —g@2 @) <0 6.

oldugu goriilii. Bu yiizden de, r (£) 9 ( (£)) |2’ (£)|* "’ (¢), [t1, 00) iizerinde azalandir

ve hep ayni isareti alir. Simdi iddia ediyoruz ki, ¢ > ¢, igin

#(t) > 0 6y

dir. Aksine kabul edelim, yani 2'(t2) < 0 olacak sekilde bir ¢, € [£1, 00) oldugunu kabul

edelim. Bu takdirde,
r(t2) (z (1)) |2/ (t2)|* " 2/ (£2) < 0

yazilabilir.  [t1,00) arahginda r (£) 4 (z () |2/ (¢)|*" 2/ (t) azalan oldugundan, bir
ts > to sayist vardir yle ki ¢ € [t3, 00) igin

r () (@ )] O 2 (©) <7 (t) $ (@ () | ()] 2 (ta) == c < 0
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kalir. Buradan da,

1
rife ()i (a(t))

o —(—g)/e —(—c)V/® s
() < —(—¢) s (=92

e T— g
ariiags (3.9)

esitsizligi elde edilir. (3.9) ifadesinin t3’ten ¢’ye kadar integrali alinir ve (3.2) sarti

lullanilirsa ¢ — oo igin

oft) < alts) - (_L%)Ua] rl/is(s) o

t3

elde edilir ve bu da her ¢t > ¢; i¢in z(t) > 0 olmasiyla geligir. O halde (3.8) dogrudur.
(3.7) ve (3.8)’den her t > ¢ igin

(r(®) ¢ (z (1) (' )%) < —a ()™ () <0 (3.10)
sonucuna vartlir. Simdi her ¢ > ¢; igin

r () (z (1)) (=’ (£))”

z* (1)

w(t)=p(t) (3.11)

fonksiyonunu tanimlayalim. (3.8)’den w(t) > 0 oldugu agiktir. (3.11)%in diferansiyeli
almir ve (3.10) kullanlirsa, her ¢ > ¢; igin,

! = p’(t)w
o =
P rt)(z(t) (2 (£))H
= p(t)w(t)—ﬂ(t)q(t)—oep(t) Ty
— p'(t) N2 (t)
= —p(t)q(t) + 0 w(t) — aw(t) -
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p(t)
< a0+ Ll 6.2
= ~rta®)+ FOr@ua) (29)
< sttt + Lar0r 0 (29 (3.13)

esitsizligi elde edilir. (3.10) ifadesinden

t

wif) = m(t1)+/$’(s)ds

t1
t

= () + [N (o (s) (W) () s

t1

> (00(e0) @O)F)" [ ey e(elo)ds

I 1/ -
> (f) e (®) [ re(s)ds,
2

t1

olur ve buradan da her ¢ > ¢, i¢in

' (6)\® _ Lap®™ (1)
(m) =T () G149

elde edilir. (3.14) ifadesini (3.13) esitsizliginde kullamirsak her ¢ > #; igin

SO < -p )0 )+ 20 9" O (3.15)

oldupu goriliir. (3.15)’in integrali alinirsa,
L
' L ,
/ (p ()26 -2 (6)¢" () ds S w@ o) swl) G109
t1

elde edilir. Burada her iki tarafin lim sup™u alinirsa (3.6) ile geliskiye diisiiliir. Bu geliski

(3.1) denkleminin salinimli oldugunu gosterir.
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Teorem 3.3. Kabul edelim ki (3.3) ve (3.4) sartlari saglansin. Ayrica p(t) ve q(t)

Jfonksiyonlarida (3.5) ve (3.6) sartlarim saglayacak sekilde Teorem 3.2 deki gibi tanimlansin.
Bu taktirde x(t) = [ r=Y/%(s)ds olmatk iizere, eger
‘ t

0o z Ve
/ T(]—'Z)/q(s)x“(s)ds dz = o0 (3.17)
o fo

sarti saglanwyorsa (3.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimlidir.

Ispat . Kabul edelim ki z(t), (3.1) denkleminin [ty, 00) araliginda salinimli olmayan bir
¢Oziimii olsun. Bu taktirde her ¢ > ¢ igin z(t) # 0 olacak sekilde bir {; > g sayisi
vardir. Genelligi bozmaksizin ¢; > g olmak iizere her ¢ > ¢; i¢in z(f) > 0 kabul
edebiliriz. () < 0 oldugunda da ispat benzer sekilde verilebilir. w(t) fonksiyonu (3.11)
’de oldugu gibi tamimlansin. Bu durumda () nin isareti i¢in iki olast durum vardir.
z'(t) > 0 durumu i¢in, ispat Teorem 3.2’deki ile benzerdir e bu durum i¢in detaylar gbz
ardi edilmigtir. Simdi kabul edelim ki z'(¢) < 0 ifadesi ilgili aralik {izerinde belli bir
yerden sonra negatif olsun. Bu taktirde, ¢ € [ty,00) igin z'(¢) < 0 olacak sekilde bir
ty >ty sayist vardir. (3.1) ve (3.5)’ten her t > t5 igin

(r(®w(e() (—2'(0)%)" = f(tz(t),2'(1)) = a(t)2"(t) > 0. (3.18)

elde edilir. Bu yiizdende r(¢)y(x(t)) (—2'(t))” ifadesi [to,00) lizerinde artandir ve

. dolayisiyla s > 1 = {3 igin

r(8)y(a(s)) (—2'(s))” 2 r(O)(e(®) (—2' ()"

yazilabilir. Son egitsizlikten, her 8 > ¢ > ¢, icin

—(5) > e o) (' () (3.19)
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elde edilir. (3.19) esitsizligi, { > {3 den w > ¢ ye kadar integrallenirse ve © — 0o igin

limite gegilirse, 3 := L}/arl/“(tz)i/ﬂ/“(z(tg)) (—2'(t5)) > 0 olmak {izere
2

oo

1
gk

a(t) =

i

= Oy e(e(o) ()

> ) (1) (') = ()

elde edilir. Bu yiizden, (3.18) ve (3.20) *den, ¢ > ¢ igin

(r(&) () (—2' (1)) = a())z®(t) > F*a(t)x*()

sonucuna varihr. (3.21) ifadesi t2’den ¢’ye kadar integrallenirse

t

rB)P(z(t) (=2'(t)" = r(t2)p(a(t2)) (—2'(t))" + B f q(s)x"(s)ds

to
esitsizligi ve buradan da ¢ > {5 i¢in
i 1/
=) 2 7z | =0 [ alel(5)ds
L=\ r(t)
ta
oldugu goriiliir. Bu son esitsizligi {3’den {’ye integrallersek
t z l/a
(0 <at) - iz [ | s [aon)ds |
$kt) < Elle) —— — [ q(s)x*(s)ds b4
e )\,
2 2

sonucuna varilir. Burada ¢ — oo igin limite gegilir ve (3.17) sart1 kullanilirsa

tlim z(t) = —o0

20
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oldupu goriiliir ve bu da her ¢ > ¢y igin z(t) > 0 oldugu kabulu ile geligir. Béoylece

teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.4. Kabul edelim ki (3.2), (3.4) ve (3.5) sartlar: saglansin. H : D =
{(t,s): t = 8> to} — R siirekli bir fonksiyon, t > ty icin H(t,t) = 0, t > s > tg
icin H(t,s) > 0 ve H(t,s) nin D iizerinde ikinci degiskene gore siirekli kismi tiirevleri

var olsun. Ayrica kabul edelim ki t > s > tg igin

‘; ((f))ﬂ(t,s) + aH(,;Z’ %) <o (3.22)
ve herhangi bir t € [tg, 00) igin
¢
hltlling(: 0 /p(s)q(s)ﬂ(ﬁ, s)ds = 0o (3.23)

i1

sartlarini saglayan pozitif bir p € C"([to, 00); R) fonksiyonu var olsun. Bu taktirde (3.1)

denkleminin biitiin ¢dziimleri salimumlidrr.

Ispat. Teorem 3.2’ nin ispatinda oldugu gibi genelligi bozmaksizin kabul edelim ki (3.1)
denkleminin ¢; > g igin, [t1, 00) tizerinde z(t) > 0 olacak sekilde bir ©(t) ¢ozimii var
olsun. (3.11) ile tanimlanan w(t) fonksiyonu ve Teorem 3.2’ nin ispatinda izlenen yol

kullamlarak (3.12) esitsizligine varilir. (3.12) esitsizligi H (¢, s) ile ¢arpilir ve {1 ’den ’ye

kadar integrallenirse

i

fP(S)CI(S)H(t,.s)ds < /H(t Sl (s + /tp’(s

) S S)as
Bt 3)d

11 t1

Ht, t)w(ly) +/ {aH(éZ’ i - ‘z((j)) H(t,s)| w(s)ds

<
ty
(3.24)
elde edilir. (3.22) esitsizligi (3.24)te kullanilirsa,
1 t'
———— s)g(s)H(t, < w(t .
) j p(s)g(s)H(t, s)ds < w(ts) < oo, (3.25)

t1

21




sonucuna varilir ve bu da (3.23) ile gelisir. Béylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.5. Kabul edelimki (3.3), (3.4) ve (3.5) sartlar: saglanswn, p ve H fonksiyonlar:
da (3.22) ve (3.23) sartlarim saglayacak sekilde Teorem 3.4° deki gibi tanumlansin. Ayrica
kabul edelim ki (3.17) sarty saglansin. Bu taktirde (3.1) denklemi salimimlidur:

Ispat . Teoremin ispati Teorem 3.3"iin ispatt ile benzerdir ve bu yiizden detaylar ilgili

okuyucuya birakilmistir.

Lemma 3.6. Kabul edelim ki (3.2), (3.4) ve (3.5) sartlar: saglansin. Ayrica kabul edelim
kir'(t) > 0, her © € R igin ¢'(z) = 0 ve z(t), [to, 00) araliginn herhangi bir yerinden

itibaren (3.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde t > T icin
! " / a—1l 4 :
Z(t) > 0,2"(t) < Ove (r(w(e(®) () = (t)) <0 (3.26)

olacak sekilde bir Ty > o vardwr,

ispat . z(t), (3.1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii oldugundan her t > ¢; i¢in

~z(t) > 0 olacak sekilde bir t; > {; sayist vardir. Teorem 3.2” deki ispat yolu izlenirse,
t > t1 igin (3.7) ve (3.8) esitsizliklerinin saglandif1, ve dolaysiyla ()i (z(t)) (z/(¢))*

ifadesinin {1, 00) lizerinde azalan oldugu goriiliir. Simdi ¢ > ¢, icin
#'(1) <0 (3.27)
oldugunu gosterelim. (3.10) esitsizliginden

0> (rOP(®) @B = rEOvE) @ O) +rEw o) @@
+ ar(@p(e() @0) " 2 (1)

elde edilir ve buradan da (3.27)" nin saglandifi agik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla

(3.26)’daki durumlar gecerlidir ve bu da lemmanin ispatini tamamlar.
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Teorem 3.7. Kabul edelim ki (3.2) ve (3.3) sartlar: saglansin, v'(t) > 0, ve her z € R
icin ' (z) = 0 olsun. Ayrica kabul edelim ki p'(t) > 0, (3.5) ve

limsup /t [P(S)Q(S) — Lyr(s)p'(s) (-f—) a} ds = oo (3.28)

| sartlart saglanacak sekilde p € C([to, co); ]R) ve q € C([to,00); R) fonksiyonlar: var

olsun. Bu takdirde (3.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salvmmIidur.

Ispat . (%), (Sl.l) denkleminin salmimli olmayan bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde her
t >t igin z(t) # 0 olacak sekilde bir ¢; > t; sayis1 vardir. Genelligi bozmaksizin,
ty > tg igin [t1, 00) tizerinde z(t) > 0 kabul edebiliriz. w(t) fonksiyonu Teorem 3.2" deki
gibi tammmlansin. Teorem 3.2’ nin ispatinda izlenen yol takip edilirde (3.13) esitsizligine
ulasilir. Diger taraftan Lemma 3.6’ dan dolayz [£;, 00) iizerinde #'(t) pozitif ve azalandir.

Bu yiizden, t2 > 2t; olacak sekilde segersek ¢ € [{y, 00) igin

t t

ot) =alt) + [ ()2 [(s)ds 2 (¢~ )e't) 2 3'0),

11 11

oldugu goriiliir ve buradan da ¢ > ¢s i¢in

g 2
< Z
20 = 3 (3.29)
olur. (3.29) ifadesi (3.13) esitsizliginde kullanilirsa
! / 2 “
w'(t) < —p(t)a(t) + Lar (£)p' (1) | ¢ (3.30)

elde edilir. (3.30) ifadesini ¢5” den ¢’ ye kadar integrallersek

f {p(s)q(s) Lo} (s) (2)] % o - - hasile] i) s

to

sonucuna vartlir ki bu ifade (3.28) ile gelisir. O halde ispat tamamlanir.
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Teorem 3.8. Kabul edelim ki (3.3) ve (3.4) sartlan saglansin. 7'(t) > 0 ve her v € R
icin ¢'(x) > 0 olsun. p(t) ve q(t) fonksiyonlar: da (3.5) ve (3.28) sartlarimi saglayacak
sekilde Teorem 3.7" deki gibi tammlansin. Ayrica kabul edelim ki (3.17) sarti da saglansin.
Bu taktirde (3.1) denklemi salimimhidir.

ispat. Teoremin ispat: Teorem 3.3’ iin ispati ile benzerdir ve bu yiizden detaylar goz ardi

edilmistir.

Ornek 3.9. r(t) = t, Y(z(t)) =2+ f;g::g:;, g(t) = t* 4 1 ve a > 0 bir sabit olmak

tizere t € [1, 00) igin,

Q= o) O 20) + (241 b0 o0 (14 @0F) -

(3.31)

lineer olmayan diferansiyel denklemi géz 6niine alalim. Kolayca goriilebilir ki her =z €

(—o0,00) igin 1 < 9p(x) < 4ver)/(z) > 0d

T ds
1/05 ? -
to 1

oldugundan (3.2) sarti saglanir. p(t) = ¢ alirsak,

t—o0 t—oo

lim sup j [p(s)q(s) — Lor(s)p'(s) (%)a} ds = lim sup j [* +1—2°F%] ds = oo,

to

elde edilir ve dolayisiyla (3.28) saglanir.Bu yiizden de Teorem 3.7 den dolay: (3.31)
denkleminin biitiin ¢6zlimleri salinimlidir.
Ornek 3.10. o = 2 ve ¢ da q(t) > 1 olacak sekilde herhangi bir siirekli fonksiyon olmak

iizere t > 1 igin
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(1 2 + 7%(t)

91+m§5hﬂﬂ“*f&0 +q(t) o (8)|* " 2(t) (14 2%(2) + ((8))*) =0,

| (3.32)
diferansiyel denklemini goz 6niine alalim. Her z € (—o00,00) i¢in 1 < (z) < 2 oldugu

aciktir. Bu yiizden de

T ds T
to 1
ve
" -t " -1
O=| [reeas) = [sas] =5
o(t) = r s)ds = sds =
to 1

dir. p(t) = £ — ¢ + t igin

lim sup j (P(S)Q(S) - %P'(S)@a(s)) ds

i
3 1
= H]]::nigl)/ ((% - SQ*JFS)Q(S) - (S +61)2) ds
1

t—o0

¢
3
> lim sup/ ((% — 5%+ 8)g(s) — 4)) ds = 0.
1

elde edilir. Sonug olarak Teorem 3.2’ nin biitiin sartlar1 saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.2

den dolay1 (3.32) denklemi salnimlidar.

Ornek 3.11. ¢ > 1 igin

t54+§@iﬁj@|f@ﬁ*f@waﬂﬂm*%ﬂ)l+ ! —0
3w(t) | 3—=(t) 1+ (:L.I(t))2 B
(3.33)
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diferansiyel denklemini goz dniine alalm. Kolayca gosterilebilir ki her z € (—oo, c0)
icin Ly = 3, Ly = 5 ve ¢/(z) > 0’dir. @ = 1/2 alalim. Bu takdirde,
ds T ds
ais) ) s0 =%
to 1

elde edilir ve dolaysiyla (3.3) saglanir. Teorem 3.8” in uygulanabilmesi i¢in (3.17) ve

(3.28) saglanmalidir. Bunun igin p(t) = /1 alirsak

s j [p(s)q(s)—_Lgr(s)p'(s) (%ﬂ PO — j [sw— 5\2/534} ds = oo,

t—00 t—o0

to

elde edilir ve (3.28) saglanir. Ayrica,

o0 z 1/a 0o z 2 oo

1 Y 1 [& 2 —1)?
f FZ)[Q(S)X (s)ds dz:f ;/Eds dZZ/( 5 ) dz = oo,
to to 1 il 1

oldugundan (3.17) sart1 saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.8” den dolay1 (3.33) denklemi

salimimhdir.

Ornek 3.12. t > 1 igin

1 / it , 5 gyl 1 _
(t_2(7 —dcosz)|2'(t)| @ (ﬂ) +(£°411) |z (L)] z(1) (1 - T T (g;f(t))z)@;)’

diferansiyel denklemini géz oniine alahm. Her 2 € (—o0, 00) i¢in3 < 1)(x) < 11 oldugu

]Oi = ]Osds =
ria(s) -
1o 1

agiktir. Bu yiizden de

ve
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dir, p(t) = & —#* +t + 7 igin

— f (CICE %%p’(é?)so”(s}) ds

t—00
i

¢
= limsu/ (i—'92—&-.5—1-7)(.554—11)—i ds
B taoop 3 ! (3+1)2

R 5 121
> Iimsup/ ((E —s? 454+ T)(s*+11) - T)) ds = oo.

t—00

elde edilir. Sonug olarak Teorem 3.2’ nin biitiin sartlar1 saglamir. Dolayisiyla Teorem 3.2

den dolay1 (3.34) denklemi salimimlidir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu tez galismasinda,

(rEO) OIS0 + 1@ O) =0, t2t, @D

denklemi g6z 6niine alinarak, Riccati-tipi doniigiim ve integral ortalama metodu kullanilarak
(4.1) denklemi igin salmm sonuglari  verildi. Denklemdeki  katsay1
fonksiyonlarina yeni sartlar yiiklenerek bu tezde elde edilen sonuglardan farkli yeni
salinim sonuglan elde edilebilir. Ayrica literatiirdeki diger yontemler kullamilarak bu

tipten denklemler igin farkli salinim sonuglar aragtirilabilir.
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