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OZET

DOKTORA TEZi
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(TEZ DANISMANI: PROF. DR. MEHMET ATCEKEN)

Bu tez calismasinda, hemen hemen kontak metrik manifoldlarin bir alt sinifi ve co-
Keahler, Kenmotsu, Sasakian manifoldlarin genel hali olan hemen hemen C(&)-

manifoldlarin bazi egrilik 6zelikleri ¢calisilmigtir. Bu tez dort boliim ve bu boliimlerin alt
kisimlarindan olusmaktadir. Birinci boliim giris ve literatiir 6zetine ayrilmistir. Ikinci
boliimde temel topolojik kavramlar verilerek manifoldlar tanitilmis sonrasinda ise
hemen hemen kontak metrik manifoldlar ve bir alt sinifi olan hemen hemen C(a)-—
manifoldlar i¢in gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica bir hemen hemen C(a)—

manifoldunun Ricci tensorii, Ricci operatorii, skaler egrilik fonksiyonu gibi bazi temel
formiilleri olusturulmustur. Boliim sonunda 5-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik
manifold 6rnegi insa edilmistir. Ugiincii ve dérdiincii bdliim tezimizin orijinal kismini
olusturmaktadir. Uciincii bolimde Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii,
concircular egrilik tensorii, Ricci tensOrii ve quasi-konformal egrilik tensoriiniin
birbirleri iizerindeki etkileri ayrintili olarak incelenmis ve elde edilen sonuglara gore
hemen hemen C(«)—manifoldlar1 kategorize edilmistir. Bolim sonunda verdigimiz

teoremlerin bazilarini saglayan 5-boyutlu bir hemen hemen C(a)—manifoldu 6rnegi
verilmistir. Dordiincii bolimde ise hemen hemen C(«)—manifoldlarm lokal ¢ -
simetrik, lokal simetrik, 7 —paralel ve quasi-konformal flat olmasi durumlar
incelenmigtir. Bolim sonunda 6zel bir hemen hemen C(«)-manifold 6rnegi insa
edilmistir.
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ABSTRACT

DOCTORATE THESIS

ON GEOMETRY OF C(a)-MANIFOLDS

UMIT YILDIRIM
GAZIOSMANPASA UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR:) PROF. DR. MEHMET ATCEKEN

In this thesis, some curvature properties of almost C(«)—manifolds have been studied

which is a sub-class of almost contact metric manifolds and general case of co-Keahler,
Kenmotsu and Sasakian manifolds. This thesis consist of four sections which and
contain sub-sections. The first sections is devoted to introduction and review of the
literature. In the second part, basic topological concepts have been given and manifolds
have been introduced. After that, necessary definitions and theorems for almost contact
metric manifolds and a sub class almost C(a) —manifolds have been given. In addition,

some basic formulas such as Ricci tensor, Ricci operator, scalar curvature function of an
almost C(«)—manifolds have been introduced. At the end of section, an example of an

almost contact metric manifold has been built. The third and fourth part is the original
parts of this thesis. In the third section, we have studied Riemann curvature tensor,
projective curvature tensor, concircular curvature tensor, Ricci tensor and quasi-
conformal curvature tensor act to each other almost C(a)—manifold have been

categorized according to the results obtained. At the end of section, 5—dimensional an
almost C(a)—manifold examples which providing the given theorems has given. In the

fourth part, case of local ¢—symmetric, local symmetric, 7 —parallel and quasi-
conformal flat of an almost C(a)-—manifold has been investigated. In the end, we
construced an example which is an almost C(a)—manifold.

have been investigated being cases local ¢—symmetric, local symmetric, 77 —parallel
and quasi-conformal flat of an almost C(«) —manifold

2016, 86 + 1V Page

KEYWORDS: Almost C(«)-manifold, Einstein manifold, Projective curvature
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1. Giris

Bilinen ge¢misten giiniimiize kadar olan donemde bilim ve teknolojinin icerisinde
geometri biliminin yeri daima korunmustur. Insanoglunun zaman igerisinde olusan
ihtiyaglarina gore geometri cesitli dallara ayrilmis ve calismalar daha 06zgiin
yiiriitilmiistlir. Bu alanlardan birisi diferansiyel hesaplamanin geometriye tatbik edildigi
diferansiyel geometridir.

Bir ¢ok bilim dalinda uygulama bulmasindan dolay1 diferansiyel geometri modern
matematigin en popiiler caligma alanlarindan biridir. Diferansiyel geometrinin baslangici
Gauss’un yiizeylerin egrilikleri iizerine ¢alismalarina dayanir. Gauss’un bu c¢aligsmalari
Riemann manifoldu kavramina 6n ayak olmustur. En genel tanimi1 ile manifoldlar yerel
olarak R" 0Oklidyen uzaymna benzeyen nokta kiimeleridir. Bir manifold sonlu sayida
koordinat komsuluklarindan olusur ve her bir koordinat komsulugu R" uzayinin bir agik
kiimesine homeomorfiktir. Koordinat komsuluklari, manifold i¢in yerel koordinat
sistemleri tanimlamaya olanak verir.

Manifoldlar iizerinde tanimlanan en temel kavram tanjant vektor kavramidir. Tanjant
vektor kavrami bir ¢cok sekilde tanimlanmakla birlikte, geometrik olarak en uygun metot
manifold iizerinde egri kavramini kullanarak tanimlamaktir. Manifold iizerinde bir egri,
I c R acik araliindan M manifolduna bir diferensiyellenebilir doniisiim olarak
tanimlanir. Manifold tizerinde bir p noktasindan gecen iki egrinin bu noktadaki birinci
tiirevleri ayn1 ise bu iki egriye denktir denir. Diger bir kavram vektor alan1 kavramidir.
Vektor alani, manifoldun her bir noktasina bir tanjant vektorii karsilik getiren bir
diferensiyellenebilir doniisiim olarak tanimlanabilir.

Diferansiyel geometri tiirevin tanimli oldugu Riemann manifoldlarinin 6zelikleri ile ¢ok
yakindan ilgilenir. Bagka bir deyisle bu manifoldlar iizerindeki metrik kavramlarla
ugrasir. Diger taraftan bu manifoldlarin egrilikleri, egriler i¢cin burulmalar ve ylizeyler
icin degisik egrilikler aragtirilan konulardan baslicalaridir.

Bir Riemann manifoldunda, Riemann egrilik tensoérii R ve VX,Y € y(M) olmak {izere
eger R(X,Y)R=0 ize bu durumda manifolda semi-simetriktir denir. Benzer sekilde,

Ricci tensérii S, projektif egrilik tensérii P, concircular egrilik tensorii Z ve quasi-
konformal egrilik tensorii C olmak iizere, R(X,Y)S =0 ise manifolda Ricci semi-
simetrik, R(X,Y)P =0 ise projektif semi-simetrik, R(X,Y)Z =0 ise concircular semi-
simetrik ve R(X,Y)C =0 ise quasi-konformal semi-simetriktir denir.

Simetrik Riemann manifoldlar ile ilgili ¢alismalar E. Cartan ile baglamistir (Cartan,
1926). Sonraki donemlerde pek ¢ok yazar, gesitli manifoldlarin simetriklik durumlarini

incelemislerdir (Boeckx ve ark., 1999; Chaki, 1988; Deszcz, 1989; De ve ark., 2003;
Patterson, 1952; Szabo, 1982; Szabo, 1983; Szabo, 1984; Takahashi, 1977).

Bu bilgiler 15181nda, (¢,&,7,g) kontak yapisiyla verilen (27 + 1) —boyutlu hemen hemen
kontak metrik manifoldu M (¢,&,7,g) ve manifoldun Riemann egrilik tensorii R olmak
tizere, VX,Y,Z, W € y(M) ve da € R i¢in



R(X,Y,ZW)=R(X,Y,$Z,¢W)+a{-g(X,Z2)g(Y.W)+g(X . W)g(Y,Z)
+g(X,$2)g(Y. W)~ g(X,¢W)g(Y,4Z)}

sartin1 sagliyorsa M ye bir hemen hemen C(«)-manifoldu denir. Bir hemen hemen
C(«) —manifoldu, co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldlarinin genel halidir. Yani

manifold, 6zel olarak « =0 ise co-Keahler, o =1 ise Sasakian ve o =—1 ise Kenmotsu
manifoldu adin1 alir (Janssens ve Vanhecke, 1981). Bu manifoldlarla ilgili pek c¢ok
calisma yapilmis olmasina karsin C(«)—manifoldlarla ilgili calismalar oldukca sinirh

sayidadir.
Yukaridaki ¢aligmalar dogrultusunda orijinal bu tez ¢alismasinda, hemen hemen kontak

metrik manifoldlarin bir alt sinifi ve co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldlarin
genel durumu olan hemen hemen C(«a)-manifoldlarmin egrilik 6zelikleri geometrik

olarak incelenmistir.



2. Temel Tanim ve Kavramlar

Temel kavramlar i¢in ayirdigimiz bu boliim ii¢ kisimdan olugsmaktadir. Birinci kistmda
topolojik kavramlara, ikinci kisimda manifoldlarin ingasinda kullanilan kavramlara yer
verilmis olup son kisimda hemen hemen kontak metrik manifoldlarla ilgili temel tanim

ve teoremler verilerek hemen hemen C(a)-manifoldlar tanitilmigtir.

2.1 Topolojik Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bir kiime ve 7 da X in kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger

(i) X,0 e,

(ii) 7 da alinan sonlu sayida elemanlarin birlegimi 7 ya aittir.
Yani, V{A;}ic; C 7 (I sonlu bir indis kiimesi) i¢in |J A; € 7 dur.
i€l
(iii) 7 da alinan sonlu sayida elemanlarin kesigimi 7 ya aittir.

Yani, V{A;}ic; C 7 (J sonlu bir indis kiimesi) i¢in (] 4; € 7 dir.
ieJ

aksiyomlar1 saglanirsa, 7 ya X lzerinde bir topoloji denir. 7 topolojisi ile donatilmig
X kiimesine veya (X, 7) ikilisine topolojik uzay denir (Ashm, 1988).

7 nun her elemanina, X iizerinde 7 tarafindan tanimlanan topolojiye gore bir a¢ik
kiime denir. X uzayimna gore tiimleyeni acik olan kiimeye 7 tarafindan tanimlanan

topolojiye gore kapalr kiime denir.

Tanim 2.1.2. (X, 7) bir topolojik uzay ve X in baz acik altkiimelerinin sinifi B olsun.
X in her agik altkiimesi B nin elemanlarinin herhangi bir birlegimi olarak yazilabiliyor

ise, B ye X uzaymin bir baz: denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.3. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun.

w={G =ANG:Ger}



kiimeler sinifi A iizerinde bir topolojik yapidir. A {izerinde 7 tarafindan tiretilen 74
topolojisine, X uzaymin indirgenen (relatif, biinyesel) topolojisi denir. Bu durumda,

(A, 74) topolojik uzayma (X, 7) uzaymm alt uzay: denir.

Tanim 2.1.4. X bostan farkli bir kiime ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Eger
Vz,y,z € X i¢in

(i) = # yicin d(x,y) > 0
(ii) d(z,y) =0 <= z =y
(iil) d(z,y) = d(y,z)

(iv) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

aksiyomlar saglaniyor ise d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.5. Bir (X, d) metrik uzay1 ile bir x € X ve bir r > 0 sayisim goz Oniine

alalim.
B(z,y) ={y € X :d(z,y) <r}

kiimesine x merkezli ve r yaricapl yuvar denir.

X bir ciimle d de bu climle iizerinde bir metrik ise, d metrigi bu ctimle iizerinde bir tek
topoloji tiretir. Boylece bir metrik uzay tizerinde bir topoloji tanimlamak her zaman

miimkiindir (Ashim, 1988).

Ornek 2.1.1. R reel sayilar ciimlesi olmak iizere R™ ile
{v=(21,m9,...;2,) t 2 € R, 1T <d <m}

climlesini gosterelim. Burada her biri x; reel sayisina x € R™ noktasimn i. koordinat:
ad1 verilir.

Simdi x,y € R" igin

d(r,y) = (Z(:ri —y»?)

i=1
fonksiyonunu tanmimlayalim. Kolayca goriilebilir ki, bu fonksiyon R™ tizerinde bir metrik

tanimlar. Boylece R™ bir metrik uzaydir. Bu metrik uzay
B(z,r) ={y e R" : d(z,y) < r}
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acik yuvariyla iiretilen topolojiye sahiptir. Bu 6rnek bize R™ uzayimin topolojik uzay

oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.6. X bir topolojik uzay, € X olsun. x noktasini igeren bir U altkiimesinin

her N iist kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.7. (X, 7) ve (X', 7 ) herhangi iki topolojik uzay, f : X — X' bir fonksiyon
ve 29 € X olsun. X' uzaymda f(zo) m her N komsulugu icin f(N) C N’ olacak
sekilde, X uzaymmda xg in bir N komgulugu varsa, f fonksiyonuna xy noktasinda 7 ve

7 ya gore siirekli, 7 — 7 siirekli veya kisaca siirekli denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.8. (X,7) ve (X', 7') topolojik uzaylar arasmdaki f fonksiyonu 1 — 1 ve
orten, stirekli ve f~1 tersi de siirekli ise, f fonksiyonuna bir homeomorfizma (topolojik
doniigiim) denir. Bu halde (X, 7) ve (X', 7) uzaylaria homeomorfiktirler (topolojik
olarak denktirler) denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.9. X topolojik uzayimin her fakh x, y noktasi igcin NNM = () olacak selkilde
x noktasinin bir N komsulugu ve y noktasinin bir M komsulugu varsa, X topolojik

uzayma Hausdorff uzay: (Kisaca H-uzay1) denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.10. (X, 7) bir topolojik uzaymin agik altkiimelerinin simnifi g olsun. Eger

x=J¢c

Geg

ise g simifina (X, 7) uzaymin bir acik ortiisii denir. Eger g nin bir altkiimesi X uzayim

orterse, bu altkiimeye (X, 7) min bir a¢ik alt ortisi denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.11. (X, 7) topolojik uzaymin her g agk Ortiisiintin sonlu bir alt ortiisii

varsa (X, 7) uzayma kompakt uzay denir.

X topolojik uzayimin her x noktasi X uzayinda kompakt olan bir komguluga sahip ise,

X uzayma yerel kompakt uzay denir.

Kompakt bir uzay yerel kompakt uzaydir. Fakat tersi dogru degildir.

Tanim 2.1.12. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. (A, 74) uzay1 kompakt ise,
A kiimesine X uzaynm kompakt altkiimesi denir (Ashm, 1988).

Tanim 2.1.13. (X, 7) topolojik uzay1 bog olmayan ayrik agik iki kiimenin birlegimi
olarak yazilamiyorsa, (X, 7) uzayina baglantilvdir aksi halde baglantisizdur denir (Ashm,
1988).



Tanim 2.1.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve (X, 7) topolojik uzaymin acik ortiileri
swrastyla U = {uytaer ve V= {vg}ges olsun. Eger V' nin her bir ac¢ik kiimesi U nun

bir acik kiimesi i¢cinde bulunuyorsa V' ye U nun inceltilmisidir denir.

Bir (X, 7) topolojik uzayr Hausdorff ve her agik ortiistintin bir lokal sonlu incelmesi

varsa bu topolojik uzaya parakompakttir denir (Aslim, 1988).

2.2 Manifoldlar

Bu kisimda, ilk olarak koordinat komsulugu kavrami verildikten sonra topolojik manifold
tanimi verilecektir. Daha sonra manifold iizerinde diferensiyellenebilir atlas tanimlandiktan
sonra r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold kavrami verilerek bir manifold tizerindeki
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanacak, manifold tizerinde tensor, diferensiyel form, Lie
braketi, kovaryant tiirev, vektor alani, tiirev doniigimii ve benzeri bir ¢ok kavram

tanmitilacaktir.

Tanim 2.2.1. X bir Hausdorff uzayi olmak tizere herhangi bir U C X acik ctimlesinden

V C R™ bolgesine tanimlanan
p:U—VCR"

homeomorfizmine X de tanimlanan n— boyutlu koordinat sistemi veya harita, U agik
cimlesine de, ¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bu
harita (U, ¢) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).
Eger, x € U ise

o(x) = (x1,...,z,) € R

dir. Buradaki xzy, ..., z, reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasinin koordinatlar1 denir.

Tanim 2.2.2. M bostan farkli bir ciimle olmak tizere M nin her noktasinin E™ e veya
E™ in bir U agik altciimlesine homeomorf olan bir koordinat komsgulugu varsa, M ye

n—boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.3. f, R” uzaymin bir U acik ciimlesi {izerinde tanimli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevleri var ve k& < r
olmak iizere, siirekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilir denir ve bu
f € C"(U,R) ile gosterilir. Eger her r € Z* i¢in f € C"(U,R) ise f fonksiyonuna
diferensiyellenebilir denir ve bu f € C*°(U,R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).
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Tanim 2.2.4. X bir Hausdorff uzay1 ve £ € N olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan
{(Uqg, 00) : a € A, U, C X} lokal koordinat ailesine X iizerinde C*sinifindan bir atlas

denir. Burada A, « indislerinin kiimesidir.

(i) Lokal haritalarmn U, boélgesi X i orter, yani X € |J U, dir.

acA
(ii) « #  olmak iizere her «, 5 € A igin U, N Us # 0 olacak bi¢imde

0300yt pa(UaNUs) — 0p(Us N Up)

ve

Pa 095" 0(Us NUs) — @, (Us N Up)

déniigiimleri C*-siifindadir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.5. M bir n— boyutlu topolojik manifold ve S = {(Uy,%s)}a de M nin
bir atlasi olsun. r > 1 olmak iizere, eger S atlas1 asagidaki o6zellige sahip ise S ye C”
simifindadir denir.

U, NUg # 0 olmak tizere her o, 5 € A igin

Pap = Va 05" Y3(Ua NUs) — 1a(Ua N Up)

ve
Ppa =g oy 1 Ya(Us NUs) — 1h3(Us N Up)

fonksiyonlar:t C" sinifindandar.
Eger S atlasi M {izerinde C" smifindan ise S ye M iizerinde bir C" smifindan
diferensiyellenebilir yapr denir.
M, n— boyutlu bir topolojik manifold ve M nin S atlas1 C" simifindan olsun. O zaman

M ye n— boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.6. M ve N birer manifold ve ¢ : M — N diferensiyellenebilir doniigtimiiniin
tersi var ve tersi de diferensiyellenebilir ise ¢ doniigimiine bir diffeomorfizma adi
verilir. M ve N manifoldlar: verildiginde M den N ye bir diffeomorfizma var ise M ve
N manifoldlarima  diffeomorfiktirler denir (Hacisalihoglu, 1980).

Manifoldlar iizerindeki onemli kavramlarindan biri de tanjant vektor kavramidir.
Manifold esas olarak bir topolojik uzaydir. Bu topolojik uzay iizerinde diferensiyel

yap1 tanimlayarak diferensiyel teknikleri kullanilabilir.



Ayrica, tanjant vektor kavrami da manifold tizerinde vektor uzayr yapisi tasiyarak
cebirsel teknikleri kullanmaya olanak saglamaktadir. Tanjant vektor igin birbirine
denk olan bir ¢ok tamim literatiirde mevcuttur. Ancak, biz bunlardan yone gore
tiirev oOzelliklerini gozoniine alarak manifoldun bir p noktasindaki tanjant vektortini

agagidaki bicimde tanimlayabiliriz.

Tanim 2.2.7. M bir topolojik manifold ve p € M olsun. M nin p noktasinin bir

komsulugu U olmak tizere

dif—bilir

CEUR)={f|f:U

R}

ciimlesini ele alalim. Bu ciimlede her f,g € C*(U,R) ve a,b € R igin

(i) Lineerlik
Vo(af +bg) = aVy(f) + 0V,(9),
(ii) Leibniz

Vio(f.9) = Vi (f)-9(p) + f(p)V;(9)

ozelliklerini saglayan V, fonksiyonuna A nin p noktasmndaki tanjant vektoru denir
(Hacisalihoglu, 1980).

M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi Ty (p) ile gosterelim.

Buna gore
lineer

Tu(p) = {Vp | Vo : CF(M, R) ;1. R}

leibniz

dir. I¢ iglem

© : Tup) x Tulp) — T u(p)
(%,Wp)ﬁ%@WPICW(M,R)ﬁR

ve f € C*(M,R) igin
(Vo + Wp)lf] = Volf] + Wil f]



seklinde tanimlanir. Boylece (T (p), @) ikilisi bir abel grup olur. Bu ciimlede dig iglem
de

® : RxTy(p) — Tulp)
ANV, = A0V, C°(M,R) - R

ve f € C®(M,R) i¢in
AV /1= AV, 1f]

seklinde tanimlanir. Bu iglemlerle birlikte Ty (p), reel sayilar cismi tizerinde bir vektor

uzayidir. Bu uzaya M nin p-noktasindaki tanjant uzay: denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.8. f : E" — R diferensiyellenebilir fonksiyon ve ‘—/p € Tgn(p) olsun. Bu

— —
durumda V', = PQ) olmak tizere

<l

1] = P 1@ = P)), o F(Pu 4 1(Qn — P

reel sayisia [ nin 1_/)p vektdori yonindeki tirevi denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.2.9. Reel sayilar cismi tizerinde r tane vektor uzay1 Vi, V5, Vi, ..., V,. olsun.
fVixVox Vs ...V, —R

fonksiyonu 1 < i < r olmak iizere u;, v; € V; ve a,b € R icin

fur, oy w1, av; + by, Uity oy Up) = af (U1, oy Vi1, U4y ooy U) + 0 (01, 0oy Vi1, Uiy oeny V)

sartini saghiyorsa f ye r—lineer fonksiyon denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.2.10. M bir n— boyutlu manifold diferensiyellenebilir manifold ve p € M
noktasindaki tanjant uzay Ty (p) olsun. Ty (p) nin dual uzayma M nin p noktasindaki
kotanjant uzayr denir. M nin p noktasindaki kotanjant uzay1 T3, (p) ile gosterilir. Buna
gore

Tii(p) = {w | w : T (p)™ R}

dir. T3,(p) uzaymn her bir elemanina da M nin p noktasindaki kotanjant vektori
denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.2.11. Reel sayilar cismi tizerinde bir vektor uzay1 V' ve V nin duali uzay1 V*

olmak tizere
g* (r+s)=linner
Nt

LV, VS Ry ={f|f:V"xV R}



uzayinda i¢ ve dig iglemler sirasiyla

(f @g)(ah "'7aT7617 '-'768) = f(ala '-'7047"7617 -'-763) +g(a1, -~-704r7617 '-'765)

ve

()‘f)(ah "'7057‘7ﬁ17 “'758) = )‘f<al7 "‘7057"7517 --',ﬁs)

seklinde tamimlanirlar. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant
tensor uzayr, denir. Bu uzayn elemanlaria da (r, s)—tipinde bir tensér denir (Boothby,

1986).

Manifoldlar iizerindeki tanjant vektor kavramindan faydalanarak vektor alani tanimlanabilir.
M bir manifold ve T);(p) manifoldun p noktasindaki tanjant uzayi olsun. Bu durumda

her p € M noktasima Ty (p) uzaymda bir tanjant vektorii kargilik getiren X diferensiyellenebilir

dontigtimiine vektor alan1 dedigimiz gibi agagidaki sekilde de tanimlanabilir.

Tanim 2.2.12. M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin ciimlesi C*°(M, R) olsun. Her f,g € C>°(M,R) ve a,b € R olmak iizere

X :C*®(M,R) - C*(M,R)

dontigimu

() X(af +bg) =aX(f)+bX(g)

(i) X(f g)=X(f)g+ fX(9)

ozelliklerini sagliyorsa X e M ftizerinde bir vektér alani denir (Boothby, 1986). M
tizerindeki vektor alanlarmin ctimlesi x (M) ile gosterilir.
Buna gore bir manifold tizerinde bir vektor alani, manifoldun her bir noktasina bir

tanjant uzay: karsilik getirir.

Tanim 2.2.13. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki vektor alanlar:

ciimlesi x (M) olmak {izere

(i) 2-lineer, yani her a,b € Ricin X,Y, Z € x(M) igin

[aX +0Y,Z]=a[X,Z]+0b[Y, Z],
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(ii) anti-simetrik yani her X, Y € x(M) i¢in

(X, Y] = —[Y, X],

(iii) her X,Y,Z € x(M) igin

(X, Y], Z]+[[Z2, X], Y]+ [[Y, 2], X] =0

ozellikleri saglaniyorsa [ , | ye M —iizerinde bir Lie operatdri denir (Yano ve Kon, 1984).

Ornek 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki vektor alanlari

ciimlesi x(M) olmak iizere X, Y € x(M) i¢in

] 0 x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — [X,Y]

doniigtimiini her f € C*(M,R) fonksiyonu igin
(X, Y]f=X(Y(f)) - XX(f)) (2.21)

seklinde tamimlamyor. [,], x(M) tlzerinde bir Lie operatoridiir. Burada X(f), f

fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tiirevidir.

M Dbir diferensiyellenebilir manifold, her X, Y, Z € x(M) olmak tizere f,g € C*°(M,R)

fonksiyonlar: ve A € R igin Lie operatori

(1) XY +9) = X YI() + [X,Y(9)
(i) [X,Y](Af) = AIX, Y]f

(iif) [X,Y](fg) = g[X, YI(f) + FIX, Y](9)

ozelliklerini saglar (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda her X,Y €
X(M) ve f,g € C=(M,R) igin

[fX,9Y] = (foIX, Y]+ [X(9)Y —gY (/)X (2.2.2)
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dir.
Tanim 2.2.14. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar1 arasinda bir f : M — N

dontigiimiiniin tiirev dontigimi

df - x(M) — x(N)
bi¢iminde gosterilir. Bu doniigiim her p € M noktasinda

(f)p = dfy : Tu(p) — T (f(p))

lineer doniigimiinii verir ve buna da f nin p noktasindaki tirev donusimi denir

(Hacisalihoglu, 1980).

1

(z!, ..., 2™) ve (y!, ..., y™) sirasiyla M ve N tizerindeki lokal koordinat sistemleri olsunlar.

1=1,2...,m, j=1,...,n olmak tlizere f doniligiimii i¢in

afi
8:(;1-

F=yofvefl=

yazilabilir. Boylece
0 0

) = J
Oz; " Oy

df (

elde edilir (Hacisalihoglu, 1980).

Teorem 2.2.2. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f : M — N diferensiyellenebilir
dontisum olsun. Bu durumda f, tirev donisumi lineerdir ve M de secilen egriden
bagimsizdur (Hacisalihoglu, 1980).

Manifoldlarin 6nemli ¢egitlerinden olan Riemann manifoldlari, manifoldun her noktasinda
tanjant uzay1 iizerinde bir i¢-carpim metrigi tanimlar. Bu kisimda Riemann metrigi,

Riemann konneksiyonu ve Riemann manifoldlarinin egrilikleri tanitilacaktir.

Tanim 2.2.15. M bir diferensiyellenebilir manifold M tizerindeki C'*° vektor alanlarinin
ciimlesi x(M) ve M den R ye C* fonksiyonlarin ciimlesi de C*°(M,R) olsun. Her
X,)Y,Z € x(M) ve a, b € R i¢in

g: x(M) x x(M) — C*(M,R)

dontigimiu

(i) simetrik, yani
9(X,Y) = g(¥, X),
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(ii) pozitif tammhlik,

X #0 icin ¢g(X,X)>0, ve ¢g(X,X)=0< X =0,

(iii) bilineerlik,
g(aX +b0Y,7) =ag(X,Z) +bg(Y, Z)

sartlarin saglyorsa g ye M iizerinde bir Riemann metrigi veya (2,0) mertebeli metrik
tensor ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu adi verilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.16. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C* vektor alanlar:

ciimlesi x (M) olmak {izere

Vo (M) x x (M) (M)
(X)Y) — V(X,Y) =VxY

doniigimii her XY, Z € x(M) ve f,g € C*°(M,R) i¢in

(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(11) VfX+gyZ = fVXZ +ngZ,

(i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu tizerinde bir afin konneksiyon ve Vx’e de

X e gore kovaryant tirev operatori denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.17. M, n-boyutlu bir manifold ve M tizerinde ki konneksiyon V olsun. Bu

durumda

T ¢ x(M) x X(M) = x(M)
(X,Y) = T(X,Y) =VxY —VyX — [X,Y]

olarak tamimlanan vektor degerli tensore M tizerinde tamimh V konneksiyonunun

torsiyon tensortu denir. Kolayca goriilebilir ki torsiyon tensorii anti simetriktir.

Tanim 2.2.18. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tamimlanan bir

afin konneksiyon olsun. O zaman her XY, Z € x(M) olmak {izere V doniigiimii
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(i) VxY — VxY = [X,Y] (konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi),

(i) X(g(Y,2)) = g(VxY, Z)+ g(Y, VxZ)(konneksiyonun metrikle bagdasma 6zelligi)

sartlarim sagliyorsa, V ya M tizerinde Riemann konneksiyonu (sifir torsiyonlu konneksiyon )
veya Levi-Civita konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983).
(M, g), n-boyutlu Riemann manifoldu ve V da M {izerinde tamimlanan Levi-Civita

konneksiyonu olmak iizere her XY, Z € x(M) i¢in

29(VxY.Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)~ Zg(X,Y)
—9(X, [V, Z]) = g(Y, [X, Z]) + 9(Z, [X, Y1) (2.2.3)

ile tamimlanan ifadeye Kozsul formiili adi verilir (Boothby, 1986).

Tanim 2.2.19. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X € x(M) i¢in Lx, keyfi (r, s)-tipinde
tensor alanimi yine (r, s)-tipinde tensor alanina gotiiriir ve X vektor alanina gore Lie

tirev operatori olarak adlandirihr. Y € (M) i¢in
LxY =[X,Y]

seklinde tanmmhdir. Ayrica f € C(M,R) i¢in Lxf = X(f) dir. Her Y, Z € x(M) i¢in

g-Riemann metrik tensoriiniin X —vektor alanina gore Lie- tiirevi de

(Lxg)(Y.Z) = Lxg(Y.Z)—g(LxY,Z) —g(Y,LxZ)
= X((V,2)) - 9([X,Y],Z2) — g(Y,[X, Z])
= 9(VxY,2)+g(Y,VxZ) — g(VxY, Z)
+9(Vy X, Z) —g(Y,VxZ) + g(Y,VzX)
= g(VyX,Z)+g(Y,VzX)

seklinde tanimlanir. Eger Lxg = 0 ise X vektor alamina Killing vektor alani denir
(Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.20. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde verilen her bir
diferensiyel r-forma bir diferensiyel (r+1)-form kargilik getiren diferensiyel operatore

dis turev operatori denir ve d ile gosterilir.
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Eger w bir r—form ise, Xg, X1, ..., X, € x(M) igin

1 - ,
dW(XOa Xla ...,XT’) = 1 { Z(_1>ZXZ(W(XO’ ...7Xi_1, XZ‘, ey Xr)
=1
1 - "
+r — Z(_l) Hw([X;, X)), Xo, s Xic1, Xiy o, X)) 1

,5=0

seklinde tammlanir. Ozel olarak 1— form ve 2— form icin d operatorii X, Y, Z € X(M)
olmak tizere

2dw(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) —w([X,Y]) (2.2.4)
3dP(X,Y, Z) = X(®(Y,2))+Y(®(Z, X))+ Z(P(X,Y))
~O([X,Y],2) - &([Y, 2], X) - ®([Z,X],Y) (2.2.5)
seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.21. (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M {izerinde Levi-Civita konneksiyonu
olsun. Her XY, Z € x(M) olmak iizere

R X(M) x x(M) x x(M) — x(M)

(X,Y,Z) = R(X,Y)Z =VxVyZ =VyVxZ —Vixy)Z (2.2.6)
ile tamimlan R fonksiyonu M iizerinde bir (3,1)— tipinde tensor alamdir. Bu tensor
M nin Riemann egrilik tensoriu olarak adlandirilir.

Ayrica her XY, Z, W € x(M) i¢in K(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W) seklinde tamimh
K tensoriine Riemann-Christoffel egrilik tensoriu adi verilir. Riemann egrilik tensort
sifir olan manifolda flat manifold denir. Yani R = 0 ise manifolda flattir denir. Ornegin
E™flat bir manifolddur. (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki konneksiyon V olmak

tizere VR = 0 ise M-ye lokal simetrik manifold denir. Burada her XY, Z, W € x(M)

icin Riemann egrilik tensori R,

() R(X,Y)Z = —-R(Y,X)Z,
(i) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z),
(iii) RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (I. Bianchi 6zdesligi),

(iv) g(R(X,Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)
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ozelliklerine sahiptir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.22. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ej, ey, ...,e,} lokal

ortonormal vektor alanlart (M) in bir baz olsun.

Q : x(M) — x(M)

X - Q(X)=QX =) R(X e)e (2.2.7)

i=1
ile tanimlanan @) operatoriine M nin  Ricci operatéri denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.23. (M, g), n— boyutlu bir Riemann manifoldu ve R, M Riemann manifoldunun
Riemann egrilik tensori olsun. {ej,es,...,e,} ctimlesi x(M) nin ortonormal vektor

alanlar1 olmak tizere her X,Y € y(M) igin

S x(M) x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) = S(X,Y)=> g(R(Y.e)e;, X) (2.2.8)

i=1
seklinde taniml (2,0)— tipindeki tensére M nin Ricci tensord adi verilir. Kolayca
goriilebilir ki Ricci tensorii simetriktir. Ayrica M nin Ricci operatorii ) ise

S(X,Y) = g(QX,Y) (2.2.9)

seklinde tanimhdir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.24. (M, g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ej,es,...,e,} lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere;

n

T = ZS(ei,ei) (2210)

=1

degerine M nin skaler egrilik fonksiyonu adi verilir (O’Neill, 1983).

Ayrica skaler egrilik, Ricci egrilik tensoriiniin izi olarak da tanimlanabilir.

Diger taraftan bir (M, g)-Riemann manifoldunun X dogrultusundaki Ricci egriligi

S(X, X)

BX) = 9(X, X)

(2.2.11)

ile tanimlanir.
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Tanim 2.2.25. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere her X,Y €
X (M) igin

S(X,Y)=Xg(X,Y) (2.2.12)
olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu varsa, yani M nin Ricci tensorii S, metrik
tensdr g nin bir kat1 ise M ye FEinstein manifoldu adi verilir. Burada (2.2.11) de

X =Y =¢;, 1 <1 < n, ortonormal baz segilirse A = £ oldugu goriiliir (Boothby,
1986).

Tanim 2.2.26. (M, g), n— boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger S Ricci tensorii
olmak iizere her X,Y € x(M) igin

S(X,Y)=ag(X,Y)+ n(X)n) (2.2.13)

esitligi saglaniyor ise M ye n— Einstein manifoldu ad1 verilir. Burada a ve b, M iizerinde
fonksiyonlar ve n-da 1-formdur (Boothby, 1986).

Tamim 2.2.27. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T)/(p) tanjant uzaymn iki boyutlu

alt uzay1 II olmak iizere X, Y € II tanjant vektorleri igin

olmak tlizere

g(R(X, Y)Y, X)
g<X>X)g(Yv Y) - g<X> Y)2

K(XAY) = (2.2.14)

ile tamimh K (X AY") ye II diizleminin kesit egriligi denir ve K (II) ile gosterilir. Buradan
kolayca goriilebilir ki kesit egriligi Th/(p) tanjant uzaymn iki boyutlu alt uzay1 IT den
se¢ilen bazlardan bagimsizdir (Yano ve Kon, 1984).

Her p € M ve X,,,Y, € Ty (p) icin K(X,,Y,) sabit ise M ye c-sabit kesit egrilikli uzay
veya reel uzay form denir. n-boyutlu bir M uzay formu M"(c) ile gosterilir. Bu halde
M Riemann manifoldu reel bir uzay form ve c-sabit kesit egrilikli ise M nin Riemann
egrilik tensorii, her X, Y, Z, W € x(M) igin

g(R(X,Y)Z, W) =c{g(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)} (2.2.15)

seklindedir. Burada eger;

¢ =0ise M(c) = E™ Oklid uzayn,

¢ = % ise M(c) = S™(r) kiiresi,

¢ = —= ise M(c) = H"(r) hiperbolik uzaydir.

Burada, sabit egrilikli bir Riemann manifoldunun egriligi pozitif ise eliptik, negatif ise
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hiperbolik ve sifir ise diizlemsel (flat) veya lokal Oklidyen manifold admi alir. Boylece

flat manifoldlar Riemann egrilik tensori sifir olan manifoldlardir.

2.3 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar

Bu kisimda oncelikle hemen hemen kontak metrik manifoldlar tanimlanacaktir. Daha
sonra hemen hemen C'(a)-manifoldlar tanitilarak sonraki béliimlerde kullamilmak {izere

baz1 temel sonuclar elde edilecektir.

Tanim 2.3.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ¢, M
tizerinde (1, 1)-tipinden bir tensor alani, £, bir vektor alan, n, M {izerinde diferensiyel
1-form olmak {izere, VX € x(M) i¢in (¢, &, n) tclisti;

¢ X(M)™Lx (M)

dif bilir oo
n: xX(M)=——=C>(M,R)

nE) =1 ve ¢*X = X +n(X)¢ (2.3.1)

kogullarini sagliyor ise bu tigliiye bir hemen hemen kontak yapi (hemen hemen co-kompleks
vapl), (M, ¢,&,n) dortlisiine de bir hemen hemen kontak manifold (hemen hemen
co-kompleks manifold) adi verilir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.3.2. (2n+ 1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu iizerinde, VX, Y €
X(M) ve € € x(M) icin

n(X) = g(X,§) (2.3.2)
9(dX,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.3.3)

kosullarmi saglayan bir g metrigi var ise (¢, £, 7, g) dortliisiine bir hemen hemen kontak
metrik yapr, (M, ¢, &, n, g) beslisine de bir hemen hemen kontak metrik manifold (hemen

hemen co-Hermitian manifold) adi verilir (Yano ve Kon, 1984).
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Tanim 2.3.3. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu {izerinde
VX,Y € x(M) icin

9(¢ X, 0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)
olacak gekilde bir ¢ Riemann metrigi daima vardir (Blair, 1976).

Sonug 2.3.1. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilmis
olsun. VX,Y € x(M) igin

90X, Y) = —g(X, ¢Y)

dir. Bu esitlik de bize ¢ nin g metrigine gore anti-simetrik bir tensor alani oldugunu

gosterir.

Teorem 2.3.1. (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontak manifoldu verilmis olsun.

M dizerinde bir n-kontak yapisy verildiginde, VX,Y € x(M) i¢in

¢ x(M)™x (M)

9(X,0Y) = &(X,Y)

olacak sekilde bir (¢,£,1n,9) hemen hemen kontak metrik yapisy vardar.

Tanim 2.3.4. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu iizerinde bir (¢, &, 1, g)
hemen hemen kontak metrik yapisi verilmig olsun. VXY € (M) i¢in

O(X,Y) = g(X,¢Y)

bigiminde tanimhi ® déntigiimiine, (¢, &,7n,g) hemen hemen kontak metrik yapisinin
temel 2-formu denir. Burada nA®™ # 0 dir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Tanim 2.3.5. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere M tizerinde (1, 1)-tipinden

tensor alam ¢ olsun. O zaman VXY € x(M) i¢in
No(X,Y) = ¢*[X, Y] + [¢X, 0Y]| — [ X, V] — 6] X, 6] (2.3.4)

seklinde tamimli Ny tensor alanina Nijenhuis torsiyon tensoriu adi verilir. Burada

[X,Y] Lie parantez operatoriidiir (Janssens ve Vanhecke, 1981).
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Burada [¢, ¢] = 0 ise hemen hemen kontak yap1 integrallenebilirdir denir. Eger ¢, ¢] +
2dn ® & = 0 ise hemen hemen kontak yapi normaldir denir. Ayrica integrallenebilir bir

hemen hemen kontak yapiya kontak yapr denir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Integrallenebilir bir hemen hemen co-Keahler manifolduna co-Keahler manifoldu denir.
Ayrica bir normal hemen hemen Sasakian manifolduna Sasakian manifoldu, normal
hemen hemen Kenmotsu manifolduna da Kenmotsu manifoldu adi verilir (Janssens ve

Vanhecke, 1981).

Simdi co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldlarini karakterize eden bazi teorem

ve sonuclar verilecektir.

Teorem 2.3.2. (M,g,$,&,n) beslisi bir hemen hemen kontak metrik manifold ve V
Riemann konneksiyonu olmak izere, VX,Y € x(M) i¢in

(i) M nin bir co-Keahler manifoldu olmasu i¢in gerek ve yeter sart Vo = 0 olmasidar.

(1) M nin bir Sasakian manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
(Vxo)Y =g(X,Y){ —n(Y)X

olmasadar.

(11i) M nin bir Kenmotsu manifoldu olmast i¢in gerek ve yeter sart,

(Vx0)Y = g(¢X,Y)E —n(Y)oX

olmasidir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Teorem 2.3.3. £ bir Killing vektor alani olmak tizere co-Keahler ve Sasakian manifoldlarinda,
VX,Y € x(M) igin

9(Vx&Y) +9(X,Vy§) =0
iken, Kenmotsu manifoldunda

9(Vx&Y) —g(X,Vy§) =0
dur (Janssens ve Vanhecke, 1981).

20



Teorem 2.3.4. M manifoldu tizerinde Riemann egrilik tensori R olmak tizere, VX,Y, Z,W €
X(M) igin

(i) M co-Keahler manifoldu ise

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,$Z, W),

(i) M Sasakian manifoldu ise

R(X,)Y,Z,W) = R(X,Y,9Z,¢W) —g(X,Z)g(Y, W)+ g(X,W)g(Y, Z)
+ 9(X,02)g(Y, W) — g(X, oW )g(Y, ¢ Z),

(11i) M Kenmotsu manifoldu ise

R(X,Y,Z, W) = R(X,Y,0Z, oW)+g(X,2)g(Y, W) —g(X,W)g(Y, Z)
— 9(X,02)9(Y, W) + g(X, oW)g(Y, 62)
dir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Tanim 2.3.6. M hemen hemen kontak metrik manifoldunun Riemann egrilik tensorii
R olmak tizere, VX,Y, Z, W € x(M) ve Ja € R i¢gin

R(X,Y,Z,W) = R(X,)Y,0Z,¢W) + a{—g(X, Z)g(Y, W) + g(X, W)g(Y, Z)
+ 9(X,02)g(Y, oW) — g(X, oW)g(Y, ¢ 2)} (2.3.5)

sartini saghyorsa bu durumda M ye bir hemen hemen C(«)-manifoldu denir (Janssens
ve Vanhecke, 1981). Ayrica c-sabit kesit egrilikli bir hemen hemen C'(«)-manifoldunun

Riemann egrilik tensori

RX,Y)Z =

- 9(Y, Z)n(X)¢} (2.3.6)

ile verilir.
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Bir normal hemen hemen C'(«)-manifolduna C'(«)-manifoldu denir (Janssens ve Vanhecke,
1981). Ornegin, co-Keahler manifoldu C(0), Sasakian manifoldu C(1) ve Kenmotsu
manifoldu C'(—1) manifoldlardur.

Teorem 2.3.5. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold olmak
tzere, VX,Y € x(M) ig¢in

(i) M hemen hemen kontak metrik manifoldunun a-Sasakian manifoldu olmasu i¢in

gerek ve yeter sart
(Vx0)Y = ofg(X,Y)§ —n(Y)X} (2.3.7)

olmasaidar.

(i1) M, bir a-Sasakian manifoldu ve & bir Killing vektor alany olmak izere, VX €
X (M) igin

va = —OngX

seklindedur.
(iii) Bir a-Sasakian manifoldu bir C(a?)-manifoldudur (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Teorem 2.3.6. M bir hemen hemen kontak metrik manifoldu olmak tzere, VX,Y €
X (M) igin

(i) M nin a-Kenmotsu manifoldu olmast i¢in gerek ve yeter sart
(Vx9)Y = a{g(¢X,Y){ —n(Y)oX} (2.3.8)

olmasaidar.

(ii) Bir a-Kenmotsu manifoldu bir C(—a?)-manifoldudur (Janssens ve Vanhecke,
1981).

Tanim 2.3.7. M, (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere, quasi-konformal
egrilik tensorii C,VX,Y,Z € X (M) i¢in

C(X,Y)Z = aR(X,Y)Z+b[S(Y,2)X — S(X,Z2)Y + g(Y, Z)QX

- 9(X,2)QY] - 3 [% +20[g(Y, 2)X — g(X, 2)Y] (2.3.9)
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seklinde tamimlidir. Burada a ve b birer sabit, () Ricci operatorii, S Ricci tensorii ve r
ise manifoldun skaler egriligidir. Eger C=0 ise, o zaman manifolda quasi-konformal
flat denir.

Quasi-konformal egrilik tensorii kavrami Yano ve Sawaki tarafindan gosterilmistir (Yano
ve Sawaki, 1968).

Diger yandan bu denklem a =1 ve b = —ﬁ secildiginde

CX.Y)Z = R(X.Y)Z+

1Jﬂx@x-ﬂxzw

n —

+ g(Y,2)QX —g(X, Z)QY}

-Z@%jﬁwxmx—mxzw]
- O(X,Y)Z (2.3.10)

esitligine indirgenir. Burada C' tensoriine ise konformal egrilik tensori denir. Boylece
konformal egrilik tensorii C' nin, quasi-konformal egrilik tensori C nin bir 6zel durumu

oldugu gortiliir.

Tanim 2.3.8. M, (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak {izere, projektif egrilik
tensori P,VX,Y,Z € x(M) i¢in

}%xmzzmxyﬂ—%ﬂﬂxmx—ﬂxzw] (2.3.11)

seklinde tanimhdir (Yano ve Sawaki, 1968).

Tamim 2.3.9. M, (2n+1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak tizere, concircular egrilik
tensori Z, VXY, Z € x(M) icin

= r

zm&nzzmxyw—Z%EIEMK@X—mxzw} (2.3.12)

seklinde tanimhdir (Yano, 1940). Burada r manifoldun skaler egriligidir.

Bundan sonraki boltimde ise ileride kullanacagimiz bazi temel sonuglar elde edecegiz.

M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu ve R, Riemann egrilik tensorii

olmak tizere (2.3.6) da X = & segtigimizde

R(&Y)Z = a{g(Y, Z2)§ —=n(Z)Y} (2.3.13)
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esitligi elde edilir. Ayni sekilde (2.3.6) da Z = ¢ sectigimizde ise
R(X,Y)§ = afn(Y)X —n(X)Y} (2.3.14)
olur. Yine (2.3.14) de Y = & segersek
R(X,§)§ = of X —n(X)¢} (2.3.15)

bulunur. Ayrica (2.3.6) denkleminin her iki tarafim1 £ € x(M) ile i¢ garpima tabi

tuttugumuzda
n(R(X,Y)Z) = afg(Y, Z)n(X) — g(X, Z)n(Y)} (2.3.16)

esitligi elde edilir.
Diger taraftan (2.3.11) de X = & sectigimizde

1
P(E.Y)Z = ag(¥. Z)E - .-S(YV. 2)¢ (23.17)
bulunur. Yine (2.3.11) denkleminin her iki tarafinin £ € x(M) ile i¢ ¢arpimindan
1
1
- n(Y)[ag(X,2) - %S(X, 7)) (2.3.18)
elde edilir. Yine benzer sekilde (2.3.12) de X = ¢ segtigimizde

Z(Y)Z = {a - Ho(Y, 2)¢ —n(2)Y} (2.3.19)

.
2n(2n + 1)

ve (2.3.19) denkleminde Z = £ segtigimizde ise

()6 = {o = 5o HINE =Y} (2:3.20)

elde edilir. Aym gekilde (2.3.9) da X = ¢ i¢in

CEY)Z = {aa+2nab— 2n’”+ 1[% 2 (Y, 2)¢ —n(Z)Y)

+ W{S(Y,2)§ —n(2)QY'} (2.3.21)
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ve (2.3.21) de Z = ¢ segtigimizde ise

Ce.Y)e = {aa+2nab— 5[5+ W} {n(Y)E V)

+ b{2nan(Y)¢ — QY'} (2.3.22)

elde edilir. Ayrica (2.3.9) da X = ¢ i¢in (2.3.21) denkleminin bagka bir formu olan

GEev)Z - [bc(n+1) +a52a+7bn—b) B 2n:1[%+2b”
® [9(Y,2)¢—n(2)Y] (2.3.23)

elde edilir.

Ayrica M nin bir ortonormal bazi olan {eq, ey, ..., €,, Peq, des, ..., ey, £} icin (2.3.6) dan

R(X. eec+ R(X, dedes + RX, 06 = (P4
r g<X7 ¢ei)¢ei + X — g<X7 5)5}

+ (FHBX dei)ge — 2nn(X)¢
T+ 3g(X, Fe)dPen(X)E— X)) (2.3.24)

HnX —g(X,e)e; +nX

vazilir. (2.3.24) esitliginde Y € x (M) i¢in

S(X,Y) = (a(?)n — 1)+ c(n + 1)) J(X.Y)+ ((a —c)(n+ 1)) (X )n(YY2.3.25)

2 2

ve

0X = (a<3n_1)+6(n+1))x+ ((a—c)(n+1)

> ; ) n(X)e (2.3.26)

esitlikleri elde edilir. Burada (2.3.25) den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.3.2. Sabit kesit egrilikli her hemen hemen C'(a)-manifoldu 7-Einstein manifoldudur.
Burada (2.3.25) denkleminden sabit kesit egrilikli bir hemen hemen C'(«)- manifoldunun
skaler egriligi

r=n[a(3n+ 1)+ c(n+ 1)] (2.3.27)
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olarak hesaplanir [43]. Yine benzer sekilde (2.3.25) de Y = ¢ segtigimizde
S(X,€) = 2nan(X) (2.3.28)
ve (2.3.26) da X = ¢ segtigimizde
Q& = 2nag (2.3.29)

esitlikleri elde edilir. Yine burada ¢, (1, 1)-tipinden tensor alani olmak iizere (2.3.26)
ve (2.3.27) dan

r — 2no

Y (2.3.30)

QoY =

bagintisini elde ederiz.

Simdi 5-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold 6rnegi verecegiz.

Ornek 2.3.1. M = {(x1, 29, 23,04, 75) € R® : 1y # 0,23 # 0} 5-boyutlu Riemann

manifoldunu goz ontine alalim. M nin her noktasinda lineer bagimsiz vektor alanlarini

ise
oy 8371 (9%3 Y 4 8371 8133
P Oxy  Oxy 1o Oxy Oxy 5 0xs

baz voktorleri seklinde alalim. g Riemann metrigini ise 1 < 17,7 < 5 olmak tizere
0, i#J
g(ei, e5) = { .

seklinde tanimlayalim. M iizerindeki her bir X vektor alam igin n 1-formu, n(X) =

g(X, &) seklindedir. Ayrica (1,1) tipinden ¢ tensor alaninm ise e5 = £ igin
per = e, peq = —ey, pes = ey, peq = —es, pes =0
olacak gekilde alalim. Burada,
nles) =1, X = —X +n(X)es,
9(¢X, 9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y),
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egitlikleri saglanir. Boylece e5 = ¢ icin (M, ¢,&,n, g) beslisi bir hemen hemen kontak

metrik manifolddur. Burada (2.2.2) formulii kullanilarak

[61,62] = [61,65] = [82, 65] = [63764] = [63765] = [64,65] =0
x T x x
le1, e3] = —263 - —3617 le1, eq] = ——361 + —264
T3 Lo T2 T3
T3 To T3 T2
[62763] = ——€2 — —¢€3, [62764] = ——€61 — —¢€4
X9 T3 H) Z3

degerleri hesaplanir. Ayrica Kozsul formulii yardimiyla

I3 T3 T3

Ve 1= —(63 + 64), Vees=——e;, Vges=——e;, Vger=V,.e5=0,
i) T i)
xs3 T3 £3

Ve,ea = —(e3+e€4), Vees=——e, Vees=——e, Vee1=Ve;=0,
T2 T2 T9
T2 T2 T

Vegeg = —(61 — 62), Vegel = ——E€s3, V€362 = —€s3, V6364 = V6365 = 0,
T3 T3 T3
o) 45 X2

V64€4 = —(61 — 62), V6461 = —— €4, ve4€2 = —€4, Ve4e3 = Ve4€5 = 0,
T3 T3 Z3

V6561 = V6562 = Veseg = Ve564 = ve5€5 =0

esitlikleri hesaplanir. Daha sonra (2.2.6) formulii yardimiyla Riemann egriliklerini

R(ela 62)6]_ = 2_262 _|_ €3 + €4, R(@l, 62)62 = ( — — _2)6]_ + €3 _|_ €4
Ly T1T2 5
ToT T
R<€17 62)63 = ( - 223 - _2)61 — €9, R<€17 62)64 = —e1 — e9,
1 T
2 2 2 )
Ty — T1 x T 2z To 2x
R(eq, es3)er = (T)el +eé+ (x_g + ;2)63 + x—gezx, R(ey,e3)es = —Tel - l'_§2€37
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T3 — T9 Ty 3 s 1 —
R(ey,e3)es = (————— )61—|—2—€2+( )63+e4,
2 2
T T3 T1T9 X3 1
2
x
3
R(el, 63)64 = —2—261 — €3,
T
212 x 2r2 222 222
3 2 2 3 2
R(el, 64)61 = €9 + —263 + ( - — + 5 + —2)64, R(Gl, 64)62 = —€1 — —264
2 2 2 2 3
T T x5 — 2% T T
3 2 2 3 2 2
R<€17 64)63 - = €1 — —€y4, R(el7 64)64 = ( 2 - _2)61 + P €2 + €3,
2x2 22 22
2 3 3
R(eg,e3)er = e, R(eg,e3)ea = —eq + (—2 + — )63 + —5€a,
T3 ) 5
22 22 22
2 3 3
R(eq, e3)es = —5 €1 — —5 €2 — €4, R(eq, e3)eq = ——5 €2 1+ €3,
T T T
3 2 2
222 222 222
2 3 2
R<€27 64)61 = €2 — ) €4, R(€27 64)62 =—e1 + P €3 + 2 €4,
x x T
3 2 3
222 22 202 222
3 2 2 3
R(ez,e4)e3 = ——5 €2 1 €y, R(ez,e4)eq = — €1+ ( -5 — —3 )62 — €3,
T3 T3 T3 T3

olarak hesaplariz. Ayrica es = ¢ ve 1 < 1,5 < 5 olmak tizere
R(ei, €j)£ = R(ei,f)ej =0

olarak hesaplanir. Ayrica 5-boyutlu M manifoldunun Ricci tensorii S

S(X,Y) =) g(Res, X)Y, ;) (2.3.31)

=1

seklinde tamimhdir. Burada (2.3.31) denkleminde daha énce elde ettigimiz Riemann
egrilikleri kullanildiginda
3x§ 3T 5m§ Qm% 2r9 T9X3

S(el,el)z—x———2——2——2+—— —4
122 Ty T3 T3 T T
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3 2
S(@Q,GQ) = — 5 T o 4, S<€3,€3> = "5 T 5 — 1,
2 T3 ) L3 L1
202 22 w1y =z 422 x9 x
3 2 2 2 3 2 2
8(64,64)—__2__2 _+__]-7 5(61764)—_2____+37
€y X3 T T3 x5 T T3
2x2 422 22 222
2 3 3 2
5(62,63) = —5 —5 = 2, 5(62, 64) =5 = 2, 5(63, 64) =~
T3 L3 2 T3

degerleri bulunur. Ayrica burada
S<ei7 é-) =0

dir. Buradan da manifoldun skaler egrilik fonksiyonu

2 2 2

_193:3 x5 B 3x3 R Y 4xq . Ty 5
2 2 2

15 X3 T1T9 €Ty T T3

r =

olarak hesaplanir.
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3. Hemen Hemen C(«)-Manifoldlarin Egrilik Tensorleri

Bu boliimde ¢aligmamizda elde edilen orijinal sonuglara yer verilmigtir. Riemann egrilik
tensorii, projektif egrilik tensorii, concircular egrilik tensorii ve quasi-konformal egrilik
tensoriiniin birbirleri tizerindeki etkileri ayrintili olarak incelenmis olup boliim sonunda,
verdigimiz teoremlerin bazilarini saglayan 5-boyutlu bir hemen hemen C'(a))-manifoldu

ornegi inga edilmigtir.

3.1 Hemen Hemen C(«a)-Manifoldlarin Riemann Egrilik Tensorii

Bu kisimda bir hemen hemen C'(«)-manifoldunun Riemann egrilik tensoériiniin diger
egrilik tensorleri tizerindeki etkileri incelenmisgtir. Bir hemen hemen C(«)-manifoldunun
semi-simetrik, projektif semi-simetrik, concircular semi-simetrik, Ricci semi-simetrik ve
quasi-konformal semi-simetrik olmasi durumunda ortaya ¢ikan sonuglar ayrintili olarak

ele alinmistir.

Teorem 3.1.1. M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak tizere M
nin semi-simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikle reel bir

uzay form olmasidar.

ispat . Kabul edelim ki M manifoldu semi-simetrik olsun. O zaman, VX,Y , U W, Z €
X(M) igin

(R(X,Y)R)(Z,W,U) = R(X,Y)R(Z,W)U — R(R(X,Y)Z, W)U
— R(Z,R(X,Y)W)U — R(W, Z)R(X,Y)U
— 0 (3.1.1)

oldugunu biliyoruz. Bu denklemde X = ¢ yazildiginda

(R(&,Y)R)(Z,W.U) = R(&Y)R(Z W)U — R(R(E,Y)Z, W)U
— R(Z,R(EY)W)U - R(W, Z)R(E,Y)U
= 0 (3.1.2)



olur. Bu egitlikte (2.3.13) kullamldiginda

alg(Y. R(Z,W)U)E —n(R(Z
— 9V, 2)R(E W)U +n(Z)R(Y, W)
— gV, W)R(Z,)U +n(W)R(Z,Y)
— g U)R(Z,W)E —n(U)R(Z, W)
=0

IWU)Y

T <

Y]
(3.1.3)

bulunur. Daha sonra (3.1.3) den (2.3.6), (2.3.13) ve (2.3.16) esitlikleri yardimiyla

alg(Y,
nW)Y —ag(Y, Z)g(W,U)§

R(Z,W)U)E — agW,Un(Z2)Y
U) )
Z)nU)W +ag(Y,W)g(Z,U)
W
)

+

(
ag(Z
ag(Y, 3
ag(Y,Wn(U)Z — ag(Y,U)n(W)Z
g, Un(Z2)W +n(Z)R(Y, W)U
n(W)R(Z,Y)U +n(U)R(Z, W)Y]

= 0

+
+

(3.1.4)

elde edilir ki tekrardan (2.3.6) denklemi son denklemde yerine yazildiginda

ifadesi elde edilir. Burada (3.1.5) esitliginin her iki tarafina £ € x (M

oo¥, R(Z,UIW)E + (522 (v 0w ) 2

g Un(Z)W +g(Y,W)g (Z U)§ —g(Y, Z)g(W,U)¢}
(- HaW.Um(2)Y = g(Z,U (W)Y +g(Y, Z)g(W. )
Zn(U)E —g(Y,W)g(Z,U)§ + g(Y, W)n(U)Z
U)can(Z) —g(W,0U)oYn(Z) + 29(Y, oW )pUn(Z)
W+ g, Un(Z)n(W)§ — g(W, U)n(Z)n(Y)§
)oY — g(Y, oU)n(W)oZ + g(Z oY )n(W)oU
(W)€ — g(Y, U)n(Z)n(W)¢
—g(W7¢Y)¢Z77( ) +29(Z, oW )n(U) Y
Z +g(Y, Z)n(W)n(U)& 4+ n(Z)n(Y )n(U)W

31
0 (3.1.5)

(Y,
(Y,
(
9(Z,0U ) (W
(
(Z,
(
(

) uygulandiginda
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ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda
a[g(Y. R(ZW)U) + ag(Y. W)g(Z,U) — g(Y. 2)g(W,0)] =0 (3.06)
sonucuna ulagilir. Buradan da (3.1.6) denklemi VY € x(M) i¢in saglandigindan
a[R(Z W)U + o{g(Z, U)W — g(W,U)Z}] =0 (3.1.7)
sonucu ortaya ¢ikar. Burada « # 0 i¢in
R(Z W)U = a{gW,U)Z — g(Z, U)W} (3.1.8)

olarak yazilir. Bu da bize soyler ki M hemen hemen C(«)-manifoldu a-sabit kesit

egrilikli reel bir uzay formdur.

Tersine kabul edelim ki M hemen hemen C'(«)-manifoldu a-sabit kesit egrilikli reel bir

uzay form olsun.
O zaman VZ,W,U € x(M) igin

R(Z W)U = a{g(W,U)Z — g(Z, U)W} (3.1.9)
oldugunu biliyoruz. Ayrica

(R(X,Y)R)(Z,W,U) = R(X,Y)R(ZW)U — R(R(X,Y)Z, W)U
— R(Z,R(X,Y)YW)U — R(Z,W)R(X,Y)U (3.1.10)

oldugundan bu esitlikte (3.1.9) kullamldiginda

(R(X,Y)R)(Z,W,U) = alg(UW)R(X,Y)Z - g(Z,U)R(X,Y)W
— g(Y,Z)R(X, W)U + g(X, Z)R(Y, W)U
— g(Y,W)R(Z, X)U + g(X,W)R(Z,Y)U
— gV, UO)R(Z W)X + g(X,U)R(Z,W)Y] (3.1.11)
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elde edilir. (3.1.11) de tekrar (3.1.9) kullanildiginda

(RX.Y)R)(Z,W,U) = o®[gUW){g(Y.Z2)X - g(X,Z2)Y}
ZgW, U)X —g

+ 9(X,U){gW,Y)Z — g(Z,Y)W}] (3.1.12)

olarak yazilir. Son olarak (3.1.12) de gerekli sadelestirmeler yapildiginda ise
(R(X,Y)R)(Z,W,U) =0

sonucuna ulagilir. Boylece a-sabit kesit egrilikli bir hemen hemen C'(a)-manifoldunun

semi-simetrik oldugu gortliir.

Teorem 3.1.2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
M nin projektif semi-simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir Einstein manifoldu

olmasidar.
ispat . Kabul edelim ki M manifoldu projektif semi-simetrik olsun. O zaman VX, Y, U, W, Z €
X(M) igin

(R(X,Y)P)(UW,Z) = R(X,Y)P(UW)Z—PR(X,Y)UW)Z
— P(U,R(X,Y)W)Z — P(UW)R(X,Y)Z
— 0 (3.1.13)

dir. Bu denklem X = ¢ igin

R(&Y)P(UW)Z — P(R(E,Y)U,W)Z
— P(U,REY)W)Z — P(UW)R(EY)Z
= 0 (3.1.14)
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olarak yazilir. (3.1.14) denklemi (2.3.13) yardimiyla

U,
g(Y,U)P(¢,
g(Y,W)P(U Y

9(Y, Z)P(UW)é +n(Z)P(U, W)Y

alg(Y, P(UW)Z)¢ — n(P(U,W)Z)Y
w

)Z +n(U)P(Y, V)
)

N N

62 +n(W)P(U,

(3.1.15)

haline doniigiir. Burada a # 0 olmak tizere, (3.1.15) de (2.3.11) ve (2.3.17) kullamldiginda

oY, RU,W)2)E = - S(U, W)g(Y, U)E + - S(U, 2)g(Y, W)g

~ ag(W, Zy(U)Y + ag(U, Z)n(W)Y + 5-S(W, 2)y(U)Y

— S-S, Z0WY — gV, UVR(EW)Z + 5g(Y,U)S(W, 2)¢

1

— gV U)S(E, W 4+ n(U)R(Y,W)Z = —on(U)S(W, Z)Y

2

+ —S(Y Z2(UYW — (Y, W)R(U, &) Z + %Q(Y, W)S(¢, Z)U

2n
1

~ gV, W)S(U, 206 + n(W)R(U,Y)Z — o-8(Y, 2)n(W)U

2n
1

b oS 2N — oY, Z)RUW)E + - g(¥, Z)S(W,E)U

2n

— Ly 2sW. oW + a(2) R, W)Y — %S(W, Yn(2)Uu

2n
1

+ —SWUY)n2Z)W

2n
= 0

(3.1.16)
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bulunur. (3.1.16) de (2.3.13), (2.3.14) ve (2.3.28) kullamldiginda

oY, RU,W)2)E = —-S(U, W)g(Y, U)E + - S(U, 2)g(Y, W)e
~ ag(W, Zp(U)Y + ag(U, Z)n(W)Y + -_S(W, 2)n(U)Y
— S Z)(N)Y — ag(V,0)g(W, 2)6 + 5-g(Y, U)S(W, 2)¢
ORI, W)Z — SO, ZWn(U)Y + 5-S(Y. Zyn(U)W
b ag(Y W)g(U 2)6 — o-g(Y,W)S(U, 2)6 +n(W)R(U,Y)Z
— oS24+ 5S(U, 2)(W)Y +n(Z)R(U, W)U
— S SVY WD) + oSV I Z)W
=~ 0 (3.1.17)

elde edilir. Burada (3.1.17) de U = ¢ secilip (2.3.2) ve (2.3.28) egitlikleri kullanilirsa

g(Y, (R(E,W)2))E + ag(Y,W)n(Z2)§
— 2ag(W, Z)n(Y)¢ — R(Y,W)Z
+ %sm Z)W + n(W)R(E, Y)Z

— SO ZVE + an(Z)(W)Y

HZR(E W)Y = SOV, Y )(2)¢
(Y )n(Z)W
0 (3.1.18)

+ o+

bulunur. Bu denklemde (2.3.13) kullanildiginda
ag(Y, W)n(2)§ — ag(W, Z)n(Y)§
1
+ RY.W)Z + SV, Z)W
1
+ag(y, ZmW)E — o S(V, Zpn(W)e

SV Yn(Z)E
=0 (3.1.19)
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elde edilir. (3.1.19) esitliginin her iki tarafina £ € y(M) uygulandiginda ise

g, Wn(Z) — ag(W, Z)n(Y) + n(R(Y, W)Z)
+ag(y, Zpn(W) = o-S(Y, W)n(2)
— 0 (3.1.20)

bulunur. Burada (3.1.20) de (2.3.16) kullanildiginda

S-SV, W)n(2) = ag(y, W)n(7) (3.1.21)

sonucuna ulagilir. Son olarak (3.1.21) de Z = £ sectigimizde ise
S(Y,W) =2nag(Y, W) (3.1.22)

bulunur ki buradan M nin bir Einstein manifoldu oldugu goriiliir. Boylece teoremin

ispat1 biter.

Teorem 3.1.3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olsun. Bu
durumda M nin concircular semi-simetrik olmasy i¢cin gerek ve yeter sart M nin a-sabit

kesit egrilikli reel bir uzay form olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(a)-manifoldu concircular semi-simetrik
olsun. Bu durumda her X, Y, U W, Z € x(M) igin

(R(X,Y)Z)(U,W,Z) = R(X,Y)Z(UW)Z— Z(R(X,Y)U,W)Z

— Z(U,R(X,Y)W)Z — Z(UW)R(X,Y)Z
= 0 (3.1.23)

oldugunu biliyoruz. Bu denklem X = ¢ icin

R(EY)Z(UW)Z — Z(R(E,Y)U,W)Z

— Z(U,R(&,YYW)Z — Z(U,W)R(,,Y)Z
= 0 (3.1.24)
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haline doniigiir. (3.1.24) de (2.3.13) kullamldiginda

alg(Y, Z(UW)2)§ = n(Z(U,W)Z)Y
— gV, U)Z(&,W)Z +n(U)Z(Y, W)
— g(Y\W)Z(U,Z +n(W)Z(U,Y)Z
— (Y. 2)Z(U,W)E+n(2)Z(U,W)Y]
=0 (3.1.25)

N

elde edilir. (3.1.25) de U = & segtigimizde

alg(Y. Z(E,W)Z)E —n(Z(&,W)Z)Y
— VZ(EW)Z+ Z(Y,W)Z

+ n(W)Z(E,Y)Z — g(Y, Z2)Z(E,W)E +1(Z2)Z(E, W)Y ]
=0 (3.1.26)

olarak yazilir. (3.1.26) da, (2.3.19) ve (2.3.20) kullanildiginda

ZY,W)Z = (a — m) [9(W, 2)Y — g(Y, Z)W] (3.1.27)

sonucuna ulagilir. Bu denklemden de (2.3.12) yardimiyla
RYW)Z = a{gW, 2)Y — g(Y, Z)W} (3.1.28)

esitligini elde ederiz. Boylece M nin concircular semi-simetrik oldugunda a-sabit kesit

egrilikli reel bir uzay form oldugu goriiliir.

Tersine kabul edelim ki M hemen hemen C(«)-manifoldu a-sabit kesit egrilikli reel bir

uzay form olsun. Burada (3.1.28) esitligini (3.1.23) de yerine yazdigimizda

(RX,YV)Z)UW,Z) = alg(Y,Z(UW)Z2)X — g(X, Z(U,W)Z)Y
— Z(g(Y, U)X — g(X,U)Y,W)Z
— Z(U,g(Y, W)X — g(X,W)Y)Z
— ZUW) (Y, 2)X - g(X, 2)Y)] (3.1.29)

elde edilir. (3.1.29) de (3.1.27) esitligini kullandigimizda

(R(X,Y)Z)(U,W,Z) =0 (3.1.30)
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olarak bulunur. Bu da bize M hemen hemen C(«)-manifoldunun a-sabit kesit egrilikli

bir reel uzay form oldugunda concircular semi-simetrik oldugunu soyler.

teoremin ispati tamamlanir.

Boylece

Teorem 3.1.4. M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak tizere M

nin Ricci semi-simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart bir Finstein manifoldu olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C (a)-manifoldu Ricci semi-simetrik olsun.

Bu durumda VX, Y, U, W € x(M) i¢in
R(X,Y)S =0
oldugunu biliyoruz. Bu denklemden
S(R(X,Y)U W)+ S(U,RX,Y)W)=0
bulunur. (3.1.32) denklemi X = ¢ segtigimizde
S(REY)U W)+ SWU,R(EY)W)=0
halini alir. (3.1.33) de (2.3.13) kullamldiginda

alg(Y.U)S(&,W) —n(U)S(Y. W)
+ g(Y,W)S(U, &) —n(W)S(U,Y)]
=0

bulunur. (3.1.34) de U = ¢ sectigimizde ise

S(Y,W) =2nag(Y,W)

sonucu ortaya cikar. Boylece M nin bir Einstein manifoldu oldugu goriiliir.

Tersine kabul edelim ki M bir Esintein manifoldu olsun. O zaman

i
SOV, W) = 5" g(YV. W)

oldugunu biliyoruz. Burada

r

(REXY)S)(UW) = -

[g(R(X, YU, W)+ g(U, R(X, Y)W)}
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olarak yazilir. Son olarak (3.1.37) de (2.3.6) esitligi kullanildiginda ise
(R(X,Y)S)(UW) =0 (3.1.38)

elde edilir ki buradan M nin Ricci semi-simetrik oldugu gortiliir.

Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.5. M, (2n+ 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak tizere M
nin quasi-konformal semi-simetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart sabit kesit egrilikli

reel bir uzay form olmasidar.

ispat . Kabul edelim ki M quasi-konformal semi-simetrik olsun. O zaman VX,Y, U W, Z €
X(M) igin

(R(X,Y)O)(Z,UW) = R(X,Y)C(Z,UW — C(R(X,Y)Z, U)W
— C(Z,R(X,Y)UW — C(Z,U)R(X,Y)W
=0 (3.1.39)

olarak yazilir. Son denklemde X = ¢ yazildiginda

R(,Y)C(Z, U)W — C(R(E,Y)Z, U)W

— C(Z,RE,Y)U)W — C(Z,U)R(E, Y)W
=0 (3.1.40)

bulunur. Burada (3.1.40) de (2.3.13) kullanildiginda

alg(y,C(Z, )W) —n(C(Z,U)W)Y
— 9(Y, Z)C(& U)W +n(2)C(Y,U)
— gV, U)C(Z,9W +q(U)C(Z,Y)
— g, W)C(Z,U)s +n(W)C(Z,U)Y]
= 0 (3.1.41)

S

S

)..<

elde edilir. Simdi (3.1.41) de, o # 0 olmak tizere Z = ¢ sectigimizde

g(Y.C(&. U)W)E —n(C(EU)W)Y
— (Y)CE U)W + C(Y, U)W
+ nU)CEYIW = g(Y.W)C(& V)
+ a(W)CE V)Y
=0 (3.1.42)



olur. (3.1.42) de (2.3.23) kullanilirsa

~ be(n 4+ 1) + a(2a + 7bn — b) r a
CYy,u)w = | —2n+1[%+2b]]

® [gU W)Y —g(Y,W)U] (3.1.43)

elde edilir. (3.1.43) de Y — ¢Y ve U — ¢U sectigimizde bu denklem

CloY, o)W — [bc(n—i—l)—i-ozéQa%—?bn—b) _2n:1[%+%”

® [g(oU, W)eY — g(¢Y, W)oU] (3.1.44)

halini alir. (3.1.44) denklemi (2.3.9) yardimiyla

0 = aR($Y, pU)W + b[S(¢U, W)Y — S(¢Y, W)U
+ g(eU, W)QoY — g(¢, W)QaY ]

= 2n7“+ [+ 26] [g(6U, W)eY — g(6Y, W)eU] (3.1.45)

bigiminde yazilir. (3.1.45) denkleminde (2.3.25) ve (2.3.30) kullamldiginda ise

R(6Y, oUW = [2noz [a+ b(2n —;—C;)} —b(r +cn )]

® [g(oU,W)pY — g(¢Y,W)pU] (3.1.46)

buradan da

R(6Y, oUW = [oz[2a—|—b(n —|—2163} — be(n + 1>]

® [g(oU,W)pY — g(¢Y,W)pU] (3.1.47)

Béylece M hemen hemen C'(«)-manifoldu quasi-konformal semi-simetrik ise o zaman
sabit kesit egrilikli reel bir uzay form olur.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

3.2 Hemen Hemen C(«)-Manifoldlarin Projektif Egrilik Tensorii

Bu kisimda bir hemen hemen C'(«)-manifoldunun projektif egrilik tensoriiniin diger

egrilik tensorleri tizerindeki etkileri aragtirilarak ortaya cikan sonuglar verilmigtir.
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Teorem 3.2.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
P(&, X)R = 0 olmast igin gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.
Ispat . Kabul edelim ki P&, X)R =0 olsun. O zaman VX,Y, U, W, Z € x(M) i¢in

(P(Y,X)R)(UW,2Z) = P(,X)R(U,W,Z)— R(P(Y,X)U,W)Z
— R(U,PY,X)W)Z — RUUW)P(Y,X)Z (3.2.1)

oldugunu biliyoruz. (3.2.1) de Y = ¢ segtigimizde

(P& X)R)(U,W.Z) = P(&X)R(U,W,Z) - R(P(¢&,X)U,W)Z
— R(U,PEX)W)Z — R(UW)P(E,X)Z
=0 (3.2.2)

olur. (3.2.2) de (2.3.17) kullanihrsa

ag(X, R(U,W)Z)é — %S(X, R(U,W)2Z)¢
~ ag(X, U)R(EW)Z + o S(X, U)R(E, )2
~ ag(X,W)RWU,)Z + 5-S(X,W)R(U,£)7
~ ag(X, Z)R(U,W)E + 5 S(X, Z)R(U, W)E
-0 (3.2.3)

elde edilir. (3.2.3) de (2.3.13) ve (2.3.14) kullanildiginda

0g(X, R(UW)Z)6 ~ 5 S(X, R(U, W) )¢
+ a’g(X,U)g(W, Z)¢ + o*g(X, UnZW
b oo aS(X,U)g(W, 2)6 — 5 aS(X,Un(Z)W
— %g(X, W)n(Z)U + a’g(X, W)g(U, 2)§
b o aS(XWIN(Z)U — 5 -aS(X,W)g(U, 2)¢
— %g(X, Z)n(W)U + o*g(X, Z)n(U)W
=0 (3.2.4)
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bulunur. (3.2.4) de U = ¢ segilerek (2.3.13) ve (2.3.2) kullanilirsa

ag(W, Z)n(X)§ — ag(X, W)n(Z)¢
S0, 2)S(X.€)6 + 5 -S(X, W)n(2)¢

oS E(W, 2)€ — 5-S(X.On(Z)W
1 1
b SOUW(2)E — o S(X, Wn(2)e
- ag(X, Z)ﬁ(W)f + ag(X> Z)W
1 1
+ %S(X, Z)n(W)e — %S(X, )W
= 0 (3.2.5)
sonucuna ulagihir. (3.2.5) de (2.3.28) kullanilirsa

o S(X, Wn(2)€ + ag(W, Z)n(X)& — an(Z)n(X)W
~ ag(X, W)n(2)E ~ ag(X, ZIn(W)E + ag(X, 2)W
4 %S(X, Z)n(W)e — %S(X, 2w
= 0 (3.2.6)

bulunur. Burada (3.2.6) esitliginin her iki tarafina £ € y(M) uygulandiginda

S S(X W)n(Z) — ag(X, W)n(2)
— QnZn(X)n(V) ~ ag(IV, Z)n(X)
~- 0 (3.2.7)

olur. Son olarak (3.2.7) denkleminde Z = ¢ segtigimizde
L sox, w) = aglx, w)
R =
2n Y g )
ve buradan da
S(X, W) =2nag(X,W) (3.2.8)
elde edilir. Béylece M hemen hemen C(a)-manifoldunun bir Einstein manifoldu oldugu

goriiliir.

Buradan manifoldun skaler egriligi » = 2na(2n + 1) olarak hesaplanir. Bu durumda
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(2.3.27) denkleminden
r=nlaBn+1)+c(n+1)] =2na(2n+1) (3.2.9)

esitligini yazariz. Buradan da o = ¢ dir. Bu da bize soyler ki bir hemen hemen
C(«)-manifoldunda P(&, X)R = 0 ise manifold oo = ¢ sabit kesit egrilikli reel bir uzay

formdur. Yani
RX,)Y)Z =a{g(Y,2)X — g(X,Z2)Y} (3.2.10)

sonucuna varilir. Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.2.2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak tizere
P(&, X)P =0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.
Ispat . Kabul edelim ki P&, Y)P =0 olsun. O zaman VXY, U W, Z € x(M) i¢in

(P(X,Y)P)(Z,UW) = P(X,Y)P(Z,UW — P(P(X,Y)Z, U)W
— P(Z,P(X,Y)U)W = P(Z,U)P(X,Y)W (3.2.11)

denkleminde X = ¢ sectigimizde

(P(E,Y)P)(Z,U,W) = P(£,Y)P(Z, U)W — P(P(£,Y)Z,U)W
— P(Z,PEY)U)W — P(Z,U)P(,Y)W
= 0 (3.2.12)

bulunur. (3.2.12) de (2.3.17) esitligini kullandigimizda

a[g(Y; P(Z,UYW)E — g(Y, Z)P(E, U)W
— GUPZOW — (Y. W)P(Z,U)e]

[~ S(Y. P(Z.U)W)E + S(Y. Z)P(E U)W
SY.U)P(ZOW + S(Y,W)P(2,U)e]
0

+ o+

(3.2.13)
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esitligi bulunur. (3.2.13) de (2.3.17) yardimiyla

o[o(¥, PIZU)W)E — 0g(Y, 2)g(U, W)E + _g(¥ Z)S(U, W)

_ ing@/, U)S(2,W)sag(Y,U)g(W, Z)¢]

2
+ % [ = S(Y, P(Z,U)W)¢ + ag(U,W)S(Y, Z)§ — %S(Y, Z)S(U, W)
bSO U)S(Z WE — aS(Y, U)g(W, Z)¢]
=0 (3.2.14)

elde edilir. (3.2.14) de (2.3.11) kullanilirsa

Q [Q(Y7 R(Z’ U)W)f - ag(Y, Z)g(U7 W)g + ag(Y> U)g(Wv Z)g]
b [ = S(Y, R(Z,UWIE +aS(Y, 2)g(U, W)E — aS(Y, U)g(W, Z)¢]

2n
=0 (3.2.15)

bulunur. (3.2.15) de (2.3.25) kullanmildiginda

alg(Y,R(Z, UYW)E — ag(Y, Z)g(U,W)E + ag(Y,U)g(W, Z)E]

N (a(Sn — 1)4;— c(n+ 1)) [ oY R(ZUW)E

+ ag(Yv Z)g(U7 W>£ - Oég(Y, U>g<W7 Z)f}
=0 (3.2.16)

elde edilir. (3.2.16) da yapilan kisaltmalardan sonra

[oz B a(3n — 1)47—1— c(n+ 1)} [g(Y, R(Z.U)W)E

- ag(Y7 Z)g<U7 W>§ + Oég(Y, U)9<W7 Z)ﬂ
= 0 (3.2.17)

bulunur. (3.2.17) esitliginin her iki tarafina £ € x(M) uygulandiginda

(Oé—C

) [R(Z.OW = a{g(UW)Z - g(W.Z)U}] =0 (3.2.18)

sonucuna ulagilir. Buna gére M hemen hemen C(«)-manifoldunun ¢ = « sabit kesit

egrilikli reel bir uzay form oldugu goriiliir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.
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Teorem 3.2.3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak tzere
P(¢, X)Z = 0 olmas i¢in gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki P(¢, Y)Z = 0 olsun. Burada VX, Y, U, W, Z € x(M) igin

(P(X.V)Z)(U,W,Z) = P(X,Y)Z(UW)Z - Z(P(X,Y)U,W)Z

- Z(U,P(X,Y)YW)Z — Z(U, W)P(X,Y)Z (3.2.19)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemde X = ¢ yazildiginda

(P(E,YVZ)UW, Z) = PEY)Z(UW)Z - Z(P(EY)U,W)Z
— Z(U,P(&,Y)W)Z — Z(U,W)P(£,Y)Z
=0 (3.2.20)

bulunur. (3.2.20) de (2.3.17) kullanihirsa

ag(Y, Z(U,W)Z)¢ — %S(Y, Z(U,W)Z)E
— ag(Y,U)Z(&,W)Z + %S(Y, U)Z(E,W)Z
— ag(V.WZ(WU.O7 + 5 SV, W) Z(U.€)7

— ay(Y, 2)Z(U,W)E + %S(Y, Z)Z(U, W)€
— 0 (3.2.21)

olarak bulunur. (3.2.21) denkleminde U = ¢ sectigimizde

ag(¥, Z(&,W)2)6 — 5-S(Y, Z(6, W) 2)¢
~ (V)2 W)Z + 5 S(Y.Z(EW)Z
~ ag(YV. 2)ZEWE + 5-S(Y. 2)Z(E W)
— 0 (3.2.22)

vazilir. (3.2.22) de (2.3.28) kullanildiginda ise

ag(¥, Z(&,W)2)6 — 5-S(Y. Z(6, W) 2)¢

~ ag(V, 2)Z(E W)+ SV 2) (6 W)
=0 (3.2.23)
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olarak bulunur. (3.2.23) de (2.3.19) ve (2.3.20) esitliklerini kullandigimizda

r

Ch on(2n + 1)) [
— oW, 2)S(Y, 6+ 5 n(2)S(Y, W)
— ag(Y, Z)n(W)& + ag(Y, 2)W
+ %S(Y, ZIn(W)E — %S(Y, Z)W]
— 0 (3.2.24)

ag(W, Z)n(Y)§ —an(Z)g(Y,W)¢

elde edilir. (3.2.24) de (2.3.28) kullanilip esitligin her iki tarafina & € x (M) uygulandiginda

T 1

sonucu hesaplanir. (3.2.25) de Z = £ segtigimizde ise

(o — m) [%S(Y, W) — ag(Y,W)] =0 (3.2.26)

sonucu ortaya c¢ikar. Burada o — y = 0 igin r = 2na(2n + 1) dir. Buradan da

- 4
2n(2n+1
o = ¢ elde edilir.

Diger taraftan S(X,Y) = 2nag(X,Y) esitliginden r = 2na(2n + 1) oldugunu daha
once gostermigtik.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati biter.

Teorem 3.2.4. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere

P(&,X)S =0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasudur.

Ispat . Kabul edelim ki P(£,Y)S =0 olsun. Burada VX, Y, U, W € x(M) i¢in
(P(X,Y)S(UW)==S(P(X,Y)UW)—-SWU,PX,Y)WV) (3.2.27)
esitliginde X = ¢ sectigimizde
S(PE,YIUW)+SWUPEY)W)=0 (3.2.28)
olarak yazilir. (3.2.28) de (2.3.17) kullanildiginda

0g(Y, W)E +ag(Y, U)E ~ oSV, W)E — - S(Y,U)6 =0 (3.2.20)
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bulunur. Son olarak (3.2.29) de U = ¢ sectigimizde ise
S(Y,W) = 2nag(Y, W) (3.2.30)

elde edilir. Bu da bize M hemen hemen C(«)-manifoldunun bir Einstein manifoldu
oldugunu gosterir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

Teorem 3.2.5. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak tizere
P(¢, X)é = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

Ispat . Kabul edelim ki P(¢, Y)é = 0 olsun. Burada VXY, Z, U/ W € x(M) igin

(P(X,Y)CO)Z,UW) = P(X,Y)C(Z, U)W —C(P(X,Y)Z, U)W

— C(Z, P(X,Y)UW —C(Z,U)P(X, Y)W (3.2.31)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemde X = & sectigimizde

(P&, Y)O)Z,UW) = PEY)C(Z,UW —C(P(E,Y)Z, U)W
— C(Z, P&, YUYW —C(Z,U)P(E, Y)W
= 0 (3.2.32)

olarak yazilir. (3.2.32) de (2.3.17) kullanildiginda

ag(¥, C(Z.U)W)E — o-S(Y, C(Z,U)W)g
— ag(Y, Z)C(&, U)W + %S(Y, Z)C (&, U)W
— ag(Y,U)C(Z,& W + %S(Y, U)C(Z, &)W

— ag(Y,W)C(Z,U)¢ + %S(Y, W)C(Z,U)¢
=0 (3.2.33)

elde edilir. (3.2.33) de Z = ¢ segtigimizde ise

alg(Y,C(&, U)W)E — g(Y,W)C(€,V)E]
— 5[50 CE U)W)E - (v, W)B(e, U)e]
= 0 (3.2.34)
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esitligi bulunur. (3.2.34) de (2.3.21) kullanilirsa

olarak hesaplanir.

+ o+ F

[ 4 28]] [ag(U, Wn(Y)e

[aa + 2bna —
2n

2n+1

— ag(Y,UnW)§ — ag(Y,W)n(U)§ + ag(Y, W)U
g USO8 + 5 S, D)(W)e

2

bSO~ 5 SV, W)U]
+ 0[aSU W)n(Y)E — ag(Y. QU)n(W)E

— 2nag(Y, W)n(

~ %S(U, W)S(Y, )¢ + %S(Y, QU)n(W)¢

U)E + ag(Y, W)QU

£ aS(Wn(U)E — 5-S(V,W)QU]
= 0 (3.2.35)

(3.2.35) de (2.3.28) yerine yazildiginda

2n7“+ i [% + ZbH [— ag(Y,U)n(W)¢
ag(Y,W)n(U)¢ + ag(Y, W)U

S-SV, U)W)E + 5= S (Y, W)n(U)E = 5-S(¥, W)U
b[ — aS(U,Y)n(W)E — 2nag(Y, W)n(U)é

ag(Y, W)QU + 5 S(Y, QU)W )& + aS(Y, W)n(U)e

[aoz + 2bna —

1
S-S W)QU]

0 (3.2.36)

bulunur. (3.2.36) esitliginin her iki tarafina £ € x(M) uygularsak bu denklem

2n1 1 [% +20]] [ — ag(Y, U)n(W)

oSV U (W)
1

[@04 + 2bna —

b5 SYUT) + 5 S, QU]

2n

=0 (3.2.37)
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haline dontigiir. (3.2.37) de W = £ segtigimizde ise

[ac + 2bna — T 1 [% +2b]] [g(Y,QU) — 2nag(Y,U)]
+ b[S(Y,QU) - S(Y,U)]
~ 0 (3.2.38)

bulunur. (3.2.38) de (2.3.25) ve (2.3.26) esitlikleri kullamldiginda

1)(

)] [bS(U,Y) + [ace + 2bno —

[ 2] n(U)n ()]

gl + 2.0

e e
[a+4bna—2 T
0

(3.2.39)

olur. Son olarak (3.2.39) de U yerine ¢U segtigimizde

[(n—i- (c—a

9 )} [bS(oU,Y) + [ac + 2bna —

2n +1[2n+2bH 9(¥,0U)] =

esitligini elde ederiz.

Burada W =

0 igin @ = ¢ olur. Buradan M hemen hemen C'(«)-manifoldunun
a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay form oldugunu goriiriiz.
Diger taraftan

S(¢U,Y) = [% + 2na — +2b]]g(6U, Y) (3.2.40)

b(2n+1) [2

esitligine gére M bir Einstein manifoldu olur.

Ispatin tersi aciktir. Boylece teroemin ispati biter.

3.3 Hemen Hemen C(«)-Manifoldlarin Concircular Egrilik Tensori

Bu kisimda bir hemen hemen C(«)-manifoldunun concircular egrilik tensoriiniin diger

egrilik tensorleri tizerindeki etkileri incelenerek elde edilen sonuclara yer verilmistir.

Teorem 3.3.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak iizere
Z(f, X)R = 0 olmast i¢in gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikli reel bir uzay
formdur ya da M nin skaler egriligi r = 2na(2n + 1) dir.
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Ispat . Kabul edelim ki 2(5, X)R =0 olsun. Burada VX,Y, U W, Z € x(M) igin

(Z(X,Y)R)UW,Z) = Z(X,Y)RUW)Z - R(Z(X,Y)U,W)Z
— RWU,Z(X,Y)W)Z - RUW)Z(X,Y)Z (3.3.1)

oldugunu biliyoruz. Bu denklemde X = & sectigimizde

(Z(EY)R)UW,Z) = Z(&Y)RUW)Z — R(Z(E,Y)U,W)Z
— R(U,Z(&Y)W)Z — R(UW)Z(E,Y)Z
= 0 (3.3.2)

yazilir. (3.3.2) de (2.3.19) kullanildiginda

(o - 2n(2n + 1)
— g, U)R(EW)Z +n(U)R(Y,W)Z

— g(Y,W)R(U,&)Z +n(W)R(U,Y)Z
— 9(Y, Z)R(U,W)E +n(Z)R(U,W)Y]
— 0 (3.3.3)

) [9(Y, R(U,W)Z)§ — n(R(U,W)Z)Y

bulunur. Son denklemde U = & segtigimizde

r

(o — m) [RY,W)Z — a{g(W,2)Y — g(Y,Z)W}] =0 (3.3.4)

elde edilir. (3.3.4) den manifoldun skaler egriligi
r=2na(2n+1) (3.3.5)

olarak hesaplanir.

Diger taraftan
R(Y,W)Z = a{g(W, 2)Y — g(¥, 2)V} (3.3.6)

oldugundan M hemen hemen C'(a)-manifoldunun a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay
form oldugu goriiliir.

ispatln tersi aciktir. Boylece teoremin ispati biter.

Teorem 3.3.2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak iizere

2(5, X)P =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidar.
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Ispat . Kabul edelim ki 2(5, X)P =0 olsun. Burada VX,Y, U W, Z € x(M) igin

(Z(Z, X)P)(Y,UW) = Z(Z,X)P(Y,UW — P(Z(Z,X)Y, U)W

— P(Y,Z(Z,X)U)W — P(Y,U)Z(Z, X)W  (3.3.7)
oldugunu biliyoruz. (3.3.7) de Z = £ sectigimizde

(Z(&,X)P)(Y, U W) = Z(&X)PY,U)W — P(Z(&, X)Y. U)W

olarak yazilir. (3.3.8) de (2.3.19) kullanildiginda ise

(o= on(2n + 1)) [
— g(X,Y)P(E, U)W +n(Y)P(X,U)W

— g(X, U)PY, )W +n(U)P(X, Y)W
— g(X,W)P(Y,U)§ +n(W)P(Y,U)X]
— 0 (3.3.9)

9(X, P(Y,U)W)§ —n(P(Y,U)W)X

elde edilir. (3.3.9) da Y = ¢ segtigimizde ve sonrasinda (2.3.17) kullamldiginda

(a - 2?1(27: + 1)) [ag(X’ U)U(W)f - O‘g(Ua W)X - ag(X, W)U(U)§
+ %[S(U, W)X + S(X,W)nU)¢ — S(U, X)n(W)f] + P(U,X)W]
=0 (3.3.10)

esitligi bulunur. (3.3.10) esitliginin her iki tarafina £ € x (M) uygulandiginda

(0~ gz 1) (29X U)n) = g (U W)n(X) — ag (X, Wn(0)
b o [SWWN(X) + SO WD) = S, X)n(0)] +a(PW, X))

= 0 (3.3.11)
bulunup burada (2.3.18) kullanip W = ¢ segildiginde ise

(0 — m) [ag(U, X) — %S(U, X)] =0 (3.3.12)
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sonucuna varilir. Buradan da ya
r=2na(2n+ 1), (3.3.13)
ya da
S(U, X) = 2nag(U, X) (3.3.14)

bulunur. Bu da bize M nin bir Einstein manifoldu oldugunu gosterir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati biter.

Teorem 3.3.3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
Z(g, X)Z = 0 olmast icin gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikli reel bir uzay
formdur ya da M nin skaler egriligi r = 2na(2n + 1) dir.

Ispat . Kabul edelim ki Z(&, X)Z = 0 olsun. Burada VX, Y, Z,U,W € x(M) icin

2(Z,X)Z(Y,UW) = Z(Z,X)Z(Y,UW — Z(Z(Z, XY, U)W

— E(Y,Z(Z,X)U)W—Z(Y,U)Z(Z,X)W (3.3.15)
yazilir. (3.3.15) de Z = £ sectigimizde

Z(&X)VZ(Y, UW) = Z(&,X)Z(Y, U)W — Z(Z(¢, X)Y, U)W

= 0 (3.3.16)

olur. (3.3.16) de (2.3.12) kullanildiginda

Z(&, X)R(Y, U)W — Z(R(£, X)Y, U)W
— Z(Y,R(&, X)UYW — Z(Y,U)R(&, X)W

(m) (9. W)Z(&, X)U — g(U,W)Z (&, X)Y

9(X,Y)Z(E, U)W —n(Y)Z(X, U)W
9(X, D) Z(Y, &)W —n(U)Z(Y, X)W
g(X,W)Z(Y,U)¢ —n(W)Z(Y,U)X]

+ o+ + o+

I
o

(3.3.17)

esitligi bulunur. (3.3.17) de Y = ¢ secilerek gerekli sadelegtirmeler yapildiginda ise

r

(o — m) [R(X, U)W — a{g(U W)X — g(X,W)U}] =0 (3.3.18)
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sonucu elde edilir. Buradan ya manifoldun skaler egriligi r = 2na(2n + 1) ya da

R(X, U)W = afg(U, W)X — g(X, W)U}

oldugunu soyleriz.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati biter.

Teorem 3.3.4. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere

Z(f, X)S = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Finstein manifoldu olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki Z(€, X)S = 0 olsun. Burada VX,Y,U,W € y(M) igin

(Z(X,Y)S)U,W) = —S(Z(X,Y)U,W) — S(U, Z(X,Y)W)
oldugunu biliyoruz. (3.3.19) da X = ¢ segtigimizde
S(Z(&,Y)U, W)+ S(U, Z(£,Y)W) =0
olur. Burada (3.3.20) da (2.3.19) kullanildiginda

S(R(E YU — m

+ S(UREY)W —

[9(Y, U)E = n(U)Y], W)

m [Q(K W)¢ — U(W)YD

= 0
bulunur. (3.3.21) de (2.3.13) kullanildiginda

2n0429(X7 U)n(W) — an(U)S(X, W)

— ( n@n D) )[Qnag (X, U)n(W) —=nU)S(X, W)}
L 2na g( ,W)n(U) — an(W)S(X,U)

_ (2n 2n—|—1 )[Qnag (X, W)n(U) —n(W)S(X, U)}
=0

oldugu goriiliir. (3.3.22) de U = ¢ sectigimizde ise

r

[Qn(2n +1)

2n +1

— o] S(X, W) + [2ne® — Jlo(X, W) =0

sonucuna varilir. Burada ya manifoldun skaler egriligi r = 2na(2n + 1) ya da

S(X, W) =2nag(X, W)
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olup buradan M nin bir Einstein manifoldu oldugu gortliir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati biter.

Teorem 3.3.5. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
2(5, X)é’ = 0 olmas i¢cin gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikli reel bir uzay
formdur ya da M nin skaler egriligi r = 2na(2n + 1) dir.

ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C/()-manifoldu i¢in Z(¢, X)C = 0 sarta
saglansin. Burada VXY, Z, U W € x(M) olmak iizere

Z2(Z, X)C(Y,UW) = Z(Z,X)C(Y,UW — C(Z(Z,X)Y,U)W

— C(Y,Z(Z, X)UYW = C(Y,U)Z(Z, X)W (3.3.25)
oldugunu biliyoruz. (3.3.25) de Z = & sectigimizde bu denklemi

2 X)C(Y,UW) = Z(&X)C, U)W — C(Z(£, X)Y, U)W
— OV, Z(&X)U)W — C(Y,U)Z(, X)W
E—] (3.3.26)

seklinde yazariz. (3.3.26) de (2.3.19) kullanilirsa

o)
— g(X,Y)C(&, U)W +n(Y)CO(X, U)W
— (X, U)C(Y, )W +n(U)C(Y, X)W
— g(X,W)C(Y,U)¢ +n(W)C(Y,U)X]
= 0 (3.3.27)

) [9(X, C,U0)W)E = n(C(Y,U)W)X

esitligi bulunur. (3.3.27) da Y = £ segtigimizde ise
T
C 2n(2n + 1)) [
— (X)CE U)W + C(X, U)W +n(U)C(E, X)W
— g(X,W)C(§ V)¢ +n(W)C(&, U)X]
= 0 (3.3.28)

g(X,C(&,UYW)E —n(C(&,U)W)X
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elde edilir. (3.3.28) de gerekli kisaltmalar yapildiginda bu denklem

(o — Qn(m:—i_ 1)) Hbc(n+ 1) + ozéQa—l— Tbn—b) 2nr+ 1 [% o]
[9(X, g(U,W)E —n(W)U) — g(U, W)X +n(W)n(U)X
—n(X){g(U,W)¢ —n(W)U}

+ nU){g(X, W)§ —n(W)X}

- g(X,W){n(U) - U}
n(W){g(U, X)¢§ —n(X)U}]

+
+ C(X,U)W]

e}

(3.3.29)

halini alir. (3.3.29) de gerekli sadelestirmelerden sonra

’," ~

(o= gz ) O W

_ et 1>a(22a +2n—b) 2n7”+ [5- + 28] [9(U, W)X = g(X, W)U]]
. (3.3.30)

esitligini yazariz. Bu denklemde (2.3.9) kullamldiginda ise

(o — m) [aR(X, U)W +b[S(U, W)X — S(X, W)U

+ g(Uv W)QX - g(X’ W)QU}

ba(3n — 1)2+ be(n + 1)) [9(U, W)X — g(X,W)U]]

=0 (3.3.31)

— (aa + 2bna +

bulunur. (3.3.31) de (2.3.25) ve (2.3.26) esitliklerini kullanarak gerekli kisaltmalar:
yaptigimizda

(o - 2n(2n + 1)> |

- (a(2a +b(n + ;) — be(n + 1>)) [g(U, W)X — g(X,W)U]

¢ eIy ) x - (W

— g(UW)n(X)& — g(X, W)n(U)¢]]
-0 (3.3.32)

aR(X, U)W
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olarak yazilir. (3.3.32) de X yerine ¢X, U yerine ¢U sectigimizde ise

(o — m) [aR(¢X, $U)W

a[2a+ b(n +1)] — be(n +1)
— ( 5
0

) [9(6U, W)X — g(o X, W)pU]]
(3.3.33)

elde edilir. Burada (3.3.33) den ya manifoldun skaler egriligi r = 2na(2n + 1) ya da

af2a+b(n +1)] — be(n + 1)

R(6X, oUW = ( %

) [9(6U, W)X — g(6 X, W)oU]

esitligini yazariz. Buradan da M hemen hemen C'(«)-manifoldunun sabit kesit egrilikli
reel bir uzay form oldugunu soyleriz.

ispatln tersi aciktir. Boylece teoremin ispati biter.

3.4 Hemen Hemen C(«)-Manifoldlarin Quasi-Konformal Egrilik Tensorii

Simdiye kadar inceledigimiz egrilik tensorlerinin en genel olani quasi-konformal egrilik
tensoriidiir. Boylelikle daha o6nce elde ettigimiz sonuglarin daha genel durumlarim
elde etmig olacagiz. Bu kisimda bir hemen hemen C(a)-manifoldunun quasi-konformal

egrilik tensoriiniin diger egrilik tensorleri tizerindeki etkileri incelenmigtir.

Teorem 3.4.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
5(5, X)R = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikli reel bir uzay
formdur ya da o — ¢ # 0 olmak tizere quasi-konformal egrilik tensori konformal egrilik

tensorine indirgenir.

Ispat . Kabul edelim ki 5(5, X)R = 0 olsun. Burada VX, Y, U, W, Z € x(M) igin

(C(X,Y)R)(Z,UW) = C(X,Y)R(Z,UW — R(C(X,Y)Z, U)W

- R(Z,C(X,)Y) U)W —-R(Z,U)C(X, Y)W (3.4.1)
oldugundan bu denklem X = ¢ i¢in

(C(&,Y)R)(Z,UW) = C(,Y)R(Z,UW — R(C(,Y)Z, U)W
— R(Z,CE,Y)U)W — R(Z,U)C(£,Y )W
= 0 (3.4.2)
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halini alir. (3.4.2) de (2.3.21) kullanildiginda

acg(Y, R(Z,UYW)E — aan(R(Z,U)YW)Y + bS(Y, R(Z, U)W )¢
— 2bnan(R(Z,U)W)Y + 2bnag(Y, R(Z,UYW)E — bn(R(Z, U)W)QY
i +2b] [g(Y, R(Z, UYW)E — n(R(Z,U)W)Y]
(Y,

2n+1[2
— aag(Y,Z)R(&, U)W + aan(Z)R(Y, U)W —bS(Y, Z)R(&, U)W

2bnan(Z)R

o1 lgy T2 9V 2)RE UIW = n(Z)R(Y, U)W]

(3 )

(

aag(Y, U)R(Z,OW + aan(U)R(Z, Y)W — bS(Y, U)R(Z,&)W
(2,

U)W = 2bnag(Y, Z)R(§, U)W + bn(Z) R(QY, U)W

+ o+

+ 2bnan(U)R(Z,Y )W — 2bnag(Y,U)R(Z, )W + n(U)R(Z,QY )W

+ 5[5+ W] 9V DRZOW = n(U)R(Z,Y)W]

— aag(Y,W)R(Z,U)& + aon(W)R(Z,U)Y —bS(Y,W)R(Z,U)¢

+ 2bnan(W)R(Z,U)Y — 2bnag(Y, W)R(Z,U)¢ + n(W)R(Z,U)QY

+ mx+ﬂ2 +2b) [g(Y, W)R(Z, U)E — n(W)R(Z,U)Y’

= 0 (3.4.3)

bulunur. (3.4.3) de Z = £ alarak (2.3.13), (2.3.14) ve (2.3.16) esitliklerini kullandigimizda

[aa + 2bna —

5[5 + 2[R, U)W
— afg(U W)Y — g(Y,W)U}]

b[R(QY, U)W — a{g(U,W)QY — g(QY,W)U}]
=0 (3.4.4)

+

esitligi bulunur. (3.4.4) de (2.3.26) yerine yazildiginda ise

[a(2a + 7bn —2b) +be(n+1) ;(;;;éfq))] R(Y, U)W
— o{g(Y, )W — g(Y,W)U}]
=0 (3.4.5)
sonucu hesaplanir. Buradan
RY, U)W = afg(Y, U)W — g(Y, W)U} (3.4.6)

yazilir ki boylece M hemen hemen C'(«)-manifoldu a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

formdur.
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Diger taraftan

[oz(2a +7bn —b) +be(n+1)  r(a+4bn)

2 " 2n(2n + 1)] =0 (347)

esitliginde gerekli diizenlemelerden sonra manifoldun skaler egriligi

~n(2n+1) [(2a + Tbn — b) + be(n + 1))
r= PR (3.4.8)

olarak hesaplanir. Burada (3.4.8) de (2.3.27) kullanildiginda o — ¢ # 0 olmak tizere
a+b(2n—1)=0 (3.4.9)
elde edilir. Son olarak (2.3.9), (2.3.10) ve (3.4.9) esitliklerinden
C=aC (3.4.10)

oldugu gortiliir. Boylece quasi-konformal egrilik tensorii konformal egrilik tensoriine
indirgenir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

Teorem 3.4.2. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak tizere
5(5, X)P = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart ya M «a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

Ispat . Kabul edelim ki 5(§,X)P = 0 olsun. O zaman VX,Y, Z, U W € x(M) i¢in

(C(X,Y)P)(Z,UW) = CX,Y)P(Z, U)W — P(C(X,Y)Z, U)W

— P(Z,C(X,)YYU)\W - P(Z,U)C(X, Y)W (3.4.11)
oldugunu biliyoruz. Bu denklem X = ¢ i¢in

(CEY)P)Z,UW) = CEY)P(Z,UW — P(C(£,Y)Z, U)W
— P(Z,C(e,Y) U)W — P(Z,U)C(£, Y)W
I (3.4.12)
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halini alir. (3.4.12) de (2.3.17) kullanildiginda

2n 1[271
(Z,U)W)Y — g( Z)P(§, U)W

n(P 3

+ (Z)PY, U)W — g(Y,U)P(Z,§)W

+ (U)P(Z,Y)W — g(Y,W)P(Z,U)¢

+ n(W)P(Z, )H

+ b[S(Y, P(Z, U)W)E = n(P(Z,U)W)QY
—S@Z)@Umwmwwwxmw
— S(Y,U)P(Z, &)W +n(U)P(Z,QY )W
— SY,W)P(Z,U)¢ +n(W)P(Z,U)QY]

[aoz + 2bna —

I
o

bulunur. Bu denklem Z = ¢ icin

[aoz + 2bna —

2n+1 [Qn
— ag(U W)Y + ag(Y,W)n(U)¢

+ a(U,Y)n(W)¢ + %SW? W)y

_ %sof, W)n(U)E — %S(U, Y)n(W)E]
b[P(QY, U)W — ag(U,W)QY
ag(QY, W)n(U)¢ + ag(U, QY )n(W)E
%S(U, W)QY — %S(QY, W)n(U)¢

+ o+ +

S SU.QY (]
0
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bigiminde yazilir. (3.4.14) de (2.3.11) kullamldiginda ise

=[5 + 2[R0

— ag(U,W)Y + ag(Y, W)n(U)§ + ag(U,Y )n(W)§

S-SV, W)U — SV, W)€ — 5-S(U, Y )(W)e]

D[RIQY. U)W — ag(U, W)QY

ag(QY, W)n(U)¢ + ag(U, QY )n(W)§

S S(QY W)U — - S(QY, W)n(U)E ~ - S(U, QY )n(W)e]

=0 (3.4.15)

[aa + 2bna —

+ 4+ o+

bulunur. (3.4.15) esitliginin her iki tarafina £ € x(M) uygulandiginda

3 o+ 28] [ag (U, V(W)

~ S0 )(W)

[aoz + 2bno —

— [ocg(U, QY )n(W) — %S<U7 QY)U(W)}
=0 (3.4.16)

elde edilir. (3.4.16) da Y yerine ¢Y segtigimizde ise

-2
[b(—5, ) +aa + 2bma — L[ 4 20]]
©[ag(U, 6Y) — 55U, 6]
- (3.4.17)

ifadesi bulunur. (3.4.17) de gerekli kisaltmalar yapildiginda

n+1 >]

[(a —c) [a + b(2n — 1)] (m
®[ag(U,¢Y) — %S(U, ¢Y)]

=0 (3.4.18)

sonucu elde edilir. Sonug olarak (3.4.18) den M hemen hemen C(«)-manifoldu ya,
a = ¢ igin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay formdur ya da S(U, ¢Y') = 2nag(U, ¢Y')
i¢in bir Einstein manifoldudur.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.
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Teorem 3.4.3. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
CN'(S, X)Z = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki 6(5, X)Z = 0 olsun. Buarada VXY, U, W, Z € x(M) igin

(C(X.VZ)Z,UW) = CX,Y)Z(Z,UW — Z(C(X,Y)Z, U)W
— Z2(Z,C(X,Y) U)W — Z(Z,U)C(X,Y)W (3.4.19)

oldugunu biliyoruz. Bu denklem X = ¢ i¢in

(CEVZNZ,UW) = CEY)Z(Z, U)W — Z(C(,Y)Z, U)W
— Z(Z,C(e,Y) )W — Z(Z,U)C(£, Y)W

o

(3.4.20)

bigiminde yazilir. (3.4.20) de (2.3.21) kullanildiginda ise

[ac + 2bna — —+ 20]] [g(Y, Z(Z, U)W )¢

2n +1[2

Z(ZUW)Y —g(Y,2)Z(¢

AVA W — g(Y,U)Z(Z,& W
)

( Z)Z(&, U)W
(2)Z(Y,U) U)
()Z(Z.Y)W — g(Y,W)Z(Z,U)¢
(

[

- 7N
n Y,
Z,
W)Z(Z, )Y]

S(Y,Z(Z,U)W)E — n(Z(Z,U)W)QY
— S, 2)Z(&, U)W +3(2)Z(QY, U)W
— S U)Z(Z.OW +n(U)Z(Z,QY)W
— S(Y,W)Z(Z,U)¢ +n(W)Z(Z,U)QY]

+ o+ o+ o+
S 3

b
Y,
Y, U

Y

I
o

(3.4.21)
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bulunur. (3.4.21) de Z = & segerek gerekli kisaltmalar1 yaptigimizda

m+ 1 [% +2b]] [g(Y, Z(&, U)W )¢

— nZE W)Y —n(V)Z(E, U)W

+ ZY, U)W 4+ n(U)Z(E, Y)W

— g(Y,W)Z(&, V)& +n(W)Z(E,U)Y]

+ B[S(Y, Z(§, U)W)E — n(Z(&, U)W)QY

— 2nan(Y)Z(&, U)W + Z(QY, U)W

+ nU)Z(E QY)W = S(Y,W)Z(§,U)E + n(W)Z (&, U)QY ]

=0 (3.4.22)

[aoz + 2bna —

bulunur. (3.4.22) de (2.3.19) ve (2.3.20) kullanilarak gerekli sadelegtirmeleri yaptigimizda
ise

,
(o= on(2n + 1)) ot
+20]] [Z(y, U)W

Z(QY, U)W — U,W)QY — g(QY,W)U]]

+

— [
2n+12n

(o ) Y o]
0

(3.4.23)
esitligi bulunur. (3.4.23) de Y yerine ¢Y yazdigimizda

Z(QoY, U)W — (o — m) [9(U,W)QeY — g(QoY, W)U]]

[
+ [aa+2bna—2nL+l[2 +2b]][Z(oY, U)W

— (0= g ) 9 W9V = gloY. W)U]]
=0 (3.4.24)
elde edilir. (3.4.24) de (2.3.30) kullanildiginda ise
(—c)(2n* —b+an+a+bn), ~
[ 2 [[Z(ey, )W
( W)[Q(U,W)cﬁY—QWY,W)UH
=0 (3.4.25)
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bulunur. Burada gerekli kisaltmalardan sonra bu denklem

n+1 ~
) [Zey.nw

) [9(U, W)Y — g(¢y, W)U]]

a—c)fa+b2n —1)](

I
(—+1)
=0

(3.4.26)

halini alir. (3.4.26) da (2.3.12) kullanildiginda ise

(v — [a +b(2n — 1)] (47:1—:_12)]

[
[R(6Y, U)W — a[g(U, W)gY — g(¢Y, W)U]]
0

(3.4.27)
sonucuna varilir. Buradan da

R(oY, U)W = ofg(U,W)eY — g(¢Y, W)U} (3.4.28)
esitligi yazilir. Bu denklemden de M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay form oldugu

goriiliir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

Teorem 3.4.4. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(a)-manifoldu olmak iizere
6’(5,){)5 = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya M «-sabit kesit egrilikl reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

Ispat . Kabul edelim ki C'(£, X)S = 0 olsun. Burada VX,Y, Z, U, W € x(M) icin
(C(X,Y)S) (U, W) =-S(C(X,Y)UW)—S(U,CX,Y)W) (3.4.29)
seklindedir. (3.4.29) da X = ¢ sectigimizde
S(CE YU, W)+ S(U,CE,Y)W)=0 (3.4.30)

olur. (3.4.30) da (2.3.21) kullamldiginda

[ac+ 2bna — — :1[2 +2b]] [g(X, U)S (&, W)
— U)S(X, W)+ g(X, W)S(U,&) —n(W)S(U, X)]
b[S(X,U)S(&, W) = n(U)S(QX, W)
S(X,W)S(U, &) —n(W)S(U,QX)]

0 (3.4.31)
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bulunur. (2.3.28) denklemi, (3.4.31) de kullanilirsa

[aoz + 2bno —

T 1 [2n + 2b]] [2nag(X, U)n(W)

n(U)S(X, W) + 2nag(X, Wn(U) = n(W)S(U, X)]

+ b[znaSw,X)n(W)—n( )S(QX, W)

+ 20aS(X,W)n(U) = n(W)S(QX,U)]

=0 (3.4.32)

bulunur. Bu denklem U = £ i¢in

lac + 2bna — o : . [271 + 2b] ] [S(X, W) — 2nag(X, W)]
+ b[S(QX, W) — 2nag(QX, W)]
= 0 (3.4.33)

halini alir. (3.4.33) de X yerine ¢X yazdigimizda ise

-2
[b(—5—) + aa +2bna — — : [+ 2]
[S( ¢>X W) = 2nag(¢X, W)]
=0 (3.4.34)
olup gerekli diizenlemelerden sonra
+1
[(a—c)[a+b(2n —1)] (ﬁ)} [S(6X, W) — 2nag(¢X, W)]
=0 (3.4.35)

sonucuna varilir. Sonug olarak (3.4.35) den M hemen hemen C(«)-manifoldu ya oo = ¢
i¢in a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay formdur ya da S(U, ¢Y) = 2nag(U, ¢Y') igin bir
Einstein manifoldudur.

Ispatmn tersi agiktir. Boylece teoremin ispat: tamamlanir.

Teorem 3.4.5. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak iizere
6’(5, X)é = 0 olmas i¢in gerek ve yeter sart M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidur.
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Ispat . Kabul edelim ki C'(¢, X)C

(C(X,Y)O)(Z,U,W)

oldugunda bu denklem X = ¢ igin

(C(&Y)O)(2,U W)

halini alir.

= 0 olsun. Burada VXY, U, W, Z € x(M) i¢in

C(X,Y)C(Z, )W — C(C(X,Y)Z, U)W
C(Z,C(X, Y)Y U)W — C(Z,U)C(X,Y)W

(3.4.36)

C(E,Y)C(2,U)W - C(C(E,Y)Z, U)W
C(z,CE,Y)U)W - C(2,U)C(E, Y)W
0 (3.4.37)

(3.4.37) de (2.3.23) kullamldiginda

[ c(n+1) +a§2a+7bn—b) 2n11[2n—|—2bH[g(Y,6(Z,U)W)£
— (CZ,U)W)Y - g(Y, 2)C(, U)W
+ (Z)CY, U)W = g(Y,U)C(2,H)W
+ (U)C(Z, Y)W — g(Y,W)C(Z,U)E
+ n(W)C(Z,U)Y]
= 0 (3.4.38)
bulunur. (3.4.38) de Z = ¢ segtigimizde ise
[bc(n +1)+ 0452(1 + Tbn — b) 2n:_ 1 [2 o] [g(, e, UYW)e
— n(CE W)Y —n(Y)C(E U)W
+ C’(Y U)W + n(U)C(ﬁ, Y)W
— (Y, W)C(& V) +n(W)C(E,U)Y]
— 0 (3.4.39)
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elde edilir. (3.4.39) dan (2.3.22) ve (2.3.23) yardimiyla

c(n+1) —|—a(2a+7bn—b) r
[ 2 2n +1 [2n
[—9(Y: {g(U,W)E —n(W)U})E
{g(UW)Y —n(W)n(U)Y'}
+ n(¥){g(U,W)§ —n(W)
— () {g(Y,W)§ —n(W)U
+ g, W){n(U)¢-U}
— n(W){g(U,Y)E —n(Y)U}] (3.4.40)

C(Y,U)W = +20]]

n(W)U}

—

esitligini yazariz. (3.4.40) da gerekli kisaltmalardan sonra

~ be(n+1) + a(2a + Tbn — b r a
L e e L

[g(U W)Y — g(Y,W)U] (3.4.41)

ifadesi elde edilir. Sonrasinda (3.4.41) de (2.3.9) kullanilirsa

aR(Y,U)W = [=SUW)Y + S, W)U — g(U,W)QY + g(¥,W)QU]

b -1 b 1
+ [aa+2bna+ a(3n ); e + )}

[g(U W)Y — g(Y,W)U] (3.4.42)

elde edilir. (3.4.42) de (2.3.25) ve (2.3.26) kullamldiginda

aR(Y, U)W = [ba(3n—1)+bc(n+1)][g(Y, W)U — g(U,W)Y]

_ ez D gy — gy

2
+ g(UW)n(Y)E = g(Y,W)n(U)E]

+ [ao+ 2bna + ba(3n - 1); be(n + 1>] [g(U, W)Y — g(Y,W)U]

~ 0 (3.4.43)

bulunur. (3.4.43) denklemi gerekli kisaltmalardan sonra

af2a+b(n +1)] — be(n + 1)
2
- eI )y - w)u

— gUW)n(Y)§ = g(Y, W)n(U)¢] (3.4.44)

aRY, )W = | 1 [g(U, W)Y — g(Y,W)U]
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halini alir. (3.4.44) de Y yerine ¢Y ve U yerine de ¢U yazdigimizda ise

af2a+b(n+1)] — be(n+ 1)
2a

R(oY,oU)W = | 1 [9(oU, W)Y — g(6Y. W)¢U]

sonucuna varihr. Boylece M hemen hemen C'(«)-manifoldunun sabit kesit egrilikli reel
bir uzay form oldugu gortiliir.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

Simdi ise daha o6nce vermis oldugumuz teoremlerin bazilarini saglayan 5-boyutlu bir

hemen hemen C(a)-manifoldu 6rnegi verecegiz.

Ornek 3.4.1. M = {(z1, &3, ¥3, 24, 25) € R%} 5-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M

nin her noktasinda lineer bagimsiz

e = 2x5i 2x5i 2‘%51
1 =€ 5 €y = € 9 €3 =€
(93171 81‘2 8553
€4 = 623‘“5i €5 = i
4 ) 5
al’4 81135

baz vektorlerini alalim. M iizerinde g Riemann metrigini
g = e " (0x}) + dz?

ile tamimlayalim. Bu durumda
0, i#J
g(ei, e5) = { o

oldugu goriilmektedir. Diger taraftan ¢ (1, 1)-tipinden tensor alanini, & vektor alanini

ve ) 1-formunu VX € y(M) i¢in

pe; = —es, pey = —ey, pes = ey, pey = e, pes =0

§ = es, n(X) = g(X, e5)

bi¢ciminde alalim.

Burada ¢ tensor alanm1 ve g metrik tensoriiniin lineerlik ozeliklerini kullandigimizda
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VXY € x(M) igin

77(65) =1,

$*X = —X +1(X)es
90X, 0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

esitliklerini saglayan (¢, &, n, g) nin M iizerinde bir hemen hemen kontak metrik yapi
oldugu gortliir.

Simdi de M {izerindeki V Levi-Civita konneksiyonunu alahm. (2.2.2) formiilii yardimiyla

_ 2Z5i 215i il 4z i i 2x5 i 2z5 i
[617 62] - [e ax17 axj = ¢ [axl’ 81’2] te (81’1 (6 )81‘2
2x d 2x5 d
- 4 (8.272 c ) (9(171

g 0
bulunur. Benzer sekilde

[61,63} = [61,64] = [62,63} = [62,64} = [63,64] =0

ve

[61,65} = —2ey, [62,65} = —2ey, [63,65} = —2e3, [64,65} = —2ey,
degerleri hesaplanir. Diger taraftan

Veleg = Veleg = V€1€4 = V6261 = V6263 = v6264 = 0,

v6361 - V€3€2 - V8364 - ve4el - ve462 = v8463 = 07

v6561 = ve562 = v6563 = V5564 = V€5€5 = Oa

Ve e1=Ve,ea=V,e3 =V, e4 = 2e;5
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ve
V6165 - —261, v62€5 == —262, V63€5 = —263, Ve4e5 == —264
olarak hesaplanir. Buradan manifoldun Riemann egriliklerini ise

R(eh 62)62 = R(€1, 63)63 = R(€1, 64)64 = R(€1, 65)65 = —4ey,

R(ey, e1)er = Reg, e3)es = R(eg, eq)es = R(eg, e5)es = —4e,

R(es,e1)er = R(es, ex)es = R(es, eq)eq = R(es, e5)es = —4es,

R(€4, 61)61 = R(€4, 62)62 = R(€4, 63)63 = R(€4, 65)65 = —4ey,

R(65, 61)61 = R(€5, 62)62 = R(€5, 63)63 = R(€57 64)64 = —465
olacak sekilde hesaplariz. Ayrica 1 <1i,7,k <5 vei# k # j igin
R(e;,ej)ep =0

olarak hesaplanir. Burada yukarida hesapladigimiz egrilikler (2.3.5) esitliginde yerine
yazildiginda o« = —4 oldugu goriiliir. Bu da bize soyler ki M 5-boyutlu bir hemen
hemen C'(—4) manifoldudur.

Diger taraftan (2.2.15) esitligi yardimiyla manifoldun ¢ = —4 sabit kesit egrilikli bir

reel uzay form oldugu goriiliir.
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4. Hemen Hemen C(«)-Manifoldlarin Simetriklik Durumlar:

Simetrik manifoldlar diferansiyel geometrinin popiiler konularindan biridir. Ciinki
manifoldlarin tizerindeki simetriklik durumlari, o manifold iizerinde caligma yapan
geometricilerin iglerini oldukg¢a kolaylagtirmaktadir. Bu boliimde bir hemen hemen
C'(a)-manifoldunun lokal ¢-simetrik, lokal simetrik, n-paralel ve quasi-konformal flat
olma durumlar: incelenmigtir. Boliim sonunda ise 3-boyutlu 6zel bir C'(a)-manifoldu

ornegi inga edilmistir.

4.1 Lokal ¢-Simetrik Hemen Hemen C(a)-Manifoldlar:

Bu kisimda oncelikle lokal ¢-simetriklik kavrami tanitilarak daha sonra bir hemen
hemen C'(«)- manifoldunun lokal ¢-simetrik olmasi durumunda ortaya ¢ikan sonuglara,

yer verilmigtir.

Tanim 4.1.1. Bir M kontak metrik manifoldunda VXY, Z, W € x(M) olmak tizere
?*(VwR)(X,Y,Z)) =0

esitligi saglaniyorsa bu durumda M ye lokal ¢-simetriktir denir (Takahashi, 1977).

Teorem 4.1.1. M, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak tizere M
nin lokal ¢-simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(a)-manifoldu lokal ¢-simetrik olsun. O
zaman her X, Y, W, Z € x(M) igin

P*(VxR)(Y,W,Z)) =0 (4.1.1)
oldugunu biliyoruz. (4.1.1) denkleminden

— VxR(Y,W)Z+ R(VxY,W)Z + R(Y,VxW)Z + R(Y,W)VxZ

+ n(VxR(Y,W)Z)§ —n(R(VxY,W)Z)§ —n(R(Y,VxW)Z)§

— n(R(Y,W)VxZ)¢

=0 (4.1.2)



bulunur. (4.1.2) de (2.3.6) yardimiyla

+3
¢ y Cg(W, 2)VxY + Yg(VxW, Z) + Y g(W,Vx Z)

— g, 2)VxW —=Wy(VxY,Z) - Wg(VxZ, Y)}
= [9(Y, 92) VW + (VY. 9Z)W + g(Y, VxpZ)gW
— g(W.0Z)VxaY = g(VxW.0Z)6Y = g(W, VxdZ)6Y
+ 29(Y,6W)Vx0Z + 29(VxY, 6W)$Z + 29(Y, Vx oW )62
+ n(Y)nZVxW +n(YV)Wn(VxZ) +n(Y)Wy(Z, VxE)
+ n(Z2)Wn(VxY) +n(2)Wg(Y,Vx&) —n(W)n(2)VxY

(
— nMYn(VxZ) —n(W)Yg(Z,Vx§) —n(Z)Yn(VxW)
— (2)Yg(W,VxE) + g(VxY, Z)n(W)¢ + g(Y, Vx Z)n(W)§
+ n(VxW)g(Y, 2)§ + g(W, Vx&)g(Y, 2)§ + g(Y, Z)n(W)Vx§
— g(VxW, Z)n(Y)§ — gW,VxZ)n(Y)E —n(VxY)g(W, Z)¢

(

— g(Y,Vx&g(W, 2)¢ — g(W, Z)n(Y)V x£]
c+ 3a

(W, Z)VxY — g(VxY, Z)W + g(VxW)Y
— gV, Z2)VxW + gW,Vx2)Y — g(Y,VxZ)W]
+ (VXY 62)0W — (W, 6Z)6V Y +2g(VxY, oW)9Z
+ n(VxYn(Z)W —n(W)n(Z)VxY) + g(VxY, Z)n(W)§
— gW, Z)n(VxY)E+ g(Y,02)pVxW — g(VxW, 0 Z)¢Y
+ 29(Y,oVxW)Z +n(Y)n(Z)VxW —n(VxW)n(Z2)Y
+ gY, 2)n(VxW)E — g(Vx W, Z)n(Y)§ + g(Y, oV x Z)pW
— gW, oV xZ)pY +29(Y, W)V x Z + (Y )n(Vx Z)W
— nWn(Vx2)Y +g(Y,Vx Z)n(W)é — g(W,Vx Z)n(Y)E]
CEI0 W 2V XY + (VW (Y )E + g(W, Vi Z)n(Y )¢

4
— g(Y, Z)n(VxW)E = g(VxY, Z)n(W)E — g(Y,Vx Z)n(W)E]
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Q

[9(Y, 0Z)n(VxdW)E — g(W, 0 Z)n(Vx¢Y )€ + 29(Y, oW )n(Vx$Z)E
( n(Z2)n(VxW)E+n(Y )n(W)n(VxZ)§ +n(Y)n(W)g(Z, Vx§)§E
(ZIn(WIn(VxY)E+n(Z)n(W)g(Y, VxEE —n(Z)n(W)n(VxY)E

= nW)n(Y)n(VxZ)§ —nW)n(Y)g(Z, Vx&E —n(Z)n(Y )In(VxW)E

— (Z)n(Y)g(W,VxEE+ g(VxY, Z)n(W)§ + (Y, VxZ)n(W)§E
(
(
(Y,

3
N
\_/\_/

VxW)g(Y, Z2)§ + g(W,Vx&)g(Y, 2) + g(Y, Z)n(W)n(Vx§)E
— g(VxW, Z)n(Y)E — gW,VxZ)n(Y)E —n(VxY)g(W, Z)§

[g<W, Z(VxY)E = g(VxY. Z)n(W)E + 9(Vcaw. Z)n(Y )¢
= 9V, Z)n(VxW)E + g(W, Vx Z)n(Y)E — g(Y, Vx Z)n(W)¢]
——[9(VxY, Z (W) = g(W, Z)n(VxY )& + (¥, Z)n(VxW)é

— g(VxW, Z)n(Y )€ — g(Y,Vx Z)n(W)E — g(W, Vx Z)n(Y )¢]
= 0

esitligi bulunur. Bu denklem gerekli kisaltmalardan sonra

-9

1 (Y, 0Z)VxoW — g(Y,Vx¢Z)oW + g(W,0pZ)V x oY
W, VxoZ)pY —29(Y, oW )VxoZ —29(Y,VxoW)pZ
YIWg(Z,Vx&) —n(Z)Wg(Y,Vx&) +n(W)Yg(Z,V x§)

+ 9
- N

)
+ (2)YgW,Vx&) =n(VxW)g(Y, Z2)¢ — g(Y, Z)n(W)V x¢

+ gW, Zn(Y)VxE —gW,02)pV xY + g(Y, 0 2)pV x W

+ 29(Y,0VxW)oZ + g(Y, Z)n(VxW)§ + g(Y, oV x Z)pW

— gW,oVxZ)pY +29(Y, oW)dVxZ + g(Y, dZ)n(V x oW )§

— gW,0ZIn(VxoY)E + 29(Y, oW)n(Vx o Z)E +n(Z)g((Y, VxE)E)

— n(Y)n(Z2)g(W, Vx)E]

= 0 (4.1.3)
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halini alir. (4.1.3) esitliginin her iki tarafina U € x(M) uygulayip sonrasinda Z = &

sectigimizde

|:C—Oé

7 1= 9(UW)g(Y,VxE) + g(Y,U)g(W, Vx¢)
— 9(oY,Vx&)g(eW,U) + g(eW, VxE&)g(¢Y,U)
— 29(Y,6W)g(Vx&, oU) +n(W)nU)g(Y, VxE)
— n(Y)n(U)g(W, Vx&)]
= 0 (4.1.4)

bulunur. Burada (2.3.6) kullanildiginda (4.1.4) esitligi
9(Vx& R, W)U — a{g(W,U)Y — g(Y,U)W}) = 0 (4.1.5)

olarak yazilir. Boylece lokal ¢-simetrik bir hemen hemen C(«)-manifoldunun a-sabit
kesit egrilikli reel bir uzay form oldugu goriiliir.
Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlamr.

Simdi (4.1.5) esitliginden agagidaki sonuglar: verebiliriz.

Sonug 4.1.1. Lokal ¢-simetrik her a-Kenmotsu manifoldu a-sabit kesit egrilikli uzay

formdur.

Sonug 4.1.2. Lokal ¢-simetrik her a-Sasakian manifoldu a-sabit kesit egrilikli uzay

formdur.

Sonug 4.1.3. Her cosymplectic manifold lokal ¢-simetriktir.

4.2 Lokal Simetrik Hemen Hemen C(«)-Manifoldlar:

Bu kisimda ise lokal ¢- simetrikligin daha genel durumu olan lokal simetriklik ele
alimacaktir. Bir hemen hemen C(«a)-manifoldunun lokal simetrik olmasi durumunda

ortaya ¢ikan sonuclar incelenmistir.

Tanim 4.2.1. Bir M kontak metrik manifoldunda VX,Y, Z, W € x(M) olmak tizere
(VwR)(X.Y,Z) =0

esitligi saglaniyorsa M ye lokal simetriktir denir (Takahashi, 1977).
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Teorem 4.2.1. M, (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(«a)-manifoldu olmak tizere M
nin lokal simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay

form olmasidar.

Ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C/(a)-manifoldu lokal simetrik olsun. O
zaman her XY, W, Z € x(M) i¢in

(VxR)(Y,W)Z =0 (4.2.1)
oldugunu biliyoruz. Burada (4.2.1) den
VxRYW)Z — R(VxY, W)Z — RY,VxW)Z — R(Y,W)VxZ =0 (4.2.2)

elde edilir. Bu esitlik (2.3.6) yardimiyla

3
¢ +4 Qg(VxW, 2)Y + g(W, VX 2)Y + g(W, Z)VxY

— g(VxY, 2)W — g(Y,VxZ)W — g(Y, Z)V x W]
——[9(VxY.0Z)6W + g(Y, Vx@Z)oW + g(Y, 62)V x oW

— g(VxW,9Z)pY — g(W,Vx0pZ)pY — g(W,0Z)VxpY

+ 29(VxY,oW)oZ + 29(Y,VxoW)oZ + 29(Y, oW)Vx9Z

+ g(VxY,OnZ)W + g(Y,VxEn(Z)W + g(Vx Z,§)n(Y )W

n

Z,VxENY )W + g(Z, n(Y )V W — g(Vx W, §)n(2)Y
)

— gW,Vx&n(2)Y — g(VxZ,EnW)Y — g(Z, VxEn(W)Y
— 9(Z,nW)VxY + g(VxY, Z)n(W)E + g(Y, Vx Z)n(W)§
+ g(VxW,8)g(Y, Z)¢ + g(W,VxE)g(Y, Z)E + g(Y, Z)n(W)V x&

— g(VxW, Z)n(Y)§ — gW, VxZ)n(Y)§ — g(VxY, &)g(W, Z)¢
— 4(Y, Vg, 2)& — gV, Z)n(¥ )V x¢]
SN, 2V — (VY Z)W]

C —

9
(
(Z,
(
(
(

L g(VxY, 6Z)oW — g(W, $Z)pVxY + 29(VxY, 6W)pZ
+ n(VxY)Im(2)W —q(Wn(2)VxY + g(VxY, Z)n(W)§
— g(W, Z)n(VxY)E]

74



¢+ 3«
4
= [9(Y.62)8VxW = g(VxW,62)6Y +29(Y, 6V xW )62
+ n(Y)I(Z)VxW = n(VxWn(Z)Y + g(Y, Z)n(VxW)¢
— g(VxW, Z)n(Y)¢]
S g, VX 2)Y — gY. VaZ)W]
— = [9(Y.0Vx2)6W — g(W. 6V xZ6Y +29(Y,6W )6V xZ
+ (YV)In(Vx )W = n(W)n(Vx 2)Y + g(Y, Vx Z)n(W)¢
— g(W.VxZ)n(Y)¢]

— 0 (4.2.3)

[9(VxW, 2)Y — g(Y, Z)VxW]

halini alir. (4.2.3) de gerekli kisaltmalar yapildiginda ise

C—«

1 L9 6Z)n(Vx W) = g(W, 6 Z)n(V x oY)
+ 29(Y, oW)n(VxoZ) + g(Y, VxEn(Z)n(W)
— gW, VxEn(Y)n(Z) + g(W, Vx&)g(Y, Z)
— gV, Vx&)g(W, 2)]
— 0 (4.2.4)

esitligi elde edilir. (4.2.4) denklemi n(V x¢pW) = —g(Vx&, ¢W) bagmtisi yardimiyla

C—

1 (9(Vx,g(Y,0Z)pW — g(W, ¢ Z)dY
+ 29(Y,oW)bZ + g(W, Z)Y —n(W)n(Z)Y
— gV, )W +n(Y)n(Z)W)]
= 0 (4.2.5)

bigiminde yazabiliriz. Burada (4.2.5) de (2.3.6) kullanildiginda
9(Vx& R, W)Z — a{g(W, 2)Y — g(Y, Z)W}) =0 (4.2.6)

sonucuna ulagilir.
Ispatin tersi aciktir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Bu teoremden asagidaki sonuglar1 yazariz.

Sonug 4.2.1. Lokal simetrik her a-Kenmotsu manifoldu a-sabit kesit egrilikli uzay

formdur.
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Sonug 4.2.2. Lokal simetrik her a-Sasakian manifoldu a-sabit kesit egrilikli uzay

formdur.

Sonug 4.2.3. Her cosymplectic manifold lokal simetriktir.

4.3 n-Paralel Hemen Hemen C(«)-Manifoldlar:

Bu kisimda ise bir hemen hemen C'(«)-manifoldunun 7-paralel olma durumu incelenmistir.
Tanim 4.3.1. Bir M kontak metrik manifoldunun Ricci tensorii S olmak tizere VX, Y, Z €
X (M) i¢in

(VxS5)(¢Y,92) =0

sart1 saglaniyorsa bu durumda M ye n-paraleldir denir (Kon, 1976).
Teorem 4.3.1. Her (2n+1)-boyutlu M hemen hemen C(«)-manifoldu daima n-paraleldir.

Ispat . Kabul edelim ki M (2n + 1)-boyutlu hemen hemen C(a)-manifoldu 7-paralel

olsun. O zaman
(VxS)(8Y,62) = 0 (43.1)
oldugunu biliyoruz. Burada S nin kovaryant tiirevinden

(VxS)(¢Y,0Z) = VxS(¢Y,9Z) — S(VxoY,$Z)
— S(¢Y,VxZ) (4.3.2)

bulunur. Ayrica (2.3.25) denkleminden

aBn—1)+c(n+1)

S(67,072) = ( .

)g(<bY, YA (4.3.3)

esitligi yazilir. (4.3.3) denklemi, (4.3.2) de kullanildiginda ise

aBn—1)+c¢(n+1)

(VxS)(9Y,02Z) = ( 5 ) [Vxg(4Y. 6Z)
— 9(Vx¢Y,0Z) — g(¢Y, Vx$Z)]
=0 (4.3.4)

dir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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4.4 Quasi-Konformal Flat Hemen Hemen C(«)-Manifoldlar:

Son olarak bu kisimda bir hemen hemen C(a)-manifoldunun quasi-konformal flat

olmasi durumunda ortaya ¢ikan sonuclar incelenmistir.

Teorem 4.4.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(«)-manifoldu olmak iizere
M nin quasi-konformal flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya konformal flattir ya da

a-sabit kesit egrilikli reel bir uzay formdur.

Ispat . Kabul edelim ki M hemen hemen C' (a)-manifoldu quasi-konformal flat olsun.
Bu durumda VXY, Z € x(M) i¢in

C(X,Y)Z =0 (4.4.1)

oldugunu biliyoruz. (4.4.1) de (2.3.9) kullanildiginda

r

aR(X,Y)Z = [Qn 1 [2 +2b] ] [g(Y, Z)X — g(X, Z)Y]
- b[S(Y,2)X - 5(X,Z)Y
+ 9(Y,2)QX - g(X, Z2)QY] (4.4.2)

esitligi bulunur. Bu denklemde Z = £ segtigimizde

aR(X,Y)¢ = [2n: - [2n + zb}] [n(Y)X — n(X)Y]
+ 77( )QX —n(X QY] (4.4.3)
bulunur. (4.4.3) denklemi (2.3.28) yardimiyla
4b
aR(X,Y)¢ = [% — 2bna] [n(Y)X — n(X)Y]
~b[)QX — (X)QY] (4.4.4)
seklinde yazilir. (4.4.4) de (2.3.14) ve (2.3.26) kullanilirsa
a = ;(;é;?;%fq)) _ ba(3n = 1);_ beln+1) _ 2bna (4.4.5)
sonucu bulunur. Son olarak (4.4.5) de (2.3.27) kullamldiginda ise
(a—c)a+b2n—1)] =0 (4.4.6)
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elde edilir.

Burada o — ¢ = 0 ve a + b(2n — 1) # 0 alirsak, M nin a-sabit kesit egrilikli reel bir
uzay form oldugu goriiliir. Diger yandan eger a + b(2n — 1) = 0 ve « — ¢ # 0 ise o
zaman da M manifoldu konformal flat olur.

Ispatin tersi agiktir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Simdi ise daha once verdigimiz teoremlerden bazilarini saglayan bir ornek verecegiz.

Ornek 4.4.1. M = {(z,y,2) € R® : 2 # 0} 3-boyutlu manifoldunu goz 6niine alalim.
Burada (z,y,2), R® de standart koordinatlardir. M nin her bir noktasinda lineer

bagimsiz vektor alanlarini ise

0 0 0

€1 = T—, €y = —T— €3 = T—
Ox

olacak gekilde secelim. Ayrica g Riemann metrigini ise

9(61,62) = 9(62763) = 9(63761) =0,

gler,e1) = glea, e2) = gles, e3) = 1.

seklinde tanimlayalim.

M {izerinde her bir X vektor alam i¢in ) 1-formu n(X) = g(X, &) seklindedir. (1,1)-tipinden
tensor alani ¢ ise ¢(e3) = —eg, ¢(e1) = 0 seklinde tanmimlansin. Burada VX, Y € x(M)

i¢in ve ¢ tensoriiniin lineerliginden

n(er) =1, ¢*°X = —X +n(X)e,

90X, 0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

esitlikleri saglamir. Boylece e; = € olmak tizere, (M, ¢,&, 1, g) beslisi bir hemen hemen

kontak metrik manifoldudur. Burada (2.2.2) formiilii yardimiyla

o 0 0 0 0 0
- 212 2 o _ - —_
_ .9
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olarak hesaplanir. Benzer sekilde [e;, e3] ve [es, e3] degerleri de hesaplandiginda
[e1, e2] = eo, [e1, €3] = es, [e2, €3] =0

egitlikleri bulunur. V, g metrigine gore Levi-civita konneksiyonu olmak iizere Kozsul

formiili yardimiyla

Velel = O, Veleg = 0, Veleg = O,
V62€1 = —€g, V6262 = €1, v6263 - 07
vegel = —é€s, V6362 = €1, v6363 =€

degerleri hesaplanir. Daha sonra bu sonuclar1 kullanarak Riemann egriliklerini ise

R(ey,e9,e3) =0, R(ey,e1,e3) =0, R(es,e1,e5) =0,
R(ey, e3,e9) =0, R(es, eq,e3) =0, R(es, ez,€1) =0,
R(ey, eq,e9) = —eq, R(ez, e1,61) = —eg, R(es, eq,e1) = —es,
R(ey,e3,e3) = —eq, R(ey, e3,e3) = —ea, R(es, e9,e9) = —es.

olarak hesaplariz. Bu sonuglara gore manifoldun Riemann egrilik tensorii R, (2.3.5)

esitligini saglar. Boylece manifold ¢ = —1 kesit egriliklidir. Buradan da

olur. Sonug olarak M manifoldu bir hemen hemen C(—1)-manifoldudur. Buradan
da soyleyebiliriz ki M manifoldu, concircular semi-simetrik, lokal ¢-simetrik ve lokal

simetriktir. Dolayisiyla ornegimiz Teorem 3.1.3, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 i saglar.

Ayrica 3-boyutlu M manifoldunun S Ricci tensorii ise

S(X,Y) =Y g(R(e;, X)Y.e,). (4.4.7)

i=1
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seklinde tanimhdir. Simdi (4.4.7) denkleminde yukaridaki egrilikler kullamldiginda

S(ela el) = S<627 62) = S<€37 63) = _27

5(61, 62) == S(@l, 63) == S(BQ, 63) =0

sonuglarini elde ederiz. Buradan da manifoldun skaler egriligini » = —6 olarak hesaplariz.

Ayrica manifoldun Ricci tensorii ise

olarak hesaplanir. Buradan da M nin bir Einstein manifoldu oldugu goriiliir. Boylece

Teorem 3.1.4 geregi M manifoldu Ricci semi-simetriktir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Caligmadan elde edilen sonuclarin yazildigi makaleler ulusal ve uluslararasi hakemli
dergilere gonderildi. Bunlardan bazilar1 yayinlandi, bazilar1 yaymmlanmak tizere kabul
aldi, bazilarimin ise hakem stireci devam etmektedir. Bu caligmamiz ile literatiire
Tiirkge 6zglin bir kaynak sunulacaktir. Ayrica ¢aligmamizin, kapsami genis olan bu
konuda calisma yapacak arastirmacilara bir 151k tutacagi ve bu alandaki yeniliklere

katkida bulunacagi kanisindayiz.
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