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 Bu tez çalışmasında, hemen hemen kontak metrik manifoldların bir alt sınıfı ve co-

Keahler, Kenmotsu, Sasakian manifoldların genel hali olan hemen hemen ( )C  
manifoldların bazı eğrilik özelikleri çalışılmıştır. Bu tez dört bölüm ve bu bölümlerin alt 
kısımlarından oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş ve literatür özetine ayrılmıştır. İkinci 
bölümde temel topolojik kavramlar verilerek manifoldlar tanıtılmış sonrasında ise 
hemen hemen kontak metrik manifoldlar ve bir alt sınıfı olan hemen hemen ( )C  
manifoldlar için gerekli tanım ve teoremler verilmiştir. Ayrıca bir hemen hemen ( )C  
manifoldunun Ricci tensörü, Ricci operatörü, skaler eğrilik fonksiyonu gibi bazı temel 
formülleri oluşturulmuştur. Bölüm sonunda 5-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik 
manifold örneği inşa edilmiştir. Üçüncü ve dördüncü bölüm tezimizin orijinal kısmını 
oluşturmaktadır. Üçüncü bölümde Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, 
concircular eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörünün 
birbirleri üzerindeki etkileri ayrıntılı olarak incelenmiş ve elde edilen sonuçlara göre 
hemen hemen ( )C  manifoldları kategorize edilmiştir. Bölüm sonunda verdiğimiz 
teoremlerin bazılarını sağlayan 5-boyutlu bir hemen hemen ( )C  manifoldu örneği 
verilmiştir. Dördüncü bölümde ise hemen hemen ( )C  manifoldların lokal  
simetrik, lokal simetrik,   paralel ve quasi-konformal flat olması durumları 
incelenmiştir. Bölüm sonunda özel bir hemen hemen ( )C  manifold örneği inşa 
edilmiştir.  
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In this thesis, some curvature properties of almost ( )C  manifolds have been studied 
which is a sub-class of almost contact metric manifolds and general case of co-Keahler, 
Kenmotsu and Sasakian manifolds. This thesis consist of four sections which and 
contain sub-sections. The first sections is devoted to introduction and review of the 
literature. In the second part, basic topological concepts have been given and manifolds 
have been introduced. After that, necessary definitions and theorems for almost contact 
metric manifolds and a sub class almost ( )C  manifolds have been given. In addition, 
some basic formulas such as Ricci tensor, Ricci operator, scalar curvature function of an 
almost ( )C  manifolds have been introduced. At the end of section, an example of an 
almost contact metric manifold has been built. The third and fourth part is the original 
parts of this thesis. In the third section, we have studied Riemann curvature tensor, 
projective curvature tensor, concircular curvature tensor, Ricci tensor and quasi-
conformal curvature tensor act to each other almost ( )C  manifold have been 
categorized according to the results obtained. At the end of section, 5 dimensional an 
almost ( )C  manifold examples which providing the given theorems has given. In the 
fourth part, case of local   symmetric, local symmetric,   parallel and quasi-
conformal flat of an almost ( )C  manifold has been investigated. In the end, we 
construced an example which is an almost ( )C  manifold.  
 
 
have been investigated being cases local   symmetric, local symmetric,   parallel 
and quasi-conformal flat of an almost ( )C  manifold  
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1. Giriş  
 
Bilinen geçmişten günümüze kadar olan dönemde bilim ve teknolojinin içerisinde 
geometri biliminin yeri daima korunmuştur. İnsanoğlunun zaman içerisinde oluşan 
ihtiyaçlarına göre geometri çeşitli dallara ayrılmış ve çalışmalar daha özgün 
yürütülmüştür. Bu alanlardan birisi  diferansiyel hesaplamanın geometriye tatbik edildiği 
diferansiyel geometridir.  
Bir çok bilim dalında uygulama bulmasından dolayı diferansiyel geometri modern 
matematiğin en popüler çalışma alanlarından biridir. Diferansiyel geometrinin başlangıcı 
Gauss’un yüzeylerin eğrilikleri üzerine çalışmalarına dayanır. Gauss’un bu çalışmaları 
Riemann manifoldu kavramına ön ayak olmuştur. En genel tanımı ile manifoldlar yerel 
olarak n  öklidyen uzayına benzeyen nokta kümeleridir. Bir manifold sonlu sayıda 
koordinat komşuluklarından oluşur ve her bir koordinat komşuluğu  n  uzayının bir açık 
kümesine homeomorfiktir. Koordinat komşulukları, manifold için yerel koordinat 
sistemleri tanımlamaya olanak verir.  
Manifoldlar üzerinde tanımlanan en temel kavram tanjant vektör kavramıdır. Tanjant 
vektör kavramı bir çok şekilde tanımlanmakla birlikte, geometrik olarak en uygun metot 
manifold üzerinde eğri kavramını kullanarak tanımlamaktır. Manifold üzerinde bir eğri, 
I    açık aralığından M  manifolduna bir diferensiyellenebilir dönüşüm olarak 
tanımlanır. Manifold üzerinde bir p  noktasından geçen iki eğrinin bu noktadaki birinci 
türevleri aynı ise bu iki eğriye denktir denir. Diğer bir kavram vektör alanı kavramıdır. 
Vektör alanı, manifoldun her bir noktasına bir tanjant vektörü karşılık getiren bir 
diferensiyellenebilir dönüşüm olarak tanımlanabilir. 
Diferansiyel geometri türevin tanımlı olduğu Riemann manifoldlarının özelikleri ile çok 
yakından ilgilenir. Başka bir deyişle bu manifoldlar üzerindeki metrik kavramlarla 
uğraşır. Diğer taraftan bu manifoldların eğrilikleri, eğriler için burulmalar ve yüzeyler 
için değişik eğrilikler araştırılan konulardan başlıcalarıdır.  
Bir Riemann manifoldunda, Riemann eğrilik tensörü R  ve , ( )X Y M   olmak üzere 
eğer ( , ) 0R X Y R   ize bu durumda manifolda semi-simetriktir denir. Benzer şekilde, 
Ricci tensörü ,S  projektif eğrilik tensörü ,P  concircular eğrilik tensörü Z   ve quasi-
konformal eğrilik tensörü C  olmak üzere, ( , ) 0R X Y S   ise manifolda Ricci semi-
simetrik, ( , ) 0R X Y P   ise projektif semi-simetrik, ( , ) 0R X Y Z   ise concircular semi-
simetrik ve ( , ) 0R X Y C   ise quasi-konformal semi-simetriktir denir.  
Simetrik Riemann manifoldlar ile ilgili çalışmalar E. Cartan ile başlamıştır (Cartan, 
1926). Sonraki dönemlerde pek çok yazar, çeşitli manifoldların simetriklik durumlarını 
incelemişlerdir (Boeckx ve ark., 1999; Chaki, 1988; Deszcz, 1989; De ve ark., 2003; 
Patterson, 1952; Szabo, 1982; Szabo, 1983; Szabo, 1984; Takahashi, 1977). 
Bu bilgiler ışığında, ( , , , )g    kontak yapısıyla verilen (2 1)n  boyutlu hemen hemen 
kontak metrik manifoldu ( , , , )M g    ve manifoldun Riemann eğrilik tensörü R  olmak 
üzere, , , , ( )X Y Z W M   ve    için  
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( , , , ) ( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
                      ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
R X Y Z W R X Y Z W g X Z g Y W g X W g Y Z

g X Z g Y W g X W g Y Z
  

   
   
   

şartını sağlıyorsa M  ye bir hemen hemen ( )C  manifoldu denir. Bir hemen hemen 
( )C  manifoldu, co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldlarının genel halidir. Yani 

manifold, özel olarak 0   ise co-Keahler, 1   ise Sasakian ve 1    ise Kenmotsu 
manifoldu adını alır (Janssens ve Vanhecke, 1981). Bu manifoldlarla ilgili pek çok 
çalışma yapılmış olmasına karşın ( )C  manifoldlarla ilgili çalışmalar oldukça sınırlı 
sayıdadır.  
Yukarıdaki çalışmalar doğrultusunda orijinal bu tez çalışmasında, hemen hemen kontak 
metrik manifoldların bir alt sınıfı ve co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldların 
genel durumu olan hemen hemen ( )C  manifoldlarının eğrilik özelikleri geometrik 
olarak incelenmiştir.  



2. Temel Tanım ve Kavramlar

Temel kavramlar için ayırdığımız bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda

topolojik kavramlara, ikinci kısımda manifoldların inşasında kullanılan kavramlara yer

verilmiş olup son kısımda hemen hemen kontak metrik manifoldlarla ilgili temel tanım

ve teoremler verilerek hemen hemen C(α)-manifoldlar tanıtılmıştır.

2.1 Topolojik Kavramlar

Tanım 2.1.1. X bir küme ve τ da X in kuvvet kümesinin bir alt kümesi olsun. Eğer

(i) X, ∅ ∈ τ ,

(ii) τ da alınan sonlu sayıda elemanların birleşimi τ ya aittir.

Yani, ∀{Ai}i∈I ⊂ τ (I sonlu bir indis kümesi) için
⋃
i∈I

Ai ∈ τ dır.

(iii) τ da alınan sonlu sayıda elemanların kesişimi τ ya aittir.

Yani, ∀{Ai}i∈J ⊂ τ (J sonlu bir indis kümesi) için
⋂
i∈J

Ai ∈ τ dır.

aksiyomları sağlanırsa, τ ya X üzerinde bir topoloji denir. τ topolojisi ile donatılmış

X kümesine veya (X, τ) ikilisine topolojik uzay denir (Aslım, 1988).

τ nun her elemanına, X üzerinde τ tarafından tanımlanan topolojiye göre bir açık

küme denir. X uzayına göre tümleyeni açık olan kümeye τ tarafından tanımlanan

topolojiye göre kapalı küme denir.

Tanım 2.1.2. (X, τ) bir topolojik uzay ve X in bazı açık altkümelerinin sınıfı B olsun.

X in her açık altkümesi B nin elemanlarının herhangi bir birleşimi olarak yazılabiliyor

ise, B ye X uzayının bir bazı denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.3. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun.

τA = {G′
= A ∩G : G ∈ τ}

3



kümeler sınıfı A üzerinde bir topolojik yapıdır. A üzerinde τ tarafından üretilen τA

topolojisine, X uzayının indirgenen (relatif, bünyesel) topolojisi denir. Bu durumda,

(A, τA) topolojik uzayına (X, τ) uzayının alt uzayı denir.

Tanım 2.1.4. X boştan farklı bir küme ve d : X ×X → R bir fonksiyon olsun. Eğer

∀x, y, z ∈ X için

(i) x 6= y için d(x, y) > 0

(ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(iii) d(x, y) = d(y, x)

(iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

aksiyomları sağlanıyor ise d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.5. Bir (X, d) metrik uzayı ile bir x ∈ X ve bir r > 0 sayısını göz önüne

alalım.

B(x, y) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

kümesine x merkezli ve r yarıçaplı yuvar denir.

X bir cümle d de bu cümle üzerinde bir metrik ise, d metriği bu cümle üzerinde bir tek

topoloji üretir. Böylece bir metrik uzay üzerinde bir topoloji tanımlamak her zaman

mümkündür (Aslım, 1988).

Örnek 2.1.1. R reel sayılar cümlesi olmak üzere Rn ile

{x = (x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}

cümlesini gösterelim. Burada her biri xi reel sayısına x ∈ Rn noktasının i. koordinatı

adı verilir.

Şimdi x, y ∈ Rn için

d(x, y) =

(
n∑

i=1

(xi − yi)
2

) 1
2

fonksiyonunu tanımlayalım. Kolayca görülebilir ki, bu fonksiyon Rn üzerinde bir metrik

tanımlar. Böylece Rn bir metrik uzaydır. Bu metrik uzay

B(x, r) = {y ∈ Rn : d(x, y) < r}
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açık yuvarıyla üretilen topolojiye sahiptir. Bu örnek bize Rn uzayının topolojik uzay

olduğunu gösterir.

Tanım 2.1.6. X bir topolojik uzay, x ∈ X olsun. x noktasını içeren bir U altkümesinin

her N üst kümesine x noktasının bir komşuluğu denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.7. (X, τ) ve (X
′
, τ

′
) herhangi iki topolojik uzay, f : X → X

′
bir fonksiyon

ve x0 ∈ X olsun. X
′

uzayında f(x0) ın her N
′

komşuluğu için f(N) ⊂ N
′

olacak

şekilde, X uzayında x0 ın bir N komşuluğu varsa, f fonksiyonuna x0 noktasında τ ve

τ
′
ya göre sürekli, τ − τ

′
sürekli veya kısaca sürekli denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.8. (X, τ) ve (X
′
, τ

′
) topolojik uzaylar arasındaki f fonksiyonu 1 − 1 ve

örten, sürekli ve f−1 tersi de sürekli ise, f fonksiyonuna bir homeomorfizma (topolojik

dönüşüm) denir. Bu halde (X, τ) ve (X
′
, τ

′
) uzaylarına homeomorfiktirler (topolojik

olarak denktirler) denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.9. X topolojik uzayının her faklı x, y noktası için N∩M = ∅ olacak şelkilde

x noktasının bir N komşuluğu ve y noktasının bir M komşuluğu varsa, X topolojik

uzayına Hausdorff uzayı (Kısaca H-uzayı) denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.10. (X, τ) bir topolojik uzayının açık altkümelerinin sınıfı g olsun. Eğer

X =
⋃
G∈g

G

ise g sınıfına (X, τ) uzayının bir açık örtüsü denir. Eğer g nin bir altkümesi X uzayını

örterse, bu altkümeye (X, τ) nın bir açık alt örtüsü denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.11. (X, τ) topolojik uzayının her g açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü

varsa (X, τ) uzayına kompakt uzay denir.

X topolojik uzayının her x noktası X uzayında kompakt olan bir komşuluğa sahip ise,

X uzayına yerel kompakt uzay denir.

Kompakt bir uzay yerel kompakt uzaydır. Fakat tersi doğru değildir.

Tanım 2.1.12. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. (A, τA) uzayı kompakt ise,

A kümesine X uzayının kompakt altkümesi denir (Aslım, 1988).

Tanım 2.1.13. (X, τ) topolojik uzayı boş olmayan ayrık açık iki kümenin birleşimi

olarak yazılamıyorsa, (X, τ) uzayına bağlantılıdır aksi halde bağlantısızdır denir (Aslım,

1988).
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Tanım 2.1.14. (X, τ) bir topolojik uzay ve (X, τ) topolojik uzayının açık örtüleri

sırasıyla U = {uα}α∈I ve V = {vβ}β∈J olsun. Eğer V nin her bir açık kümesi U nun

bir açık kümesi içinde bulunuyorsa V ye U nun inceltilmişidir denir.

Bir (X, τ) topolojik uzayı Hausdorff ve her açık örtüsünün bir lokal sonlu incelmesi

varsa bu topolojik uzaya parakompakttır denir (Aslım, 1988).

2.2 Manifoldlar

Bu kısımda, ilk olarak koordinat komşuluğu kavramı verildikten sonra topolojik manifold

tanımı verilecektir. Daha sonra manifold üzerinde diferensiyellenebilir atlas tanımlandıktan

sonra r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold kavramı verilerek bir manifold üzerindeki

diferensiyellenebilir yapı tanımlanacak, manifold üzerinde tensör, diferensiyel form, Lie

braketi, kovaryant türev, vektör alanı, türev dönüşümü ve benzeri bir çok kavram

tanıtılacaktır.

Tanım 2.2.1. X bir Hausdorff uzayı olmak üzere herhangi bir U ⊂ X açık cümlesinden

V ⊂ Rn bölgesine tanımlanan

ϕ : U −→ V ⊂ Rn

homeomorfizmine X de tanımlanan n− boyutlu koordinat sistemi veya harita, U açık

cümlesine de, ϕ haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir. Bu

harita (U,ϕ) şeklinde gösterilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Eğer, x ∈ U ise

ϕ(x) = (x1, ..., xn) ∈ Rn

dir. Buradaki x1, ..., xn reel sayılarına ϕ haritasında x noktasının koordinatları denir.

Tanım 2.2.2. M boştan farklı bir cümle olmak üzere M nin her noktasının En e veya

En in bir U açık altcümlesine homeomorf olan bir koordinat komşuluğu varsa, M ye

n−boyutlu topolojik manifold denir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.2.3. f, Rn uzayının bir U açık cümlesi üzerinde tanımlı reel değerli bir

fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonunun k. mertebeden kısmi türevleri var ve k ≤ r

olmak üzere, sürekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilir denir ve bu

f ∈ Cr(U,R) ile gösterilir. Eğer her r ∈ Z+ için f ∈ Cr(U,R) ise f fonksiyonuna

diferensiyellenebilir denir ve bu f ∈ C∞(U,R) ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1980).
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Tanım 2.2.4. X bir Hausdorff uzayı ve k ∈ N olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan

{(Uα, ϕα) : α ∈ A,Uα ⊂ X} lokal koordinat ailesine X üzerinde Cksınıfından bir atlas

denir. Burada A, α indislerinin kümesidir.

(i) Lokal haritaların Uα bölgesi X i örter, yani X ⊂ ⋃
α∈A

Uα dır.

(ii) α 6= β olmak üzere her α, β ∈ A için Uα ∩ Uβ 6= ∅ olacak biçimde

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ve

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

dönüşümleri Ck-sınıfındadır (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.2.5. M bir n− boyutlu topolojik manifold ve S = {(Uα, ψα)}α de M nin

bir atlası olsun. r ≥ 1 olmak üzere, eğer S atlası aşağıdaki özelliğe sahip ise S ye Cr

sınıfındadır denir.

Uα ∩ Uβ 6= ∅ olmak üzere her α, β ∈ A için

ϕαβ = ψα ◦ ψ−1
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) −→ ψα(Uα ∩ Uβ)

ve

ϕβα = ψβ ◦ ψ−1
α : ψα(Uα ∩ Uβ) −→ ψβ(Uα ∩ Uβ)

fonksiyonları Cr sınıfındandır.

Eğer S atlası M üzerinde Cr sınıfından ise S ye M üzerinde bir Cr sınıfından

diferensiyellenebilir yapı denir.

M, n− boyutlu bir topolojik manifold ve M nin S atlası Cr sınıfından olsun. O zaman

M ye n− boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.2.6. M ve N birer manifold ve ϕ : M −→ N diferensiyellenebilir dönüşümünün

tersi var ve tersi de diferensiyellenebilir ise ϕ dönüşümüne bir diffeomorfizma adı

verilir. M ve N manifoldları verildiğinde M den N ye bir diffeomorfizma var ise M ve

N manifoldlarına diffeomorfiktirler denir (Hacısalihoğlu, 1980).

Manifoldlar üzerindeki önemli kavramlarından biri de tanjant vektör kavramıdır.

Manifold esas olarak bir topolojik uzaydır. Bu topolojik uzay üzerinde diferensiyel

yapı tanımlayarak diferensiyel teknikleri kullanılabilir.
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Ayrıca, tanjant vektör kavramı da manifold üzerinde vektör uzayı yapısı taşıyarak

cebirsel teknikleri kullanmaya olanak sağlamaktadır. Tanjant vektör için birbirine

denk olan bir çok tanım literatürde mevcuttur. Ancak, biz bunlardan yöne göre

türev özelliklerini gözönüne alarak manifoldun bir p noktasındaki tanjant vektörünü

aşağıdaki biçimde tanımlayabiliriz.

Tanım 2.2.7. M bir topolojik manifold ve p ∈ M olsun. M nin p noktasının bir

komşuluğu U olmak üzere

C∞(U,R) = {f | f : U
dif−bilir−−−−−−→R}

cümlesini ele alalım. Bu cümlede her f, g ∈ C∞(U,R) ve a, b ∈ R için

(i) Lineerlik

Vp(af + bg) = aVp(f) + bVp(g),

(ii) Leibniz

Vp(f.g) = Vp(f).g(p) + f(p)Vp(g)

özelliklerini sağlayan Vp fonksiyonuna M nin p noktasındaki tanjant vektörü denir

(Hacısalihoğlu, 1980).

M manifoldunun p noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesi TM(p) ile gösterelim.

Buna göre

TM(p) = {Vp | Vp : C∞(M,R)
lineer−−−→
leibnizR}

dir. İç işlem

⊕ : TM(p)× TM(p) → T M(p)

(Vp, Wp) → Vp ⊕Wp : C∞(M,R) → R

ve f ∈ C∞(M,R) için

(Vp + Wp)[f ] = Vp[f ] + Wp[f ]
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şeklinde tanımlanır. Böylece (TM(p),⊕) ikilisi bir abel grup olur. Bu cümlede dış işlem

de

¯ : R× TM(p) → TM(p)

(λ, Vp) → λ¯ Vp : C∞(M,R) → R

ve f ∈ C∞(M,R) için

(λ¯ Vp) [f ] = λVp [f ]

şeklinde tanımlanır. Bu işlemlerle birlikte TM(p), reel sayılar cismi üzerinde bir vektör

uzayıdır. Bu uzaya M nin p-noktasındaki tanjant uzayı denir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.2.8. f : En → R diferensiyellenebilir fonksiyon ve
−→
V p ∈ TEn(p) olsun. Bu

durumda
−→
V p =

−→
PQ olmak üzere

−→
V p [f ] =

d

dt
(f(P1 + t(Q1 − P1)), ..., f(Pn + t(Qn − Pn)))t=0

reel sayısına f nin
−→
V p vektörü yönündeki türevi denir (Boothby, 1986).

Tanım 2.2.9. Reel sayılar cismi üzerinde r tane vektör uzayı V1, V2, V3, ..., Vr olsun.

f : V1 × V2 × V3, ..., Vr → R

fonksiyonu 1 ≤ i ≤ r olmak üzere ui, vi ∈ Vi ve a, b ∈ R için

f(u1, ..., ui−1, avi + bui, vi+1, ..., vr) = af(v1, ..., vi−1, vi, ..., vr) + bf(v1, ..., vi−1, ui, ..., vr)

şartını sağlıyorsa f ye r−lineer fonksiyon denir (Boothby, 1986).

Tanım 2.2.10. M bir n− boyutlu manifold diferensiyellenebilir manifold ve p ∈ M

noktasındaki tanjant uzay TM(p) olsun. TM(p) nin dual uzayına M nin p noktasındaki

kotanjant uzayı denir. M nin p noktasındaki kotanjant uzayı T ?
M(p) ile gösterilir. Buna

göre

T ?
M(p) = {ω | ω : TM(p)lineer−−−→R}

dir. T ?
M(p) uzayının her bir elemanına da M nin p noktasındaki kotanjant vektörü

denir (Boothby, 1986).

Tanım 2.2.11. Reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı V ve V nin duali uzayı V ∗

olmak üzere

L(V r, V s∗ ; R) = {f | f : V r × V s∗ (r+s)−linner−−−−−−−−−−→R }
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uzayında iç ve dış işlemler sırasıyla

(f ⊕ g)(α1, ..., αr, β1, ..., βs) = f(α1, ..., αr, β1, ..., βs) + g(α1, ..., αr, β1, ..., βs)

ve

(λf)(α1, ..., αr, β1, ..., βs) = λf(α1, ..., αr, β1, ..., βs)

şeklinde tanımlanırlar. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant

tensör uzayı denir. Bu uzayın elemanlarına da (r, s)−tipinde bir tensör denir (Boothby,

1986).

Manifoldlar üzerindeki tanjant vektör kavramından faydalanarak vektör alanı tanımlanabilir.

M bir manifold ve TM(p) manifoldun p noktasındaki tanjant uzayı olsun. Bu durumda

her p ∈ M noktasına TM(p) uzayında bir tanjant vektörü karşılık getiren X diferensiyellenebilir

dönüşümüne vektör alanı dediğimiz gibi aşağıdaki şekilde de tanımlanabilir.

Tanım 2.2.12. M diferensiyellenebilir bir manifold ve M üzerindeki diferensiyellenebilir

fonksiyonların cümlesi C∞(M,R) olsun. Her f, g ∈ C∞(M,R) ve a, b ∈ R olmak üzere

X : C∞(M,R) → C∞(M,R)

dönüşümü

(i) X(af + bg) = aX(f) + bX(g)

(ii) X(f g) = X(f)g + fX(g)

özelliklerini sağlıyorsa X e M üzerinde bir vektör alanı denir (Boothby, 1986). M

üzerindeki vektör alanlarının cümlesi χ(M) ile gösterilir.

Buna göre bir manifold üzerinde bir vektör alanı, manifoldun her bir noktasına bir

tanjant uzayı karşılık getirir.

Tanım 2.2.13. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki vektör alanları

cümlesi χ(M) olmak üzere

(i) 2-lineer, yani her a, b ∈ R için X, Y, Z ∈ χ(M) için

[aX + bY, Z] = a [X, Z] + b [Y, Z] ,
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(ii) anti-simetrik yani her X, Y ∈ χ(M) için

[X,Y ] = − [Y,X] ,

(iii) her X,Y, Z ∈ χ(M) için

[[X, Y ] , Z] + [[Z,X] , Y ] + [[Y, Z] , X] = 0

özellikleri sağlanıyorsa [ , ] ye M−üzerinde bir Lie operatörü denir (Yano ve Kon, 1984).

Örnek 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki vektör alanları

cümlesi χ(M) olmak üzere X, Y ∈ χ(M) için

[ , ] : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → [X,Y ]

dönüşümünü her f ∈ C∞(M,R) fonksiyonu için

[X, Y ] f = X(Y (f))−X(Y (f)) (2.2.1)

şeklinde tanımlanıyor. [ , ] , χ(M) üzerinde bir Lie operatörüdür. Burada X(f), f

fonksiyonunun X vektör alanına göre yöne göre türevidir.

M bir diferensiyellenebilir manifold, her X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere f, g ∈ C∞(M,R)

fonksiyonları ve λ ∈ R için Lie operatörü

(i) [X, Y ](f + g) = [X, Y ](f) + [X, Y ](g)

(ii) [X, Y ](λf) = λ[X, Y ]f

(iii) [X, Y ](fg) = g[X, Y ](f) + f [X, Y ](g)

özelliklerini sağlar (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda her X, Y ∈
χ(M) ve f, g ∈ C∞(M,R) için

[fX, gY ] = (fg)[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X (2.2.2)
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dir.

Tanım 2.2.14. M ve N diferensiyellenebilir manifoldları arasında bir f : M → N

dönüşümünün türev dönüşümü

df : χ(M) → χ(N)

biçiminde gösterilir. Bu dönüşüm her p ∈ M noktasında

(f∗)p = dfp : TM(p) → TN(f(p))

lineer dönüşümünü verir ve buna da f nin p noktasındaki türev dönüşümü denir

(Hacısalihoğlu, 1980).

(x1, ..., xm) ve (y1, ..., ym) sırasıyla M ve N üzerindeki lokal koordinat sistemleri olsunlar.

i = 1, 2...,m, j = 1, ..., n olmak üzere f dönüşümü için

f j = yj ◦ f ve f j
i =

∂f j

∂xi

yazılabilir. Böylece

df(
∂

∂xi

) = f j
i

∂

∂yi

elde edilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Teorem 2.2.2. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f : M → N diferensiyellenebilir

dönüşüm olsun. Bu durumda f? türev dönüşümü lineerdir ve M de seçilen eğriden

bağımsızdır (Hacısalihoğlu, 1980).

Manifoldların önemli çeşitlerinden olan Riemann manifoldları, manifoldun her noktasında

tanjant uzayı üzerinde bir iç-çarpım metriği tanımlar. Bu kısımda Riemann metriği,

Riemann konneksiyonu ve Riemann manifoldlarının eğrilikleri tanıtılacaktır.

Tanım 2.2.15. M bir diferensiyellenebilir manifold M üzerindeki C∞ vektör alanlarının

cümlesi χ(M) ve M den R ye C∞ fonksiyonların cümlesi de C∞(M,R) olsun. Her

X, Y, Z ∈ χ(M) ve a, b ∈ R için

g : χ(M)× χ(M) → C∞(M,R)

dönüşümü

(i) simetrik, yani

g(X,Y ) = g(Y, X),
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(ii) pozitif tanımlılık,

X 6= 0 için g(X,X) > 0, ve g(X,X) = 0 ⇔ X = 0,

(iii) bilineerlik,

g(aX + bY, Z) = ag(X, Z) + bg(Y, Z)

şartlarını sağlıyorsa g ye M üzerinde bir Riemann metriği veya (2, 0) mertebeli metrik

tensör ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu adı verilir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.2.16. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki C∞ vektör alanları

cümlesi χ(M) olmak üzere

∇ : χ(M)× χ(M)
2−lineer−−−−−−→χ(M)

(X, Y ) −→ ∇(X, Y ) = ∇XY

dönüşümü her X,Y, Z ∈ χ(M) ve f, g ∈ C∞(M,R) için

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(ii) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y ,

özelliklerini sağlıyorsa ∇ ya M manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve ∇X ’e de

X e göre kovaryant türev operatörü denir (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.2.17. M, n-boyutlu bir manifold ve M üzerinde ki konneksiyon ∇ olsun. Bu

durumda

T : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ]

olarak tanımlanan vektör değerli tensöre M üzerinde tanımlı ∇ konneksiyonunun

torsiyon tensörü denir. Kolayca görülebilir ki torsiyon tensörü anti simetriktir.

Tanım 2.2.18. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde tanımlanan bir

afin konneksiyon olsun. O zaman her X,Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere ∇ dönüşümü
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(i) ∇XY −∇XY = [X,Y ] (konneksiyonun sıfır torsiyon özelliği),

(ii) X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z)+ g(Y,∇XZ)(konneksiyonun metrikle bağdaşma özelliği)

şartlarını sağlıyorsa,∇ ya M üzerinde Riemann konneksiyonu (sıfır torsiyonlu konneksiyon)

veya Levi-Civita konneksiyonu denir (Hacısalihoğlu, 1983).

(M, g), n-boyutlu Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde tanımlanan Levi-Civita

konneksiyonu olmak üzere her X, Y, Z ∈ χ(M) için

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z, X)− Zg(X,Y )

−g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z]) + g(Z, [X, Y ]) (2.2.3)

ile tanımlanan ifadeye Kozsul formülü adı verilir (Boothby, 1986).

Tanım 2.2.19. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X ∈ χ(M) için LX , keyfi (r, s)-tipinde

tensör alanını yine (r, s)-tipinde tensör alanına götürür ve X vektör alanına göre Lie

türev operatörü olarak adlandırılır. Y ∈ χ(M) için

LXY = [X, Y ]

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca f ∈ C(M,R) için LXf = X(f) dir. Her Y, Z ∈ χ(M) için

g-Riemann metrik tensörünün X−vektör alanına göre Lie- türevi de

(LXg)(Y, Z) = LXg(Y, Z)− g(LXY, Z)− g(Y, LXZ)

= X(g(Y, Z))− g([X, Y ] , Z)− g(Y, [X,Z])

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇XY, Z)

+g(∇Y X, Z)− g(Y,∇XZ) + g(Y,∇ZX)

= g(∇Y X,Z) + g(Y,∇ZX)

şeklinde tanımlanır. Eğer LXg = 0 ise X vektör alanına Killing vektör alanı denir

(Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.2.20. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M üzerinde verilen her bir

diferensiyel r-forma bir diferensiyel (r+1)-form karşılık getiren diferensiyel operatöre

dış türev operatörü denir ve d ile gösterilir.
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Eğer ω bir r−form ise, X0, X1, ..., Xr ∈ χ(M) için

dω(X0, X1, ..., Xr) =
1

r + 1
{

r∑
i=1

(−1)iXi(ω(X0, ..., Xi−1, Xi, ..., Xr)

+
1

r + 1

r∑
i,j=0

(−1)i+jω([Xi, Xj] , X0, ..., Xi−1, Xi, ..., Xr) } ,

şeklinde tanımlanır. Özel olarak 1−form ve 2−form için d operatörü X, Y, Z ∈ χ(M)

olmak üzere

2dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]) (2.2.4)

ve

3dΦ(X,Y, Z) = X(Φ(Y, Z)) + Y (Φ(Z,X)) + Z(Φ(X,Y ))

−Φ([X,Y ] , Z)− Φ([Y, Z] , X)− Φ([Z, X] , Y ) (2.2.5)

şeklinde tanımlanır (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.2.21. (M, g) bir Riemann manifoldu,∇ de M üzerinde Levi-Civita konneksiyonu

olsun. Her X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y, Z) → R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (2.2.6)

ile tanımlan R fonksiyonu M üzerinde bir (3, 1)− tipinde tensör alanıdır. Bu tensör

M nin Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır.

Ayrıca her X, Y, Z,W ∈ χ(M) için K(X, Y, Z, W ) = g(R(X,Y )Z,W ) şeklinde tanımlı

K tensörüne Riemann-Christoffel eğrilik tensörü adı verilir. Riemann eğrilik tensörü

sıfır olan manifolda flat manifold denir. Yani R = 0 ise manifolda flattır denir. Örneğin

En-flat bir manifolddur. (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki konneksiyon ∇ olmak

üzere ∇R = 0 ise M -ye lokal simetrik manifold denir. Burada her X,Y, Z,W ∈ χ(M)

için Riemann eğrilik tensörü R,

(i) R(X,Y )Z = −R(Y, X)Z,

(ii) g(R(X, Y )Z, W ) = −g(R(X, Y )W,Z),

(iii) R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0 (I. Bianchi özdeşliği),

(iv) g(R(X, Y )Z, W ) = g(R(Z, W )X, Y )
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özelliklerine sahiptir (O’Neill, 1983).

Tanım 2.2.22. (M, g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} lokal

ortonormal vektör alanları χ(M) in bir bazı olsun.

Q : χ(M) → χ(M)

X → Q(X) = QX =
n∑

i=1

R(X, ei)ei (2.2.7)

ile tanımlanan Q operatörüne M nin Ricci operatörü denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.2.23. (M, g), n− boyutlu bir Riemann manifoldu ve R, M Riemann manifoldunun

Riemann eğrilik tensörü olsun. {e1, e2, ..., en} cümlesi χ(M) nin ortonormal vektör

alanları olmak üzere her X, Y ∈ χ(M) için

S : χ(M)× χ(M) → C∞(M,R)

(X,Y ) → S(X,Y ) =
n∑

i=1

g(R(Y, ei)ei, X) (2.2.8)

şeklinde tanımlı (2, 0)− tipindeki tensöre M nin Ricci tensörü adı verilir. Kolayca

görülebilir ki Ricci tensörü simetriktir. Ayrıca M nin Ricci operatörü Q ise

S(X, Y ) = g(QX, Y ) (2.2.9)

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.2.24. (M, g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} lokal

ortonormal vektör alanları olmak üzere;

r =
n∑

i=1

S(ei, ei) (2.2.10)

değerine M nin skaler eğrilik fonksiyonu adı verilir (O’Neill, 1983).

Ayrıca skaler eğrilik, Ricci eğrilik tensörünün izi olarak da tanımlanabilir.

Diğer taraftan bir (M, g)-Riemann manifoldunun X doğrultusundaki Ricci eğriliği

k(X) =
S(X, X)

g(X, X)
(2.2.11)

ile tanımlanır.
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Tanım 2.2.25. (M, g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere her X,Y ∈
χ(M) için

S(X, Y ) = λg(X, Y ) (2.2.12)

olacak biçimde M üzerinde bir λ fonksiyonu varsa, yani M nin Ricci tensörü S, metrik

tensör g nin bir katı ise M ye Einstein manifoldu adı verilir. Burada (2.2.11) de

X = Y = ei, 1 ≤ i ≤ n, ortonormal bazı seçilirse λ = ρ
n

olduğu görülür (Boothby,

1986).

Tanım 2.2.26. (M, g), n− boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer S Ricci tensörü

olmak üzere her X, Y ∈ χ(M) için

S(X, Y ) = ag(X,Y ) + bη(X)η(Y ) (2.2.13)

eşitliği sağlanıyor ise M ye η−Einstein manifoldu adı verilir. Burada a ve b, M üzerinde

fonksiyonlar ve η-da 1-formdur (Boothby, 1986).

Tanım 2.2.27. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TM(p) tanjant uzayın iki boyutlu

alt uzayı Π olmak üzere X, Y ∈ Π tanjant vektörleri için

g(X, X)g(Y, Y )− g(X, Y )2 6= 0

olmak üzere

K(X ∧ Y ) =
g(R(X,Y )Y,X)

g(X, X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
(2.2.14)

ile tanımlı K(X∧Y ) ye Π düzleminin kesit eğriliği denir ve K(Π) ile gösterilir. Buradan

kolayca görülebilir ki kesit eğriliği TM(p) tanjant uzayın iki boyutlu alt uzayı Π den

seçilen bazlardan bağımsızdır (Yano ve Kon, 1984).

Her p ∈ M ve Xp, Yp ∈ TM(p) için K(Xp, Yp) sabit ise M ye c-sabit kesit eğrilikli uzay

veya reel uzay form denir. n-boyutlu bir M uzay formu Mn(c) ile gösterilir. Bu halde

M Riemann manifoldu reel bir uzay form ve c-sabit kesit eğrilikli ise M nin Riemann

eğrilik tensörü, her X,Y, Z, W ∈ χ(M) için

g(R(X,Y )Z,W ) = c {g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )} (2.2.15)

şeklindedir. Burada eğer;

c = 0 ise M(c) ∼= En Öklid uzayı,

c = 1
r2 ise M(c) ∼= Sn(r) küresi,

c = − 1
r2 ise M(c) ∼= Hn(r) hiperbolik uzaydir.

Burada, sabit eğrilikli bir Riemann manifoldunun eğriliği pozitif ise eliptik, negatif ise
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hiperbolik ve sıfır ise düzlemsel (flat) veya lokal Öklidyen manifold adını alır. Böylece

flat manifoldlar Riemann eğrilik tensörü sıfır olan manifoldlardır.

2.3 Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar

Bu kısımda öncelikle hemen hemen kontak metrik manifoldlar tanımlanacaktır. Daha

sonra hemen hemen C(α)-manifoldlar tanıtılarak sonraki bölümlerde kullanılmak üzere

bazı temel sonuçlar elde edilecektir.

Tanım 2.3.1. M , (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. φ, M

üzerinde (1, 1)-tipinden bir tensör alanı, ξ, bir vektör alanı, η, M üzerinde diferensiyel

1-form olmak üzere, ∀X ∈ χ(M) için (φ, ξ, η) üçlüsü;

φ : χ(M)lineer−−−→χ(M)

η : χ(M)
dif.bilir−−−−−→C∞(M,R)

η(ξ) = 1 ve φ2X = −X + η(X)ξ (2.3.1)

koşullarını sağlıyor ise bu üçlüye bir hemen hemen kontak yapı (hemen hemen co-kompleks

yapı), (M, φ, ξ, η) dörtlüsüne de bir hemen hemen kontak manifold (hemen hemen

co-kompleks manifold) adı verilir (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.3.2. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu üzerinde, ∀X,Y ∈
χ(M) ve ξ ∈ χ(M) için

η(X) = g(X, ξ) (2.3.2)

ve

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.3.3)

koşullarını sağlayan bir g metriği var ise (φ, ξ, η, g) dörtlüsüne bir hemen hemen kontak

metrik yapı, (M,φ, ξ, η, g) beşlisine de bir hemen hemen kontak metrik manifold (hemen

hemen co-Hermitian manifold) adı verilir (Yano ve Kon, 1984).
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Tanım 2.3.3. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu üzerinde

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

olacak şekilde bir g Riemann metriği daima vardır (Blair, 1976).

Sonuç 2.3.1. (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilmiş

olsun. ∀X,Y ∈ χ(M) için

g(φX, Y ) = −g(X, φY )

dir. Bu eşitlik de bize φ nin g metriğine göre anti-simetrik bir tensör alanı olduğunu

gösterir.

Teorem 2.3.1. (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontak manifoldu verilmiş olsun.

M üzerinde bir η-kontak yapısı verildiğinde, ∀X, Y ∈ χ(M) için

φ : χ(M)lineer−−−→χ(M)

g(X, φY ) = Φ(X, Y )

olacak şekilde bir (φ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapısı vardır.

Tanım 2.3.4. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu üzerinde bir (φ, ξ, η, g)

hemen hemen kontak metrik yapısı verilmiş olsun. ∀X,Y ∈ χ(M) için

Φ(X, Y ) = g(X, φY )

biçiminde tanımlı Φ dönüşümüne, (φ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapısının

temel 2-formu denir. Burada ηΛΦn 6= 0 dir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Tanım 2.3.5. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M üzerinde (1, 1)-tipinden

tensör alanı φ olsun. O zaman ∀X,Y ∈ χ(M) için

Nφ(X, Y ) = φ2[X,Y ] + [φX, φY ]− φ[φX, Y ]− φ[X,φY ] (2.3.4)

şeklinde tanımlı Nφ tensör alanına Nijenhuis torsiyon tensörü adı verilir. Burada

[X,Y ] Lie parantez operatörüdür (Janssens ve Vanhecke, 1981).
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Burada [φ, φ] = 0 ise hemen hemen kontak yapı integrallenebilirdir denir. Eğer [φ, φ]+

2dη⊗ ξ = 0 ise hemen hemen kontak yapı normaldir denir. Ayrıca integrallenebilir bir

hemen hemen kontak yapıya kontak yapı denir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

İntegrallenebilir bir hemen hemen co-Keahler manifolduna co-Keahler manifoldu denir.

Ayrıca bir normal hemen hemen Sasakian manifolduna Sasakian manifoldu, normal

hemen hemen Kenmotsu manifolduna da Kenmotsu manifoldu adı verilir (Janssens ve

Vanhecke, 1981).

Şimdi co-Keahler, Sasakian ve Kenmotsu manifoldlarını karakterize eden bazı teorem

ve sonuçlar verilecektir.

Teorem 2.3.2. (M, g, φ, ξ, η) beşlisi bir hemen hemen kontak metrik manifold ve ∇
Riemann konneksiyonu olmak üzere, ∀X, Y ∈ χ(M) için

(i) M nin bir co-Keahler manifoldu olması için gerek ve yeter şart ∇φ = 0 olmasıdır.

(ii) M nin bir Sasakian manifoldu olması için gerek ve yeter şart,

(∇Xφ)Y = g(X,Y )ξ − η(Y )X

olmasıdır.

(iii) M nin bir Kenmotsu manifoldu olması için gerek ve yeter şart,

(∇Xφ)Y = g(φX, Y )ξ − η(Y )φX

olmasıdır (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Teorem 2.3.3. ξ bir Killing vektör alanı olmak üzere co-Keahler ve Sasakian manifoldlarında,

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0

iken, Kenmotsu manifoldunda

g(∇Xξ, Y )− g(X,∇Y ξ) = 0

dır (Janssens ve Vanhecke, 1981).
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Teorem 2.3.4. M manifoldu üzerinde Riemann eğrilik tensörü R olmak üzere, ∀X, Y, Z, W ∈
χ(M) için

(i) M co-Keahler manifoldu ise

R(X, Y, Z,W ) = R(X,Y, φZ, φW ),

(ii) M Sasakian manifoldu ise

R(X, Y, Z, W ) = R(X, Y, φZ, φW )− g(X, Z)g(Y, W ) + g(X, W )g(Y, Z)

+ g(X,φZ)g(Y, φW )− g(X,φW )g(Y, φZ),

(iii) M Kenmotsu manifoldu ise

R(X, Y, Z, W ) = R(X, Y, φZ, φW ) + g(X, Z)g(Y, W )− g(X, W )g(Y, Z)

− g(X,φZ)g(Y, φW ) + g(X, φW )g(Y, φZ)

dir (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Tanım 2.3.6. M hemen hemen kontak metrik manifoldunun Riemann eğrilik tensörü

R olmak üzere, ∀X, Y, Z, W ∈ χ(M) ve ∃α ∈ R için

R(X, Y, Z, W ) = R(X,Y, φZ, φW ) + α{−g(X, Z)g(Y, W ) + g(X, W )g(Y, Z)

+ g(X, φZ)g(Y, φW )− g(X, φW )g(Y, φZ)} (2.3.5)

şartını sağlıyorsa bu durumda M ye bir hemen hemen C(α)-manifoldu denir (Janssens

ve Vanhecke, 1981). Ayrıca c-sabit kesit eğrilikli bir hemen hemen C(α)-manifoldunun

Riemann eğrilik tensörü

R(X, Y )Z =
(c + 3α

4

){g(Y, Z)X − g(X, Z)Y }

+
(c− α

4

){g(X, φZ)φY − g(Y, φZ)φX + 2g(X, φY )φZ

+ η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ

− g(Y, Z)η(X)ξ} (2.3.6)

ile verilir.
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Bir normal hemen hemen C(α)-manifolduna C(α)-manifoldu denir (Janssens ve Vanhecke,

1981). Örneğin, co-Keahler manifoldu C(0), Sasakian manifoldu C(1) ve Kenmotsu

manifoldu C(−1) manifoldlardır.

Teorem 2.3.5. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold olmak

üzere, ∀X,Y ∈ χ(M) için

(i) M hemen hemen kontak metrik manifoldunun α-Sasakian manifoldu olması için

gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = α{g(X,Y )ξ − η(Y )X} (2.3.7)

olmasıdır.

(ii) M , bir α-Sasakian manifoldu ve ξ bir Killing vektör alanı olmak üzere, ∀X ∈
χ(M) için

∇Xξ = −αφX

şeklindedir.

(iii) Bir α-Sasakian manifoldu bir C(α2)-manifoldudur (Janssens ve Vanhecke, 1981).

Teorem 2.3.6. M bir hemen hemen kontak metrik manifoldu olmak üzere, ∀X,Y ∈
χ(M) için

(i) M nin α-Kenmotsu manifoldu olması için gerek ve yeter şart

(∇Xφ)Y = α{g(φX, Y )ξ − η(Y )φX} (2.3.8)

olmasıdır.

(ii) Bir α-Kenmotsu manifoldu bir C(−α2)-manifoldudur (Janssens ve Vanhecke,

1981).

Tanım 2.3.7. M , (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere, quasi-konformal

eğrilik tensörü C̃, ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için

C̃(X, Y )Z = aR(X, Y )Z + b[S(Y, Z)X − S(X,Z)Y + g(Y, Z)QX

− g(X, Z)QY ]− r

2n + 1
[
a

2n
+ 2b][g(Y, Z)X − g(X, Z)Y ] (2.3.9)
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şeklinde tanımlıdır. Burada a ve b birer sabit, Q Ricci operatörü, S Ricci tensörü ve r

ise manifoldun skaler eğriliğidir. Eğer C̃ = 0 ise, o zaman manifolda quasi-konformal

flat denir.

Quasi-konformal eğrilik tensörü kavramı Yano ve Sawaki tarafından gösterilmiştir (Yano

ve Sawaki, 1968).

Diğer yandan bu denklem a = 1 ve b = − 1
2n−1

seçildiğinde

C̃(X, Y )Z = R(X,Y )Z +
1

2n− 1

[
S(Y, Z)X − S(X, Z)Y

+ g(Y, Z)QX − g(X,Z)QY
]

− r

2n(2n− 1)

[
g(Y, Z)X − g(X, Z)Y

]

= C(X, Y )Z (2.3.10)

eşitliğine indirgenir. Burada C tensörüne ise konformal eğrilik tensörü denir. Böylece

konformal eğrilik tensörü C nin, quasi-konformal eğrilik tensörü C̃ nin bir özel durumu

olduğu görülür.

Tanım 2.3.8. M , (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere, projektif eğrilik

tensörü P , ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için

P (X,Y )Z = R(X, Y )Z − 1

2n

[
S(Y, Z)X − S(X, Z)Y

]
(2.3.11)

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Sawaki, 1968).

Tanım 2.3.9. M , (2n+1)-boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere, concircular eğrilik

tensörü Z̃, ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için

Z̃(X,Y )Z = R(X, Y )Z − r

2n(2n + 1)

[
g(Y, Z)X − g(X, Z)Y

]
(2.3.12)

şeklinde tanımlıdır (Yano, 1940). Burada r manifoldun skaler eğriliğidir.

Bundan sonraki bölümde ise ileride kullanacağımız bazı temel sonuçlar elde edeceğiz.

M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu ve R, Riemann eğrilik tensörü

olmak üzere (2.3.6) da X = ξ seçtiğimizde

R(ξ, Y )Z = α{g(Y, Z)ξ − η(Z)Y } (2.3.13)
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eşitliği elde edilir. Aynı şekilde (2.3.6) da Z = ξ seçtiğimizde ise

R(X, Y )ξ = α{η(Y )X − η(X)Y } (2.3.14)

olur. Yine (2.3.14) de Y = ξ seçersek

R(X, ξ)ξ = α{X − η(X)ξ} (2.3.15)

bulunur. Ayrıca (2.3.6) denkleminin her iki tarafını ξ ∈ χ(M) ile iç çarpıma tabi

tuttuğumuzda

η(R(X, Y )Z) = α{g(Y, Z)η(X)− g(X,Z)η(Y )} (2.3.16)

eşitliği elde edilir.

Diğer taraftan (2.3.11) de X = ξ seçtiğimizde

P (ξ, Y )Z = αg(Y, Z)ξ − 1

2n
S(Y, Z)ξ (2.3.17)

bulunur. Yine (2.3.11) denkleminin her iki tarafının ξ ∈ χ(M) ile iç çarpımından

η(P (X, Y )Z) = η(X)
[
αg(Y, Z)− 1

2n
S(Y, Z)

]

− η(Y )
[
αg(X,Z)− 1

2n
S(X,Z)

]
(2.3.18)

elde edilir. Yine benzer şekilde (2.3.12) de X = ξ seçtiğimizde

Z̃(ξ, Y )Z = {α− r

2n(2n + 1)
}{g(Y, Z)ξ − η(Z)Y } (2.3.19)

ve (2.3.19) denkleminde Z = ξ seçtiğimizde ise

Z̃(ξ, Y )ξ = {α− r

2n(2n + 1)
}{η(Y )ξ − Y } (2.3.20)

elde edilir. Aynı şekilde (2.3.9) da X = ξ için

C̃(ξ, Y )Z = {aα + 2nαb− r

2n + 1
[
a

2n
+ 2b]}{g(Y, Z)ξ − η(Z)Y }

+ b{S(Y, Z)ξ − η(Z)QY } (2.3.21)
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ve (2.3.21) de Z = ξ seçtiğimizde ise

C̃(ξ, Y )ξ = {aα + 2nαb− r

2n + 1
[
a

2n
+ 2b]}{η(Y )ξ − Y }

+ b{2nαη(Y )ξ −QY } (2.3.22)

elde edilir. Ayrıca (2.3.9) da X = ξ için (2.3.21) denkleminin başka bir formu olan

C̃(ξ, Y )Z =
[bc(n + 1) + α(2a + 7bn− b)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]

⊗ [
g(Y, Z)ξ − η(Z)Y

]
(2.3.23)

elde edilir.

Ayrıca M nin bir ortonormal bazı olan {e1, e2, ..., en, φe1, φe2, ..., φen, ξ} için (2.3.6) dan

R(X, ei)ei + R(X, φei)φei + R(X, ξ)ξ =
n∑

i=1

{(3α + c

4
){nX − g(X, ei)ei + nX

− g(X, φei)φei + X − g(X, ξ)ξ}
+ (

c− α

4
){3g(X,φei)φei − 2nη(X)ξ

+ 3g(X, φ2ei)φ
2eiη(X)ξ −X}} (2.3.24)

yazılır. (2.3.24) eşitliğinde Y ∈ χ(M) için

S(X, Y ) =

(
α(3n− 1) + c(n + 1)

2

)
g(X,Y ) +

(
(α− c)(n + 1)

2

)
η(X)η(Y )(2.3.25)

ve

QX =

(
α(3n− 1) + c(n + 1)

2

)
X +

(
(α− c)(n + 1)

2

)
η(X)ξ (2.3.26)

eşitlikleri elde edilir. Burada (2.3.25) den aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 2.3.2. Sabit kesit eğrilikli her hemen hemen C(α)-manifoldu η-Einstein manifoldudur.

Burada (2.3.25) denkleminden sabit kesit eğrilikli bir hemen hemen C(α)- manifoldunun

skaler eğriliği

r = n[α(3n + 1) + c(n + 1)] (2.3.27)
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olarak hesaplanır [43]. Yine benzer şekilde (2.3.25) de Y = ξ seçtiğimizde

S(X, ξ) = 2nαη(X) (2.3.28)

ve (2.3.26) da X = ξ seçtiğimizde

Qξ = 2nαξ (2.3.29)

eşitlikleri elde edilir. Yine burada φ, (1, 1)-tipinden tensör alanı olmak üzere (2.3.26)

ve (2.3.27) dan

QφY =
r − 2nα

2n
φY (2.3.30)

bağıntısını elde ederiz.

Şimdi 5-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold örneği vereceğiz.

Örnek 2.3.1. M = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 : x2 6= 0, x3 6= 0} 5-boyutlu Riemann

manifoldunu göz önüne alalım. M nin her noktasında lineer bağımsız vektör alanlarını

ise

e1 = x2

( ∂

∂x1

+
∂

∂x3

)
e2 = x2

( ∂

∂x1

− ∂

∂x3

)

e3 = x3

( ∂

∂x2

+
∂

∂x4

)
e4 = x3

( ∂

∂x2

− ∂

∂x4

)
e5 =

∂

∂x5

baz vöktörleri şeklinde alalım. g Riemann metriğini ise 1 ≤ i, j ≤ 5 olmak üzere

g(ei, ej) =

{
0, i 6= j

1, i = j

şeklinde tanımlayalım. M üzerindeki her bir X vektör alanı için η 1-formu, η(X) =

g(X, ξ) şeklindedir. Ayrıca (1, 1) tipinden φ tensör alanını ise e5 = ξ için

φe1 = e2, φe2 = −e1, φe3 = e4, φe4 = −e3, φe5 = 0

olacak şekilde alalım. Burada,

η(e5) = 1, φ2X = −X + η(X)e5,

g(φX, φY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ),
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eşitlikleri sağlanır. Böylece e5 = ξ için (M,φ, ξ, η, g) beşlisi bir hemen hemen kontak

metrik manifolddur. Burada (2.2.2) formulü kullanılarak

[e1, e2] = [e1, e5] = [e2, e5] = [e3, e4] = [e3, e5] = [e4, e5] = 0

[e1, e3] =
x2

x3

e3 − x3

x2

e1, [e1, e4] = −x3

x2

e1 +
x2

x3

e4

[e2, e3] = −x3

x2

e2 − x2

x3

e3, [e2, e4] = −x3

x2

e1 − x2

x3

e4

değerleri hesaplanır. Ayrıca Kozsul formulü yardımıyla

∇e1e1 =
x3

x2

(e3 + e4), ∇e1e3 = −x3

x1

e1, ∇e1e4 = −x3

x2

e1, ∇e1e2 = ∇e1e5 = 0,

∇e2e2 =
x3

x2

(e3 + e4), ∇e2e3 = −x3

x2

e2, ∇e2e4 = −x3

x2

e2, ∇e2e1 = ∇e2e5 = 0,

∇e3e3 =
x2

x3

(e1 − e2), ∇e3e1 = −x2

x3

e3, ∇e3e2 =
x2

x3

e3, ∇e3e4 = ∇e3e5 = 0,

∇e4e4 =
x2

x3

(e1 − e2), ∇e4e1 = −x2

x3

e4, ∇e4e2 =
x2

x3

e4, ∇e4e3 = ∇e4e5 = 0,

∇e5e1 = ∇e5e2 = ∇e5e3 = ∇e5e4 = ∇e5e5 = 0

eşitlikleri hesaplanır. Daha sonra (2.2.6) formulü yardımıyla Riemann eğriliklerini

R(e1, e2)e1 = 2
x2

3

x2
2

e2 + e3 + e4, R(e1, e2)e2 =
(− x2

3

x1x2

− x2
3

x2
2

)
e1 + e3 + e4

R(e1, e2)e3 =
(− x2x3

x2
1

− x2

x1

)
e1 − e2, R(e1, e2)e4 = −e1 − e2,

R(e1, e3)e1 =
(x2 − x1

x1

)
e1 + e2 +

(x2
2

x2
3

+
x2

3

x2
2

)
e3 +

2x2
3

x2
2

e4, R(e1, e3)e2 = −x2

1
e1 − 2x2

2

x2
3

e3,
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R(e1, e3)e3 =
(− x2x3 − x2

x1

− x2
2

x2
3

− x2
3

x1x2

)
e1 + 2

x2
2

x2
3

e2 +
(x1 − x2

x1

)
e3 + e4,

R(e1, e3)e4 = −2
x2

3

x2
2

e1 − e3,

R(e1, e4)e1 = e2 +
2x2

3

x2
2

e3 +
(− x2

x3

+
2x2

2

x2
3

+
2x2

3

x2
2

)
e4, R(e1, e4)e2 = −e1 − 2x2

2

x2
3

e4

R(e1, e4)e3 = − x2
3

x1x2

e1 − x2

x1

e4, R(e1, e4)e4 =
(x2

2 − 2x2
3

x2
2

− x2
2

x2
3

)
e1 +

2x3
2

x2
3

e2 + e3,

R(e2, e3)e1 = e2, R(e2, e3)e2 = −e1 +
(2x2

2

x2
3

+
2x2

3

x2
2

)
e3 +

2x2
3

x2
2

e4,

R(e2, e3)e3 =
2x2

2

x2
3

e1 − 2x2
3

x2
2

e2 − e4, R(e2, e3)e4 = −2x2
3

x2
2

e2 + e3,

R(e2, e4)e1 = e2 − 2x2
2

x2
3

e4, R(e2, e4)e2 = −e1 +
2x2

3

x2
2

e3 +
2x2

2

x2
3

e4,

R(e2, e4)e3 = −2x2
3

x2
2

e2 + e4, R(e2, e4)e4 =
2x2

2

x2
3

e1 +
(− 2x2

2

x2
3

− 2x2
3

x2
2

)
e2 − e3,

olarak hesaplarız. Ayrıca e5 = ξ ve 1 ≤ i, j ≤ 5 olmak üzere

R(ei, ej)ξ = R(ei, ξ)ej = 0

olarak hesaplanır. Ayrıca 5-boyutlu M manifoldunun Ricci tensörü S

S(X,Y ) =
5∑

i=1

g(R(ei, X)Y, ei) (2.3.31)

şeklinde tanımlıdır. Burada (2.3.31) denkleminde daha önce elde ettiğimiz Riemann

eğrilikleri kullanıldığında

S(e1, e1) = − 3x2
3

x1x2

− x3x2

x2
1

− 5x2
3

x2
2

− 2x2
2

x2
3

+
2x2

x1

− x2x3

x1

− 4
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S(e2, e2) = −10x2
3

x2
2

− 2x2
2

x2
3

+ 4, S(e3, e3) = −2x2
3

x2
2

− 2x2
2

x2
3

+
x2

x1

− 1,

S(e4, e4) = −2x2
3

x2
2

− x2
2

x2
3

+
x2

x1

+
x2

x3

− 1, S(e1, e4) =
4x2

3

x2
2

− x2

x1

− x2

x3

+ 3,

S(e2, e3) =
2x2

2

x2
3

+
4x2

3

x2
2

− 2, S(e2, e4) =
2x2

3

x2
2

− 2, S(e3, e4) = −2x2
2

x2
3

+
x2

2

x2
3

değerleri bulunur. Ayrıca burada

S(ei, ξ) = 0

dir. Buradan da manifoldun skaler eğrilik fonksiyonu

r = −19x2
3

x2
2

− 7x2
2

x2
3

− 3x2
3

x1x2

− x3x2

x2
1

− x2x3 − 4x2

x1

+
x2

x3

− 2

olarak hesaplanır.
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3. Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Eğrilik Tensörleri

Bu bölümde çalışmamızda elde edilen orijinal sonuçlara yer verilmiştir. Riemann eğrilik

tensörü, projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik

tensörünün birbirleri üzerindeki etkileri ayrıntılı olarak incelenmiş olup bölüm sonunda,

verdiğimiz teoremlerin bazılarını sağlayan 5-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu

örneği inşa edilmiştir.

3.1 Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Riemann Eğrilik Tensörü

Bu kısımda bir hemen hemen C(α)-manifoldunun Riemann eğrilik tensörünün diğer

eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri incelenmiştir. Bir hemen hemen C(α)-manifoldunun

semi-simetrik, projektif semi-simetrik, concircular semi-simetrik, Ricci semi-simetrik ve

quasi-konformal semi-simetrik olması durumunda ortaya çıkan sonuçlar ayrıntılı olarak

ele alınmıştır.

Teorem 3.1.1. M , (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere M

nin semi-simetrik olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir

uzay form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M manifoldu semi-simetrik olsun. O zaman, ∀X, Y, U,W,Z ∈
χ(M) için

(R(X,Y )R)(Z, W,U) = R(X,Y )R(Z, W )U −R(R(X,Y )Z,W )U

− R(Z, R(X,Y )W )U −R(W,Z)R(X, Y )U

= 0 (3.1.1)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemde X = ξ yazıldığında

(R(ξ, Y )R)(Z, W,U) = R(ξ, Y )R(Z,W )U −R(R(ξ, Y )Z,W )U

− R(Z,R(ξ, Y )W )U −R(W,Z)R(ξ, Y )U

= 0 (3.1.2)



olur. Bu eşitlikte (2.3.13) kullanıldığında

α
[
g(Y, R(Z, W )U)ξ − η(R(Z, W )U)Y

− g(Y, Z)R(ξ, W )U + η(Z)R(Y,W )U

− g(Y, W )R(Z, ξ)U + η(W )R(Z, Y )U

− g(Y, U)R(Z, W )ξ − η(U)R(Z, W )Y
]

= 0 (3.1.3)

bulunur. Daha sonra (3.1.3) den (2.3.6), (2.3.13) ve (2.3.16) eşitlikleri yardımıyla

α
[
g(Y,R(Z,W )U)ξ − αg(W,U)η(Z)Y

+ αg(Z,U)η(W )Y − αg(Y, Z)g(W,U)ξ

+ αg(Y, Z)η(U)W + αg(Y, W )g(Z, U)ξ

− αg(Y,W )η(U)Z − αg(Y, U)η(W )Z

+ g(Y, U)η(Z)W + η(Z)R(Y, W )U

+ η(W )R(Z, Y )U + η(U)R(Z, W )Y
]

= 0 (3.1.4)

elde edilir ki tekrardan (2.3.6) denklemi son denklemde yerine yazıldığında

α
[
g(Y, R(Z, U)W )ξ +

(c + 3α

4

){g(Y, U)η(W )Z

− g(Y, U)η(Z)W + g(Y, W )g(Z, U)ξ − g(Y, Z)g(W,U)ξ}
+

(c− α

4

){g(W,U)η(Z)Y − g(Z, U)η(W )Y + g(Y, Z)g(W,U)ξ

− g(Y, Z)η(U)ξ − g(Y,W )g(Z, U)ξ + g(Y, W )η(U)Z

+ g(Y, φU)φWη(Z)− g(W,φU)φY η(Z) + 2g(Y, φW )φUη(Z)

+ η(Z)η(Y )η(U)W + g(Y, U)η(Z)η(W )ξ − g(W,U)η(Z)η(Y )ξ

+ g(Z, φU)η(W )φY − g(Y, φU)η(W )φZ + 2g(Z, φY )η(W )φU

− η(W )η(Y )η(U)Z + g(Z, U)η(Y )η(W )ξ − g(Y, U)η(Z)η(W )ξ

+ g(Z, φY )η(U)φW − g(W,φY )φZη(U) + 2g(Z, φW )η(U)φY

− η(W )η(U)η(Y )Z + g(Y, Z)η(W )η(U)ξ + η(Z)η(Y )η(U)W

− g(W,Y )η(U)η(Z)ξ}]

= 0 (3.1.5)

ifadesi elde edilir. Burada (3.1.5) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında
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ve gerekli sadeleştirmeler yapıldığında

α
[
g(Y,R(Z,W )U) + αg(Y, W )g(Z, U)− g(Y, Z)g(W,U)

]
= 0 (3.1.6)

sonucuna ulaşılır. Buradan da (3.1.6) denklemi ∀Y ∈ χ(M) için sağlandığından

α
[
R(Z, W )U + α{g(Z,U)W − g(W,U)Z}] = 0 (3.1.7)

sonucu ortaya çıkar. Burada α 6= 0 için

R(Z,W )U = α{g(W,U)Z − g(Z, U)W} (3.1.8)

olarak yazılır. Bu da bize söyler ki M hemen hemen C(α)-manifoldu α-sabit kesit

eğrilikli reel bir uzay formdur.

Tersine kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu α-sabit kesit eğrilikli reel bir

uzay form olsun.

O zaman ∀Z,W,U ∈ χ(M) için

R(Z,W )U = α{g(W,U)Z − g(Z, U)W} (3.1.9)

olduğunu biliyoruz. Ayrıca

(R(X,Y )R)(Z, W,U) = R(X,Y )R(Z, W )U −R(R(X,Y )Z,W )U

− R(Z, R(X,Y )W )U −R(Z, W )R(X, Y )U (3.1.10)

olduğundan bu eşitlikte (3.1.9) kullanıldığında

(R(X,Y )R)(Z, W,U) = α
[
g(U,W )R(X, Y )Z − g(Z, U)R(X,Y )W

− g(Y, Z)R(X, W )U + g(X,Z)R(Y, W )U

− g(Y,W )R(Z, X)U + g(X,W )R(Z, Y )U

− g(Y, U)R(Z, W )X + g(X,U)R(Z,W )Y
]

(3.1.11)
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elde edilir. (3.1.11) de tekrar (3.1.9) kullanıldığında

(R(X,Y )R)(Z, W,U) = α2
[
g(U,W ){g(Y, Z)X − g(X, Z)Y }

− g(Z,U){g(Y,W )X − g(X, W )Y }
− g(Y, Z){g(W,U)X − g(X, U)W}
+ g(X,Z){g(W,U)Y − g(Y, U)W}
− g(Y,W ){g(X, U)Z − g(Z,U)X}
+ g(X,W ){g(Y, U)Z − g(Z,U)Y }
− g(Y, U){g(W,X)Z − g(Z,X)W}
+ g(X,U){g(W,Y )Z − g(Z, Y )W}] (3.1.12)

olarak yazılır. Son olarak (3.1.12) de gerekli sadeleştirmeler yapıldığında ise

(R(X,Y )R)(Z, W,U) = 0

sonucuna ulaşılır. Böylece α-sabit kesit eğrilikli bir hemen hemen C(α)-manifoldunun

semi-simetrik olduğu görülür.

Teorem 3.1.2. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

M nin projektif semi-simetrik olması için gerek ve yeter şart bir Einstein manifoldu

olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M manifoldu projektif semi-simetrik olsun. O zaman ∀X, Y, U,W,Z ∈
χ(M) için

(R(X,Y )P )(U,W,Z) = R(X, Y )P (U,W )Z − P (R(X,Y )U,W )Z

− P (U,R(X, Y )W )Z − P (U,W )R(X, Y )Z

= 0 (3.1.13)

dir. Bu denklem X = ξ için

R(ξ, Y )P (U,W )Z − P (R(ξ, Y )U,W )Z

− P (U,R(ξ, Y )W )Z − P (U,W )R(ξ, Y )Z

= 0 (3.1.14)
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olarak yazılır. (3.1.14) denklemi (2.3.13) yardımıyla

α
[
g(Y, P (U,W )Z)ξ − η(P (U,W )Z)Y

− g(Y, U)P (ξ,W )Z + η(U)P (Y, W )Z

− g(Y, W )P (U, ξ)Z + η(W )P (U, Y )Z

− g(Y, Z)P (U,W )ξ + η(Z)P (U,W )Y
]

= 0 (3.1.15)

haline dönüşür. Burada α 6= 0 olmak üzere, (3.1.15) de (2.3.11) ve (2.3.17) kullanıldığında

g(Y, R(U,W )Z)ξ − 1

2n
S(U,W )g(Y, U)ξ +

1

2n
S(U,Z)g(Y,W )ξ

− αg(W,Z)η(U)Y + αg(U,Z)η(W )Y +
1

2n
S(W,Z)η(U)Y

− 1

2n
S(U,Z)η(W )Y − g(Y, U)R(ξ,W )Z +

1

2n
g(Y, U)S(W,Z)ξ

− 1

2n
g(Y, U)S(ξ, Z)W + η(U)R(Y, W )Z − 1

2n
η(U)S(W,Z)Y

+
1

2n
S(Y, Z)η(U)W − g(Y, W )R(U, ξ)Z +

1

2n
g(Y,W )S(ξ, Z)U

− 1

2n
g(Y, W )S(U,Z)ξ + η(W )R(U, Y )Z − 1

2n
S(Y, Z)η(W )U

+
1

2n
S(U,Z)η(W )Y − g(Y, Z)R(U,W )ξ +

1

2n
g(Y, Z)S(W, ξ)U

− 1

2n
g(Y, Z)S(U, ξ)W + η(Z)R(U,W )Y − 1

2n
S(W,Y )η(Z)U

+
1

2n
S(U, Y )η(Z)W

= 0 (3.1.16)
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bulunur. (3.1.16) de (2.3.13), (2.3.14) ve (2.3.28) kullanıldığında

g(Y, R(U,W )Z)ξ − 1

2n
S(U,W )g(Y, U)ξ +

1

2n
S(U,Z)g(Y,W )ξ

− αg(W,Z)η(U)Y + αg(U,Z)η(W )Y +
1

2n
S(W,Z)η(U)Y

− 1

2n
S(U,Z)η(W )Y − αg(Y, U)g(W,Z)ξ +

1

2n
g(Y, U)S(W,Z)ξ

+ η(U)R(Y,W )Z − 1

2n
S(W,Z)η(U)Y +

1

2n
S(Y, Z)η(U)W

+ αg(Y, W )g(U,Z)ξ − 1

2n
g(Y, W )S(U,Z)ξ + η(W )R(U, Y )Z

− 1

2n
S(Y, Z)η(W )U +

1

2n
S(U,Z)η(W )Y + η(Z)R(U,W )U

− 1

2n
S(W,Y )η(Z)U +

1

2n
S(U, Y )η(Z)W

= 0 (3.1.17)

elde edilir. Burada (3.1.17) de U = ξ seçilip (2.3.2) ve (2.3.28) eşitlikleri kullanılırsa

g(Y, (R(ξ,W )Z))ξ + αg(Y, W )η(Z)ξ

− 2αg(W,Z)η(Y )ξ −R(Y, W )Z

+
1

2n
S(Y, Z)W + η(W )R(ξ, Y )Z

− 1

2n
S(Y, Z)η(W )ξ + αη(Z)η(W )Y

+ η(Z)R(ξ, W )Y − 1

2n
S(W,Y )η(Z)ξ

+ αη(Y )η(Z)W

= 0 (3.1.18)

bulunur. Bu denklemde (2.3.13) kullanıldığında

αg(Y, W )η(Z)ξ − αg(W,Z)η(Y )ξ

+ R(Y,W )Z +
1

2n
S(Y, Z)W

+ αg(Y, Z)η(W )ξ − 1

2n
S(Y, Z)η(W )ξ

− 1

2n
S(W,Y )η(Z)ξ

= 0 (3.1.19)
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elde edilir. (3.1.19) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında ise

g(Y, W )η(Z)− αg(W,Z)η(Y ) + η(R(Y, W )Z)

+ αg(Y, Z)η(W )− 1

2n
S(Y, W )η(Z)

= 0 (3.1.20)

bulunur. Burada (3.1.20) de (2.3.16) kullanıldığında

1

2n
S(Y,W )η(Z) = αg(Y, W )η(Z) (3.1.21)

sonucuna ulaşılır. Son olarak (3.1.21) de Z = ξ seçtiğimizde ise

S(Y,W ) = 2nαg(Y,W ) (3.1.22)

bulunur ki buradan M nin bir Einstein manifoldu olduğu görülür. Böylece teoremin

ispatı biter.

Teorem 3.1.3. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olsun. Bu

durumda M nin concircular semi-simetrik olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit

kesit eğrilikli reel bir uzay form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu concircular semi-simetrik

olsun. Bu durumda her X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(R(X,Y )Z̃)(U,W,Z) = R(X, Y )Z̃(U,W )Z − Z̃(R(X,Y )U,W )Z

− Z̃(U,R(X, Y )W )Z − Z̃(U,W )R(X,Y )Z

= 0 (3.1.23)

olduğunu biliyoruz. Bu denklem X = ξ için

R(ξ, Y )Z̃(U,W )Z − Z̃(R(ξ, Y )U,W )Z

− Z̃(U,R(ξ, Y )W )Z − Z̃(U,W )R(ξ, Y )Z

= 0 (3.1.24)

36



haline dönüşür. (3.1.24) de (2.3.13) kullanıldığında

α
[
g(Y, Z̃(U,W )Z)ξ − η(Z̃(U,W )Z)Y

− g(Y, U)Z̃(ξ,W )Z + η(U)Z̃(Y,W )Z

− g(Y, W )Z̃(U, ξ)Z + η(W )Z̃(U, Y )Z

− g(Y, Z)Z̃(U,W )ξ + η(Z)Z̃(U,W )Y
]

= 0 (3.1.25)

elde edilir. (3.1.25) de U = ξ seçtiğimizde

α
[
g(Y, Z̃(ξ, W )Z)ξ − η(Z̃(ξ,W )Z)Y

− η(Y )Z̃(ξ, W )Z + Z̃(Y, W )Z

+ η(W )Z̃(ξ, Y )Z − g(Y, Z)Z̃(ξ,W )ξ + η(Z)Z̃(ξ, W )Y
]

= 0 (3.1.26)

olarak yazılır. (3.1.26) da, (2.3.19) ve (2.3.20) kullanıldığında

Z̃(Y, W )Z =
(
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(W,Z)Y − g(Y, Z)W

]
(3.1.27)

sonucuna ulaşılır. Bu denklemden de (2.3.12) yardımıyla

R(Y, W )Z = α{g(W,Z)Y − g(Y, Z)W} (3.1.28)

eşitliğini elde ederiz. Böylece M nin concircular semi-simetrik olduğunda α-sabit kesit

eğrilikli reel bir uzay form olduğu görülür.

Tersine kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu α-sabit kesit eğrilikli reel bir

uzay form olsun. Burada (3.1.28) eşitliğini (3.1.23) de yerine yazdığımızda

(R(X, Y )Z̃)(U,W,Z) = α
[
g(Y, Z̃(U,W )Z)X − g(X, Z̃(U,W )Z)Y

− Z̃(g(Y, U)X − g(X,U)Y, W )Z

− Z̃(U, g(Y, W )X − g(X, W )Y )Z

− Z̃(U,W )(g(Y, Z)X − g(X, Z)Y )
]

(3.1.29)

elde edilir. (3.1.29) de (3.1.27) eşitliğini kullandığımızda

(
R(X,Y )Z̃

)
(U,W,Z) = 0 (3.1.30)

37



olarak bulunur. Bu da bize M hemen hemen C(α)-manifoldunun α-sabit kesit eğrilikli

bir reel uzay form olduğunda concircular semi-simetrik olduğunu söyler. Böylece

teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.1.4. M , (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere M

nin Ricci semi-simetrik olması için gerek ve yeter şart bir Einstein manifoldu olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu Ricci semi-simetrik olsun.

Bu durumda ∀X,Y, U,W ∈ χ(M) için

R(X, Y )S = 0 (3.1.31)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemden

S(R(X,Y )U,W ) + S(U,R(X, Y )W ) = 0 (3.1.32)

bulunur. (3.1.32) denklemi X = ξ seçtiğimizde

S(R(ξ, Y )U,W ) + S(U,R(ξ, Y )W ) = 0 (3.1.33)

halini alır. (3.1.33) de (2.3.13) kullanıldığında

α
[
g(Y, U)S(ξ, W )− η(U)S(Y,W )

+ g(Y, W )S(U, ξ)− η(W )S(U, Y )
]

= 0 (3.1.34)

bulunur. (3.1.34) de U = ξ seçtiğimizde ise

S(Y,W ) = 2nαg(Y,W ) (3.1.35)

sonucu ortaya çıkar. Böylece M nin bir Einstein manifoldu olduğu görülür.

Tersine kabul edelim ki M bir Esintein manifoldu olsun. O zaman

S(Y, W ) =
r

2n + 1
g(Y,W ) (3.1.36)

olduğunu biliyoruz. Burada

(R(X,Y )S)(U,W ) =
r

2n + 1

[
g(R(X, Y )U,W ) + g(U,R(X, Y )W )

]
(3.1.37)
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olarak yazılır. Son olarak (3.1.37) de (2.3.6) eşitliği kullanıldığında ise

(R(X,Y )S)(U,W ) = 0 (3.1.38)

elde edilir ki buradan M nin Ricci semi-simetrik olduğu görülür.

Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.1.5. M , (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere M

nin quasi-konformal semi-simetrik olması için gerek ve yeter şart sabit kesit eğrilikli

reel bir uzay form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M quasi-konformal semi-simetrik olsun. O zaman ∀X, Y, U,W,Z ∈
χ(M) için

(R(X, Y )C̃)(Z,U,W ) = R(X, Y )C̃(Z, U)W − C̃(R(X, Y )Z,U)W

− C̃(Z,R(X, Y )U)W − C̃(Z, U)R(X,Y )W

= 0 (3.1.39)

olarak yazılır. Son denklemde X = ξ yazıldığında

R(ξ, Y )C̃(Z,U)W − C̃(R(ξ, Y )Z,U)W

− C̃(Z,R(ξ, Y )U)W − C̃(Z,U)R(ξ, Y )W

= 0 (3.1.40)

bulunur. Burada (3.1.40) de (2.3.13) kullanıldığında

α
[
g(Y, C̃(Z, U)W )ξ − η(C̃(Z,U)W )Y

− g(Y, Z)C̃(ξ, U)W + η(Z)C̃(Y, U)W

− g(Y, U)C̃(Z, ξ)W + η(U)C̃(Z, Y )W

− g(Y,W )C̃(Z,U)ξ + η(W )C̃(Z,U)Y
]

= 0 (3.1.41)

elde edilir. Şimdi (3.1.41) de, α 6= 0 olmak üzere Z = ξ seçtiğimizde

g(Y, C̃(ξ, U)W )ξ − η(C̃(ξ, U)W )Y

− η(Y )C̃(ξ, U)W + C̃(Y, U)W

+ η(U)C̃(ξ, Y )W − g(Y, W )C̃(ξ, U)ξ

+ η(W )C̃(ξ, U)Y

= 0 (3.1.42)
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olur. (3.1.42) de (2.3.23) kullanılırsa

C̃(Y, U)W =
[bc(n + 1) + α(2a + 7bn− b)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]

⊗ [
g(U,W )Y − g(Y, W )U

]
(3.1.43)

elde edilir. (3.1.43) de Y → φY ve U → φU seçtiğimizde bu denklem

C̃(φY, φU)W =
[bc(n + 1) + α(2a + 7bn− b)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]

⊗ [
g(φU,W )φY − g(φY, W )φU

]
(3.1.44)

halini alır. (3.1.44) denklemi (2.3.9) yardımıyla

0 = aR(φY, φU)W + b
[
S(φU,W )φY − S(φY, W )φU

+ g(φU,W )QφY − g(φ,W )QφY
]

− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
g(φU,W )φY − g(φY,W )φU

]
(3.1.45)

biçiminde yazılır. (3.1.45) denkleminde (2.3.25) ve (2.3.30) kullanıldığında ise

R(φY, φU)W =
[2nα

[
a + b(2n + 1)

]− b(r + cn2)

2an

]

⊗ [
g(φU,W )φY − g(φY, W )φU

]
(3.1.46)

buradan da

R(φY, φU)W =
[α

[
2a + b(n + 1)

]− bc(n + 1)

2a

]

⊗ [
g(φU,W )φY − g(φY, W )φU

]
(3.1.47)

Böylece M hemen hemen C(α)-manifoldu quasi-konformal semi-simetrik ise o zaman

sabit kesit eğrilikli reel bir uzay form olur.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

3.2 Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Projektif Eğrilik Tensörü

Bu kısımda bir hemen hemen C(α)-manifoldunun projektif eğrilik tensörünün diğer

eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri araştırılarak ortaya çıkan sonuçlar verilmiştir.
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Teorem 3.2.1. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

P (ξ,X)R = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki P (ξ, X)R = 0 olsun. O zaman ∀X,Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(P (Y,X)R)(U,W,Z) = P (Y, X)R(U,W,Z)−R(P (Y, X)U,W )Z

− R(U, P (Y,X)W )Z −R(U,W )P (Y, X)Z (3.2.1)

olduğunu biliyoruz. (3.2.1) de Y = ξ seçtiğimizde

(P (ξ, X)R)(U,W,Z) = P (ξ,X)R(U,W,Z)−R(P (ξ,X)U,W )Z

− R(U, P (ξ, X)W )Z −R(U,W )P (ξ,X)Z

= 0 (3.2.2)

olur. (3.2.2) de (2.3.17) kullanılırsa

αg(X, R(U,W )Z)ξ − 1

2n
S(X,R(U,W )Z)ξ

− αg(X, U)R(ξ,W )Z +
1

2n
S(X, U)R(ξ, W )Z

− αg(X, W )R(U, ξ)Z +
1

2n
S(X, W )R(U, ξ)Z

− αg(X, Z)R(U,W )ξ +
1

2n
S(X, Z)R(U,W )ξ

= 0 (3.2.3)

elde edilir. (3.2.3) de (2.3.13) ve (2.3.14) kullanıldığında

αg(X,R(U,W )Z)ξ − 1

2n
S(X, R(U,W )Z)ξ

+ α2g(X, U)g(W,Z)ξ + α2g(X,U)ηZW

+
1

2n
αS(X,U)g(W,Z)ξ − 1

2n
αS(X,U)η(Z)W

− α2g(X, W )η(Z)U + α2g(X,W )g(U,Z)ξ

+
1

2n
αS(X,W )η(Z)U − 1

2n
αS(X, W )g(U,Z)ξ

− α2g(X, Z)η(W )U + α2g(X,Z)η(U)W

= 0 (3.2.4)
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bulunur. (3.2.4) de U = ξ seçilerek (2.3.13) ve (2.3.2) kullanılırsa

αg(W,Z)η(X)ξ − αg(X, W )η(Z)ξ

− 1

2n
g(W,Z)S(X, ξ)ξ +

1

2n
S(X,W )η(Z)ξ

+
1

2n
S(X, ξ)g(W,Z)ξ − 1

2n
S(X, ξ)η(Z)W

− αg(X, W )η(Z)ξ + αg(X, W )η(Z)ξ

+
1

2n
S(X,W )η(Z)ξ − 1

2n
S(X, W )η(Z)ξ

− αg(X, Z)η(W )ξ + αg(X, Z)W

+
1

2n
S(X,Z)η(W )ξ − 1

2n
S(X, Z)W

= 0 (3.2.5)

sonucuna ulaşılır. (3.2.5) de (2.3.28) kullanılırsa

1

2n
S(X, W )η(Z)ξ + αg(W,Z)η(X)ξ − αη(Z)η(X)W

− αg(X, W )η(Z)ξ − αg(X, Z)η(W )ξ + αg(X, Z)W

+
1

2n
S(X, Z)η(W )ξ − 1

2n
S(X, Z)W

= 0 (3.2.6)

bulunur. Burada (3.2.6) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında

1

2n
S(X, W )η(Z)− αg(X, W )η(Z)

− αη(Z)η(X)η(W )− αg(W,Z)η(X)

= 0 (3.2.7)

olur. Son olarak (3.2.7) denkleminde Z = ξ seçtiğimizde

1

2n
S(X,W ) = αg(X, W )

ve buradan da

S(X, W ) = 2nαg(X,W ) (3.2.8)

elde edilir. Böylece M hemen hemen C(α)-manifoldunun bir Einstein manifoldu olduğu

görülür.

Buradan manifoldun skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) olarak hesaplanır. Bu durumda
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(2.3.27) denkleminden

r = n
[
α(3n + 1) + c(n + 1)

]
= 2nα(2n + 1) (3.2.9)

eşitliğini yazarız. Buradan da α = c dir. Bu da bize söyler ki bir hemen hemen

C(α)-manifoldunda P (ξ,X)R = 0 ise manifold α = c sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur. Yani

R(X, Y )Z = α{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y } (3.2.10)

sonucuna varılır. İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.2.2. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

P (ξ,X)P = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki P (ξ, Y )P = 0 olsun. O zaman ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(P (X,Y )P )(Z,U,W ) = P (X, Y )P (Z, U)W − P (P (X, Y )Z,U)W

− P (Z, P (X, Y )U)W − P (Z, U)P (X,Y )W (3.2.11)

denkleminde X = ξ seçtiğimizde

(P (ξ, Y )P )(Z, U,W ) = P (ξ, Y )P (Z,U)W − P (P (ξ, Y )Z,U)W

− P (Z, P (ξ, Y )U)W − P (Z,U)P (ξ, Y )W

= 0 (3.2.12)

bulunur. (3.2.12) de (2.3.17) eşitliğini kullandığımızda

α
[
g(Y, P (Z, U)W )ξ − g(Y, Z)P (ξ, U)W

− g(Y, U)P (Z, ξ)W − g(Y, W )P (Z, U)ξ
]

+
1

2n

[− S(Y, P (Z,U)W )ξ + S(Y, Z)P (ξ, U)W

+ S(Y, U)P (Z, ξ)W + S(Y, W )P (Z,U)ξ
]

= 0 (3.2.13)
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eşitliği bulunur. (3.2.13) de (2.3.17) yardımıyla

α
[
g(Y, P (Z, U)W )ξ − αg(Y, Z)g(U,W )ξ +

1

2n
g(Y, Z)S(U,W )ξ

− 1

2n
g(Y, U)S(Z, W )ξαg(Y, U)g(W,Z)ξ

]

+
1

2n

[− S(Y, P (Z, U)W )ξ + αg(U,W )S(Y, Z)ξ − 1

2n
S(Y, Z)S(U,W )

+
1

2n
S(Y, U)S(Z, W )ξ − αS(Y, U)g(W,Z)ξ

]

= 0 (3.2.14)

elde edilir. (3.2.14) de (2.3.11) kullanılırsa

α
[
g(Y, R(Z, U)W )ξ − αg(Y, Z)g(U,W )ξ + αg(Y, U)g(W,Z)ξ

]

+
1

2n

[− S(Y,R(Z,U)W )ξ + αS(Y, Z)g(U,W )ξ − αS(Y, U)g(W,Z)ξ
]

= 0 (3.2.15)

bulunur. (3.2.15) de (2.3.25) kullanıldığında

α
[
g(Y, R(Z, U)W )ξ − αg(Y, Z)g(U,W )ξ + αg(Y, U)g(W,Z)ξ

]

+
(α(3n− 1) + c(n + 1)

4n

)[− g(Y, R(Z, U)W )ξ

+ αg(Y, Z)g(U,W )ξ − αg(Y, U)g(W,Z)ξ
]

= 0 (3.2.16)

elde edilir. (3.2.16) da yapılan kısaltmalardan sonra

[
α− α(3n− 1) + c(n + 1)

4n

][
g(Y, R(Z, U)W )ξ

− αg(Y, Z)g(U,W )ξ + αg(Y, U)g(W,Z)ξ
]

= 0 (3.2.17)

bulunur. (3.2.17) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında

(α− c

4n

)[
R(Z,U)W − α{g(U,W )Z − g(W,Z)U}] = 0 (3.2.18)

sonucuna ulaşılır. Buna göre M hemen hemen C(α)-manifoldunun c = α sabit kesit

eğrilikli reel bir uzay form olduğu görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.
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Teorem 3.2.3. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

P (ξ,X)Z̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki P (ξ, Y )Z̃ = 0 olsun. Burada ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(P (X,Y )Z̃)(U,W,Z) = P (X, Y )Z̃(U,W )Z − Z̃(P (X,Y )U,W )Z

− Z̃(U, P (X, Y )W )Z − Z̃(U,W )P (X, Y )Z (3.2.19)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemde X = ξ yazıldığında

(P (ξ, Y )Z̃)(U,W,Z) = P (ξ, Y )Z̃(U,W )Z − Z̃(P (ξ, Y )U,W )Z

− Z̃(U, P (ξ, Y )W )Z − Z̃(U,W )P (ξ, Y )Z

= 0 (3.2.20)

bulunur. (3.2.20) de (2.3.17) kullanılırsa

αg(Y, Z̃(U,W )Z)ξ − 1

2n
S(Y, Z̃(U,W )Z)ξ

− αg(Y, U)Z̃(ξ,W )Z +
1

2n
S(Y, U)Z̃(ξ,W )Z

− αg(Y,W )Z̃(U, ξ)Z +
1

2n
S(Y,W )Z̃(U, ξ)Z

− αg(Y, Z)Z̃(U,W )ξ +
1

2n
S(Y, Z)Z̃(U,W )ξ

= 0 (3.2.21)

olarak bulunur. (3.2.21) denkleminde U = ξ seçtiğimizde

αg(Y, Z̃(ξ,W )Z)ξ − 1

2n
S(Y, Z̃(ξ, W )Z)ξ

− αη(Y )Z̃(ξ,W )Z +
1

2n
S(Y, ξ)Z̃(ξ, W )Z

− αg(Y, Z)Z̃(ξ,W )ξ +
1

2n
S(Y, Z)Z̃(ξ, W )ξ

= 0 (3.2.22)

yazılır. (3.2.22) de (2.3.28) kullanıldığında ise

αg(Y, Z̃(ξ,W )Z)ξ − 1

2n
S(Y, Z̃(ξ, W )Z)ξ

− αg(Y, Z)Z̃(ξ,W )ξ +
1

2n
S(Y, Z)Z̃(ξ, W )ξ

= 0 (3.2.23)
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olarak bulunur. (3.2.23) de (2.3.19) ve (2.3.20) eşitliklerini kullandığımızda

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
αg(W,Z)η(Y )ξ − αη(Z)g(Y, W )ξ

− 1

2n
g(W,Z)S(Y, ξ)ξ +

1

2n
η(Z)S(Y,W )ξ

− αg(Y, Z)η(W )ξ + αg(Y, Z)W

+
1

2n
S(Y, Z)η(W )ξ − 1

2n
S(Y, Z)W

]

= 0 (3.2.24)

elde edilir. (3.2.24) de (2.3.28) kullanılıp eşitliğin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında

(
α− r

2n(2n + 1)

)[ 1

2n
S(Y, W )η(Z)− αg(Y,W )η(Z)

]
= 0 (3.2.25)

sonucu hesaplanır. (3.2.25) de Z = ξ seçtiğimizde ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[ 1

2n
S(Y,W )− αg(Y,W )

]
= 0 (3.2.26)

sonucu ortaya çıkar. Burada α − r
2n(2n+1)

= 0 için r = 2nα(2n + 1) dir. Buradan da

α = c elde edilir.

Diğer taraftan S(X,Y ) = 2nαg(X, Y ) eşitliğinden r = 2nα(2n + 1) olduğunu daha

önce göstermiştik.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

Teorem 3.2.4. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

P (ξ,X)S = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki P (ξ, Y )S = 0 olsun. Burada ∀X,Y, U,W ∈ χ(M) için

(P (X,Y )S)(U,W ) = −S(P (X,Y )U,W )− S(U, P (X,Y )W ) (3.2.27)

eşitliğinde X = ξ seçtiğimizde

S(P (ξ, Y )U,W ) + S(U, P (ξ, Y )W ) = 0 (3.2.28)

olarak yazılır. (3.2.28) de (2.3.17) kullanıldığında

αg(Y,W )ξ + αg(Y, U)ξ − 1

2n
S(Y,W )ξ − 1

2n
S(Y, U)ξ = 0 (3.2.29)
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bulunur. Son olarak (3.2.29) de U = ξ seçtiğimizde ise

S(Y,W ) = 2nαg(Y,W ) (3.2.30)

elde edilir. Bu da bize M hemen hemen C(α)-manifoldunun bir Einstein manifoldu

olduğunu gösterir.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.2.5. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

P (ξ,X)C̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

İspat . Kabul edelim ki P (ξ, Y )C̃ = 0 olsun. Burada ∀X,Y, Z, U,W ∈ χ(M) için

(P (X, Y )C̃)(Z,U,W ) = P (X, Y )C̃(Z, U)W − C̃(P (X, Y )Z, U)W

− C̃(Z, P (X,Y )U)W − C̃(Z,U)P (X, Y )W (3.2.31)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemde X = ξ seçtiğimizde

(P (ξ, Y )C̃)(Z, U,W ) = P (ξ, Y )C̃(Z,U)W − C̃(P (ξ, Y )Z, U)W

− C̃(Z, P (ξ, Y )U)W − C̃(Z, U)P (ξ, Y )W

= 0 (3.2.32)

olarak yazılır. (3.2.32) de (2.3.17) kullanıldığında

αg(Y, C̃(Z,U)W )ξ − 1

2n
S(Y, C̃(Z,U)W )ξ

− αg(Y, Z)C̃(ξ, U)W +
1

2n
S(Y, Z)C̃(ξ, U)W

− αg(Y, U)C̃(Z, ξ)W +
1

2n
S(Y, U)C̃(Z, ξ)W

− αg(Y, W )C̃(Z, U)ξ +
1

2n
S(Y,W )C̃(Z,U)ξ

= 0 (3.2.33)

elde edilir. (3.2.33) de Z = ξ seçtiğimizde ise

α
[
g(Y, C̃(ξ, U)W )ξ − g(Y, W )C̃(ξ, U)ξ

]

− 1

2n

[
S(Y, C̃(ξ, U)W )ξ − S(Y, W )C̃(ξ, U)ξ

]

= 0 (3.2.34)
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eşitliği bulunur. (3.2.34) de (2.3.21) kullanılırsa

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
αg(U,W )η(Y )ξ

− αg(Y, U)η(W )ξ − αg(Y, W )η(U)ξ + αg(Y, W )U

− 1

2n
g(U,W )S(Y, ξ)ξ +

1

2n
S(Y, U)η(W )ξ

+
1

2n
S(Y,W )η(U)ξ − 1

2n
S(Y,W )U

]

+ b
[
αS(U,W )η(Y )ξ − αg(Y,QU)η(W )ξ

− 2nαg(Y,W )η(U)ξ + αg(Y, W )QU

− 1

2n
S(U,W )S(Y, ξ)ξ +

1

2n
S(Y, QU)η(W )ξ

+ αS(Y, W )η(U)ξ − 1

2n
S(Y,W )QU

]

= 0 (3.2.35)

olarak hesaplanır. (3.2.35) de (2.3.28) yerine yazıldığında

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][− αg(Y, U)η(W )ξ

− αg(Y,W )η(U)ξ + αg(Y, W )U

+
1

2n
S(Y, U)η(W )ξ +

1

2n
S(Y,W )η(U)ξ − 1

2n
S(Y,W )U

]

+ b
[− αS(U, Y )η(W )ξ − 2nαg(Y,W )η(U)ξ

+ αg(Y,W )QU +
1

2n
S(Y,QU)η(W )ξ + αS(Y, W )η(U)ξ

− 1

2n
S(Y,W )QU

]

= 0 (3.2.36)

bulunur. (3.2.36) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygularsak bu denklem

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][− αg(Y, U)η(W )

+
1

2n
S(Y, U)η(W )

]

+ b
[ 1

2n
S(Y, U)η(W ) +

1

2n
S(Y,QU)η(W )

]

= 0 (3.2.37)
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haline dönüşür. (3.2.37) de W = ξ seçtiğimizde ise

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y,QU)− 2nαg(Y, U)

]

+ b
[
S(Y,QU)− S(Y, U)

]

= 0 (3.2.38)

bulunur. (3.2.38) de (2.3.25) ve (2.3.26) eşitlikleri kullanıldığında

[(n + 1)(c− α)

2

][
bS(U, Y ) +

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
g(Y, U)

− [
aα + 4bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
η(U)η(Y )

]

= 0 (3.2.39)

olur. Son olarak (3.2.39) de U yerine φU seçtiğimizde

[(n + 1)(c− α)

2

][
bS(φU, Y ) +

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
g(Y, φU)

]
= 0

eşitliğini elde ederiz.

Burada (n+1)(c−α)
2

= 0 için α = c olur. Buradan M hemen hemen C(α)-manifoldunun

α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay form olduğunu görürüz.

Diğer taraftan

S(φU, Y ) =
[aα

b
+ 2nα− r

b(2n + 1)

[ a

2n
+ 2b

]]
g(φU, Y ) (3.2.40)

eşitliğine göre M bir Einstein manifoldu olur.

İspatın tersi açıktır. Böylece teroemin ispatı biter.

3.3 Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Concircular Eğrilik Tensörü

Bu kısımda bir hemen hemen C(α)-manifoldunun concircular eğrilik tensörünün diğer

eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri incelenerek elde edilen sonuçlara yer verilmiştir.

Teorem 3.3.1. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

Z̃(ξ,X)R = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da M nin skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) dir.
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İspat . Kabul edelim ki Z̃(ξ, X)R = 0 olsun. Burada ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(Z̃(X, Y )R)(U,W,Z) = Z̃(X,Y )R(U,W )Z −R(Z̃(X,Y )U,W )Z

− R(U, Z̃(X, Y )W )Z −R(U,W )Z̃(X,Y )Z (3.3.1)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemde X = ξ seçtiğimizde

(Z̃(ξ, Y )R)(U,W,Z) = Z̃(ξ, Y )R(U,W )Z −R(Z̃(ξ, Y )U,W )Z

− R(U, Z̃(ξ, Y )W )Z −R(U,W )Z̃(ξ, Y )Z

= 0 (3.3.2)

yazılır. (3.3.2) de (2.3.19) kullanıldığında

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(Y, R(U,W )Z)ξ − η(R(U,W )Z)Y

− g(Y, U)R(ξ, W )Z + η(U)R(Y,W )Z

− g(Y, W )R(U, ξ)Z + η(W )R(U, Y )Z

− g(Y, Z)R(U,W )ξ + η(Z)R(U,W )Y
]

= 0 (3.3.3)

bulunur. Son denklemde U = ξ seçtiğimizde

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
R(Y, W )Z − α{g(W,Z)Y − g(Y, Z)W}] = 0 (3.3.4)

elde edilir. (3.3.4) den manifoldun skaler eğriliği

r = 2nα(2n + 1) (3.3.5)

olarak hesaplanır.

Diğer taraftan

R(Y, W )Z = α{g(W,Z)Y − g(Y, Z)W} (3.3.6)

olduğundan M hemen hemen C(α)-manifoldunun α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olduğu görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

Teorem 3.3.2. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

Z̃(ξ,X)P = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır.
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İspat . Kabul edelim ki Z̃(ξ, X)P = 0 olsun. Burada ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(Z̃(Z, X)P )(Y, U,W ) = Z̃(Z,X)P (Y, U)W − P (Z̃(Z, X)Y, U)W

− P (Y, Z̃(Z,X)U)W − P (Y, U)Z̃(Z, X)W (3.3.7)

olduğunu biliyoruz. (3.3.7) de Z = ξ seçtiğimizde

(Z̃(ξ, X)P )(Y, U,W ) = Z̃(ξ, X)P (Y, U)W − P (Z̃(ξ,X)Y, U)W

− P (Y, Z̃(ξ, X)U)W − P (Y, U)Z̃(ξ,X)W

= 0 (3.3.8)

olarak yazılır. (3.3.8) de (2.3.19) kullanıldığında ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(X, P (Y, U)W )ξ − η(P (Y, U)W )X

− g(X,Y )P (ξ, U)W + η(Y )P (X, U)W

− g(X,U)P (Y, ξ)W + η(U)P (X, Y )W

− g(X,W )P (Y, U)ξ + η(W )P (Y, U)X
]

= 0 (3.3.9)

elde edilir. (3.3.9) da Y = ξ seçtiğimizde ve sonrasında (2.3.17) kullanıldığında

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
αg(X, U)η(W )ξ − αg(U,W )X − αg(X, W )η(U)ξ

+
1

2n

[
S(U,W )X + S(X, W )η(U)ξ − S(U,X)η(W )ξ

]
+ P (U,X)W

]

= 0 (3.3.10)

eşitliği bulunur. (3.3.10) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
αg(X,U)η(W )− αg(U,W )η(X)− αg(X, W )η(U)

+
1

2n

[
S(U,W )η(X) + S(X, W )η(U)− S(U,X)η(W )

]
+ η(P (U,X)W )

]

= 0 (3.3.11)

bulunup burada (2.3.18) kullanıp W = ξ seçildiğinde ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
αg(U,X)− 1

2n
S(U,X)

]
= 0 (3.3.12)

51



sonucuna varılır. Buradan da ya

r = 2nα(2n + 1), (3.3.13)

ya da

S(U,X) = 2nαg(U,X) (3.3.14)

bulunur. Bu da bize M nin bir Einstein manifoldu olduğunu gösterir.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

Teorem 3.3.3. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

Z̃(ξ,X)Z̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da M nin skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) dir.

İspat . Kabul edelim ki Z̃(ξ, X)Z̃ = 0 olsun. Burada ∀X, Y, Z, U,W ∈ χ(M) için

Z̃(Z, X)Z̃(Y, U,W ) = Z̃(Z,X)Z̃(Y, U)W − Z̃(Z̃(Z, X)Y, U)W

− Z̃(Y, Z̃(Z,X)U)W − Z̃(Y, U)Z̃(Z, X)W (3.3.15)

yazılır. (3.3.15) de Z = ξ seçtiğimizde

Z̃(ξ, X)Z̃(Y, U,W ) = Z̃(ξ,X)Z̃(Y, U)W − Z̃(Z̃(ξ, X)Y, U)W

− Z̃(Y, Z̃(ξ, X)U)W − Z̃(Y, U)Z̃(ξ, X)W

= 0 (3.3.16)

olur. (3.3.16) de (2.3.12) kullanıldığında

Z̃(ξ,X)R(Y, U)W − Z̃(R(ξ,X)Y, U)W

− Z̃(Y,R(ξ,X)U)W − Z̃(Y, U)R(ξ,X)W

+
( r

2n(2n + 1)

)[
g(Y,W )Z̃(ξ, X)U − g(U,W )Z̃(ξ, X)Y

+ g(X,Y )Z̃(ξ, U)W − η(Y )Z̃(X, U)W

+ g(X,U)Z̃(Y, ξ)W − η(U)Z̃(Y,X)W

+ g(X,W )Z̃(Y, U)ξ − η(W )Z̃(Y, U)X
]

= 0 (3.3.17)

eşitliği bulunur. (3.3.17) de Y = ξ seçilerek gerekli sadeleştirmeler yapıldığında ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
R(X, U)W − α{g(U,W )X − g(X, W )U}] = 0 (3.3.18)
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sonucu elde edilir. Buradan ya manifoldun skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) ya da

R(X, U)W = α{g(U,W )X − g(X,W )U}

olduğunu söyleriz.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

Teorem 3.3.4. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

Z̃(ξ,X)S = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki Z̃(ξ, X)S = 0 olsun. Burada ∀X,Y, U,W ∈ χ(M) için

(Z̃(X,Y )S)(U,W ) = −S(Z̃(X,Y )U,W )− S(U, Z̃(X,Y )W ) (3.3.19)

olduğunu biliyoruz. (3.3.19) da X = ξ seçtiğimizde

S(Z̃(ξ, Y )U,W ) + S(U, Z̃(ξ, Y )W ) = 0 (3.3.20)

olur. Burada (3.3.20) da (2.3.19) kullanıldığında

S
(
R(ξ, Y )U − r

2n(2n + 1)

[
g(Y, U)ξ − η(U)Y

]
,W

)

+ S
(
U,R(ξ, Y )W − r

2n(2n + 1)

[
g(Y,W )ξ − η(W )Y

])

= 0 (3.3.21)

bulunur. (3.3.21) de (2.3.13) kullanıldığında

2nα2g(X, U)η(W )− αη(U)S(X, W )

− ( r

2n(2n + 1)

)[
2nαg(X,U)η(W )− η(U)S(X, W )

]

+ 2nα2g(X, W )η(U)− αη(W )S(X, U)

− ( r

2n(2n + 1)

)[
2nαg(X,W )η(U)− η(W )S(X,U)

]

= 0 (3.3.22)

olduğu görülür. (3.3.22) de U = ξ seçtiğimizde ise

[ r

2n(2n + 1)
− α

]
S(X, W ) +

[
2nα2 − α

r

2n + 1

]
g(X, W ) = 0 (3.3.23)

sonucuna varılır. Burada ya manifoldun skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) ya da

S(X, W ) = 2nαg(X,W ) (3.3.24)
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olup buradan M nin bir Einstein manifoldu olduğu görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

Teorem 3.3.5. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

Z̃(ξ,X)C̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da M nin skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) dir.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu için Z̃(ξ,X)C̃ = 0 şartı

sağlansın. Burada ∀X, Y, Z, U,W ∈ χ(M) olmak üzere

Z̃(Z,X)C̃(Y, U,W ) = Z̃(Z, X)C̃(Y, U)W − C̃(Z̃(Z, X)Y, U)W

− C̃(Y, Z̃(Z, X)U)W − C̃(Y, U)Z̃(Z, X)W (3.3.25)

olduğunu biliyoruz. (3.3.25) de Z = ξ seçtiğimizde bu denklemi

Z̃(ξ, X)C̃(Y, U,W ) = Z̃(ξ,X)C̃(Y, U)W − C̃(Z̃(ξ,X)Y, U)W

− C̃(Y, Z̃(ξ, X)U)W − C̃(Y, U)Z̃(ξ,X)W

= 0 (3.3.26)

şeklinde yazarız. (3.3.26) de (2.3.19) kullanılırsa

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(X, C̃(Y, U)W )ξ − η(C̃(Y, U)W )X

− g(X, Y )C̃(ξ, U)W + η(Y )C̃(X,U)W

− g(X, U)C̃(Y, ξ)W + η(U)C̃(Y, X)W

− g(X, W )C̃(Y, U)ξ + η(W )C̃(Y, U)X
]

= 0 (3.3.27)

eşitliği bulunur. (3.3.27) da Y = ξ seçtiğimizde ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(X, C̃(ξ, U)W )ξ − η(C̃(ξ, U)W )X

− η(X)C̃(ξ, U)W + C̃(X,U)W + η(U)C̃(ξ, X)W

− g(X, W )C̃(ξ, U)ξ + η(W )C̃(ξ, U)X
]

= 0 (3.3.28)
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elde edilir. (3.3.28) de gerekli kısaltmalar yapıldığında bu denklem

(
α− r

2n(2n + 1)

)[[bc(n + 1) + α(2a + 7bn− b)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
[
g(X, g(U,W )ξ − η(W )U)− g(U,W )X + η(W )η(U)X

−η(X){g(U,W )ξ − η(W )U}
+ η(U){g(X, W )ξ − η(W )X}
− g(X, W ){η(U)ξ − U}
+ η(W ){g(U,X)ξ − η(X)U}]

+ C̃(X, U)W
]

= 0 (3.3.29)

halini alır. (3.3.29) de gerekli sadeleştirmelerden sonra

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
C̃(X, U)W

− [bc(n + 1)α(2a + 2bn− b)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(U,W )X − g(X,W )U

]]

= 0 (3.3.30)

eşitliğini yazarız. Bu denklemde (2.3.9) kullanıldığında ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
aR(X,U)W + b

[
S(U,W )X − S(X, W )U

+ g(U,W )QX − g(X, W )QU
]

− (
aα + 2bnα +

bα(3n− 1) + bc(n + 1)

2

)[
g(U,W )X − g(X, W )U

]]

= 0 (3.3.31)

bulunur. (3.3.31) de (2.3.25) ve (2.3.26) eşitliklerini kullanarak gerekli kısaltmaları

yaptığımızda

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
aR(X,U)W

− (α(2a + b(n + 1)− bc(n + 1))

2

)[
g(U,W )X − g(X, W )U

]

+
(b(α− c)(n + 1)

2

)[
η(U)η(W )X − η(X)η(W )U

− g(U,W )η(X)ξ − g(X,W )η(U)ξ
]]

= 0 (3.3.32)
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olarak yazılır. (3.3.32) de X yerine φX, U yerine φU seçtiğimizde ise

(
α− r

2n(2n + 1)

)[
aR(φX, φU)W

− (α
[
2a + b(n + 1)

]− bc(n + 1)

2

)[
g(φU,W )φX − g(φX, W )φU

]]

= 0 (3.3.33)

elde edilir. Burada (3.3.33) den ya manifoldun skaler eğriliği r = 2nα(2n + 1) ya da

R(φX, φU)W =
(α

[
2a + b(n + 1)

]− bc(n + 1)

2a

)[
g(φU,W )φX − g(φX, W )φU

]

eşitliğini yazarız. Buradan da M hemen hemen C(α)-manifoldunun sabit kesit eğrilikli

reel bir uzay form olduğunu söyleriz.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı biter.

3.4 Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Quasi-Konformal Eğrilik Tensörü

Şimdiye kadar incelediğimiz eğrilik tensörlerinin en genel olanı quasi-konformal eğrilik

tensörüdür. Böylelikle daha önce elde ettiğimiz sonuçların daha genel durumlarını

elde etmiş olacağız. Bu kısımda bir hemen hemen C(α)-manifoldunun quasi-konformal

eğrilik tensörünün diğer eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri incelenmiştir.

Teorem 3.4.1. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

C̃(ξ,X)R = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da α− c 6= 0 olmak üzere quasi-konformal eğrilik tensörü konformal eğrilik

tensörüne indirgenir.

İspat . Kabul edelim ki C̃(ξ, X)R = 0 olsun. Burada ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(C̃(X, Y )R)(Z,U,W ) = C̃(X,Y )R(Z, U)W −R(C̃(X, Y )Z,U)W

− R(Z, C̃(X, Y )U)W −R(Z, U)C̃(X,Y )W (3.4.1)

olduğundan bu denklem X = ξ için

(C̃(ξ, Y )R)(Z, U,W ) = C̃(ξ, Y )R(Z,U)W −R(C̃(ξ, Y )Z,U)W

− R(Z, C̃(ξ, Y )U)W −R(Z, U)C̃(ξ, Y )W

= 0 (3.4.2)
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halini alır. (3.4.2) de (2.3.21) kullanıldığında

aαg(Y,R(Z,U)W )ξ − aαη(R(Z, U)W )Y + bS(Y,R(Z,U)W )ξ

− 2bnαη(R(Z, U)W )Y + 2bnαg(Y,R(Z,U)W )ξ − bη(R(Z, U)W )QY

− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
g(Y, R(Z, U)W )ξ − η(R(Z, U)W )Y

]

− aαg(Y, Z)R(ξ, U)W + aαη(Z)R(Y, U)W − bS(Y, Z)R(ξ, U)W

+ 2bnαη(Z)R(Y, U)W − 2bnαg(Y, Z)R(ξ, U)W + bη(Z)R(QY, U)W

+
r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
g(Y, Z)R(ξ, U)W − η(Z)R(Y, U)W

]

− aαg(Y, U)R(Z, ξ)W + aαη(U)R(Z, Y )W − bS(Y, U)R(Z, ξ)W

+ 2bnαη(U)R(Z, Y )W − 2bnαg(Y, U)R(Z, ξ)W + bη(U)R(Z, QY )W

+
r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
g(Y, U)R(Z, ξ)W − η(U)R(Z, Y )W

]

− aαg(Y,W )R(Z, U)ξ + aαη(W )R(Z, U)Y − bS(Y,W )R(Z, U)ξ

+ 2bnαη(W )R(Z,U)Y − 2bnαg(Y, W )R(Z,U)ξ + bη(W )R(Z,U)QY

+
r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
g(Y, W )R(Z,U)ξ − η(W )R(Z, U)Y

]

= 0 (3.4.3)

bulunur. (3.4.3) de Z = ξ alarak (2.3.13), (2.3.14) ve (2.3.16) eşitliklerini kullandığımızda

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
R(Y, U)W

− α{g(U,W )Y − g(Y, W )U}]

+ b
[
R(QY,U)W − α{g(U,W )QY − g(QY, W )U}]

= 0 (3.4.4)

eşitliği bulunur. (3.4.4) de (2.3.26) yerine yazıldığında ise

[α(2a + 7bn− b) + bc(n + 1)

2
− r(a + 4bn)

2n(2n + 1)

][
R(Y, U)W

− α{g(Y, U)W − g(Y,W )U}]

= 0 (3.4.5)

sonucu hesaplanır. Buradan

R(Y, U)W = α{g(Y, U)W − g(Y, W )U} (3.4.6)

yazılır ki böylece M hemen hemen C(α)-manifoldu α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur.
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Diğer taraftan

[α(2a + 7bn− b) + bc(n + 1)

2
− r(a + 4bn)

2n(2n + 1)

]
= 0 (3.4.7)

eşitliğinde gerekli düzenlemelerden sonra manifoldun skaler eğriliği

r =
n(2n + 1)

[
α(2a + 7bn− b) + bc(n + 1)

]

a + 4bn
(3.4.8)

olarak hesaplanır. Burada (3.4.8) de (2.3.27) kullanıldığında α− c 6= 0 olmak üzere

a + b(2n− 1) = 0 (3.4.9)

elde edilir. Son olarak (2.3.9), (2.3.10) ve (3.4.9) eşitliklerinden

C̃ = a.C (3.4.10)

olduğu görülür. Böylece quasi-konformal eğrilik tensörü konformal eğrilik tensörüne

indirgenir.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.4.2. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

C̃(ξ,X)P = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

İspat . Kabul edelim ki C̃(ξ, X)P = 0 olsun. O zaman ∀X, Y, Z, U,W ∈ χ(M) için

(C̃(X,Y )P )(Z,U,W ) = C̃(X,Y )P (Z, U)W − P (C̃(X, Y )Z, U)W

− P (Z, C̃(X,Y )U)W − P (Z, U)C̃(X, Y )W (3.4.11)

olduğunu biliyoruz. Bu denklem X = ξ için

(C̃(ξ, Y )P )(Z, U,W ) = C̃(ξ, Y )P (Z,U)W − P (C̃(ξ, Y )Z, U)W

− P (Z, C̃(ξ, Y )U)W − P (Z,U)C̃(ξ, Y )W

= 0 (3.4.12)
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halini alır. (3.4.12) de (2.3.17) kullanıldığında

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, P (Z, U)W )ξ

− η(P (Z, U)W )Y − g(Y, Z)P (ξ, U)W

+ η(Z)P (Y, U)W − g(Y, U)P (Z, ξ)W

+ η(U)P (Z, Y )W − g(Y,W )P (Z,U)ξ

+ η(W )P (Z,U)Y
]

+ b
[
S(Y, P (Z, U)W )ξ − η(P (Z, U)W )QY

− S(Y, Z)P (ξ, U)W + η(Z)P (QY, U)W

− S(Y, U)P (Z, ξ)W + η(U)P (Z, QY )W

− S(Y, W )P (Z, U)ξ + η(W )P (Z, U)QY
]

= 0 (3.4.13)

bulunur. Bu denklem Z = ξ için

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
P (Y, U)W

− αg(U,W )Y + αg(Y,W )η(U)ξ

+ α(U, Y )η(W )ξ +
1

2n
S(U,W )Y

− 1

2n
S(Y, W )η(U)ξ − 1

2n
S(U, Y )η(W )ξ

]

+ b
[
P (QY,U)W − αg(U,W )QY

+ αg(QY, W )η(U)ξ + αg(U,QY )η(W )ξ

+
1

2n
S(U,W )QY − 1

2n
S(QY,W )η(U)ξ

− 1

2n
S(U,QY )η(W )ξ

]

= 0 (3.4.14)
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biçiminde yazılır. (3.4.14) de (2.3.11) kullanıldığında ise

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
R(Y, U)W

− αg(U,W )Y + αg(Y, W )η(U)ξ + αg(U, Y )η(W )ξ

+
1

2n
S(Y, W )U − 1

2n
S(Y, W )η(U)ξ − 1

2n
S(U, Y )η(W )ξ

]

+ b
[
R(QY, U)W − αg(U,W )QY

+ αg(QY, W )η(U)ξ + αg(U,QY )η(W )ξ

− 1

2n
S(QY, W )U − 1

2n
S(QY, W )η(U)ξ − 1

2n
S(U,QY )η(W )ξ

]

= 0 (3.4.15)

bulunur. (3.4.15) eşitliğinin her iki tarafına ξ ∈ χ(M) uygulandığında

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

][
αg(U, Y )η(W )

− 1

2n
S(U, Y )η(W )

]

− [
αg(U,QY )η(W )− 1

2n
S(U,QY )η(W )

]

= 0 (3.4.16)

elde edilir. (3.4.16) da Y yerine φY seçtiğimizde ise

[
b
(r − 2nα

2n

)
+ aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]

⊗[
αg(U, φY )− 1

2n
S(U, φY )

]

= 0 (3.4.17)

ifadesi bulunur. (3.4.17) de gerekli kısaltmalar yapıldığında

[
(α− c)

[
a + b(2n− 1)

]( n + 1

2n(2n + 1)

)]

⊗[
αg(U, φY )− 1

2n
S(U, φY )

]

= 0 (3.4.18)

sonucu elde edilir. Sonuç olarak (3.4.18) den M hemen hemen C(α)-manifoldu ya

α = c için α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay formdur ya da S(U, φY ) = 2nαg(U, φY )

için bir Einstein manifoldudur.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.
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Teorem 3.4.3. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

C̃(ξ,X)Z̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki C̃(ξ, X)Z̃ = 0 olsun. Buarada ∀X,Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(C̃(X,Y )Z̃)(Z,U,W ) = C̃(X,Y )Z̃(Z, U)W − Z̃(C̃(X, Y )Z, U)W

− Z̃(Z, C̃(X,Y )U)W − Z̃(Z, U)C̃(X, Y )W (3.4.19)

olduğunu biliyoruz. Bu denklem X = ξ için

(C̃(ξ, Y )Z̃)(Z, U,W ) = C̃(ξ, Y )Z̃(Z,U)W − Z̃(C̃(ξ, Y )Z, U)W

− Z̃(Z, C̃(ξ, Y )U)W − Z̃(Z,U)C̃(ξ, Y )W

= 0 (3.4.20)

biçiminde yazılır. (3.4.20) de (2.3.21) kullanıldığında ise

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, Z̃(Z, U)W )ξ

− η(Z̃(Z, U)W )Y − g(Y, Z)Z̃(ξ, U)W

+ η(Z)Z̃(Y, U)W − g(Y, U)Z̃(Z, ξ)W

+ η(U)Z̃(Z, Y )W − g(Y,W )Z̃(Z, U)ξ

+ η(W )Z̃(Z,U)Y
]

+ b
[
S(Y, Z̃(Z, U)W )ξ − η(Z̃(Z, U)W )QY

− S(Y, Z)Z̃(ξ, U)W + η(Z)Z̃(QY, U)W

− S(Y, U)Z̃(Z, ξ)W + η(U)Z̃(Z, QY )W

− S(Y, W )Z̃(Z, U)ξ + η(W )Z̃(Z, U)QY
]

= 0 (3.4.21)
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bulunur. (3.4.21) de Z = ξ seçerek gerekli kısaltmaları yaptığımızda

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, Z̃(ξ, U)W )ξ

− η(Z̃(ξ, U)W )Y − η(Y )Z̃(ξ, U)W

+ Z̃(Y, U)W + η(U)Z̃(ξ, Y )W

− g(Y,W )Z̃(ξ, U)ξ + η(W )Z̃(ξ, U)Y
]

+ b
[
S(Y, Z̃(ξ, U)W )ξ − η(Z̃(ξ, U)W )QY

− 2nαη(Y )Z̃(ξ, U)W + Z̃(QY, U)W

+ η(U)Z̃(ξ, QY )W − S(Y, W )Z̃(ξ, U)ξ + η(W )Z̃(ξ, U)QY
]

= 0 (3.4.22)

bulunur. (3.4.22) de (2.3.19) ve (2.3.20) kullanılarak gerekli sadeleştirmeleri yaptığımızda

ise

[
Z̃(QY,U)W − (

α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )QY − g(QY, W )U

]]

+
[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
Z̃(Y, U)W

− (
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )Y − g(Y, W )U

]]

= 0 (3.4.23)

eşitliği bulunur. (3.4.23) de Y yerine φY yazdığımızda

[
Z̃(QφY, U)W − (

α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )QφY − g(QφY,W )U

]]

+
[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
Z̃(φY, U)W

− (
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )φY − g(φY, W )U

]]

= 0 (3.4.24)

elde edilir. (3.4.24) de (2.3.30) kullanıldığında ise

[(α− c)(2bn2 − b + an + a + bn)

4n + 2

][
Z̃(φY, U)W

− (
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )φY − g(φY,W )U

]]

= 0 (3.4.25)
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bulunur. Burada gerekli kısaltmalardan sonra bu denklem

[
(α− c)

[
a + b(2n− 1)

]( n + 1

4n + 2

)][
Z̃(φY, U)W

− (
α− r

2n(2n + 1)

)[
g(U,W )φY − g(φY,W )U

]]

= 0 (3.4.26)

halini alır. (3.4.26) da (2.3.12) kullanıldığında ise

[
(α− c)

[
a + b(2n− 1)

]( n + 1

4n + 2

)]
[
R(φY, U)W − α

[
g(U,W )φY − g(φY,W )U

]]

= 0 (3.4.27)

sonucuna varılır. Buradan da

R(φY, U)W = α{g(U,W )φY − g(φY, W )U} (3.4.28)

eşitliği yazılır. Bu denklemden de M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay form olduğu

görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.4.4. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

C̃(ξ,X)S = 0 olması için gerek ve yeter şart ya M α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

formdur ya da bir Einstein manifoldudur.

İspat . Kabul edelim ki C̃(ξ, X)S = 0 olsun. Burada ∀X, Y, Z, U,W ∈ χ(M) için

(C̃(X,Y )S)(U,W ) = −S(C̃(X,Y )U,W )− S(U, C̃(X, Y )W ) (3.4.29)

şeklindedir. (3.4.29) da X = ξ seçtiğimizde

S(C̃(ξ, Y )U,W ) + S(U, C̃(ξ, Y )W ) = 0 (3.4.30)

olur. (3.4.30) da (2.3.21) kullanıldığında

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(X, U)S(ξ, W )

− η(U)S(X,W ) + g(X, W )S(U, ξ)− η(W )S(U,X)
]

+ b
[
S(X, U)S(ξ,W )− η(U)S(QX,W )

+ S(X,W )S(U, ξ)− η(W )S(U,QX)
]

= 0 (3.4.31)
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bulunur. (2.3.28) denklemi, (3.4.31) de kullanılırsa

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
2nαg(X, U)η(W )

− η(U)S(X,W ) + 2nαg(X, W )η(U)− η(W )S(U,X)
]

+ b
[
2nαS(U,X)η(W )− η(U)S(QX, W )

+ 2nαS(X, W )η(U)− η(W )S(QX,U)
]

= 0 (3.4.32)

bulunur. Bu denklem U = ξ için

[
aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
S(X, W )− 2nαg(X,W )

]

+ b
[
S(QX,W )− 2nαg(QX, W )

]

= 0 (3.4.33)

halini alır. (3.4.33) de X yerine φX yazdığımızda ise

[
b
(r − 2nα

2n

)
+ aα + 2bnα− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
[
S(φX,W )− 2nαg(φX, W )

]

= 0 (3.4.34)

olup gerekli düzenlemelerden sonra

[
(α− c)

[
a + b(2n− 1)

]( n + 1

2n(2n + 1)

)][
S(φX,W )− 2nαg(φX, W )

]

= 0 (3.4.35)

sonucuna varılır. Sonuç olarak (3.4.35) den M hemen hemen C(α)-manifoldu ya α = c

için α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay formdur ya da S(U, φY ) = 2nαg(U, φY ) için bir

Einstein manifoldudur.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.4.5. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

C̃(ξ,X)C̃ = 0 olması için gerek ve yeter şart M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.
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İspat . Kabul edelim ki C̃(ξ, X)C̃ = 0 olsun. Burada ∀X, Y, U,W,Z ∈ χ(M) için

(C̃(X, Y )C̃)(Z, U,W ) = C̃(X, Y )C̃(Z, U)W − C̃(C̃(X,Y )Z,U)W

− C̃(Z, C̃(X,Y )U)W − C̃(Z,U)C̃(X,Y )W

(3.4.36)

olduğunda bu denklem X = ξ için

(C̃(ξ, Y )C̃)(Z, U,W ) = C̃(ξ, Y )C̃(Z,U)W − C̃(C̃(ξ, Y )Z,U)W

− C̃(Z, C̃(ξ, Y )U)W − C̃(Z, U)C̃(ξ, Y )W

= 0 (3.4.37)

halini alır. (3.4.37) de (2.3.23) kullanıldığında

[bc(n + 1) + α
(
2a + 7bn− b

)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, C̃(Z, U)W )ξ

− η(C̃(Z, U)W )Y − g(Y, Z)C̃(ξ, U)W

+ η(Z)C̃(Y, U)W − g(Y, U)C̃(Z, ξ)W

+ η(U)C̃(Z, Y )W − g(Y,W )C̃(Z,U)ξ

+ η(W )C̃(Z,U)Y
]

= 0 (3.4.38)

bulunur. (3.4.38) de Z = ξ seçtiğimizde ise

[bc(n + 1) + α
(
2a + 7bn− b

)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, C̃(ξ, U)W )ξ

− η(C̃(ξ, U)W )Y − η(Y )C̃(ξ, U)W

+ C̃(Y, U)W + η(U)C̃(ξ, Y )W

− g(Y,W )C̃(ξ, U)ξ + η(W )C̃(ξ, U)Y
]

= 0 (3.4.39)
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elde edilir. (3.4.39) dan (2.3.22) ve (2.3.23) yardımıyla

C̃(Y, U)W =
[bc(n + 1) + α

(
2a + 7bn− b

)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
[− g

(
Y, {g(U,W )ξ − η(W )U})ξ

+ {g(U,W )Y − η(W )η(U)Y }
+ η(Y ){g(U,W )ξ − η(W )U}
− η(U){g(Y,W )ξ − η(W )U}
+ g(Y, W ){η(U)ξ − U}
− η(W ){g(U, Y )ξ − η(Y )U}] (3.4.40)

eşitliğini yazarız. (3.4.40) da gerekli kısaltmalardan sonra

C̃(Y, U)W =
[bc(n + 1) + α

(
2a + 7bn− b

)

2
− r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]]
[
g(U,W )Y − g(Y,W )U

]
(3.4.41)

ifadesi elde edilir. Sonrasında (3.4.41) de (2.3.9) kullanılırsa

aR(Y, U)W =
[− S(U,W )Y + S(Y,W )U − g(U,W )QY + g(Y, W )QU

]

+
[
aα + 2bnα +

bα(3n− 1) + bc(n + 1)

2

]
[
g(U,W )Y − g(Y, W )U

]
(3.4.42)

elde edilir. (3.4.42) de (2.3.25) ve (2.3.26) kullanıldığında

aR(Y, U)W =
[
bα(3n− 1) + bc(n + 1)

][
g(Y, W )U − g(U,W )Y

]

− b(α− c)(n + 1)

2

[
η(U)η(W )Y − η(Y )η(W )U

+ g(U,W )η(Y )ξ − g(Y,W )η(U)ξ
]

+
[
aα + 2bnα +

bα(3n− 1) + bc(n + 1)

2

][
g(U,W )Y − g(Y, W )U

]

= 0 (3.4.43)

bulunur. (3.4.43) denklemi gerekli kısaltmalardan sonra

aR(Y, U)W =
[α

[
2a + b(n + 1)

]− bc(n + 1)

2

][
g(U,W )Y − g(Y,W )U

]

− [b(α− c)(n + 1)

2

][
η(U)η(W )Y − η(Y )η(W )U

− g(U,W )η(Y )ξ − g(Y, W )η(U)ξ
]

(3.4.44)
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halini alır. (3.4.44) de Y yerine φY ve U yerine de φU yazdığımızda ise

R(φY, φU)W =
[α

[
2a + b(n + 1)

]− bc(n + 1)

2a

][
g(φU,W )φY − g(φY, W )φU

]

sonucuna varılır. Böylece M hemen hemen C(α)-manifoldunun sabit kesit eğrilikli reel

bir uzay form olduğu görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Şimdi ise daha önce vermiş olduğumuz teoremlerin bazılarını sağlayan 5-boyutlu bir

hemen hemen C(α)-manifoldu örneği vereceğiz.

Örnek 3.4.1. M = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5} 5-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M

nin her noktasında lineer bağımsız

e1 = e2x5
∂

∂x1

, e2 = e2x5
∂

∂x2

, e3 = e2x5
∂

∂x3

e4 = e2x5
∂

∂x4

, e5 =
∂

∂x5

baz vektörlerini alalım. M üzerinde g Riemann metriğini

g = e−4x5(∂x2
i ) + dz2

ile tanımlayalım. Bu durumda

g(ei, ej) =

{
0, i 6= j

1, i = j

olduğu görülmektedir. Diğer taraftan φ (1, 1)-tipinden tensör alanını, ξ vektör alanını

ve η 1-formunu ∀X ∈ χ(M) için

φe1 = −e3, φe2 = −e4, φe3 = e1, φe4 = e2, φe5 = 0

ξ = e5, η(X) = g(X, e5)

biçiminde alalım.

Burada φ tensör alanı ve g metrik tensörünün lineerlik özeliklerini kullandığımızda

67



∀X, Y ∈ χ(M) için

η(e5) = 1,

φ2X = −X + η(X)e5

ve

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

eşitliklerini sağlayan (φ, ξ, η, g) nin M üzerinde bir hemen hemen kontak metrik yapı

olduğu görülür.

Şimdi de M üzerindeki∇ Levi-Civita konneksiyonunu alalım. (2.2.2) formülü yardımıyla

[
e1, e2

]
=

[
e2x5

∂

∂x1

, e2x5
∂

∂x2

]
= e4x5

[ ∂

∂x1

,
∂

∂x2

]
+ e2x5

( ∂

∂x1

(e2x5)
) ∂

∂x2

− e2x5
( ∂

∂x2

(e2x5)
) ∂

∂x1

= 0

bulunur. Benzer şekilde

[
e1, e3

]
=

[
e1, e4

]
=

[
e2, e3

]
=

[
e2, e4

]
=

[
e3, e4

]
= 0

ve

[
e1, e5

]
= −2e1,

[
e2, e5

]
= −2e2,

[
e3, e5

]
= −2e3,

[
e4, e5

]
= −2e4,

değerleri hesaplanır. Diğer taraftan

∇e1e2 = ∇e1e3 = ∇e1e4 = ∇e2e1 = ∇e2e3 = ∇e2e4 = 0,

∇e3e1 = ∇e3e2 = ∇e3e4 = ∇e4e1 = ∇e4e2 = ∇e4e3 = 0,

∇e5e1 = ∇e5e2 = ∇e5e3 = ∇e5e4 = ∇e5e5 = 0,

∇e1e1 = ∇e2e2 = ∇e3e3 = ∇e4e4 = 2e5
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ve

∇e1e5 = −2e1, ∇e2e5 = −2e2, ∇e3e5 = −2e3, ∇e4e5 = −2e4

olarak hesaplanır. Buradan manifoldun Riemann eğriliklerini ise

R(e1, e2)e2 = R(e1, e3)e3 = R(e1, e4)e4 = R(e1, e5)e5 = −4e1,

R(e2, e1)e1 = R(e2, e3)e3 = R(e2, e4)e4 = R(e2, e5)e5 = −4e2,

R(e3, e1)e1 = R(e3, e2)e2 = R(e3, e4)e4 = R(e3, e5)e5 = −4e3,

R(e4, e1)e1 = R(e4, e2)e2 = R(e4, e3)e3 = R(e4, e5)e5 = −4e4,

R(e5, e1)e1 = R(e5, e2)e2 = R(e5, e3)e3 = R(e5, e4)e4 = −4e5

olacak şekilde hesaplarız. Ayrıca 1 ≤ i, j, k ≤ 5 ve i 6= k 6= j için

R(ei, ej)ek = 0

olarak hesaplanır. Burada yukarıda hesapladığımız eğrilikler (2.3.5) eşitliğinde yerine

yazıldığında α = −4 olduğu görülür. Bu da bize söyler ki M 5-boyutlu bir hemen

hemen C(−4) manifoldudur.

Diğer taraftan (2.2.15) eşitliği yardımıyla manifoldun c = −4 sabit kesit eğrilikli bir

reel uzay form olduğu görülür.
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4. Hemen Hemen C(α)-Manifoldların Simetriklik Durumları

Simetrik manifoldlar diferansiyel geometrinin popüler konularından biridir. Çünkü

manifoldların üzerindeki simetriklik durumları, o manifold üzerinde çalışma yapan

geometricilerin işlerini oldukça kolaylaştırmaktadır. Bu bölümde bir hemen hemen

C(α)-manifoldunun lokal φ-simetrik, lokal simetrik, η-paralel ve quasi-konformal flat

olma durumları incelenmiştir. Bölüm sonunda ise 3-boyutlu özel bir C(α)-manifoldu

örneği inşa edilmiştir.

4.1 Lokal φ-Simetrik Hemen Hemen C(α)-Manifoldları

Bu kısımda öncelikle lokal φ-simetriklik kavramı tanıtılarak daha sonra bir hemen

hemen C(α)- manifoldunun lokal φ-simetrik olması durumunda ortaya çıkan sonuçlara

yer verilmiştir.

Tanım 4.1.1. Bir M kontak metrik manifoldunda ∀X, Y, Z, W ∈ χ(M) olmak üzere

φ2
(
(∇W R)(X, Y, Z)

)
= 0

eşitliği sağlanıyorsa bu durumda M ye lokal φ-simetriktir denir (Takahashi, 1977).

Teorem 4.1.1. M , (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere M

nin lokal φ-simetrik olması için gerek ve yeter şart α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu lokal φ-simetrik olsun. O

zaman her X,Y,W,Z ∈ χ(M) için

φ2((∇XR)(Y, W,Z)) = 0 (4.1.1)

olduğunu biliyoruz. (4.1.1) denkleminden

− ∇XR(Y, W )Z + R(∇XY, W )Z + R(Y,∇XW )Z + R(Y,W )∇XZ

+ η(∇XR(Y, W )Z)ξ − η(R(∇XY, W )Z)ξ − η(R(Y,∇XW )Z)ξ

− η(R(Y, W )∇XZ)ξ

= 0 (4.1.2)



bulunur. (4.1.2) de (2.3.6) yardımıyla

− c + 3α

4

[
g(W,Z)∇XY + Y g(∇XW,Z) + Y g(W,∇XZ)

− g(Y, Z)∇XW −Wg(∇XY, Z)−Wg(∇XZ, Y )
]

− c− α

4

[
g(Y, φZ)∇XφW + g(∇XY, φZ)φW + g(Y,∇XφZ)φW

− g(W,φZ)∇XφY − g(∇XW,φZ)φY − g(W,∇XφZ)φY

+ 2g(Y, φW )∇XφZ + 2g(∇XY, φW )φZ + 2g(Y,∇XφW )φZ

+ η(Y )ηZ∇XW + η(Y )Wη(∇XZ) + η(Y )Wg(Z,∇Xξ)

+ η(Z)Wη(∇XY ) + η(Z)Wg(Y,∇Xξ)− η(W )η(Z)∇XY

− η(W )Y η(∇XZ)− η(W )Y g(Z,∇Xξ)− η(Z)Y η(∇XW )

− η(Z)Y g(W,∇Xξ) + g(∇XY, Z)η(W )ξ + g(Y,∇XZ)η(W )ξ

+ η(∇XW )g(Y, Z)ξ + g(W,∇Xξ)g(Y, Z)ξ + g(Y, Z)η(W )∇Xξ

− g(∇XW,Z)η(Y )ξ − g(W,∇XZ)η(Y )ξ − η(∇XY )g(W,Z)ξ

− g(Y,∇Xξ)g(W,Z)ξ − g(W,Z)η(Y )∇Xξ
]

+
c + 3α

4

[
g(W,Z)∇XY − g(∇XY, Z)W + g(∇XW )Y

− g(Y, Z)∇XW + g(W,∇XZ)Y − g(Y,∇XZ)W
]

+
c− α

4

[
g(∇XY, φZ)φW − g(W,φZ)φ∇XY + 2g(∇XY, φW )φZ

+ η(∇XY η(Z)W − η(W )η(Z)∇XY ) + g(∇XY, Z)η(W )ξ

− g(W,Z)η(∇XY )ξ + g(Y, φZ)φ∇XW − g(∇XW,φZ)φY

+ 2g(Y, φ∇XW )φZ + η(Y )η(Z)∇XW − η(∇XW )η(Z)Y

+ g(Y, Z)η(∇XW )ξ − g(∇XW,Z)η(Y )ξ + g(Y, φ∇XZ)φW

− g(W,φ∇XZ)φY + 2g(Y, φW )φ∇XZ + η(Y )η(∇XZ)W

− η(W )η(∇XZ)Y + g(Y,∇XZ)η(W )ξ − g(W,∇XZ)η(Y )ξ
]

+
c + 3α

4

[
g(W,Z)η(∇XY )ξ + g(∇XW,Z)η(Y )ξ + g(W,∇XZ)η(Y )ξ

− g(Y, Z)η(∇XW )ξ − g(∇XY, Z)η(W )ξ − g(Y,∇XZ)η(W )ξ
]
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+
c− α

4

[
g(Y, φZ)η(∇XφW )ξ − g(W,φZ)η(∇XφY )ξ + 2g(Y, φW )η(∇XφZ)ξ

+ η(Y )η(Z)η(∇XW )ξ + η(Y )η(W )η(∇XZ)ξ + η(Y )η(W )g(Z,∇Xξ)ξ

+ η(Z)η(W )η(∇XY )ξ + η(Z)η(W )g(Y,∇Xξ)ξ − η(Z)η(W )η(∇XY )ξ

− η(W )η(Y )η(∇XZ)ξ − η(W )η(Y )g(Z,∇Xξ)ξ − η(Z)η(Y )η(∇XW )ξ

− η(Z)η(Y )g(W,∇Xξ)ξ + g(∇XY, Z)η(W )ξ + g(Y,∇XZ)η(W )ξ

+ η(∇XW )g(Y, Z)ξ + g(W,∇Xξ)g(Y, Z)ξ + g(Y, Z)η(W )η(∇Xξ)ξ

− g(∇XW,Z)η(Y )ξ − g(W,∇XZ)η(Y )ξ − η(∇XY )g(W,Z)ξ

− g(Y,∇Xξ)g(W,Z)ξ − g(W,Z)η(Y )η(∇Xξ)ξ
]

− c + 3α

4

[
g(W,Z)η(∇XY )ξ − g(∇XY, Z)η(W )ξ + g(∇X,W , Z)η(Y )ξ

− g(Y, Z)η(∇XW )ξ + g(W,∇XZ)η(Y )ξ − g(Y,∇XZ)η(W )ξ
]

− c− α

4

[
g(∇XY, Z)η(W )ξ − g(W,Z)η(∇XY )ξ + g(Y, Z)η(∇XW )ξ

− g(∇XW,Z)η(Y )ξ − g(Y,∇XZ)η(W )ξ − g(W,∇XZ)η(Y )ξ
]

= 0

eşitliği bulunur. Bu denklem gerekli kısaltmalardan sonra

c− α

4

[− g(Y, φZ)∇XφW − g(Y,∇XφZ)φW + g(W,φZ)∇XφY

+ g(W,∇XφZ)φY − 2g(Y, φW )∇XφZ − 2g(Y,∇XφW )φZ

− η(Y )Wg(Z,∇Xξ)− η(Z)Wg(Y,∇Xξ) + η(W )Y g(Z,∇Xξ)

+ η(Z)Y g(W,∇Xξ)− η(∇XW )g(Y, Z)ξ − g(Y, Z)η(W )∇Xξ

+ g(W,Z)η(Y )∇Xξ − g(W,φZ)φ∇XY + g(Y, φZ)φ∇XW

+ 2g(Y, φ∇XW )φZ + g(Y, Z)η(∇XW )ξ + g(Y, φ∇XZ)φW

− g(W,φ∇XZ)φY + 2g(Y, φW )φ∇XZ + g(Y, φZ)η(∇XφW )ξ

− g(W,φZ)η(∇XφY )ξ + 2g(Y, φW )η(∇XφZ)ξ + η(Z)g((Y,∇Xξ)ξ)

− η(Y )η(Z)g(W,∇Xξ)ξ
]

= 0 (4.1.3)
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halini alır. (4.1.3) eşitliğinin her iki tarafına U ∈ χ(M) uygulayıp sonrasında Z = ξ

seçtiğimizde

[c− α

4

][− g(U,W )g(Y,∇Xξ) + g(Y, U)g(W,∇Xξ)

− g(φY,∇Xξ)g(φW,U) + g(φW,∇Xξ)g(φY, U)

− 2g(Y, φW )g(∇Xξ, φU) + η(W )η(U)g(Y,∇Xξ)

− η(Y )η(U)g(W,∇Xξ)
]

= 0 (4.1.4)

bulunur. Burada (2.3.6) kullanıldığında (4.1.4) eşitliği

g(∇Xξ, R(Y,W )U − α{g(W,U)Y − g(Y, U)W}) = 0 (4.1.5)

olarak yazılır. Böylece lokal φ-simetrik bir hemen hemen C(α)-manifoldunun α-sabit

kesit eğrilikli reel bir uzay form olduğu görülür.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Şimdi (4.1.5) eşitliğinden aşağıdaki sonuçları verebiliriz.

Sonuç 4.1.1. Lokal φ-simetrik her α-Kenmotsu manifoldu α-sabit kesit eğrilikli uzay

formdur.

Sonuç 4.1.2. Lokal φ-simetrik her α-Sasakian manifoldu α-sabit kesit eğrilikli uzay

formdur.

Sonuç 4.1.3. Her cosymplectic manifold lokal φ-simetriktir.

4.2 Lokal Simetrik Hemen Hemen C(α)-Manifoldları

Bu kısımda ise lokal φ- simetrikliğin daha genel durumu olan lokal simetriklik ele

alınacaktır. Bir hemen hemen C(α)-manifoldunun lokal simetrik olması durumunda

ortaya çıkan sonuçlar incelenmiştir.

Tanım 4.2.1. Bir M kontak metrik manifoldunda ∀X, Y, Z, W ∈ χ(M) olmak üzere

(∇W R)(X, Y, Z) = 0

eşitliği sağlanıyorsa M ye lokal simetriktir denir (Takahashi, 1977).
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Teorem 4.2.1. M , (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere M

nin lokal simetrik olması için gerek ve yeter şart α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay

form olmasıdır.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu lokal simetrik olsun. O

zaman her X,Y,W,Z ∈ χ(M) için

(∇XR)(Y, W )Z = 0 (4.2.1)

olduğunu biliyoruz. Burada (4.2.1) den

∇XR(Y, W )Z −R(∇XY,W )Z −R(Y,∇XW )Z −R(Y, W )∇XZ = 0 (4.2.2)

elde edilir. Bu eşitlik (2.3.6) yardımıyla

c + 3α

4

[
g(∇XW,Z)Y + g(W,∇XZ)Y + g(W,Z)∇XY

− g(∇XY, Z)W − g(Y,∇XZ)W − g(Y, Z)∇XW
]

+
c− α

4

[
g(∇XY, φZ)φW + g(Y,∇XφZ)φW + g(Y, φZ)∇XφW

− g(∇XW,φZ)φY − g(W,∇XφZ)φY − g(W,φZ)∇XφY

+ 2g(∇XY, φW )φZ + 2g(Y,∇XφW )φZ + 2g(Y, φW )∇XφZ

+ g(∇XY, ξ)η(Z)W + g(Y,∇Xξ)η(Z)W + g(∇XZ, ξ)η(Y )W

+ g(Z,∇Xξ)η(Y )W + g(Z, ξ)η(Y )∇XW − g(∇XW, ξ)η(Z)Y

− g(W,∇Xξ)η(Z)Y − g(∇XZ, ξ)η(W )Y − g(Z,∇Xξ)η(W )Y

− g(Z, ξ)η(W )∇XY + g(∇XY, Z)η(W )ξ + g(Y,∇XZ)η(W )ξ

+ g(∇XW, ξ)g(Y, Z)ξ + g(W,∇Xξ)g(Y, Z)ξ + g(Y, Z)η(W )∇Xξ

− g(∇XW,Z)η(Y )ξ − g(W,∇XZ)η(Y )ξ − g(∇XY, ξ)g(W,Z)ξ

− g(Y,∇Xξ)g(W,Z)ξ − g(W,Z)η(Y )∇Xξ
]

− c + 3α

4

[
g(W,Z)∇XY − g(∇XY, Z)W

]

− c− α

4

[
g(∇XY, φZ)φW − g(W,φZ)φ∇XY + 2g(∇XY, φW )φZ

+ η(∇XY )η(Z)W − η(W )η(Z)∇XY + g(∇XY, Z)η(W )ξ

− g(W,Z)η(∇XY )ξ
]
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− c + 3α

4

[
g(∇XW,Z)Y − g(Y, Z)∇XW

]

− c− α

4

[
g(Y, φZ)φ∇XW − g(∇XW,φZ)φY + 2g(Y, φ∇XW )φZ

+ η(Y )η(Z)∇XW − η(∇XW )η(Z)Y + g(Y, Z)η(∇XW )ξ

− g(∇XW,Z)η(Y )ξ
]

− c + 3α

4

[
g(W,∇XZ)Y − g(Y,∇XZ)W

]

− c− α

4

[
g(Y, φ∇XZ)φW − g(W,φ∇XZφY + 2g(Y, φW )φ∇XZ

+ η(Y )η(∇XZ)W − η(W )η(∇XZ)Y + g(Y,∇XZ)η(W )ξ

− g(W,∇XZ)η(Y )ξ
]

= 0 (4.2.3)

halini alır. (4.2.3) de gerekli kısaltmalar yapıldığında ise

c− α

4

[
g(Y, φZ)η(∇XφW )− g(W,φZ)η(∇XφY )

+ 2g(Y, φW )η(∇XφZ) + g(Y,∇Xξ)η(Z)η(W )

− g(W,∇Xξ)η(Y )η(Z) + g(W,∇Xξ)g(Y, Z)

− g(Y,∇Xξ)g(W,Z)
]

= 0 (4.2.4)

eşitliği elde edilir. (4.2.4) denklemi η(∇XφW ) = −g(∇Xξ, φW ) bağıntısı yardımıyla

c− α

4

[
g(∇X , g(Y, φZ)φW − g(W,φZ)φY

+ 2g(Y, φW )φZ + g(W,Z)Y − η(W )η(Z)Y

− g(Y, Z)W + η(Y )η(Z)W )
]

= 0 (4.2.5)

biçiminde yazabiliriz. Burada (4.2.5) de (2.3.6) kullanıldığında

g(∇Xξ, R(Y,W )Z − α{g(W,Z)Y − g(Y, Z)W}) = 0 (4.2.6)

sonucuna ulaşılır.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Bu teoremden aşağıdaki sonuçları yazarız.

Sonuç 4.2.1. Lokal simetrik her α-Kenmotsu manifoldu α-sabit kesit eğrilikli uzay

formdur.
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Sonuç 4.2.2. Lokal simetrik her α-Sasakian manifoldu α-sabit kesit eğrilikli uzay

formdur.

Sonuç 4.2.3. Her cosymplectic manifold lokal simetriktir.

4.3 η-Paralel Hemen Hemen C(α)-Manifoldları

Bu kısımda ise bir hemen hemen C(α)-manifoldunun η-paralel olma durumu incelenmiştir.

Tanım 4.3.1. Bir M kontak metrik manifoldunun Ricci tensörü S olmak üzere ∀X, Y, Z ∈
χ(M) için

(∇XS)(φY, φZ) = 0

şartı sağlanıyorsa bu durumda M ye η-paraleldir denir (Kon, 1976).

Teorem 4.3.1. Her (2n+1)-boyutlu M hemen hemen C(α)-manifoldu daima η-paraleldir.

İspat . Kabul edelim ki M (2n + 1)-boyutlu hemen hemen C(α)-manifoldu η-paralel

olsun. O zaman

(∇XS)(φY, φZ) = 0 (4.3.1)

olduğunu biliyoruz. Burada S nin kovaryant türevinden

(∇XS)(φY, φZ) = ∇XS(φY, φZ)− S(∇XφY, φZ)

− S(φY,∇XφZ) (4.3.2)

bulunur. Ayrıca (2.3.25) denkleminden

S(φY, φZ) =
(α(3n− 1) + c(n + 1)

2

)
g(φY, φZ) (4.3.3)

eşitliği yazılır. (4.3.3) denklemi, (4.3.2) de kullanıldığında ise

(∇XS)(φY, φZ) =
(α(3n− 1) + c(n + 1)

2

)[∇Xg(φY, φZ)

− g(∇XφY, φZ)− g(φY,∇XφZ)
]

= 0 (4.3.4)

dir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.
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4.4 Quasi-Konformal Flat Hemen Hemen C(α)-Manifoldları

Son olarak bu kısımda bir hemen hemen C(α)-manifoldunun quasi-konformal flat

olması durumunda ortaya çıkan sonuçlar incelenmiştir.

Teorem 4.4.1. M , (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen C(α)-manifoldu olmak üzere

M nin quasi-konformal flat olması için gerek ve yeter şart ya konformal flattır ya da

α-sabit kesit eğrilikli reel bir uzay formdur.

İspat . Kabul edelim ki M hemen hemen C(α)-manifoldu quasi-konformal flat olsun.

Bu durumda ∀X,Y, Z ∈ χ(M) için

C̃(X, Y )Z = 0 (4.4.1)

olduğunu biliyoruz. (4.4.1) de (2.3.9) kullanıldığında

aR(X, Y )Z =
[ r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

]

− b
[
S(Y, Z)X − S(X, Z)Y

+ g(Y, Z)QX − g(X, Z)QY
]

(4.4.2)

eşitliği bulunur. Bu denklemde Z = ξ seçtiğimizde

aR(X, Y )ξ =
[ r

2n + 1

[ a

2n
+ 2b

]][
η(Y )X − η(X)Y

]

− b
[
S(Y, ξ)X − S(X, ξ)Y

+ η(Y )QX − η(X)QY
]

(4.4.3)

bulunur. (4.4.3) denklemi (2.3.28) yardımıyla

aR(X, Y )ξ =
[ r(a + 4bn)

2n(2n + 1)
− 2bnα

][
η(Y )X − η(X)Y

]

− b
[
η(Y )QX − η(X)QY

]
(4.4.4)

şeklinde yazılır. (4.4.4) de (2.3.14) ve (2.3.26) kullanılırsa

aα =
r(a + 4bn)

2n(2n + 1)
− bα(3n− 1) + bc(n + 1)

2
− 2bnα (4.4.5)

sonucu bulunur. Son olarak (4.4.5) de (2.3.27) kullanıldığında ise

(α− c)
[
a + b(2n− 1)

]
= 0 (4.4.6)
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elde edilir.

Burada α − c = 0 ve a + b(2n − 1) 6= 0 alırsak, M nin α-sabit kesit eğrilikli reel bir

uzay form olduğu görülür. Diğer yandan eğer a + b(2n − 1) = 0 ve α − c 6= 0 ise o

zaman da M manifoldu konformal flat olur.

İspatın tersi açıktır. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Şimdi ise daha önce verdiğimiz teoremlerden bazılarını sağlayan bir örnek vereceğiz.

Örnek 4.4.1. M = {(x, y, z) ∈ R3 : x 6= 0} 3-boyutlu manifoldunu göz önüne alalım.

Burada (x, y, z), R3 de standart koordinatlardır. M nin her bir noktasında lineer

bağımsız vektör alanlarını ise

e1 = x
∂

∂x
, e2 = −x

∂

∂y
, e3 = x

∂

∂z
,

olacak şekilde seçelim. Ayrıca g Riemann metriğini ise

g(e1, e2) = g(e2, e3) = g(e3, e1) = 0,

g(e1, e1) = g(e2, e2) = g(e3, e3) = 1.

şeklinde tanımlayalım.

M üzerinde her bir X vektör alanı için η 1-formu η(X) = g(X, ξ) şeklindedir. (1, 1)-tipinden

tensör alanı φ ise φ(e2) = −e3, φ(e1) = 0 şeklinde tanımlansın. Burada ∀X, Y ∈ χ(M)

için ve φ tensörünün lineerliğinden

η(e1) = 1, φ2X = −X + η(X)e1,

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

eşitlikleri sağlanır. Böylece e1 = ξ olmak üzere, (M, φ, ξ, η, g) beşlisi bir hemen hemen

kontak metrik manifoldudur. Burada (2.2.2) formülü yardımıyla

[e1, e2] = −x2[
∂

∂x
,

∂

∂y
] + x(

∂

∂x
(−x))

∂

∂y
+ x(

∂

∂y
(x))

∂

∂x

= −x
∂

∂y
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olarak hesaplanır. Benzer şekilde [e1, e3] ve [e2, e3] değerleri de hesaplandığında

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = e3, [e2, e3] = 0

eşitlikleri bulunur. ∇, g metriğine göre Levi-civita konneksiyonu olmak üzere Kozsul

formülü yardımıyla

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = 0,

∇e2e1 = −e2, ∇e2e2 = e1, ∇e2e3 = 0,

∇e3e1 = −e3, ∇e3e2 = e1, ∇e3e3 = e1

değerleri hesaplanır. Daha sonra bu sonuçları kullanarak Riemann eğriliklerini ise

R(e1, e2, e3) = 0, R(e2, e1, e3) = 0, R(e3, e1, e2) = 0,

R(e1, e3, e2) = 0, R(e2, e1, e3) = 0, R(e3, e2, e1) = 0,

R(e1, e2, e2) = −e1, R(e2, e1, e1) = −e2, R(e3, e1, e1) = −e3,

R(e1, e3, e3) = −e1, R(e2, e3, e3) = −e2, R(e3, e2, e2) = −e3.

olarak hesaplarız. Bu sonuçlara göre manifoldun Riemann eğrilik tensörü R, (2.3.5)

eşitliğini sağlar. Böylece manifold c = −1 kesit eğriliklidir. Buradan da

R(X, Y )Z = g(X, Z)Y − g(Y, Z)X

olur. Sonuç olarak M manifoldu bir hemen hemen C(−1)-manifoldudur. Buradan

da söyleyebiliriz ki M manifoldu, concircular semi-simetrik, lokal φ-simetrik ve lokal

simetriktir. Dolayısıyla örneğimiz Teorem 3.1.3, Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 i sağlar.

Ayrıca 3-boyutlu M manifoldunun S Ricci tensörü ise

S(X, Y ) =
3∑

i=1

g(R(ei, X)Y, ei). (4.4.7)
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şeklinde tanımlıdır. Şimdi (4.4.7) denkleminde yukarıdaki eğrilikler kullanıldığında

S(e1, e1) = S(e2, e2) = S(e3, e3) = −2,

S(e1, e2) = S(e1, e3) = S(e2, e3) = 0

sonuçlarını elde ederiz. Buradan da manifoldun skaler eğriliğini r = −6 olarak hesaplarız.

Ayrıca manifoldun Ricci tensörü ise

S(X, Y ) = −2g(X, Y )

olarak hesaplanır. Buradan da M nin bir Einstein manifoldu olduğu görülür. Böylece

Teorem 3.1.4 gereği M manifoldu Ricci semi-simetriktir.
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5. SONUÇ VE TARTIŞMA

Çalışmadan elde edilen sonuçların yazıldığı makaleler ulusal ve uluslararası hakemli

dergilere gönderildi. Bunlardan bazıları yayınlandı, bazıları yayınlanmak üzere kabul

aldı, bazılarının ise hakem süreci devam etmektedir. Bu çalışmamız ile literatüre

Türkçe özgün bir kaynak sunulacaktır. Ayrıca çalışmamızın, kapsamı geniş olan bu

konuda çalışma yapacak araştırmacılara bir ışık tutacağı ve bu alandaki yeniliklere

katkıda bulunacağı kanısındayız.
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