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OZET
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KESIRLI BASAMAKTAN DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN

GENELLESTIRILMIiS BASLANGIC ZAMAN FARKLI MONOTON ITERATIF
TEKNIK
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TEZ DANISMANI:DOC. DR. ALI YAKAR

Bu tez c¢alismasinda, ilk olarak kesirli analizin tarihsel ge¢misi, bazi temel
fonksiyonlar1, klasik analize sagladigi ustiinlikkler ile birlikte Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev ve integralleri tanimlanip bu yaklagimlar
arasindaki gecislerden bahsedildi. Ayrica farkli tiirden kesirli basamaktan tiirev ve
integral tanimlar1 hakkinda bazi temel tanim, teorem ve sonuglar iizerinde duruldu. Alt
ve Ust ¢coziimler teknigi yardimiyla baslangic zaman farkli verilen eslenmis alt ve tist
coziimler i¢in karsilastirma ve varlik teoremleri ispatlandi. Genellestirilmis monoton
iteratif teknikte ise diferensiyel denklemler teorisinde alt ve iist ¢oziimler metodu
yardimiyla ¢esitli bicimlerdeki eslenmis alt ve iist ¢dzlimler i¢in verilen baglangic deger
probleminin maksimal ve minimal (ekstremal) ¢dziimlerine diizgiin ve monoton olarak
yakinsayan monoton fonksiyon dizileri elde edilmektedir. Esas olarak bu ¢aligmada alt
ve ust ¢oziimii baslangic zaman farkli secilen lineer olmayan kesirli basamaktan
diferensiyel denklem i¢in genellestirilmis monoton iteratif teknik uygulanmis ve
literatiirdeki bu konuyla iligkili baz1 ¢aligmalar genellestirilmistir.
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ABSTRACT

MASTER THESIS

GENERALIZED MONOTONE ITERETATIVE TECHNIQUE WITH INITIAL
TIME DIFFERENCE FOR FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL
EQUATIONS

HADIi KUTLAY
GAZIOSMANPASA UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
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SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. ALI YAKAR

In this thesis, we first give a brief historical information of fractional calculus as well as
fundemantal functions and comparisons of advantages to the calculus with classical
integer order derivatives. In addition, we introduce some popular definitions of
fractional calculus such as Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo and
demonstrate the relations between these concepts. Some basic theorems related to
various types of fractional derivatives and integrals are discussed. Comparison and
existence results are proved by using the technique of lower and upper solutions in
terms of given initial time different coupled lower and upper solutions. Then, in main
section, the generalized monotone iterative technique, which offers monotone sequences
that converge uniformly and monotonically to the extremal solutions of the given
nonlinear problem are employed for fractional differential equations by choosing
coupled upper and lower solutions with initial time differences. The obtained results
naturally include some published results related to this topic as special cases.
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlari, tamsayr mertebeli tlirev ve n-
katli integralleri genellestiren kavramlardir ve teoride ¢ok eskiden beri bilinmesine
karsin fizik, kimya ve miihendislik gibi bilimlerdeki uygulamalariyla son yillarda
siklikla karsimiza ¢ikmaktadir. Kesirli basamaktan diferensiyel denklemler ise
uygulamali matematigin 6nemli bir ¢alisma alanidir. Kesirli analizin ve bu baglamda
kesirli basamaktan tiirev kavraminin yaygin olarak kullanilmasinin en 6nemli nedeni
fen bilimleri ve mihendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikan problemlerin
modellenmesinde kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin adi tiirevli veya tam say1
mertebeli diferensiyel denklemlere nazaran daha iyi sonuglar vermesidir. Gliniimiizde
kesirli tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin

matematiksel modellemelerinde, akigskanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik

kimya gibi diger bir¢ok disiplinde kullanilmaktadir [1— 9] .

Monoton iteratif teknikte ise alt ve list ¢6ziim metodu ile birlikte, verilen lineer

olmayan problemin ekstremal ¢oziimlerine diizgiin ve monoton olarak yakinsayan
monoton fonksiyon dizileri teskil edilir [13]. Bu dizilerin her bir iiyesi lineer

diferensiyel denklemlerin ¢ozlimleri olmas1 bakimindan da ¢ok onemlidir. Ayrica bazi
Ozel sartlar altinda benzer tekniklerden biri olan kuasilineerizasyon metodu yardimiyla

da verilen linecer olmayan problemin tek ¢oziimiine diizgliin ve kuadratik olarak

yakinsayan monoton diziler teskil edilebilir [14 —16] .
Simdi asagida verilen kesirli mertebeden baslangic deger problemini ele alalim.

Dx(t)=F(t,x), x(t)(t-t,)"

=x°. (1.1)

t=t,
Burada F eC[[t,,t,+T]x[,0 ]ve 0<q<lolmak iizere DY, g. mertebeden Riemann-
Liouville (R-L) kesirli tiirev operatoriinii gostermektedir.

Monoton iteratif tekniginin farkli tiplerdeki kesirli mertebeden diferensiyel

denklemlere uygulanmasi konusu ise daha yenidir. Literatiirde, (1.1) denklemine ait alt



ve Ust ¢ozlimleri baglangi¢ zaman farkli segilen kesirli basamaktan diferensiyel denklem

icin monoton iteratif teknik ¢aligilmistir [22] :

(1.1) probleminin sag tarafinda verilen F (t, X) fonksiyonunu f (t, X)+ g (t, X)

seklinde iki fonksiyonun toplami olarak alalim. Bu durumda problem asagidaki bigimde
yazilir.

=x° (1.2)

t=t,

Dx(t)=f (t,x)+g(tx), x(t)(t-t)"

burada f,g e C[[t,t, +T]x0,0 .

Bu tez calismasinda (1.2) tipindeki lineer olmayan Kkesirli mertebeden
diferensiyel denklem igin baslangic zaman farkli eslenmis alt ve iist ¢Oziimler

verildiginde genellestirilmis monoton iteratif teknigin uygulanabilirligini inceleyecegiz.

Genellestirilmis monoton iteratif teknik diferensiyel denklemler teorisinde alt ve
tist ¢oziimler metodu ile birlikte etkili bir yontem olarak kendini gosterir. Bu yontem
yardimiyla tez calismamizda baslangic zaman farkli secilen c¢esitli big¢imlerdeki
eslenmis alt ve ist ¢oziimler igin verilen kesirli basamaktan diferensiyel denklemin
maksimal ve minimal (ekstremal) ¢6ziimlerine diizgiin ve monoton yakinsayan monoton

fonksiyon dizilerinin elde edilmesi bakimindan énemlidir. Bunun i¢in dncelikle gerekli

olan varlik teoremi ve karsilastirma teoremlerinin ispatina ihtiyag¢ duyacagiz [l 1,12] :

Tez bes ana boliimden meydana gelmistir.

Ikinci boliimde kesirli analizin tarihsel ge¢misi, bazi temel fonksiyonlari, klasik
analize sagladig ustiinliikler ile birlikte Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve
Caputo kesirli tiirev ve integralleri tanimlanip bu yaklagimlar arasindaki gecislerden
bahsedilmistir. Ayrica farkli tiirden kesirli basamaktan tiirev ve integral tanimlari

hakkinda bazi temel tanim, teorem ve sonuglar {izerinde durulmustur.

Ugiincii boliimde sirasiyla iist ve alt ¢oziimii farkli tipten segilen baslangi¢ zaman
farkli kesirli basamaktan diferensiyel denklemler igin gerekli olan karsilastirma ve

varlik teoremleri ifade ve ispat edilmistir.



Dordiincti boliimde tezin ana konusu olan iist ve alt ¢oziimii baslangic zaman
farkli se¢ilen (1.2) de verilen lineer olmayan kesirli basamaktan diferensiyel denklem

i¢in genellestirilmis monoton iteratif teknik uygulanmis ve yeni sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde ¢alismanin sonuglar1 degerlendirilmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Bu boliimde kesirli analizin tarihsel ge¢misi, bazi temel fonksiyonlari, klasik
analize sagladig1 Ustiinliikler ile birlikte Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve
Caputo kesirli tiirev ve integralleri tanimlanip bu yaklasimlar arasindaki gecisler
tizerinde durulacaktir. Ayrica farkl tiirden kesirli basamaktan tiirev ve integral tanimlari
hakkinda yeri geldigince kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve sonuglar tizerinde

durulacaktir.

2.1. Kesirli Analiz

Kesirli analiz, klasik analizin tamsay1 mertebeli tiirev ve integral kavramlarinin
rasyonel, reel ya da kompleks mertebeye bir geniglemesi olarak tanimlanir. Son yiizyil
boyunca kesirli analiz matematik, fizik, biyoloji ve miihendislik alanlarinda oldukca
genis uygulama alani bulmustur. Bunun temel sebebi, viskoelastiklik ve soniim, kaos,
yayilim ve dalga hareketleri, filtreleme ve tersinemezlik, kontrolor tasarimi gibi pek ¢cok
olgunun kesirli analiz kullanilarak daha ger¢ege uygun modellenebilmesi ve

aciklanabilmesidir.

Kesirli analizin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi tek
bir tiirev taniminin olmayisidir. Kesirli analizdeki birden fazla tiirev taniminin varlig
problemin tiirine en uygun olaninin kullanilmasi ve boylece problemin en iyi
¢oziimiiniin elde edilmesi firsatin1 verir. Baslicalar1 Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz ve Marchaud kesirli tiirevleridir. Birbirleri arasinda
gecisler olmasina ragmen tanimlar1 ve tanimlarinin fiziksel yorumlar1 agisindan farklilik

gosterirler.

2.2. Kesirli Analizin Tarihsel Ge¢cmisi

Kesirli mertebeden tiirev kavraminin baglangici olarak XVII. yy kabul edilir.

n

1695 yilinda L’Hospital, tiirev i¢in notasyonunun mucidi olan Leibniz’e bir



d"y

n

mektup yazar ve n= % icin fonksiyonun tiirevinin nasil ifade edilecegini sorar.

e X
- . X X .
Leibniz bu soruya ¢ok énemli sonuglar ortaya ¢ikaran ° d 7" 2,|— ’ cevabin1 verir. Bu
dx 2 V4

tarihten itibaren Leibniz’in yani sira Liouville, Riemann, Fourier, Laplace, Lagrange,
Euler, Abel, Lacroix, Caputo, Griinwald ve Letnikov gibi tinlii bircok matematik¢i de
bu konu iizerine ¢alismiglardir. Esasinda keyfi mertebeli diferensiyel ve integrasyon
kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve N—Xkatli integralleri birlestiren ve genellestiren

kavramlardir.

[lk zamanlar kesirli analiz icin yapilan tammlarin bazen ¢elismesi ve
tamamlanmamis olmasi1 kesirli analizin miihendislik uygulamalarinda daha yaygin
kullanilmasima engel olmustur. Bu durum, 19.yy’in ortalarina kadar devam etmistir.
Liouville (1834), Riemann (1847), Griinwald (1867) ve Letnikov (1868)’un kesirli
analiz ile ilgili ortaya koyduklar1 kesirli tiirev ve integral tanimlar1 teorinin gelisimine
hiz kazandirmistir. Ancak yine de bu tanimlarin kabulii ve uygulama problemlerinde

kullanilmalar1 zaman almistir.

2.3. Kesirli Analizin Baz1 Temel Fonksiyonlari
Kesirli hesabin tanimlar1 ve kullanimini anlamak i¢in bazi matematik tanimlarini
iyl bilmek gerekmektedir. Bunlar Oncelikle Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu ve

Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Tamm 2.3.1. (Gamma fonksiyonu) zell, Re(z) > 0olmak tizere I" notasyonu ile

gosterilen ve kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsak olan
I(z)=[e 't dt (2.1)
0

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Dikkat edilirse Gamma

fonksiyonu, faktoriyel fonksiyonunun reel ve kompleks sayilara genislemesi olan bir

fonksiyondur ve z €[], Re(z)>0 olmak iizere asagidaki dzelliklere sahiptir:

(i) T(z+1)=zI(z2);



(i) r(1)=% T(2)=L r3)=2 .., C(n+l)=nr(n)=n;
(iii) T(0)=c, T(x)=0;

(iv) F(%j=\/;;

sin(zz)

(v) I'(z)I(1-z)=

Gamma fonksiyonunun tanim kiimesi sifir ve negatif tamsayilar disinda kalan

tiim reel sayilardir.

Tamm 2.3.2. (Beta fonksiyonu) z,we(] ve Re(z),Re(w)> 0 olmak iizere
1
B(zw)= [t (1-1)" dt (22)

0

ile taniml1 fonksiyona Beta fonksiyonu denir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) Tanim geregi Beta fonksiyonu simetriktir, yani

B(z.w)=pB(w,z)

saglanir.

(ii) Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu arasinda

bagintis1 vardir.

Tamim 2.3.3. (Mittag-Leffler fonksiyonu) a >0 olmak iizere

Oy (23)

=T (ka+1)

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona bir parametreli Mittag Leffler fonksiyonu denir.

Mittag Leffler fonksiyonu iistel fonksiyonun genellestirmesidir.



a >0 ve >0 olmak iizere

Z.O:F (ka+p) (24)

k=0

ile tanimlanan fonksiyona iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir ve

() Eul0)=E()=Srg =T
) 600 Z (e )
(V) E(2)=-% ez—:r(fﬂ)}
0 &) Erieg 099
R e R

1& 7% sinh(z)
i) E,(2)= 73
ozelliklerine sahiptir.
2.4. Kesirli Mertebeden Tiirev ve integral

Asagidaki n—katl integralin ve Nn. mertebeden ardisik tiirevlerin sonsuz dizisini

g0z Oniine alalim.

L7 L df (t) d*f(t
. J j 7, drl, If T, drl, , di)’ dtz()

Keyfi mertebeli diferensiyel ve integral diisiincesi aslinda tekrarlanan

diferensiyel ve integralin bir genellestirilmesidir. @ ve t sirasiyla alt ve ist limit ve

q>0 olmak iizere keyfi mertebeden kesirli diferensiyel operatdr , D¢ f (t) notasyonu



ile gosterilir. Ayrica ,D*f (t)=_17f (t) notasyonu ile de keyfi mertebeden kesirli

integral operatorii gosterilir.

2.5. Kesirli Integralin Cikisinda Tekrarh integral Yaklasinm
Kesirli integral taniminin ve buna bagl olarak da kesirli tiirev taniminin ortaya
¢ikisina neden olan farkli yaklasimlar mevcuttur. Diferansiyel denklem yaklagimi,

kompleks degisken yaklasimi ve tekrarli integral yaklagimi bunlarin baslicalaridir.

Simdi tekrarli integral yaklagimindan hareketle kesirli integral tanimi ortaya

cikarilacaktir. P pozitif tam say1 ve f fonksiyonu [@,T] arahiginda siirekli ve

t < T olmak lizere asagidaki kesirli integralin ¢ikisina sebep olan P —katli integral,

Toa

alff(t):jdrjdfz...j f(r)dz (2.5)

bi¢imindedir. Burada Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev ve
integralleri tanimlanip bu yaklasimlar arasinda nasil bir iliski bulundugu gosterilmeye

calisilacaktir.

Tamim 2.5.1. (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) f fonksiyonu [a,T] iizerinde

stirekli ve p pozitif tam say1 olmak iizere p — 1 < g < p olacak bigcimde g > 0 i¢in;

g-1

DR =——[(t-7) f(r)de (2.6)

T'(a)

Q ey

ile verilen ifadeye keyfi mertebeden Riemann-Liouville manada kesirli integral denir.

Tamm 2.5.2. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) p pozitif tam say1 olmak {izere

p —1 < q <p olacak bigimde q =p — (p — q) olsun. O halde

a th fit)=, Dtp_(p_q) f(t)
= DF (a Dt—(P—q) f (t))

(d—“:jp [ﬁj(t—r)pQIf (r)dz

a



yani,

p-g-1
1

athf(t):(d—(:jp {—j‘(t—r) f(z)dr (2.7)

I'(p-q)

keyfi mertebeden Riemann-Liouville manada kesirli tiirev tanimi elde edilir. Burada

(2.7) ifadesi =0 i¢in Riemann tammi ve a@=-o i¢in Liouville tanim olarak

adlandirilir.

Ozel olarak 0< <1 igin,

athf(t)=% F(ll—q)i.(t_r)_q f(r)dr (2.8)

yazilabilir.

Tanim 2.5.3. (Caputo Kesirli Tiirevi) p, p — 1 < g < p olacak bigimde pozitif tam

say1 ve f fonksiyonu [a,T] , t <T ilizerinde p kez siirekli tiirevlenebilir ve f

fonksiyonunun p. mertebeden tiirevi integrallenebilir olmak sartiyla ¢ = —(p —q) +p

alinirsa;
a th f (t) = a Dt_(p_Q)+p f (t)
= a Dt_(p_q) (a Dtp f (t))
1 t p-q-1 )
= ((t- £ (z)d
F(D—Q)i( 7) (r)dr
yani
R YRR
DM t)=—"—|(t-7 ' (r)dr 2.9
0=l 1) (29)

keyfi mertebeden Caputo kesirli tiirevi elde edilir. 0 < <1 sartin1 saglayan her g >0
icin Caputo kesirli tlirev tanimi1 geregi
R

F(l—q)j(t_r) f'(r)dr (2.10)

a

(Sth f (t) =

9



yazilabilir. Caputo yaklasiminin temel avantaji, Caputo tiirevli kesirli diferensiyel
denklemler i¢in tanimlanan baslangi¢ kosullar1 ile tamsayr mertebeli diferensiyel
denklemler i¢in tanimlanan baslangic kosullarinin ayni olmasidir. Yani Caputo
yaklasiminin istiinliigli, baglangic deger problemlerinin ¢dzlimiine uygun olarak
gelistirilmis olmasidir. Bu nedenle fizik problemlerinin ¢oziimiinde en sik kullanilan

kesirli tiirev yaklagimidir.

Tamim 2.5.4. (Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi ve Integrali) q keyfi reel sabit ve

h=

i¢in,

ve

olmak ilizere p tamsayi degerleri i¢in,

H:z p(p+1)(p+2)..(P+r-1)

r r!

(—pj:—p(—p—l)(—p—Z)---(—p—r+1)

r r!

alinirsa,

yazilabilir. Boylece



olup

. D () =lim £, (t) =lim hqi(—l)r (_rqj f(t—rh)=lim hqzn:m f (t—rh)(2.11)

r=0 r=0 r
ifadesine keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov Kkesirli integrali denir.

(2.9) esitliginde —q yerine ( alinirsa;

DI F (1) = lim h-Qi(—1)r(qrj f (t—rh) (2.12)

keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov manada kesirli tiirev elde edilir.

Sonug 2.5.5. f fonksiyonu [a,T], t < Tiizerinde p kez siirekli tiirevlenebilir ve f
nin (p + 1). mertebeden tiirevi integrallenebilir olsun. p pozitif tam say1 olmak iizere
p < q <p+1 olacak bigcimde q > Oigin (2.6) esitligi iizerinde (p+1) kez ardigik

kismi integral yontemi uygulanirsa o halde

Rlatel, L fen ™00 @

p
Df(t)= +
DT & T(k+g+l)  T(q+p+1)

keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli integral taniminmin farkli bir formu elde
edilir. Yani keyfi mertebeden R-L kesirli integral tanimi1 tizerinde ardisik olarak (p +1)

kez kismi integral yontemi uygulanirsa keyfi mertebeden G-L kesirli integral tanimi

elde edilir.

Ispat. f fonksiyonu [a, T], t < T iizerinde siirekli tiirevlenebilir ve f fonksiyonunun
birinci mertebeden tiirevi integrallenebilir ve p pozitif tam say1 olmak tlizere p < q <

p+1 olacak bigimde g > Oigin (2.6) denklemindeki integral iizerinde kismi

integrasyon yontemi uygulansin. O halde

u=f(7)
dv :(t—r)qfldr

secilip
11



T
olup
j:(t—z')q_lf (r)dr _L—f BL ‘qT)qL +§i(t-f)q () dr
. f(a)M+lj(t—r)qf'(r)dr (2.14)
a q; |

yazilabilir. (2.14) sonucu (2.6) esitligindeki Riemann-Liouville kesirli integral

tanimindayerine yazilirsa;

D (t) :ﬁ f(a)@ﬁ-éj(t_r)q f '(T)dr
- f(a) ﬁt(;i);)+r(q1+l);[(t—r)qf'(r)dr (2.15)

elde edilir. Benzer sekilde (2.15) esitligindeki integralde kismi integrasyon yontemi

uygulanirsa

“f(t)=f(2) (( )q) f'(a )( (q-zq;) (q1+ 2)!2(t—z-)q+ f"(r)dz  (2.16)

olur. Bu durumu genellersek keyfi mertebeden R-L kesirli integral tanimi {izerinde

( p +1) kez ardisik kismi integrasyon yontemi uygulanirsa, o halde

a+p

D*Qf(t) P f (k) (t a) *d N 1 j‘(t ) f(p+1)( )d
E -7 T T
ot — F (k+q+1) r'(gq+p+1)?

G-L keyfi mertebeden kesirli integral tanim1 elde edilir.

12



Sonug¢ 2.5.6. f fonksiyonu [a,T], t < T tizerinde p kez siirekli tiirevlenebilir ve f

fonksiyonunun (p + 1). mertebeden tiirevi integrallenebilir olsun. Bu takdirde keyfi
mertebeden R-L kesirli tiirevi mevcuttur ve keyfi mertebeden G-L kesirli tiirevine

esittir.

Ispat. R-L keyfi mertebeden kesirli tiirev taniminda ardisik olarak (p +1) kez kismi

integral yontemi uygulanirsa keyfi mertebeden G-L kesirli tiirev tanimi elde edilir.
Gergekten; f fonksiyonu [a,T] , t < Tiizerinde siirekli tiirevlenebilir ve f nin
birinci mertebeden tiirevi integrallenebilir olup p pozitif tam say1 olmak tizere p < q <

p + 1 olacak bigimde g > 0 i¢in (2.7) denklemindeki integral iizerinde kismi integral

yontemi uygulanirsa, o halde

u=f (2')
dv = (t—r)p_q_1 dr

segilirse,
du=f'(z)dzr
__\PG
V:—(t z')
P—q
olup
t p-g-1 (t-7)"" =t (t-1)""
t—7 f(r)de=—f(7)——| +|——1f'(7r)dr
fen 1ot 0 (e
_\PG t p-q
:f(“)r()t_q“) +p];qj(t—r) £(r)dr (2.17)

elde edilir. (2.17) sonucu (2.7) esitligindeki Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminda

yerine yazilirsa;

athf(t):(iijf(a)(t_a)pq+ L j(t—r)qu'(r)dr (2.18)

dt I'(p-q+1) T(p-g+1)

13



elde edilir. Bu durumu genellersek keyfi mertebeden R-L kesirli tiirev tanimi {lizerinde

(p+1) kez ardigik kismi integral yontemi uygulanirsa, o halde

p-q

1 (a)(t-a) 1 j(t—r) (0 (z)dr  (2.19)

p
+
= T(k—-q+1) I'(p—q+1)

a th f (t):

Griinwald-Letnikov keyfi mertebeden kesirli tiirev tanimi elde edilir. Burada f® (1)
k=123..,p i¢in sirekli tirevlenebilr ve k=p+1ligin {7 (t)

integrallenebilirdir.

Ozel olarak f fonksiyonu [a,T], t < T iizerinde siirekli ve tiirevlenebilir ve
f fonksiyonunun 1. mertebeden tiirevi integrallenebilir olsun. O halde 0 < g <1

sartin1 saglayan her q igin

f(a)(t-a)" 1 j’(t_f)qf'(r)dr (2.20)

DI (t)=DIf ()= ) +F(1—q)

yazilabilir.

Teorem 2.5.7. f fonksiyonu [e,T], t <T iizerinde " (t) k=123,..p~1 igin
siirekli tiirevlenebilir ve k =p igin (" (t) integrallenebilir olsun. Bu takdirde p

pozitif tam say1 olmak iizere p — 1 < q < p sartim saglayanqigin [a D/ f (t)] =0

t=a

ifadesi ile f(a)=0, (j=0,12,3,..,p-1) ifadesi birbirine denktir.

Sonug 2.5.8. f fonksiyonu [a,T], t < T tzerinde siirekli ve integrallenebilir ve p,
p—1<q<p olacak bicimde pozitif tam say1 ve f® (t) k=123,..,p-1 tirevleri
de [a, T] araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde k=1,2,3,...,p—1
igin % (a)=0 sartlart saglamyorsa Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve

Caputo kesirli tiirevleri birbirine esittir. Gergekten f  fonksiyonu [a,T], t<T

tizerinde siirekli ve tiirevlenebilir ve  f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

14



integrallenebilir olmak iizere 0 < q < 1 sartin1 saglayan her q igin Caputo kesirli tiirev

tanimi

DI =— L [(t-7) 1'(c)dr

oldugundan

DM =, D [f)- F@)]=,Di[1 0 f(@)]-——[(t-7) F'()dr
yazilir. Buradan

copf=, Dyt - M) g Taltza)

rid-q) ° r(1-a)
elde edilir. Ozel olarak eger f(a)=0 ise
°Dif(t)=,Dif(t)=,DJf(t). (2.21)

2.6. Kesirli Tiirev ve Integralin Ozellikleri

(i) ,Df(t) ifadesi q=nell" icin klasik anlamda 0. mertebeden tiirevi gdsterir.
(i) Sifirnci mertebeden fraksiyonel tiirev ise fonksiyonun kendisine esittir. Yani,

LDCf(t)=f(t) (2.22)
yazilabilir.

(iii) Fraksiyonel operator lineerdir. Yani a,bel] olmak iizere;
DS (af (t)+bg(t))=a,D f (t)+b,D g (t) (2.23)
olur.

(iv) p,qell igin;

15



.DP(,Df(t)=,D(,D"f(t))=,D"f () (2.24)
olur.

(v) p.gel*, p-qg>0 igin;

D (,D*f (t))=,DPf (1) (2.25)
ve
(0 )= D O30 0] A e
yazilabilir.

(vi) pel‘igin ,D°(,D " (t))="f(t) ancak,

D (LD F (t))=f( [ D f ()]= F(t_#ij (2.27)

olur.

2.7. Uygulamalar

Ornek 2.7.1. m tam say1 olmak iizere 0<m<p<m+1, m<v ve v>-1 reel say1
olmak sartiyla f(t)=(t—«) fonksiyonunun keyfi mertebeden kesirli tiirevini

aragtiralim. (2.19) denklemi ile verilen keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli

tlirev tanimi

DPf(t) = if a)(t-a) p+k+ ! j(t—r) £ (7)dz
“«t o T(-p+k+l) T(-p+m+1);

olup f(t)=(t—«a)" ifadesi yerine yazilirsa

if - p(:ki?[)m 0 (2.28)

k=0

16



olacagindan (2.28) esitligi (2.19) denkleminde yerine yazilirsa

v 1 ; P dmﬂ(r—a)v
D (t-a) =——[(t-r) — %) 4
Dr (t-a) F(—p+m+1)£( ?) dz™!

degeri (2.29) esitliginde yerine yazilirsa

F(v+1) 2

DP(t-a) = F(v—m)f‘(—p+m+1)£(t_f) (T—a)vfmfldr

elde edilir. Ayrica(2.30)denkleminde
r=a+&(t—-a)
degisken degisimi uygulanirsa

t—r=t—(a+§(t—a))
(-a)a-2)

ve
r—a=¢(t-a)
degerleri ile

dr=(t-a)d&

esitligi (2.30) denkleminde yerine yazilirsa;

17
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or(to a0 ) )

yani

o D™ s
Di(ta) = Sr ey e) e (23)

a

O e

esitligi elde edilir. Buradan (2.31) esitliginin sag tarafindaki integral, Beta fonksiyonu

yardimryla

[(a=&)" " & mdg = p(m—p+Lv—m)

zr(—p+nm+gr(v—nﬁ
[(-p+v+1)

(2.32)

yazilabilir. (2.32) esitligi (2.31) denkleminde yerine yazilip gerekli sadelestirmeler

yapilirsa

<D (t_a)v ZF(F(V—"']-)

(t—a)™” (2.33)

—p+v+1)

elde edilir. Benzer sekilde f(t)=(t—a) fonksiyonunun m tam say1 olmak iizere

0<m<p<m+l m<v ve v>-1 reel sayr olmak sartiyla keyfi mertebeden kesirli

integrali

Dwa_ay:F%%fgﬁa_af” (2.32)

yazilabilir. Boylece (2.33) esitliginden hareketle v=0 ve ¢ keyfi reel say1 olmak

iizere f(t)=c(t- a)o ile verilen sabit fonksiyonun keyfi mertebeden kesirli tiirevi ise;

18



Y Dtpc(t—a)o =c, D/ (t—a)o
—c F(0+1) ( —a)_p+0
I'(-p+0+1)

(t-a)” (2.35)

yazilabilir. (2.35) esitliginde 6zel olarak ¢ =1 alirsa

Pl — (t_a)_p
)

olur.

Ornek 2.7.2. =0 olmak iizere f(t)=t fonksiyonunun kesirli tiirevi (2.33) esitligi

geregi
1-p
a Dt :t—
r(2-p)
olur. Benzer yontemle f (t) =t* segilirse
r(3)t*°
aDtptz — ( )
r(3-p)

elde edilir. Bu durumu genellersek; f (t)=t" igin,

oy _ L (K +1)tP
“ T r(k+1-p)

elde edilir.

Ornek 2.7.3. f (t) =e" fonksiyonunun kesirli tiirevini aragtiralim.

f (t) =e* fonksiyonu « =0 noktasi civarinda Taylor serisine agilabilir oldugundan

19



2 3 n
et —ltat+ 2+ P+ (2.36)
2! 3! n!

olur. (2.36) esitliginin her iki tarafinin (. basamaktan kesirli tiirevi alinirsa;

2 3 n
a a
,D%* = D1+ aoDﬁt+—2I o, Dit? T Otht3+...+—?]l D" +... (2.37)

elde edilir. Ornek 2.7.2 geregi (2.37) esitliginden

Die™ = - +a t +a’ t + +a”L+
- r(l-q) Tr(2-q) r(3-gq) = T(n+l-q)

(
_tq{ (1 + at + ((at2 +---+&+--} (2.38)

'(1-q) r'(2-q) r(3-q) I'(n+1-q)

esitligine ulagilir. Boylece (2.38) esitliginden

k

Z:(; k q+1)

(2.39)

elde edilir. Benzer sekilde f (t) =e* fonksiyonunun g. basamaktan kesirli integrali

k

0

. Dt—qeat z

k+q+1) (240)

oldugu gortiliir.
Ornek 2.7.4. f (t) =sin (at) fonksiyonun Q. basamaktan kesirli tiirevini arastiralim.

iat _ ,-iat

sin(at) = o

(2.42)

ve (2.38) esitligi yardimiyla

20



oo .t 2 tPe 3t
,Die™ = ( _q)+(al)r(2_q)+(al) F(3—q)+(al) F(4—q)+“
+(a')nr(nt:—q)+”' (2.42)
ve
st = U (g t +(-ai)’ t ot (cal) — :
oD =gy g ) Tty ) T e (29

yazilabilir. (2.43) esitligi —1 ile carpilip (2.42) esitligi ile taraf tarafa toplanirsa n tek

say1 olmak {izere
qpiat q,-iat
oDre” —,D/e

:2{(ai)r - (el ;_q +...+(ai)”%+..} (2.44)

esitligi elde edilir. Buradan (2.44) esitliginin her iki tarafi 21 ile carpilirsa
|

k-1

LN
,D%sinat=t™ kéﬁy!% (2.45)
olur. Benzer sekilde f (t)=cos(at) fonksiyonun . basamaktan kesirli tiirevi
LI
D% cos(at) = t‘qugaw% (2.46)

elde edilir. Diger taraftan alt limit —oo alinirsa asagidaki ornekler gegerlidir.

Ornek 2.7.5. v=0 ve C keyfi reel say1 olmak iizere f(t)=c ile verilen sabit

fonksiyonun keyfi basamaktan kesirli tiirevi
_,Dic=0 (2.47)

olur.
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Ornek 2.7.6. f (t)=e" i¢in

-0 —t

D, %™ = a%* (2.48)
olur.

Ornek2.7.7. f(t)=sin(at) i¢in _ DSsin(at)  sonucunu arastiralim.

iat —iat

sin(at) = o

oldugunu kullanarak

i‘=e
ve (2.48) esitliginden hareketle
D = a3 (2.49)
ve
D™ = aqefi(mq?] (2.50)

elde edilir. Buradan(2.50) esitligi —1 ile carpihp (2.49) esitligi ile taraf tarafa

toplanirsa o halde

_,D/sin (at) _ i{ei[at+q2j ~ e—i(awq’zfj}
2i
:aqsin(at+q%j (2.51)

elde edilir. Benzer sekilde f (t)=cos(at) icin,

_.Dcos(at)=a" cos(at +q %j (2.52)

yazilabilir.
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2.8. Kesirli Diferensiyel Esitsizlikler

Asagidaki lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemi ele alalim.

Dx(t)=F(t,x), x(t)(t-t,)"| =x° (2.53)

t=t,

burada F eC[[t,, T]x0,0 |,t,,T>0ve D% 0<q<1 olacak bigimde (. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevdir. (2.53) denklemine karsilik gelen Volterra tipli

kesirli integral denklemi

X (t-t,)" !
F(a)  T(q

x(t)=

)jo(t—s)ql[F(s,x(s))]ds. (2.54)

Yani (2.54)denkleminin her ¢dziimii aym zamanda (2.53) denkleminin de bir

¢Oziimiidiir. Tersi de dogrudur.

Bu kisimda kesirli basamaktan diferensiyel denklemler igin genellestirilmis
baslangi¢ zaman farkli monoton iteratif teknige iliskin yeri geldigince kullanilacak bazi

temel tanim, teorem ve sonuglar iizerinde durulacaktir.

Tamm 2.8.1. C,[[t,,T].0]={@eC[(t,T].0 J:(t-t)" @(t) C[[t, T].0 ]} olmak

lizere o(t) eC, [[tO,T],D ] icin (t—to)p a(t) fonksiyonu «(t) fonksiyonunun siirekli

genislemesidir.

Tamm 2.8.2. veC,[[t,, T],0 ] fonksiyonu
Div(t)<F(tv(t)), v°<x°
kosulunu sagliyorsa o halde bu fonksiyona (2.53) probleminin bir alt goziimii denir.
weC,[[t,, T],0 ] fonksiyonu

Dw(t)>F(t,w(t)), w’>x’
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kosulunu sagliyorsa o halde bu fonksiyona (2.53) probleminin bir iist ¢ozimii denir.

Burada v° =v(t)(t-t,) | W’ =w(t)(t-t,) "

t=t,

t=t,

Tamm 2.8.3. Kabul edelim ki r(t), (t,,T] araliginda (2.53) probleminin bir ¢dziimii
olsun. Eger (2.53) probleminde her x(t) ¢dziimii igin X(t)<r(t) oluyorsa r(t)' ye

(2.53) probleminin maksimal ¢6ziimii denir.

(tO,T] araliginda (2.53) probleminin baska bir ¢dziimii p(t) olsun. Eger(2.53)
probleminde her x(t) ¢dziimii igin X(t)> p(t) oluyorsa p(t)’ye (2.53)probleminin

minimal ¢6ziimii denir.

Teorem 2.8.4. Kabul edelim Ki
vwweC,[[t, T].0 ], p=1-q, 0<q<l FeC[[t,T]x0,0] ve

(i) DV(t) < F(t,v(t)),
(i) Dw(t)> F(t,w(t)),

t,<t<T olmak iizere (i) ya da (ii) esitsizliklerinden birinde esitlik durumu olmasin.

O halde v° <w’ ise v(t)<w(t) olur [22].

Teorem 2.8.5. Kabul edelim ki
v, weC,[[t,, T].0 |, p=1-q, 0<q<l FeC[[t,T]x0,0 | ve

(i) DUV(t)<F(t,v(t)),
(i) Dw(t)> F(t,w(t))
kesin olmayan esitsizlikleri saglansin. Ustelik standart Lipschitz sart1 saglansin dyle ki

F(t.x)-F(t,y)<L(x-y), x>yvelL>0

olsun. O halde v° <w’ ise v(t)<w(t) [22].
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Eger te(t,,T] i¢in v ve w, (2.53) probleminin alt ve iist ¢dziimleri olmak iizere

v(t)<w(t) ise
Q=L 0:(-4) V(= (1) x=(-4) W) tefe T

kapal1 kiime iizerinde (2.53) probleminin ¢dziimleri ispat edilebilir.

Teorem 2.8.6. Kabul edelim ki v, weC,[[t,,T],0] ],(2.53) probleminin alt ve iist
¢oziimleri olmak iizere V(t)<w(t) ve FeC[Q,U], te(t,T] olsun. Bu takdirde
(2.53) probleminin (t,,T] iizerinde Vv(t)<x(t)<w(t) olacak bigimde bir x(t)

¢Oziimi vardir [22] :

Simdi Aellve feC, [[tO,T],D ]olmak lizere asagidaki homojen olmayan

lineer Kkesirli diferensiyel denklemi g6z 6niinde bulunduralim.

Dix=Ax+ f (t), X0 = X(t)(t_to)l—q

t=t,

t, <t<T olmak ilizere yukaridaki denkleme karsilik gelen Volterra tipli integral

denklemi
X —Xo(t_to)q4+ L —s)" ™ x(s s+Lt )" £ (s)ds

yazilir. Homojen olmayan lineer kesirli diferensiyel denklemin X(t):X(t,tO,XO)

¢Oziimiinii bulmak i¢in ardisik yaklasim yontemi uygulandiginda t, <t <T i¢in,

X(1)=x (t-t,)E, , (ﬂ(t—to)q)+j(t—s)ql B (A4(t=s)")f (s)ds

elde edilir. Burada E,(t)fonksiyonu iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Eger f (t) =0 ise o halde homojen lineer kesirli diferensiyel denklemin ¢dziimii olarak
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X(t)=x(t—t, ) E, (/I(t—to)q), t, <t<T
alinabilir.
Sonu¢ 2.8.7. meC, [[tmT]'D ], 1-g=p ve L>0 olmak tizerekabul edelim Ki

0

Dm(t)<Lm(t), m(t)(t-t,) | =m

t=t,

olsun. O halde
m(t)<m® (t—t,)"" By (L(t-t)*), t<t<T
yazilabilir [22].

Lemma 2.8.8. Kabul edelim ki meC,[[t, T].0 ], 1-q=p olmak iizere keyfi
t,e(t,T] i¢in m(t)=0 ve t,<t<t i¢in m(t)<0 olsun. Bu takdirde Dm(t,)>0

olur [22].

Lemma 2.8.9. (t,,T] iizerinde tammli { f ()} fonksiyon ailesi verilsin. Bu aileden
alinmis her f (X) fonksiyonu i¢in ‘f (X)‘ <M olacak bigimde en az bir M >0varsa o

halde { f (X)} ailesine diizgilin sinirlidir denir.

Lemma 2.8.10. (t,,T] iizerinde tanimli { f (x)} fonksiyon ailesi verilsin. Ve >0 icin
yalnizca &’a bagli en az bir §=5(¢) oldugunda |t,—t,[<S kosulunu saglayan
t,t,e(t, T] igin {f(x)} fonksiyon ailesinden alinan her f(x) fonksiyonu igin
(%)~ f(x)| <& saglaniyorsa o halde {f(x)} fonksiyon ailesi (t,,T] iizerinde es

sureklidir denir.
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Teorem 2.8.11. (Ascoli-Arzela Teoremi) Kabul edelim ki {v,} dizisi (t,,T] iizerinde
diizgiin sinirli ve es siirekli olsun. Bu takdirde {Vn} dizisinin (tO,T] tizerinde diizgiin

yakinsak bir {Vnk} alt dizisi vardr.

Simdi farkl tiplerdeki eslenmis alt ve iist ¢oziimleri inceleyelim. Bu takdirde bu

durumu incelemek i¢in (2.53) probleminin sag tarafinda verilen F (t,x) fonksiyonunu
f(t,x)+9g(t,x) seklinde iki fonksiyonun toplami olarak alalim. Burada f(t,X)
fonksiyonu x'e gore artan ve g(t,x) fonksiyonu x'e gére azalan alinabilir. Ayrica

eslenmis alt ve iist ¢ozlimleri monoton dizileri iiretmek i¢in kullanacagiz.

Asagidaki kesirli diferensiyel denklemi ele alalim.

= x° (2.55)

D (t)= f (t.x)+ 9 (tx), x(t)(t-t)"|

Burada f, g eC[[to,ro +T]><D 0 :I 7,>t, ve 0<qg<1 dir. (2.55) e karsilik gelen

Volterra tipli kesirli integral denklemi

X(t-t) 1
x(t)= () +F(q

)i(t—s)ql[f (S,X(S))+g(s,x(s))}ds (2.56)

olur. ilk olarak (2.55) denklemine bagli muhtemel eslenmis alt ve iist ¢oziimlerini

asagida tanimlayalim.

Tanim 2.8.12. Kabul edelim ki V, WeC,[[t,.t,+T].0 ], t,, T>0 olupp=1-q ve

0<g<1igcinegerV,W fonksiyonlari;
(i) DVv< f(t,v)+g(tv), v'<x%
Diw> f (t,w)+g(t,w),w’ >x° (2.57)

sartlarin1 sagliyorsa o halde V, W fonksiyonlar (2.55) probleminin sirasiyla dogal alt

ve lst ¢oziimleri olarak adlandirilir.
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(i) Dv< f(tv)+g(tw), v*<x%
Diw> f (t,w)+g(t,v),w’ >x° (2.58)

sartlarin1 sagliyorsa o halde V, W fonksiyonlar 51ra51y1a(2.55) probleminin I. tipten

eslenmis alt ve iist ¢ozlimleri olarak adlandirilir.
(iii) DV < f (t,w)+g(t,v), v° <X’
Dw> f (t,v)+g(t,w),w’>x° (2.59)

sartlarmi sagliyorsa o halde V, W fonksiyonlar sirasiyla (2.55)probleminin I1. tipten

eslenmis alt ve list ¢oztimleri olarak adlandirilir.
(iv) D < f (t,w)+g(t,w), v* <x’;
Dw> f (t,v)+g(t,v),w’ >x° (2.60)

sartlarmi sagliyorsa o halde V, W fonksiyonlari sirastyla (2.55) probleminin III. tipten

eslenmis alt ve tlist ¢oziimleri olarak adlandirilir. Burada yukaridaki esitsizliklerde

vV =v(t)(t—t,)" \ ;W =w(t)(t—t)""

t=t,

Agiktirki V(t)<w(t), te(ty,t,+T] oldugunda f (t,X), X ’e gdre azalmayan ve
g(t,y), y degiskenine gre artmayan ise o halde (2.57) ve (2.60) da tanimlanan alt

ve {ist ¢dziimler (2.59)’a indirgenir. Dolayistyla bdyle bir durumda (2.58) ve (2.59)

durumlarini incelemek yeterlidir.
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3. GENELLESTIRILMIS BASLANGIC ZAMAN FARKLI KARSILASTIRMA
ve VARLIK TEOREMLERI

Simdi bu kisimda sirasiyla iist ve alt ¢oziimi farkli tipten segilen baglangic
zaman farkli kesirli basamaktan diferensiyel denklemler igin genellestirilmis

karsilastirma ve varlik teoremleri verilecektir.

3.1. Karsilastirma Teoremleri
Ik olarak I. tipten baslangic zaman farkli eslenmis alt ve iist ¢dziimler icin

asagidaki karsilagtirma teoremini ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1.1. Kabul edelim ki
(aeC,[[tt,+T].0 ] t,T>0, BeC,[[r57+T].0 ], 7,>t, olmak iizere
p=1-q ve 0<g<1olsun. Burada f,g e C[[t,,7,+T]x0,0 | ve

Dia(t)< f(t,a(t))+g(t.B(t)), o< X,

DB(t)= f(t,B(t))+9(ta(t)), B°=X°

dir.

t=1q

olmak iizere @° = (t)(t—t,) "

L B =BT

(i) f,geC [[to,ro +T 0,0 ] ve f (t,x) fonksiyonu ikinci degiskene gére azalmayan
ve g(t,y) fonksiyonu ikinci degiskene gdre artmayan olsun. Ayrica f ve g, her x

i¢in t’ye gore azalmayan olsun. Ustelik f(t,X) fonksiyonu ikinci degiskene gore

Lipschitz sartint saglasin.
(iii) a, (t,,t, +T] lizerinde artmayan ve 8, (z,,7,+T] iizerinde artmayan olsun.
O halde

(@) a(t)<B(t+7n), to<t<ty+T
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(b) a(t-n)<p(t), 7o<t<z,+T
olup burada r7=17,—-t, >0 dur.

Ispat. (a) Kabul edelimki 5,(t)= S(t+7), t>t, olsun. Bu takdir de

= B(t+n) (t-t)

t=ty

ﬁc? = ﬁo (t)(t _to )liq

t=t,

olup t yerine t—7 yazilirsa

=4 2x">a" (3.1)

t=ry

p3 = B()(t-7,) "

elde edilir. g(t,y) fonksiyonu ikinci degiskene gére artmayan ve @, (t,,t,+T] araligs

lizerinde artmayan ayrica f ve g, her X igin t’ye gore azalmayan oldugundan

DS, (t)=D'B(t+n)
> f (t+77,[3(t+77))+g(t+77,a(t+77))
> f(t+n, (1) +a(t+n.a(t))
> f(t,8,(t))+9(ta(t)) (3.2)

oldugu goriilir. Boylece (3.2) esitsizligi geregi,
DB, (1) = f(t, B, (t))+g(t.a(t))

sonucuna varilir. Bu ise ﬂO ’1n verilen (255) prObleminin l. tlpten eslenmis ust QOlemu

oldugunu gosterir. Burada

A1) =(t—1)" E,q (2L (t-1)") (3.3)

olup A fonksiyonu,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t,)"
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baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olmak tizere simdi keyfi £ >0 i¢in
Poo (1) = 5o (1) + £A(1)
olsun. O halde,
By, =B +&2° > B2z a’ Ve f, (1)> By (1), t> 1,

yazilir. 3, |. tipten eslenmis {ist ¢6ziim oldugundan

D4, (t)=D5,(t)+eDA(t)
> f(t,8)(t))+9(ta(t))+26LA(t)

Bo. =By + A igin S < B,, ve f fonksiyonu Lipschitz sartin1 sagladigindan

f (t1ﬂ06 (t))_ f (tvﬁo (t))S L(ﬁOS (t)_ﬁo (t))

olup
f(t4 (1) 2 f (t o (1)) - Le(t)

esitsizligi (3.5) esitsizliginde yerine yazilirsa

DB, (1)= f (1. B, (1)) - LeA(t)+ g(t,a(t))+26LA(t)
> f(t 4, (1) +9(ta(t))

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.4 geregi t, <t<t,+T icin

a(t)< By (1)

olur.
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Buradan & — 0 i¢in limit alirsak (t,,t, +T ] iizerinde

lime(t)<lim &, () =lim {4, (1) +22(1)},
a(t)< B, (t)=B(t+n),
a(t)<B(t+n)

elde edilir.

(b) Kabul edelim ki o, (t)=ea(t—7),t> 17, olsun.

@ = ((t-7) | =ar(t-n) (t-7,)"

t=1q

t=zq

olup t yerine t+7 yazilirsa,

=a’<x*<p° (3.7)

t=t,

al =a(t)(t-t,) "

elde edilir. g(t,y) fonksiyonu ikinci degiskene gore artmayan ve S,(74,7,+T]

lizerinde artmayan ayrica f ve g, her X igin t’ye gore azalmayan oldugundan

D%, (t) = D (t-7)
<f(t-na(t-n)+ (- (t=m))
< f(t-map (1) +9(t-n.5(1))

< (1) a(to() (28)

yazilabilir. Boylece (3.8)” den

D, (t)< f(t,a, (1)) + (L B(1)) (3.9)

elde edilir. Bu ise «,’in verilen (2.55) probleminin I. tipten eslenmis alt ¢6ziimii

oldugunu gdsterir. $imdi keyfi & >0 i¢in varsayalim ki o, (t) =, (t)—&A(t) olsun.
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O halde @, <a, olmak iizere A(t)=(t—t,)'" E,q(2L(t-t,)') oldugundan

al =al—eA’ <a® < B° ve a, (t)<a,(t) olur. Bdylece;
D, (t) = D%, (t)—eDA(t)
a, , |. tipten eslenmis alt ¢dziim ve A fonksiyonu,

=2°>0

t=t,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t) "

baslangig deger probleminin bir ¢oziimii oldugundan
Diar, (t)< f(t,a(t))+g(t, B(t))—26LA(t)
a,, =, —&A i¢in oy, <a, olup f, Lipschitz sartin1 sagladigindan
f(tay (t))— f (ta, (1)) < L (t) -, (1))
olacagindan

f(ta, (1)< f(t o, (t))+LeA(t)

esitsizligi (3.10) > da yerine yazilirsa

Dy, (t)< f(t,a, (1)) +Led(t)+g(t, B(t))—26LA(t)

< f(ta, (1) +9(tA(1))

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.4 geregi 7, <t <7, +T i¢in

o, (1) < B(t)
olur. Buradan & — 0 limit alirsak

lim{er, (t)—2A(t)} <lim B(t),

-0 -0

ay(t)=a(t-n)<p(t), 7,<t<zy+T,

a(t-n)<B(t), 7o<t<r,+T
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

t, > 7, oldugu durumda Teorem 3.1.1°deki (ii) ve (iii) sartlar;; f ve g, her x

i¢in t’ye gére artmayan ayrica «, (to'to +T] tizerinde azalmayan ve /3, (TO,TO +T]

tizerinde azalmayan olarak alinirsa asagidaki teorem gecerli kalir.

Teorem 3.1.2. Kabul edelim ki

(i) aeC[[tut,+T].0] t.T>0, BeC,[[z.7,+T].0] 5 <t, olup, p=1-q,

0<q<Zolsun. Burada f,geC[[z,,t,+T]x[,0 | ve
Dia(t)< f(ta(t))+g(t. A1), a°< x°
DUB(t)= f(t, B(t))+g(ta(t), A°>x°

olmak iizere @° = (t)(t—t,) "

dir.

t=1,

B°=B(t)(t-7) "

t=t,

(ii) f,g eC[[rO,tO +T]x0,0 ] f (t,x) fonksiyonu X’ e gore azalmayan ve g(t, Y)
fonksiyonu Yy’ ye gore artmayan olsun. Ayrica f ve @, her X i¢in U’ ye gore

artmayan olsun. Ustelik f(t,X) fonksiyonu ikinci degigskene goére Lipschitz sartini

saglasin.

(iii) @, (t,,t, +T] tizerinde azalmayan ve S, (7,7, +T] iizerinde azalmayan olsun.

O halde
(@) a(t)<p(t-n), ty<t<t+T
(b) a(t+n)<B(t), 7,<t<7e+T

olup burada 7 =t, -7, >0 dir.
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ispat. (a) Kabul edelim ki 5, (t)= B(t—7), t>t, olsun. Bu takdir de

= B(t=n) (t-t,)"

t=t,

By =By (t)(t—t,)

t=t,

olup t yerine t+7 yazilirsa,

=4 2x">a" (3.12)

t=1,

B =B1)(t-7)"

elde edilir. f,g eC[[z'O,tO +T]x0,0 ], g(t, y) fonksiyonu Yy’ ye goére artmayan ve
a (to,t0+T] lizerinde azalmayan ayrica f ve Q, her X ig¢in t’ye gore artmayan

oldugundan t e (t,,t, +T] i¢in,

D4, (1)=DB(t-1n)
> f(t-n,B(t-n))+ (— (t=7))
Zf(t_”ﬂO(t) ( (1)
> 1 (t 5 (1) +9 (e )

boylece

DB, (1) = f(t, B, (t))+g(ta(t)) (3.13)

yazilabilir. Bu ise /f, i verilen (2.55) probleminin 1. tipten eslenmis st ¢6ziimii

oldugunu gosterir. Burada,
A(t)=(t—t,)" Eq,q(zL(t_tO)“)
olup A fonksiyonu,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t) " =2°>0

t=t,
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baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii olmak tizere simdi keyfi &>0 i¢in varsayalim
Ki

Boo (1) = B (1) +2(1)
olsun. O halde
Bo.=Pe+eA’ > B0 =a’ ve B, (t)> By (1), t>t
yazilir. Bu takdirde

D%, (t) =D, (t)+sDA(t)
> f(t, 5, (1)) +9(ta(t))+2eLA(t) (3.14)

Bo. =By +EA igin By < B, olup f fonksiyonu Lipschitz sartin1 sagladigindan
f (t’ Po. (t)) —f (t’ﬂo (t)) < L(ﬂog (t) — by (t))
olacagindan
f(t.8,(t))> f(t. B, (t)-LeA(t) (3.15)

esitsizligi (3.14) esitsizliginde yerine yazilirsa

DB, (1)= f(t, B, (1)) - LeA(t)+ g (t,a(t))+2cLA(t)
> (6,8, (t)+9(ta(t))

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.4 geregi
a(t)< By, (1), ty<t<ty+T

olur.
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Buradan & — 0 i¢in limit alirsak

lima (t) <lim £, (t)=lim {5, (t) + &2 (t)},

&0 >0

a(t)<f(t)=pA(t-n),
a(t)<B(t—n)

elde edilir.

(b) Kabul edelim ki o, (t)=a(t+7),t>7, olsun.

= a, (t)(tJrTo)l_q . Ot('H—T]) (t _To)l_q —
olup t yerine t—» alinirsa,
ad=a(t)(t-t,) " y - a’ <x’<p° (3.16)

yazilr. f,g eC[[rO,t0+T]xD 0 ], g(t,y) fonksiyonu Yy’ ye gore artmayan ve [,

(TO,Z‘O +T] tizerinde azalmayan ayrica f ve @, her X igin t’ye gore artmayan

oldugundan
D%, (t) = D°a(t+7)
<f(t+na(t+n))+g(t+n B(t+n))
<f(t+ma(t))+9(t+7.8(t))
< f(tay (1) +a(t A(t))
yani

D, () < f(ta,(t))+a(t. B(1)) (3.17)

elde edilir. Bu ise «,’n verilen (2.55) probleminin 1. tipten eslenmis alt ¢6ziimi

oldugunu gosterir.
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Simdi keyfi &£>0 igin varsayahm ki o, (t)=a,(t)—&A(t) olsun. O halde

a,, <o, olmak lizere

A(t)=(t=t)"7 By (2L (1-t,)')

olup A fonksiyonu,

=2°>0

t=t,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t,)""

baslangic deger probleminin bir ¢dziimii oldugundan
ag. =ag—el’ <a® < B° ve ag, (t) <a,(t)
olur. Buradan
D, (t)= D, (t)-eDA(t)
a,, | tipten eslenmis alt ¢6ziim oldugundan
Dia,, (t) < f(tay(t))+g(t B(t)) -2¢LA(t) (3.18)
a,, =a,—&A i¢in a,, <a, olup f Lipschitz sartini sagladigindan
Ftia (1)) = T (Lo (1)) S L(ao (1)~ (1))
olacagmdan

f(ta, (1)< f(t o, (t))+LeA(t) (3.19)

esitsizligi (3.18)" de yerine yazilirsa

D, (t)< f(t,a, (1)) + LA (t)+ g (t, B(t))—2cLA(t)

f(ta, (t))+9(t.A(1))

A

yani
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D, (t) < f(t,a, (t))+9(t B(t))
olur. Dolayistyla Teorem 2.8.4 geregi
o, (1)< B(t), 7o <t<z+T
olur.

Buradan & — 0 limit alirsak

lima,, (t)<limB(t),

0

Iim{oz0 (t)—g/l(t)} < Iim,B(t),

>0 -0
o (t)=a(t+n)<B(t), 7o<t<r,+T,
a(t+77)£ﬂ(t), T, <t<7,+T

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi II. tipten baslangic zaman farkli eslenmis alt ve iist c¢oziimler icin

asagidaki karsilastirma teoremini ifade ve ispat edelim.
Teorem 3.1.3. Kabul edelim ki

(i) aeC,[[tot,+T].0 ] t,,T>0, BeC,[[r7,+T].0 ] 7>t olup,p=1-q ,

0<q<1olsun. Burada f,geC[[t),z,+T]x[,0 ] ve
Dia(t)< f(t,B(t))+g(ta(t)), &< X°

DB(t)> f(ta(t)+g(t.B(), B =x°

olmak iizere a® = a (t)(t—t,)" dir.

t=1q

B =) (t-7) "

t=ty

(i) f,g eC[[tO,rO +T]x0,0 ] f (t,x), X ’e gdre azalmayan ve g(t,y),y ye gore
artmayan olsun. Ayrica f ve ¢, her X igin t’ye gore azalmayan olsun. Ustelik

g (t, X) fonksiyonu ikinci de8iskene gore Lipschitz sartin1 saglasin.
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(iii) a,(t),t+T] lizerinde azalmayan ve S, (7,,7,+T| iizerinde azalmayan olsun.
O halde

(a) a(t)<B(t+n), to<t<t+T

(b) a(t—-n)<B(t), 7o<t<ze+T
olup burada 7 =7,—t, >0 dir.

Ispat. (a) Kabul edelimki 5,(t)= £(t+7), t>t, olsun. Bu takdir de

By =B (D)(t=t)"| = pB(t+n)(t-t)"

-0

t=t,

olup t yerine t—7n alinirsa,

=p'2x"2a° (3.20)

t=7,

pi =B()(t-7)""

kalir. f,g eC[[TO,tO+T]><D 0 ] f (t,x) fonksiyonu X’ e gére azalmayan ve «,
(to,to+T] lizerinde azalmayan ayrica f ve @, her X igin 1’ye gére azalmayan

oldugundan t e (t,,t, +T] igin,

D43, (t)=DB(t+1)
> f (t+n,a(t+n))+g(t+n B(t+n))
> f(t+77,a(t) +g(t+77 Bt )

> £ (L (V) + 9 (64, (1)) (321

elde edilir. Bu ise f,’m verilen (2.55) probleminin 1l. tipten eslenmis iist ¢ozimi

oldugunu gosterir.

Burada

()= (t=t)"7 By (2L (t-1)")
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olup A fonksiyonu,

=1°>0

t=t,

DA(t)=2LA(t), A(t)(t-t)""

baslangi¢c deger probleminin bir ¢éziimii olmak iizere simdi keyfi ¢ >0 i¢in varsayalim

ki B, (t) =, (t)+&A(t) olsun.
O halde
B =p+eA’ > B> a’ ve f, (1)> f (1), t>t, (3.22)

yazilir. Bu takdirde f,, Il. tipten eslenmis iist ¢oziimii oldugundan

DB, (t)=D"8, (t)+eDA(t)
> f(ta(t))+g(t B (t))+2eLA(t) (3.23).

B, =B, +&\ igin B, < f3,, olup g, Lipschitz sartim sagladigindan
9(t . (1) -9 (64 (1) < L(o. (1) - 5o (1)
olacagindan
9(t. 5 ()= 9 (t. Ao (1)) - LeA(1) (3.24)

ifadesi (3.23) esitsizliginde yerine yazilirsa

D4, (t) = f (t.a(t))+9(t B, (1)) - LeA(t)+26LA(t)
> f(ta(t))+g(t A, (1)) (3.25)

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.3. geregi
a(t)< By (1), ty<t<t +T

olur.
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Buradan & — 0 igin limit alirsak

lima(t) <lim f,, (t) =lim{B, (t) +#A(t)},
a(t)<py(t)=pB(t+n),
a(t)< B(t+n)

elde edilir.

(b) Kabul edelim ki o, (t)=c(t—7),t> 1z, olsun.

olup t yerine t+7 yazursa,

=a’<x’<p° (3.26)

ag =a(t)(t-t,) |

olur. f,g eC[[z‘o,to+T]xD 0 ] f (t,x) fonksiyonu X’e gore azalmayan ve f,
(z‘o,z'o +T] lizerinde azalmayan ayrica f ve ¢, her x i¢in [’ye gore azalmayan

oldugundan t e (t,,t, +T] igin,

D“%()- a(t-n)
< f(t-nB(t-n))+9(t-na(t-n)
< f(t-nB(t)+9(t-ma(t )

< f(t,ﬂ(t))+g(t a, (1))

yani
D, (t) < f(t,B(t))+ gt (1)) (3.27)

elde edilir. Bu ise «,’in verilen (2.55) probleminin Il. tipten eslenmis alt ¢oziimii

oldugunu gosterir.
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Simdi keyfi £>0 icin varsayahm ki a,, (t)=a,(t)—&A(t) olsun. O halde

a,, <o, olmak lizere

A1) =(t-t)"" By (2L (1)

olup A fonksiyonu,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t,)" L A0
baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii oldugundan
as. =al -’ <a’ < B° ve ay, (t) <a, (t) (3.28)

olur. Boylece;

D, (t) = D%, (t)—eDA(t)
a,, |l. tipten eslenmis alt ¢oziim oldugundan

Dia,, (t) < f(t, B(t))+9(t (1)) —26LA(1) (3.29)
a,, =0, —&A igin a,, <a, olup g fonksiyonu Lipschitz sartin1 sagladigindan
0 (te (1)) 9t o, (1)) < L (o (1) ~ o, (1)

olacagindan

g(t e (t))<g(t.a, (t))+Le(t) (3.30)
ifadesi (3.29) esitsizliginde yerine yazilirsa,

Dia, (t)< f(t, B(t))+9(t a, (t))+ Led(t)—26LA(t)
<f(t.A(t)+a(ta,(t))

yani
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Dia,, (t) < f(t,8(t))+9(t (1)) (3.31)
olur. Dolayistyla Teorem 2.8.4 geregi
o, (1)< B(t), 7o <t<7, +T

olur. Buradan & — 0 limit alirsak

Sﬂ(t), T, <t<7,+T,
A1)

, To<t<7, +T
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

t, > 7, oldugu durumda bir onceki teoremde f ve @, her X igin t’ye gore

artmayan ayrica o, (to,to +T] lizerinde artmayan ve [, (TO,TO +T] lizerinde artmayan

alinirsa agsagidaki teorem gecerli kalir.

Teorem 3.1.4. Kabul edelim ki
(i) acC,[[tot,+T].0] t,,T>0, BeC,[[z.7,+T].0 ] 7 <ty olup, p=1-q ,
0<q<1olsun. Burada f,geC|[[z,,t,+T]x[,0 ] ve

Dia(t)< f(t,B(t))+9(ta(t), o< X°

DB(t)= f(ta(t))+g(t. A1), °>x°

olmak iizere a® = a (t)(t—t,)"* dir.

t=7,

B =B()(t-7)

t=t,

(ii) f,g eC[[z‘O,tO +T]x0,0 ] f (t,x) fonksiyonu X’ e gore azalmayan ve g(t, Y)
fonksiyonu Yy’ ye gore artmayan olsun. Ayrica f ve @, her X igin t’ ye gore

artmayan olsun. Ustelik g(t,x) fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz sartini

saglasin.
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(iii) @, (t),t, +T] iizerinde artmayan ve B, (7,,7, +T] tizerinde artmayan olsun.
O halde

(@) a(t)<p(t-n), to<t<t+T

(b) a(t+n)<B(t), 7,<t<7,+T
olup burada 7 =t, -7, >0 dir.

Son olarak III. tipten baslangi¢ zaman farkli eslenmis alt ve iist ¢oziimler i¢in asagidaki

karsilastirma teoremini ifade ve ispat edelim.
Teorem 3.1.5. Kabul edelim ki

(i) aeCp[[tO,to+T],D:| t,,T >0, ,BeCp[[ro,z'o+T],[l], 7, >t, olmak iizere

p=1-q ve 0<g<1olsun. Burada f,g e C[[t,,7,+T]x0,0 | ve
Dia(t)< f(t,8(t)+g(t.A(t), o< X°
DB(t)= f(ta(t))+g(ta(t), B°=x°

dir.

t=7,

B =B()(t-7)

olmak iizere o’ =« (t)(t b )H t=ty

(i) f,geC[[t,7,+T]xJ,0 ] ve f(t,x) fonksiyonu ikinci degiskene gdre artmayan
ve g (t, y) fonksiyonu ikinci degiskene gore artmayan olsun. Ayrica f ve ¢, her X

icin t’ ye gore azalmayan olsun.
(iii) &, (ty,t, +T] iizerinde artmayan ve 8, (7,,7,+T | iizerinde artmayan olsun.
O halde

(a) a(t)<B(t+n), t,<t<t +T

(b) a(t-n)<p(t), 7o<t<z,+T
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olup burada 7 =7,—t, >0 dir.

Ispat. (a) Kabul edelimki 5,(t)= £(t+7), t>t, olsun. Bu takdir de

= B(t+n) (t-t,) "

-0

,B(? =5 (t)(t -1 )l_q

t=t,

olup t yerine t—7 yazilirsa,

=p=2x2a" (3.32)

t=7,

fi=B()(t-7) "

elde edilir. f ve g fonksiyonlar ikinci degiskene gdre artmayan ve @, ()t +T]

araligi izerinde artmayan ayrica f ve g, her X igin t’ye gore azalmayan oldugundan

D4, (t)=D"B(t+n)
> f(t+n,a(t+n))+9(t+’7 a(t+n))
> f(t+n,a(t) +g(t+r7 a(t))

> f(ta(t)+g(ta(t)) (3.33)

oldugu goriilir. Bdylece (3.33) esitsizligi geregi,

DA (1) f (te(t))+g(ta(t))

sonucuna varilir. Bu ise B, 1 verilen (2.55) probleminin 1ll. tipten eslenmis {ist

¢ozlimii oldugunu gosterir. Burada,
A(1)=(t=t)"7 By (2L (t-1)")
olup A fonksiyonu,

DUA(t)=2LA(t), A(t)(t-t) | =4°>0

t=t,

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olmak iizere simdi keyfi £ >0 i¢in varsayalim

ki
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Bo. (1) =y (1) +£A(t)
olsun. O halde,
B =p+eA’ > B2 =a’ ve B, (1)> B, (1) t=t,

yazilir. 3, Il tipten eslenmis {ist ¢6ziim oldugundan

DB, (t)=DB,(t)+&DA(t)
> f(ta(t))+g(ta(t))+2eLA(t)

> f(ta(t))+g(ta(t))
elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.8.4 geregi t, <t <t,+T igin
a(t)< By, (t)

olur. Buradan & — 0 i¢in limit alirsak (t,,t, +T] iizerinde

lime(t)<lim g, () =lim{, (1) +£2(1)},
a(t)< B, (t)=B(t+n),
a(t)<p(t+n)

elde edilir.

(b) Kabul edelim ki a, (t)=a(t—7), t>1z, olsun.

=a(t-n) (t—ro)l_q

t=14

al=ay(t)(t—7,) "

t=14

olup t yerine t+7 alinirsa,

=a’<x’<p° (3.34)

t=t,

al =a(t)(t-t,)"

yazilir. f ve g fonksiyonlar ikinci degiskene gdre artmayan ve S, (7,,7,+T]

lizerinde artmayan ayrica f ve ¢, her X i¢in t’ ye gore azalmayan oldugundan

47



Da, (t)=Da(t-7)
< f(t-np(t-n))+9(t-np(t-n))
<f(t-np(t)+g(t-n (t))
<f(tA(1)+9(tA(1)) (3.35)

yazilabilir. Boylece (3.35) > ten

Dia, (t)< f(t, B(t))+g(t, B(t)) (3.36)
elde edilir. Bu ise ¢, m verilen (2.55) probleminin 1Il. tipten eslenmis alt ¢ozimii
oldugunu gsterir. Simdi keyfi &> 0 igin varsayalim ki a, (t) = a, (t)—&4(t) olsun. O
halde &, <@, olmak izere  A(t)=(t-t,)" E,(2L(t-t)")  oldugundan
al =al—eA’ <a < B° ve a, (1) <a,(t) olur.

Béylece;
Diay, (t) = D%, (t)—eDA(t).

a,, lll. tipten eslenmis alt ¢oziim ve A fonksiyonu,

DIA(t)=2LA(t), A(t)(t-t) | =4">0

t=t,

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii oldugundan

Dia,, (t)< f(t. B(t))+9(t. B(t))-2¢LA(t)
<f(tA()+9 (A1)

esitsizligi elde edilir. Dolayistyla Teorem 2.8.4 geregi 7, <t <7,+T icin

o, (1) < B(t)

olur. Buradan & — 0 limit alirsak
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lim{a, (t)—£A(t)} <lim B(t),

&0 &0
ay(t)=a(t-n)<p(t), 7,<t<zy+T,
a(t-n)<B(t), 7o<t<z,+T

elde edilir. Boylece ispat biter.
t, > 7, oldugu durumda Teorem 3.1.5°deki (ii) ve(iii) sartlari; f ve g, her x

i¢in t’ye gore artmayan ayrica «, (to,to -I-T] lizerinde azalmayan ve £, (2’0,2’0 +T]

tizerinde azalmayan olarak alinirsa asagidaki teorem gegerli kalir.

Teorem 3.1.6. Kabul edelim ki
(aeC,[[tyt,+T].0 ] t,,T>0, BeC[[r7+T].0], 7>t olmak iizere
p=1-q ve O<q<Zolsun. Burada f,geC[[t,,z,+T]x[,0 | ve

Dia(t)< f(t,B(t)+g(t.A(t), a°< X°

DB(t)2 f(ta(t))+g(ta(t), B°=x°

dir.

t=1q

olmak iizere @° = a(t)(t—t,) "

B°=B(t)(t-7)"

t=t,

(ii) f,geC [[to,ro +T]x0,0 ] ve f(t,x) fonksiyonu ikinci degiskene gére artmayan
ve g(t,y) fonksiyonu ikinci degiskene gore artmayan olsun. Ayrica f ve g, her x

igin t” ye gore artmayan olsun.
(iii) &, (ty.t,+T] tizerinde azalmayan ve 8, (7,,7,+T] iizerinde azalmayan olsun.
O halde

(@) a(t)<B(t-n), to<t<t +T

(b) a(t+n)<B(t), 7,<t<7+T

olup burada 7 =t; -7, >0 dr.
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3.2. Varlik Teoremleri

te(t),t,+T] i¢in v, w fonksiyonlar: (2.53) probleminin alt ve iist ¢dziimleri olmak

tizere v(t) <w(t) ise
Q={(€.X): (=) (1)< x < (-t w(t) t<[tot, +T])

kapal kiimesi tizerinde (2.53) probleminin ¢éziimiiniin varhg ispat edilebilir.

Simdi L. tipten baslangi¢c zaman farkli eslenmis alt ve iist ¢dzlimler i¢in asagidaki

varlik teoremini ifade ve ispat edelim.
Teorem 3.2.1. Kabul edelim ki
(aeC,[[tnt,+T].0 ] t,T>0, BeC,[[z7,+T].0 |7,>t, olup, p=1-q,

0<q<1olsun. Burada f,geC[[t),z,+T]x[,0] ve
Dia(t)< f(ta(t))+g(t.A(t), a°< x°

DIB(t)= f(t,B(t))+g(ta(t), A =x°

1-q

dir.

B =BM)(t-r) |

olmak iizere o° =a(t)(t—t,)

t=ty

(i) f,geC[[tO,ro+T]xD,D], f(t,x), X’ e gore azalmayan ve g(t,y), y’ ye
gore artmayan olsun. Ayrica f ve (¢, her X igin t’ ye gore azalmayan ve

a(t)< B(t+n), t,<t<t,+T ve n=1z,—t, olsun.
(iii) a, (ty,t, +T] iizerinde artmayan ve 8, (7,,7,+T | iizerinde artmayan olsun.

O halde n=17,—t,>0 igin (t,,t,+T] iizerinde (2.55) probleminin bir x(t) ¢dziimii

vardir dyle ki a(t) < X(t) < ﬂ(t+77) olur.
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Ispat. Kabul edelim ki f3, (t)= B(t+7), t>t, olsun. Bu takdir de;

=P (O)(t=t) | = A(t+n) (t-t,)

t=t, t=t,

olup t yerine t—7 yazilirsa,

=4 =2x">a" (3.37)

t=ry

p3 = A()(t-7,) "

elde edilir. g(t,y) fonksiyonu ikinci degiskene gore artmayan ve «, (t,,t, +T] araligs

lizerinde artmayan ayrica f ve g, her X igin t’ ye gore azalmayan oldugundan

DS, (t)=D'B(t+7n)
> f (t+77,ﬂ(t+77))+g(t+77,a(t+77))
> f(t+n,8(t)+9(t+n.a(t))
+ £(t4(0)+o(t(0)

oldugu goriiliir. Boylece son esitsizlikten
DB, ()= f(t, 3, (t))+ g (ta(t)) (3.38)

elde edilir. Bu ise f,’m verilen (2.55) probleminin I. tipten eslenmis {ist ¢dziimil

oldugunu gosterir.

f ve g fonksiyonlari,
Q={(t,x):(t=1,) V(1) <x = (t-t) w(t).t e[ts by +T]]

kiimesi  iizerinde siirekli oldugundan f(t,x)=f (t, (t-t,)° X) ve

g (t, X) =g (t,(t —to)p X) yazilir.
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Simdi kabul edelim ki

pifty t, +T]x0 =0,

p(t,x)= max[(t—to)p a(t),min((t=1,)° x(t),(t-t,)" 4, (t))} (3.39)
olsun. O halde f ve g fonksiyonlari,

Q= {(6%): (1) V(1) < X< (-1 w(t) tet 4 +T]]

kiimesi tlizerinde sinirlt oldugundan [to,t0 +T]><D tizerinde f ve ¢ fonksiyonlarin

stirekli bir geniglemesi olan f(t, p(t,X)) ve g(t, p(t,x)) fonksiyonlar1 da sinirhdir.

Dolayistyla Teorem 2.8.6 geregi

=x° (3.40)

t=t,

Dx(t) = f (t, p(t.x))+g(t, p(t.x)), x(t)(t—t,)""
probleminin (t,,t, +T ] tizerinde bir X(t) ¢dziimii vardir.

Simdi keyfi >0 i¢in ¢, (t)=a(t)-eA(t) ve B, (t)=4,(t)+eA(t) olup burada

A(t)=(t-t, )q_l Eeq ((t —t, )q) oldugunu géz éniinde bulunduralim.

Aciktir ki
0_ i\
a) =a, (t)(t-t,) -
=a(t)(t-t,) | —sA(t)(t-t,) "
t=t, t=t,
=a’ -l
yani
al=a’-ei’ (3.41)
elde edilir. Ayrica benzer sekilde
P =B+ (342)
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yazilir. Bu takdir de (3.41) ve (3.42) sonuglar birlestirilirse o halde A°>0

oldugundan

al<x’< B (3.43)
elde edilir. $imdi [ty,t, +T] iizerinde

(t=t,) e (1) <(t-t,)" x(t) < (t=t,)" B, (1)

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki bu ifade dogru olmasin. O halde en az bir

t, € (ty,t, +T] vardir dyle ki

(tl _to)p X(tl) 3 (tl _to)p Bo. (tl)

ve t, <t<t icin

(t—t,) e (t) < (t-t,)" x(t) <(t=t,)" B, (1)

olsun. Yani «,, X ve p, siirekli oldugundan dolayr t,<t<t, olmak {izere

a, (t)<x(t)< B, (t) olsun. Bu takdirde

yani

(t—t)" x(t)>(t,-t)" B (L) (3.44)
olur. Ayrica
p(tx(t)) =max| (4, —t,)" @ (t).min( (4, ~t,)" X(1),(t ~t)° £ (1))
=max| (t,-t)" @ (4).(t~t)" 4 (4) ]
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ve

(t-t) a(t)<(t-t)" Blt+n)=(t-t)" A(L)

oldugundan

p(tvx(tl)) :(tl_to)pﬁo (t1) (3.45)

olur. O halde (t—t,)"x(t)>(t—t)" B(t) ve p(t.x(t))=(t-t)" B(t)

oldugundan,

(t—t) er(t) < p(t.x(t))<(t 1) A (L) (3.46)

kalir. (to,t] tizerinde m( ) ( ) i ( ) teskil edelim.

m(t1): X(tl)_ﬁo.s (tl)ZO (3'47)

oldugu gériiliir. Buradan (t,,t,] iizerinde m(t)=0 ve m(t)<0 oldugundan

Lemma 2.8.8 geregi,
D'm(t,)>0 (3.48)

olur. Ayrica

(b =t)" A (8))+ 0 (6t —t)" @(t))2 (6 p(tx(4)))+ 9 (t P (6 x(1)))
=D (t,)
2D, (4)

_ D', (1) + DAL

> DB, (t,)
> f (tl'ﬁo (tl)) ( ( ))

= (6 (b =t)" A (6))+ 0 (6t =) (1)), (3.49)

Bu ise bir geligkidir. Diger durum benzer sekilde gosterilebilir. Sonug olarak [to,t0 +T]

uzerinde
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(t=t,) e, (1)< (t—t,)" x(t) < (t-t,)" By, (t)

olur. a_, X ve f,,, siirekli oldugundan dolay1 t, <t <t,+T olmak iizere

a, () < x(t)< £, (1) (3.50)

yazilir. Burada & — 0 limit alinirsa (t,,t, + T ] tizerinde

Iim{a(t) gﬂ(t)}

- () < xit

(t) < lim{; (t)+ &2 (1)},

t)<4(t)=A(t+n)

olur. Boylece ispat biter.

t, > 7, oldugu durumda Teorem 3.2.1" deki (ii) ve (iii) sartlar;; f ve g, her x

igin t” ye gore artmayan ayrica «, (.t +T] iizerinde azalmayan ve g, (7,,7,+T]

tizerinde azalmayan olarak alinirsa asagidaki teorem gegerli kalir.
Teorem 3.2.2. Kabul edelim Ki

(JreC,[[tot,+T].0] t,,T>0, BeC,[[r7+T].0 |7 <t, olup p=1-q,

0<q<1olsun. Burada f,geC[[r,t,+T]x,0 ] ve
Dia(t)< f(t,a(t))+g(t.A(t), &< X,
DUB(t)= f(t, B(t))+g(ta(t)), °>x°

dir.

t=7,

olmak iizere a® = a (t)(t—t,)""

B =B(t)(t-7,)

t=t,

(ii) f.g eC[[to,ro +T]x0,0 ] f (t,x), X e gore azalmayan ve g(t, Y), Yy’ ye gore
artmayan olsun. Ayrica f ve @, her X igin [’ ye gore artmayan ve

a(t)<B(t-n), t,<t<t,+T ve n=t,—z, olsun.
(iii) a, (t,,t, +T] iizerinde azalmayan ve S, (7,7, +T ]| tizerinde azalmayan olsun,
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O halde 77=t,—7,>0 igin (t,,t,+T] iizerinde (2.55) probleminin bir X(t) ¢oziimii

vardir 6yle ki a(t) < X(X) < ﬂ(t —77).
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4. KESIRLI BASAMAKTAN DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICiN
GENELLESTIRILMIiS BASLANGIC ZAMAN FARKLI MONOTON ITERATIF
TEKNIK

Bu boliimde iist ve alt ¢oziimii baslangic zaman farkli segilen lineer olmayan
kesirli basamaktan diferensiyel denklem i¢in monoton iteratif teknige basvurulacaktir.
Monoton iteratif teknikte ise alt ve list ¢6ziim metodu ile birlikte, verilen lineer olmayan

problemin ekstremal ¢coziimlerine diizgiin ve monoton olarak yakinsayan monoton

fonksiyon dizileri teskil edilir. Bu dizilerin her bir iiyesi lineer diferensiyel denklemlerin

¢oziimleri olmast bakimindan da ¢ok dnemlidir [13].

Monoton iteratif tekniginin farkli tiplerdeki kesirli mertebeden diferensiyel

denklemlere uygulanmasi konusu ise daha yenidir.

4.1. Genellestirilmis Monoton Iteratif Teknik

Genellestirilmis monoton iteratif teknikte ise diferensiyel denklemler teorisinde
alt ve iist ¢ozlimler metodu yardimiyla cesitli bigcimlerdeki eslenmis alt ve iist ¢oziimler
icin verilen baglangic deger probleminin maksimal ve minimal (ekstremal) ¢oziimlerine

diizgiin ve monoton olarak yakinsayan monoton fonksiyon dizileri teskil edilecektir.
Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki
(A) aeC,[[tyty,+T].0 ] t,T>0ve BeC,[[ry7,+T],0 ] 7, >1, olup, p=1-q

ve 0< (<1 olmak iizere @ ve S fonksiyonlar (2.55) probleminin sirastyla 1. tipten

eslenmis alt ve {list ¢ozlimiidiir oyle ki

Dia < f(ta)+g(t,B),a’ <x° ty<t<t +T,
DIB>f(t,8)+9(ta), B’ 2X" 7,<t<r +T
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burada  t,<s,<7, Ve a=a(t)(t-t,) " . X=x(t)(t-s) "

t=t,

i)
t=s,

B =B (t-7,)"

seklindedir. Ayrica (t,,t, +T] tizerinde 7, =7, —1t, olmak tlizere

t=ry

a(t)< B(t+n,) olsun.

(AZ) f, geC[[to,ro+T]xD,D}, f(t,x), x’e gore azalmayan ve g(t,y), y’ye

gore artmayan olsun. Ayrica f ve g, her X igin t’ ye gore azalmayan olsun.

(AS) a, (t,.t, +T] tizerinde artmayan ve £, (z,,7, +T] iizerinde artmayan olsun.

O halde {an (t)} : {ﬂn (t)} eC, [[SO, So +T],D ] monoton fonksiyon dizileri vardir 6yle
ki [s5,S,+T] lizerinde diizgin ve monoton olarak N-—>o  igin

(t—s5)" e, (1) > (t=5s,)" p(t) ve (t—s,)° B, (t) > (t—s,)"r(t) olup p ve r limit

fonksiyonlari (s,,S, +T] iizerinde

=XO

t=5y

Dx(t) = f (t.x(t))+g(t.x(t)), x(t)(t-s,)"

baslangi¢ deger probleminin sirasiyla eslenmis minimal ve maksimal ¢oziimleridir.

Yani;
Dp(t)= 1 (L o)+ (Lr (V). pO(E-5) =X G <tss,+T
D ()= (Lr() +a(tp(V). FOE-5)] =X &<t<ssT
yazalabils

Ispat. (t,,t,+T] tizerinde a(t)<B(t+n), n,=1,—t, olmak iizere f ve g, her x

icin t degiskenine gore azalmayan ve ﬁ(t + 771) = ﬂ~o (t) ve a (t) =a, (t) olsun.

58



Bu takdirde (to,t0 +T] tizerinde f ve g, her X igin t’ ye gore azalmayan ve (A3)’ i

kullanarak

D*f (t) =D B(t+m)
> f(t+m, B(t+n))+9(t+m,a(t+mn))
t+m, o () + 9 (t+ma(t+n,))

(
= 1
(t.4, (1) +9(ta(t+m))
(
(

\ \%

tA (1) +a(ta(t))
t, A (t )+gtao (1))

f
f
f
yani
D*J, (1) f(t. 4, (1)) + 9 (t. & (1))
ve (ty,t, +T] iizerinde
5(? = ﬁNo (t)(t_to )l_q it

= B(t+m)(t-t)"
=A(t)(t-7)"

=4 >x">a°

t=t,

t=ry

elde edilir. Ayrica (t;,t, +T] lizerinde

D%, (t) = D«(t)
<f(t ot ) ( ())
<f(ta (1)) +a(tA(t+n))

= f (L. (t)+9(tA (1)

boylece

DG, (t) < f(t.G, (1)) +9(t. A (t))
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ve (t,,t, +T] iizerinde

elde edilir. Bu ise ¢, ve S, verilen (2.55) probleminin sirasiyla 1. tipten eslenmis

alt ve list ¢oziimii oldugunu gosterir.

17,=S,—t, >0 olmak iizere her n>0 icin asagidaki lineer baslangic deger

problemlerini goz 6niine alalim.

D&, ()= f (t+1,,4, (1)) + 9 (t+7,, B, (1)), @ (t)(t—t,)""

=x° (4.1)

t=t,

DB, (1) = T (t+1,, 8, (1)) + 9 (t+7,,@, (1)), B (t)(t—t,)"

=x" (4.2)

t=t,

Gy Ve By Co[[tyty+T],0 ] iizerinde tek ¢odziimlere sahiptir. Simdi (t,,t, +T]

uzerinde
Gy < <a,<..<d& <B <P ,<.<B<B<p

oldugunu gésterelim. Bu takdirde t e (t,,t, +T] olmak iizere (4.1) denkleminde n=0

alalim ve

teskil edelim.

a, alt ¢oziim oldugundan

< f(t.a(t))+g (t,,Bo (t)) _( f(t+m,,d(t)+g (t 105, fo (t)))
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f ve g, her X igin t’ye gore azalmayan oldugundan

D*p(t)< F (1. (1))+ 0 (t. A (6) = (6.6 (1)) + 9 (8. A (1)

=0

ve ayrica

elde edilir. Buradan (t,,t, +T ]iizerinde Dp(t)<0 ve p°<0 oldugundan

Sonug 2.8.7 kullanilirsa

& (1)< 1) (43)

teskil edelim. f, geC[[tO,ro+T]xD,D], f(t,x), x’ e gore azalmayan ve

g(t,y), ¥’ ye gre artmayan oldugundan ayrica (4.1) ve (4.2) denklemlerinde n=0

i¢in,

Dp(t)=D (t)-DA(t)
= (67208 (1)) + 0 (t+ 7 B (1) = (t+72, 5 (1)) + 9 (147,65 (1))

= f(t+,.d,(t))- f (t+q2,BO(t))+g(tmz,ﬁo(t))—g(t+772,d0(t))
0

IA

yani;
Dp(t)<0

dir ve
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=0

t=t,

P’ =p(t)(t-t,)""

elde edilir. Buradan te(t,t,+T] olmak iizere D'p(t)<0 ve p° =0 oldugundan

Sonug 2.8.7 geregi

a (1)< A (t) (44)

elde edilir. (t,,t, +T] tizerinde

teskil edelim. Bu takdirde t e (t,,t, +T] olmak iizere (4.2) denkleminde n=0 alalim.

B(t+n,)=f,(t) ve f, iist ¢oziim oldugundan;

Dp(t)=D"/(t)- D5 (t)
=D, (t)-DB(t+n,)
< (72 B (0) 0 (723 (0) = ( F (4 43 (0) + 9 (t4 7,05 (1))

f ve g, her X igin t’ ye gore azalmayan ve 77, <7, oldugundan

D p(t) < F (t+7 By (1)) + 0 (t+770 G5 (1)) =( F (t+722 5 (1)) + 9 (72,5 (1))
=0

yani

dir ve
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elde edilir. Buradan D%p(t)<0 ve p°<0 oldugundan Sonug 2.8.7 kullanilirsa

(t,,t, + T ]iizerinde

B()< 5 (t) (4.5)

elde edilir. Dolayistyla (t,,t, +T ]iizerinde

A
IA
hz
hz

(4.6)

olur. Matematiksel Indiiksiyon prensibi geregi (to,t0 +T] tizerinde k>1 igin
&, <a, < B, < B, dogru oldugunu kabul edip &, <d,,, < fB,., < B, esitsizliginin var

oldugu gosterilmelidir. Bu takdirde t e (t,,t, + T ] olmak iizere

p(t)=2 (t)- . (1)
teskil edelim.

f,.g eC[[to,ro +T]x0,0 ] f (t,x) x’e gore azalmayan ve g(t,y)Yy’ye gdre

artmayan oldugunu kullanarak; t € (t,,t, +T] icin

Dp(t) =D, (t)- D, (t)
= f(t+nm,.@ (1)~ f(t+n,.a (1) +9(t+n,. B (t)-a(t+n,. A (1))
< f(t+n, & (1)) f(t+n,.6 (1)+9(t+n,. B (t)-9(t+n,. B (1))
=0

ve

=0

t=t,

P’ =p(t)(t-t,)""

elde edilir. Buradan D’p(t)<0 ve p’=0 oldugundan dolayr Sonug 2.8.7 geregi

te(t),t,+T]icin
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p(t)<0
&, (1)24,.(1) (47)

elde edilir. Benzer sekilde (t,,t,+T] fiizerinde &, </, Ve fi.<pB oldugu
gosterilebilir. Bdylece Matematiksel Indiksiyon Prensibiyle gostermis olduk ki
t € (t,,t, + T ] olmak iizerinde her n igin,

<& <@ <.<q <P, <P <.<P,<B<pB (4.8)

elde edilir.

Amacimiza ulagmak igin {(t—to)p 0?”} ve {(t—to)pﬁn} fonksiyon dizilerinin
[ty t, +T] tizerinde diizgiin sl ve es siirekli oldugu gosterilmelidir. Bu takdirde ilk
olarak [t,,t, +T] iizerinde {(t—to)pdn} ve {(t—to)p,ﬁ’n} fonksiyon dizilerinin diizgiin

siirliligini aragtiralim. O halde her n>0 igin

(t-t,)" &,

yazilir. &, f, €C,[[ty.t,+T].0 | oldugundan (t—t,)" &, ve (t=t)" By, [torto +T]
izerinde smirhdir.  Ayrica (t—to)p W, =(t—t0)p( JiA —070) dersek (t—to)pWO
fonksiyonu da [t,,t,+T] iizerinde sl olur. Bu yiizden de (t—t,)"|&,|<M, ve

(t—t,)"|W,|< M, olacak bigimde M,,M, >0 vardir. Buradan hareketle

S(t—to)p‘ﬁo —070‘+(t—t0)p|070|
=(t=t5)" |G| +(t—t;)" ||
<M, +M,

=M

(t-t,)" &,
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elde edilir. Burada M >0 dir. Bu ise her n>0 igin [t,,t, +T] tizerinde {(t—to)pdn}
dizisinin diizgiin smirli oldugunu gosterir. Benzer sekilde {(t—to)p ﬁn} fonksiyon
dizisinin [t,,t, + T] iizerinde diizgiin smnirl oldugu gosterilebilir. Ayrica gosterilebilir ki
[tot,+T] iizerinde {(t-t)"@,} ve {(t-t,)" 3} fonksiyon dizileri es sireklidir
[23]. Dolaystyla [t,,t, +T] tizerinde {(t—to)p dn} ve {(t—to)pﬁn} fonksiyon dizileri
diizgiin smuirli ve es siirekli oldugundan Ascoli-Arzela teoremi geregi [to,t,+T |
lizerinde {(t—to)p dnk} ve {(t—to)p ,Enk} alt dizileri mevcuttur dyle ki n— oo iken
diizgiin ve monoton olarak (t—to)p p Ve (t—to)pf’ ya yakinsar. Dolayisiyla
[t,.t,+T] iizerinde {(t—to)pdn} ve {(t—to)pﬁ’n} fonksiyon dizileri monoton

olduklarindan bu diziler de sirasiyla n— oo iken diizgiin ve monoton olarak (t —to)p Yo

ve (t —to)p I’ ya yakinsar.

Simdi p ve F’nm (t,,t,+T] iizerinde

DR(t)= f (t+7,, X(t))+ 9 (t+m,, X (1)), X(t)(t-1t,) "

=x° (4.9)

t=t,

probleminin eslenmis c¢oziimleri oldugunu gosterelim. Bunun igin (4.1) ve (4.2)

Riemann-Liouville kesirli lineer diferensiyel denklemlerine karsilik gelen Volterra tipli

integral denklemini kullanacagiz.

Burada X(t)=x(t+7,),te(t,t,+T]alalim. Se(s),S,+T]| olmak iizere S=t+1,

degisken doniligiimii yapalim. Bu takdirde

qu(s) =f (S,X(s))+g (S,X(S)), X(S)(S—So)l_q

=x’ (4.10)
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olur. O halde t & (t,,t, + T ] olmak iizere (4.1) ve (4.2) Riemann-Liouville kesirli lineer

diferensiyel denklemlerine karsilik gelen Volterra tipli integral denklemlerinin(t-t,)"

ile ¢arpilmis hali

(t_to)pdn(t)
LS fey [ (e () oG+ A (9)]eE (41D

L gt o ha@) ol man(@)]os (412

oldugundan (4.11) ve (4.12) esitliklerinin her iki tarafi N — oo i¢in limit alinip ayrica

(t—t,)" ile boliiniirse

lim (t-t,)" &, (1)
. x° (t—to)p 5 -1 - 5
=!m[r(q)]+ r(q) !ﬂu(t—f) [f(fﬂb’“n1(5))““9(5*’72'%1(5))}‘15}

o)=L T (g p () (e nar(@)]oE (413)

-t [ S oo [ Bt ol (]

—~~
~—+
N—
|
>
o
—~~
~+
|
—
o
N—"
o
iR
[
ey

(t=&) [ f(&+m P () + 9 (&4, 5(2))]de (414)
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elde edilir. Buise p ve [’ mn sirasiyla te(t,,t,+T] olmak iizere (4.9) baslangic
deger probleminin eslenmis ¢oziimleri oldugunu gdsterir. O halde t e (t,,t, +T | olmak
iizere p ve T limit fonksiyonlart (4.1) ve (4.2) lineer baslangic deger problemlerini

saglar. Bu yiizden de t € (1.t +T] olmak iizere

D5 ()= F (t+ 7 A1)+ 9 (L4 f (1), AU (E-1)"

t=ty

DF(t) = f (t+7, F(t))+g(t+m A(t)), F(t)(t-t)"

t=t,
yazilir.

p(t)=p(t+n,) ve F(t)=r(t+n,), te(ty,t,+T] alalm.se(S,,S,+T] olmak iizere

S =t+n, degisken donlisiimii uygulanirsa

Dp(s)=f(s.p(s))+a(s.r(s)), p(s)(s—s,)"
Dr(s)=f(s,r(s))+9(s.p(s)), r(s)(s—s,)"

=x°, s,<s<s;+T  (4.15)

s=Sy

=x°, 8, <s<s,+T  (4.16)

elde edilir. Dolayisiyla gdstermis olduk ki p ve r degerleri (S,,S,+T] iizerinde
sirastyla (2.55)  probleminin I. tipten eslenmis ¢dziimleridir. Simdi (s,,s,+T]
tizerinde sirasiyla o ve r’ nin (2.55) probleminin I. tipten eslenmis minimal ve
maksimal ¢oziimleri oldugunu gosterelim. Bunun igin t & (t,,t, +T] olmak iizere (4.9)
probleminin &, (t) < %(t)< 5, (t) sartini saglayan her X(t) ¢dziimii i¢in gdstermeliyiz

Ki (ty,t, +T ] tizerinde;

Ay SPSKSTFLp, (4.17)
olur. O halde hern igin
(4.18)

oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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n=0 i¢in &, < X< B, dogrudur.

n=Kk i¢in ¢, < X< ,Bk dogru oldugu kabul edilip n=k+1 i¢in &, , < X< ,B
oldugu gosterilmelidir. Bu takdirde

P(t) =& (t)-%()
teskil edelim.

f, geC[t 7, +T]><D D] t,x) x’e gore azalmayan ve g(t y)y’ye gore

artmayan oldugunu kullanarak t e (t,,t, +T] icin

D?p(t) = D@, (t)- DX(t)
= f(t+n,.a,(t ))+g(t+772,5k (t))—(f(t+772 )?(t))+g(t+772,>?(t)))
= f(t+7,G, (1)) = F (t+77,,X(1))+ 9 (t+77,. B (1)) -9 (t+7,. (1))

0

IN

dir ve

P =p(t)(t-t,)"* =0

t=t
elde edilir.

Buradan D%p (t) <0 ve p°=0 oldugundan dolay1 Sonug 2.8.7 kullanilirsa

p(t)<0
a0 (1) (4.19)
olur. Benzer sekilde t e(t,,t, +T] i¢in
()< At (420

elde edilir. O halde Matematiksel Indiksiyon Prensibiyle gdstermis olduk ki (t;,ty+T ]

tizerinde her N igin;
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a,(t)<x(t)< B, (1)
olur. Bu takdirde [t,,t, +T] iizerinde (4.21) esitsizliginden
(t—t,)" &, ()< (t-t,)" K(t) < (t-t,)" B, (1)

yazilir. Buradan N —> oo igin limit alirsak [t,,t, +T ] izerinde

(t=1)" A1) <(t-1)" X(t) < (t-1,)"F (1)

elde edilir. Boylece t e(t,,t, +T] olmak iizere gdstermis olduk ki

A(t)<K(t)<F(t)

(4.22)

(4.22)

(4.23)

olur. Bunedenle 5 ve T eslenmis ekstremal ¢oziimlerdir. O halde (t,,t, +T |iizerinde

G, <p<X<F<f

yazilir.

Son olarak (4.21) esitsizliginden hareketle te(ty,t,+T]|

a,(t)=a,(t+m), B (t)=L.(t+m),  A(t)=p(t+n,),

p(t)<x(t)<r(t), te(s) s +T]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(4.24)

olmak tzere

X(t)=x(t+m,),

I’(t) = r(t + 772) alalm. te (SO,S0 +T] i¢in t+7, yerine t yazilirsa bu takdirde

Sonug 4.1.2. Kabul edelim ki Teorem 4.1.1." in sartlarma ek olarak te(s;,s,+T]

olmak iizere u, (t)>u,(t) ve L, L, >0 i¢in

(4.25)

(4.26)

olsun. O halde (s,,s, +T]iizerinde p=X=r, (2.55) probleminin tek ¢éziimiidiir.
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Ispat. (s,,5,+T] iizerinde p(t)<r(t) oldugundan amacimiza ulasmak i¢in

r(t) < p(t)oldugunu géstermekyeterlidir. (), S, + T iizerinde

p(t)=r(t)—p(t) teskil edelim. (4.25) ve (4.26) esitlikleri geregi,

0
r(t)<p(t) (4.27)
kalir. Boylece(s,,S,+T] iizerinde (2.55) probleminin tek ¢dziimii p=X=r olarak
elde edilir.

t, > 7, i¢in Teorem 4.1.1 asagidaki bi¢imde ifade edilmistir.
Teorem 4.1.3. Kabul edelim ki
(A) aeC,[[tyty,+T].0 | t,T>0 ve BeC,[[z.7,+T].0 | 7, <t; olup p=1—q

ve 0<q<1 olmak iizere @ ve S fonksiyonlar1 (2.55) probleminin sirastyla I. tipten

eslenmis alt ve {list ¢ozlimiidiir 6yle ki

Dia < f(ta)+g(tB).a’<x° ty<t<t +T,
DIB>f(t,8)+9(ta),f°2X" 7,<t<r,+T
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)
t=s,

burada 7 <s;<t,  ve  a®=a(t)(t-t) | . X=x(t)(t-s,)"

t=t,

seklindedir. Ayrica (7,,7,+T] iizerinde 7, =t,—7, olmak

t=ry

A =p)(t-7)"
iizere a(t+1,)< B(t) olsun.

(AZ) f,g eC[[tO,rO +T]x0,0 ] f (t,x), X ’e gore azalmayan ve g(t, y), y ’ye gore

artmayan olsun. . Ayrica f ve ¢, her X igin {’ye gore artmayan olsun.

(A3) @, (ty,ty +T] tizerinde azalmayan ve S, (7,7, +T | iizerinde azalmayan olsun.

O halde {an (t)} : {,Bn (t)} eC, [[SO, So +T],D ] monoton fonksiyon dizileri vardir 6yle
ki [s5,S,+T] iizerinde diizgiin ve monoton olarak N-—>o  igin

(t=s5)" e, (1) > (t=5,)" p(t) ve (t—s,)° B, (t) > (t—s,)"r(t) olup p ve r limit

fonksiyonlari (s,,S, +T] iizerinde

=XO

t=5y

Dx(t) = f (t.x(t))+g(t.x(t)), x(t)(t—s,)"

baslangi¢ deger probleminin sirasiyla eslenmis minimal ve maksimal ¢oziimleridir.

Yani;
D' ()= 1 (Lp(M) +a(tr(V). pO-5)T =X s<tssT,
D ()= (Lr() +a(tp(V). FOE-5)] =X &<t<ssT
yazilabili.
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t, =S, alindiginda Teorem 4.1.1 asagidaki bicimde ifade edilmistir.
Teorem 4.1.4. Kabul edelim ki

(A) aeC,[[t,t,+T].0 | t,T>0 ve geC,[[ry7,+T],0 ] 7>t olup p=1-q
ve 0<(g<1 olmak lizere o ve [ fonksiyonlar (2.55) probleminin sirastyla L. tipten

eslenmis alt ve {ist ¢oziimiidiir dyle ki

Dia<f(ta)+g(t,B),a”<x’ ty<t<t+T,
D> f(t,8)+0(ta), B =2xX" 7,<t<r,+T,

burada iy 8 ve a®=a(t)(t-t,) " x®=x(t)(t-t,)""

t=t,

H
t=t,

seklindedir. Ayrica (t,,t, +T] iizerinde 7 =7, —t, olmak iizere

t=ry

B =B(t)(t-7,)"

a(t)< p(t+n) olsun.

(A2) f,g eC[[tO,rO+T]xD,D:|, f(t,x), x* e gore azalmayan ve g(t,y),y’ ye

gore artmayan olsun. Ayrica f ve ¢, her X igin t’ye gore azalmayan olsun.
(A3) &, (t,t, +T] iizerinde artmayan ve S, (7,,7,+T] iizerinde artmayan olsun.

O halde {an (t)} ve {,Bn (t)} monoton fonksiyon dizileri vardir 6yle ki N—>00 igin
[to.t, +T] iizerinde (t—t,)" @, > (t—t,)" p ve (t—1t,)° B, > (t—t,)"r olup p ve r

limit fonksiyonlar (t,,t, +T] iizerinde

0
=X
t=t,

qu(t)z f(t,X(t))+g(t,x(t)), X(t)(t—to)l_q

baslangi¢ deger probleminin sirasiyla eslenmis minimal ve maksimal ¢oziimleridir.

Yani t e (ty,t, + T ] olmak iizere

0
=X s
t=t,

Do (t)=f (L p(1)+9(tr(). AO(E-1)
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Dr(t) = f(Lr(t)+9(t o). r(®)(t-t)"

yazilir.
S, =7, alindiginda Teorem 4.1.1 asagidaki bicimde ifade edilmistir.
Teorem 4.1.5. Kabul edelim ki

(Al) ae Cp [[to,to +T],D ] t,, T >0 ve g eCp [[TO,TO +T],D ] 7, >t, olup p=1-q,
0<q<1 olmak iizere ¢ ve [ fonksiyonlari (2.55) probleminin sirasiyla 1. tipten
eslenmis alt ve {ist ¢oziimiidiir dyle ki

Dia < f(ta)+g(t,B).a’ <x° ty<t<t +T,
DIB=>f(t,8)+9(ta), B°=2X" 7o<t<zy+T

burada t, <7, ve a’=a(t)(t-t) | x* = x(t)(t—t,)""

t=t,

t=t,

B =B (t-7,)"

seklindedir. Ayrica (7,,7, +T] uzerinde 17 =7, —t, olmak lizere

t=ry

a(t—n)< B(t) olsun.

(A2) f,g eC[[tO,roJrT]xD,D], f (t,x), x> e gore azalmayan ve g(t,y),y’ ye

gore artmayan olsun. Ayrica f ve g, her X igin t’ye gore azalmayan olsun.
(A3) a, (t,,t, +T] tizerinde artmayan ve £, (z,,7, +T] lizerinde artmayan olsun.

O halde {an (t)} ve { B, (t)} monoton fonksiyon dizileri vardir dyle ki N—> 00 igin
[24,7, +T] ftizerinde (t—7,)" &, > (t—7,)" p ve (t—7,)° B, > (t—7,)°r olup p ve

r limit fonksiyonlar (z,,7,+T] tizerinde

:XO

t=7,

Dx(t) = f (t.x(t))+g(t.x(t)), x(t)(t-z,)"

baslangi¢c deger probleminin sirasiyla eslenmis minimal ve maksimal ¢oziimleridir.

Yani t e(z,,7, + T ] olmak iizere
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yazilir.

Benzer yontem yardimiyla asagidaki teoremde insaa edilen baslangic zaman
farkli 1. tipten eslenmis alt ve st ¢oziimler i¢in verilen kesirli basamaktan diferensiyel
denklemin II. tipten eslenmis ¢oziimlerine diizgiin ve monoton yakinsayan fonksiyon

dizileri teskil edilecektir.

Teorem 4.1.6. Kabul edelim ki

(A)aeC,[[tnt,+T.0 ], ., T>0 ve BeC,[[r7,+T].0 ], 75>t  olup

p=1-q, 0<qg<1olsun.

(Az) f,g eC[[to,z’o+T]xD ,D], f(t,x), X’e gore azalmayan ve g(t,y), y’ye
gore artmayan olsun. Ayrica [to,ro+T] tizerinde f ve g, her X igin t’ye gore

azalmayan olsun.

(A) a, (t,t, +T] iizerinde azalmayan ve f3, (t,,t,+T] iizerinde azalmayan olsun. O

halde t, <, <7, olmak iizere 77, =, —t, i¢in &, (t)< x(t+7,)< /3, (t) olacak bicimde

:XO

t=s,

D)= F(1x(0) +0(tx(1). X()(t-s,)"

probleminin  keyfi x(t) ¢dzimii igin (t),t,+T] {izerinde &,(t)<a,(t) ve

B, ()< B, (t) olmak iizere

Gy (1)< @, (1) <. <@y, (1) S X(t477,) S @y () <, (1) < (1), (4.28)
L)< By (1) S By (V) <X(t477,) S B (D) S < B (1) S By (V) (4.29)

saglanir. Burada t e (to,'[0 +T] , N, =1,—1t, ve n, =5, —1, olmak lizere iterasyon semasi

asagidaki gibidir.
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quml = f (t+772’ﬁn)+g(t+772'dn)' dn+l(t)(t_t0)17q

Dqﬁml = f (t+772707n)+9(t+772’ﬁn)1 Bml(t)(t_to)l_q

= x°, (4.30)

t=ty

L0
S x°. (4.31)

Ayrica {0t} {0}y {Bon} Ve {Bonaa} €C,o[[S0:S+ T, | monoton dizileri vardir
Oyleki [SO,SO+T] tizerinde diizglin ve monoton olarak sirasiyla Nn—oo igin

(t=s,)" p, (t=5,)°r, (t—5,)" p" Ve (t—s,)° r" degerlerine yakimsak olup p, r,p Ve

r" limit fonksiyonlar t € (s,,S, +T ] olmak iizere

D (1)= (L x(O)+0(6x(1). X()t—5,)] =¥

baslangi¢ deger probleminin Il. tipten eslenmis ¢oztimleridir.

Yani; te(s,.s, +T] iizerinde
D)= 1 (Lr () ra(tr(). pOE-5)] =¥ (432)
D ()= (Lo (1) +9(LpM) rO-5) _ =x.  (43)
Dy (1)= F(Lr(O)+o(tr (1), A5 =x  (439)

D (1)= (. (1) +a(t.o (1), 1 (O)(t-5,)] =x° (435)

saglani.

ispat. Kabul edelim ki (s,,s, +T ] iizerinde x(t),
D (1)= 1 (1x(0) + g (Lx(1), x(O)(t-5,)] =
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probleminin keyfi bir ¢dziimii olsun. Ilk olarak yukardaki probleminin baslangic zaman

farkli II. tipten eslenmis alt ve iist ¢éziimlerinin varhigimi gostermeliyiz. Bu takdirde

(to.t, +T ]iizerinde;

Dz =f(t,0)+g(t,0), z(t)(t-t,) | =x° (4.37)

t=t,
problemini géz oniine alalm. O halde bu probleminin z(t) ¢dziimii vardir. Simdi
a(t)=z(t)-K ve B(t)=z(t)+K teskil edelim dyle ki a(t)<0<p(t) olacak

bigimde K >0 segelim. Bu takdirde (t,,t,+T ] {izerinde,
Déx(t)=D"(t)-DK

F(0)+9(10) -~ o(t-8)

< f(t,0)+9g(t,0)
<f(t.B)+9(t,a)

ve o° < x° elde edilir. Ayrica (7,,7,+T] iizerinde

DB (t)=D(t)+ DK
K g
F(l—q)(t_to)

=f(t,0)+g(t,0)+

v

(t,0)+g(t,0)

(ta)+9(t,B).

f
f

v

ve B°>x° yazilabilir.

Buise o ve [ fonksiyonlarmin (2.55) probleminin sirasiyla baslangi¢ zaman
farkli IL. tipten eslenmis alt ve iist ¢6ziimii oldugu gosteririr. Burada o <0< £ olmak
iizere D'K >0 ve f(t,x), x’e gbre azalmayan ve g(t,y), Y’ye gdre artmayan
oldugu kullanildi. Bu yiizden de Teorem 3.1.3 geregi 7, =7,—-t, olmak {lizere

t, <t<t,+T icin a(t) < ,B(t+771) yazilir.
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f(t,x), x’ e goreazalmayan, g(t,y), Y’ ye gdreartmayanve file g, her x
igin t’ ye gore azalmayan ve a, (t,,t,+T] tizerinde azalmayan ve S, (75,7, +T|

tizerinde azalmayan oldugu kullanilarak S (t + 771) = ,50 (t) ve a, (t) =a (t) olsun. Bu

takdirde;
Dqﬁo() Dqﬁ(“’h)
> f(t+m,a(t+n))+g(t+n, B(t+mn))
=f(t+7]1 t+77) (t+771ﬂ0 )
> f(ta(t)+g(t 5 (1))
= 1 (1.6, (t)+9(t. 4 (1))
yani
D", (t) 2 f(t.y(t)+9(t. 5 (1))

ﬂo —ﬁo( )(t_to )1_q =t,
- Alten)(t-t)
=A(1)(t-7,)""

t=t,

elde edilir. Ayrica,

boylece



ve

olur. Demek ki 4, ve &, (2.55) probleminin sirastyla II. tipten eslenmis iist ve alt
¢dziimiidiir. Dolayistyla kabul geregi (s,,s, +T |iizerinde (2.55) probleminin bir x(t)

¢Oziimil vardir 8yle ki (ty,t, +T] lizerinde &, (t) < X (t+7,) < /3, (t) yazilabilir.

Ilk olarak (t,,t,+T] iizerinde @, <a, ve B,<p, oldugunu varsayarak

(ty,t, +T] iizerinde

ay(t)<a,(t)<x(t+m,)<a;(t)<a(t) ve (1)< B (1)< x(t+1m,)< B, (1)< By (1)
esitsizliklerinin saglandigin1 géstermeliyiz.
p(t)=x(t+m,)-a.(t)

teskil edelim. (4.30) denkleminde n=0alalim. Bu takdirde (t,,t, +T] iizerinde

Dp(t)=D" (t+772) (1)
:f(t+772, )+g(t+772, t+772)) (t+772u30()) (t+772,0‘o(t))
f(t+772, ) (t+7727ﬂo )+g(t+772’x(t+772))_g(t+772’&0(t))
<0

yazilabilir. Burada &, (t)<x(t+n,)</,(t) ve f ve g’nin ikinci degiskene gore

monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

p°=p(t)(t-t) | =0

t=t

olur. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T ] lizerinde
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x(t+1,) <, (1) (4.38)

elde edilir.
p(t) =4 (t)—x(t+m,)

teskil edelim. (4.31) denkleminde n=0 alalim. Bu takdirde (t,,t,+T ] iizerinde

Dp(t)=D4,(t)-Dx(t+7,)
= f(t+77,,0 (1)) + 9 (47, By (1)) F (47, X(t+7,)) =g (t+1,, X (t+7,))

= f(t+7,,6 (1))~ F (t+mx(t+7,)) + 9 (t+7,, 5 (1)) = 9 (t+77,, X (t+77,))
<0

elde edilir. Burada &, (t)<x(t+7,)</,(t) ve f ve g’nin ikinci degiskene gore

monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

Bi(t)<x(t+m,) (4.39)
elde edilir.
p(t)=a,(t)-x(t+n,)

teskil edelim. (4.30) denkleminde n=0 alalim. Bu takdirde (t,,t, +T] iizerinde

Dp(t)=D%, (t)-Dx(t+1n,)
= f(t+772 ,El(t))+g(t+772,&l(t))—f(t+772,x(t+772))—f(t+772,x(t+;72))

= F(t+m,, B ()= T (trmpx(t+7,))+ 9 (147, (1)) = F (47 x(t+7,))
<0
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olur. Burada x(t+7,)<&(t), B (t)<x(t+7,) ve file g nin ikinci bilesene gore

monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

p° = p(t)(t-t,)""

olur. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T] iizerinde

a, (t) < x(t+m,) (4.40)

elde edilir. Benzer sekilde gosterebiliriz ki (t,,t, +T | tizerinde

X(t+7,)< 5, () (4.41)
yazilabilir.
p(t)=a,(t)-a(t)

teskil edelim. (4.30) denkleminde n=0 ve n=2 alalim. Bu takdirde (t,t,+T]

uzerinde

Dp(t) = D (t)- D& (t)
= (t477,, B, (1)) + 9 (t+77,,, (1)) =  (t+77,, By (1))~ 9 (t+77,. 4 (1))

f(t+772,ﬂ2 ) (t+7721:80 t ) (t+772’a2(t))_g(t+772’0~50(t))
0

IN

elde edilir. Burada 3, (t)<f,(t), & (t)<d&,(t) ve f, g’nin ikinci bilesene gdre

monotonluk 6zelligi kullanildi.

Ayrica

=0

PP =p(O(t-5)""

olur. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T] iizerinde
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elde edilir.

(4.42)

teskil edelim.(4.31) denkleminde n=0 ve n=2 alahm. Bu takdirde (t,t,+T]

uzerinde

Dp(t)=D"4 (t)-D5(t)

= £ (t+77,,00 (1)) + 9 (t+7,, B (1))~ f (t+7,,0, (1)) =9 (t+72,. 5, (1))

f
0

IA

= (t775,00 (1)) = T (t+77,6, (1)) + 9 (t+7,, By (1)) - 9 (725, 5, (1))

elde edilir. Burada &,(t)<d&,(t), 5,(t)</A,(t) ve f, g’nin ikinci bilesine gdre

monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

p° = p(t)(t-t,)""

t=to

olur. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T] lizerinde

IA

0,
B ()

p(t)

A.(t)

IN

elde edilir. Benzer sekilde gosterebiliriz ki (t,,t, +T | iizerinde;

X(t+77,) < &, () ve By (1)< x(t+7,)

olur. Dolayistyla (t,,t, +T] tizerinde gostermis olduk ki

(1)< a, (t)<x(t+n,)<a,(t)<a(t)

ve
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B ()< B (1) <x(t+m,)< B, (1) < Fy (1) (4.45)
yazilabilir.

n>2 igin (t,,t,+T] iizerinde

Gy s (1) Sy, (1) SX(t+77,) Sy (1) S 5 (1)

ve
Bon-s (1) Bona (V) SX(t4+7,) < Bon s (1) < B (1)
esitsizliklerinin saglandigim varsayarak gostermeliyiz ki
Ay s (1) Sy (1) SX(t477,) S Aoy (1) S 4 (1)

ve

Bon (V)< o () < X(t417,) < B (1) € B2 (1)
olur.
P(t) =y (t)— Gy (1)
teskil edelim. Bu takdirde (t,,t, +T ] lizerinde
Dp(t)=D"a,,,(t)—D%,,(t)

= f(t+772’ﬁ2n—3)+g(t+77270?2n—3)_ f (t+772’ﬁ2n—1)_g(t+772'd2n—1)

=f (t+772’:g2n73)_ f (t+772’182n71)+g(t+772’d2n73)_g(t+772’0~52n71)
0

IN

elde edilir. Burada £, ;(t)< B (1), &y (t) <@y, (t) ve f ile g’ nin ikinci

degiskene gore monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

=0

PP =p(D)(t-t)"|
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dir. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T | lizerinde

o2 (1) i (1) (4.46)

elde edilir.
p(t) = 52n (t)_Ian—z (t)

teskil edelim.(4.31) denkleminde n=0 ven=2 alam. Bu takdirde (t,t,+T]

tizerinde
Dq p(t) = DqﬁZn (t) - DqﬁZn—Z (t)
= f (t+772’d2n—l)+ g (t+772’ﬁ~2n—1)_ f (t+77210~‘2n—3)_ g (t+7721132n—3)
(t+772’d2n—l)_ f (t+772'd2n—3)+ g <t+772’ﬂ~2n—1>_ g (t+772’ﬁ2n—3)

f
0

IA

elde edilir. Burada f,, 5(t)< B, (1), @i(t) <@y, (t) ve f ile g’ nin ikinci

bilesene gore monotonluk 6zelligi kullanildi. Ayrica

0 _ 4\ _
P’ =p(t)(t—t,) - 0
olur. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T] tizerinde
p(t)<0,
BZn (t) < ﬁZn—Z (t) (447)

elde edilir. Benzer sekilde gosterebiliriz ki (t,,t, +T ] tizerinde;

d2n+1 (t) S dZn—l (t) Ve 52n—1 (t) < ﬁ2n+l (t) (448)
yazilabilir.

Simdi &,, (t)<x(t+n,) ve x(t+7,)< B, (t) oldugunu gosterelim.
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p(t)=a,, (t)—x(t+7,)

teskil edelim. Bu takdirde

Dp(t)=Dq,, (t)-D*(t+7,)
= f(t+772’B2n—1)+g(t+772’0~{2n—1)_ f (t+772,x(t+772))—g(t+772,x(t+772))

= (t+772'ﬂ~2n—1)_ f (t+772’x(t+772))+g(t+772’d2n—1)_g(t+772’X(t+772))

f
0

IA

olur. Burada X(t+7,)<d, . (t), B, (t)<x(t+7,) ve f, g’nin monotonluk

ozelligi kullanildi. Ayrica
=0

P’ =p(t)(t-t,)""

t=t,

yazilabilir. Buradan Sonug 2.8.7 geregi (t,,t, +T] lizerinde

IN

p(t)<0,
Ay (1) < X(t+77,) (4.49)

olur. Benzer sekilde gosterebiliriz ki (t,,t, +T | tizerinde
(4.50)

X(t+17,) < B, (1)
yazilabilir. Boylece Matematiksel indiksiiyon Prensibiyle gdstermis olduk ki her n igin

(ty,t, +T] tizerinde,

IA
IA

R

—

S8 () SX(t417,) <@y () S

wE Boma () EX(t+7,) < By (V) < ..

saglanir.
Teorem 4.1.1° de oldugu gibi benzer sekilde gosterilebilir ki {(t—to)den},

{(t=t)" @, {(t—to)p BZn} ve {(t—to)p /S’M} dizileri [t,,t, +T] iizerinde diizgiin
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simirli ve es siireklidir. Dolayisiyla Ascoli-Arzela teoremi geregi [to,tO +T] iizerinde

siasiyla {(t=1)" @y b {(06) G | {(06) By Jve {187 Bapy |
diizgin ~ yakinsak  alt  dizileri = meveuttur.  Bu  yiizden  de
{(t—to)den}, {(t—to)po?zm}, {(t—to)pﬁ’Zn}ve {(t—to)pﬁzm} dizileri monoton
oldugundan [t,,t;+T] iizerinde sirasiyla n—oo iken diizgiin ve monoton olarak

(t—t,)" 5, (t-t,)"F, (t=t,)" 5" ve (t—t,)" ¥ degerlerine yakmsar.

Simdi p, 7, o ve F* limit degerleri, x(t+7,)=%(t) Ve te(t,t,+T] olmak iizere

DIR(t) = f (t+7,, X(1))+9(t+7m,X()),  R(O)(t-t,) "

0
L= (4.51)

probleminin 1l. tipten eslenmis ¢oziimleri oldugunu gosterelim. Bunun igin (4.30) ve

(4.31) Riemann-Liouville lineer diferensiyel denklemlerine karsilik gelen Volterra

tipli integral denklemlerinin (t—t,)" ile ¢arpilnus hali

(t_tO)p Oy (t)

:F?Q)+(tr_(t;§ i(t—i)q-l[f(§+772,ﬁ~2n_1(§))+g(§+n2,d2n_l(§))}d§, (4.52)

(t—t,)" @ (1)

X t,

L(tt)
r(a) T(a)

p

j(t—é)q_l[f (£472 Bon ()4 9 (£ + 1., @0 (£)) e, (453)

(t_to)p 'BZn (t)

:r)((;)+(tr—(té; i(t—ﬁ)q—l[f(émz,o’zzﬂ1(5))+g(§+772,ﬁ2nl(g))}dg, (4.54)

(t _to)p Bzml (t)

:r’(‘q)+(tr_(té§ tj;(t—g)q1[f(§+772,072n(5))+g(§+772,ﬂ~2n(§))]d§ (4.55)
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oldugundan sirastyla N —> oo igin limit alinip ayrica (t—t, )p ile boliiniirse

PG e [ (e @) aleomr@os (a0

0= g O e @) el mp@)]os (457

p(t)= XO(;E;O))q +r1q)£(t—§)q1[1‘(§+772.F(§))+g(§+772,F*(§))]d§ (4.58)
Ve

X(t-t)" 1
T(a)  T(d

F(t)=

)j(t—@“1[f(5+n2,ﬁ(§))+g(§+nz,ff(f))]dg (4.59)

elde edilir. Bu ise (t,,t,+T] tizerinde p, F, p ve ¢ limit degerlerinin (4.51)
baslangic deger probleminin Il. tipten eslenmis c¢oziimleri oldugunu gdsterir.
Dolayistyla (t,,t,+T] iizerinde 5, F, 5 ve " limit fonksiyonlari (4.30) ve (4.31)

problemlerini saglar. Bu takdirde t e(t,,t, +T] olmak iizere

Dd,,, (1) = f(t+f72,ﬂ2n+l(t)+g(t+nz,azn+1(t)), G (D)(t1) 7] =X
D@01 (1) = T (477, By (1)) + G (t+77,0 G (1)), By (1) (E -1, ) qno 00
Dqﬁzn+2(t):f(t+772,052n+1(t)+g(t+ﬂ2,ﬂ2n+l(t)), Bonr (D) (=1, t:t0=)<0
D s (6) = F (647720 (1) + 9 (47 Bin (1)), Brna (D(t=1)7| ="

Dolayisiyla {&Zn}’{&Znﬂ}’ {,B’Zn}ve {ﬁ2n+1} dizileri (to,t0+T] lizerinde sirasiyla

n — oo iken diizgiin ve monoton olarak 5, ¥, p ve " degerlerine yakinsadigindan

D4 (t) = f (t+m,, 7 (t)+ g (t+mF(t), At)(t-t)"

0
T X (4.60)

DU (t) = f (t+17,,5 (1) +9(t+m,, A1), F(t-t,)™"

=x°, (4.61)

t=t,
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DA (1) = f(t+nm,,r(1))+9(t+n,, F (1), A ()(t-1)"| =x. (462)

t=t,

=x°. (4.63)

t=t,

D (1) F (7, p(0)+ 0t (1), P ()(E-1)

pt)=p(t+n,), F(t)=r(t+n,), p (t)=p (t+n,) ve 7 (t)=r"(t+7n,) alalm. O
halde te(t,,t,+T] olmak iizere t+7, yerine t dersek te(s,,s,+T] olur. Simdi
sirastyla (4.60), (4.61), (4.62) ve (4.63) baslangic deger problemleri incelenirse

(4,8, +T] tizerinde

ve

D (t)=f (t, p(t))+a(t. o (1)), r(t)(t-s,)"

t=sy

elde edilir. Dolayisiyla gostermis olduk ki p,r,p  ve r  limit fonksiyonlart

te(Sy, S, +T] olmak iizerinde

:XO

DUx(t) = f (t.x(t))+g(t.x(t)), x(t)(t-s,)"

t=s,

baslangi¢ deger probleminin II. tipten eslenmis ¢oziimleridir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda; f, geC[[t,,7,+T]x0,0 ], t,<s, <7, Ve te(s,,s,+T] olmak

uzere

:XO

t=5y

D (1) = f (LX(1) + g (tX(1), X(D)(t-3,)""

lineer olmayan kesirli mertebeden diferensiyel denklem i¢in baslangi¢ zaman farkli
eslenmis alt ve st ¢oziimler verildiginde genellestirilmis monoton iteratif teknigin

uygulanabilirligi incelendi.
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