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OZET

H(/2) VE H(+/3) GENISLETILMIiS HECKE GRUPLARI iLE
POZITIF TANIMLI KUADRATIK FORMLAR ARASINDAKI ILISKIiLER

_ Meryem CILDIR
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dali

(Doktora Tezi / Tez Danismani: Dog. Dr. Ozden KORUOGLU)

Balikesir, 2011

Bu calismada, katsayilar1 sirasiyla Z[\/E] ile Z[«/g ] halkalarindan alinan ve

-2 . -v3 I
taban noktas: da sirasiyla x =—— dogrusu ile x =—— dogrusu iizerinde olan
m m

pozitif tanimli kuadratik formlarin varligi gosterilmis, bu pozitif tanimli kuadratik
formlar ile H(+/2) ve H(«/3) genisletilmis Hecke gruplari arasindaki iliskiler
incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, calisma tanitilmustir.

Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak tanimlar, teoremler,
ornekler ve metodlar verilmistir.

Uciincii boliimde, genisletilmis modiiler grup ile tamsay: katsayili pozitif
tanimli kuadratik formlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Dordiincti boliim tezin ana kismidir. Bu boliimde, iiclincli boliimde verilen
genisletilmis modiiler grup ile tamsay: katsayili pozitif tanimli kuadratik formlar

arasindaki iliskiler, ﬁ(ﬁ) ve ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke gruplar ile sirasiyla

katsayilari Z[\[-Z— ] ve Z[\/g ] halkalarindan alinan pozitif tanimli kuadratik formlar
arasinda incelenmistir. Ayrica bu pozitif tanimli kuvadratik formlarin
indirgenebilirligi ile ilgili sonuclar elde edilmistir.

Besinci boliimde, tezde elde edilen sonuclar ve ileride yapilacak calismalar
icin acik problemler verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Genisletiimis Hecke grup, pozitif taniml
kuadratik form, taban noktasi.
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ABSTRACT

RELATIONSHIPS BETWEEN H (+/2) AND H (+/3) EXTENDED
HECKE GROUPS AND POSITIVE DEFINITE QUADRATIC FORMS

Meryem CILDIR
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozden KORUOGLU)
Balikesir, 2011

In this study presence of positive definite quadratic forms of which
coefficients taken from the rings of Z[\/E] and Z[\/§ ] and base points are on

= ;@ and x = ~3 lines respectively have been shown and the relationships
m m
between these positive definite quadratic forms and H (v2) and H (+/3) extended

Hecke groups are investigated.

X

This thesis consists of five chapters. In the first chapter the study is
introduced.

In the second chapter, it is given that the definitions, theorems, examples and
methods which are used in the other chapters are briefly recalled.

In the third chapter relationships between extended modular group and
positive definite quadratic forms with integer coefficients have been examined.

The forth chapter is the main part of the thesis. In this chapter the
relationships, given in the third chapter, between extended modular group and
positive definite quadratic forms with integer coefficients are investigated between

H(«2) and E(\/é— ) extended Hecke groups and positive definite quadratic forms of

which coefficients taken respectively from Z[«/—Z_ ] and Z[\/g ] rings. Furthermore,
findings on reducibility of these positive definite quadratic forms have been revealed.

In the fifth chapter, the results obtained from the thesis are summarized and
some open problems for future studies are given.

KEY WORDS: Extended Hecke groups, positive definite quadratic form,
base point.
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1. GIRIS

Bu calismanin amaci, katsayilari sirasiyla Z[\/_Z_ ] ve Z[«/—B- ] halkalarindan

—-~/2 . —+/3
alinan ve taban noktasi da sirasiyla x =—— dogrusu ile x=—— dogrusu
m m

lizerinde olan herhangi bir pozitif tanimh kuadratik formun varligim gostermektir.
Ayrica bu kuadratik formlarin denkligini saglayan H (\/—2_) ve H (\/5) genisletilmis

Hecke gruplarinin elemanlar ile arasindaki iliskiler incelenmistir.

Hecke gruplan literatiirde, E. Hecke’nin 1936 yilinda yaptign “Uber die
Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” isimli ¢alismasi

ile ilk defa yer almistir [1].

A=A, = 2cos—7£, (g =3 tek tamsay1 ve g =4,6) degerlerine karsilik gelen
q

H(A,) Hecke gruplari ile bunlarin normal alt gruplari Cangiil tarafindan ¢alisilmustir
[2]. Hecke gruplariyla ilgili bazi ¢alismalar icin Bkz. Cangiil ve Singerman [3],
Ikikardes, Sahin ve Koruoglu [4], Yilmaz, Sahin ve Cangiil [5-7]. H (4,) Hecke
gruplarinda, g =3 degerine karsilik gelen H(A,) Hecke grubu daha ¢cok modiiler
grup olarak adlandirilir ve PSL(2, Z) ile gosterilir. Modiiler grup matematikgiler

tarafindan ¢ok calisilan bir gruptur.

1980°1i yillardan itibaren modiiler gruptan yararlanarak tanimlanan,

genisletilmis modiiler grup I'=PGL(2, Z) ve onun alt gruplarinin cebirsel, geometrik
ve fonksiyonel ozellikleri Sibner, Jones, Thornton, Singerman, Kulkarni,

Schoeneberg, Mushtaq ve Bizim tarafindan ¢aligilmastir.



R(z2) :—1— yansima doniisiimiinii H (4,) Hecke gruplarina katarak elde edilen
Z

genisletilmis Hecke gruplari, Sahin, Bizim ve Cangiil tarafindan [8] numarali calisma
ile tamtilmistir. Bazi genisletilmis Hecke gruplarinin kuvvet, kamutatdr, ¢ift, temel
denklik, serbest alt gruplari ve aralarindaki iligkiler de Sahin, Bizim, Cangiil,
Ikikardes, Koruoglu tarafindan verilmistir [8-13].

Kuadratik (ikinci dereceden) formlar literatiirde; a, b, ¢ birer reel sayr olmak
tizere F(X,Y)=aX’+bXY +cY’ seklindeki polinomlara denilmektedir. M.S. 628
yilinda Hintli matematik¢i Brahmagupta, yazmis oldugu “Brahmasphutasiddhanta”

isimli eserinde, x” —ny” =c¢ formundaki esitlikler hakkinda calismustir. Ozellikle

giiniimiizde Pell denklemleri olarak bilinen x> —ny> =1 tipindeki denklemlerin

¢oziimii igin bir de metot bulmustur. Avrupa’da ise bu problem Brouncker, Euler,

Lagrange ve Gauss tarafindan ¢aligilmigstir [14].

C. F. Gauss’un kuadratik formlarin indirgeme teoremi kapsaminda temel
bolgeyi ele aldigi bilinmektedir. Ayrica Humbert, Dirichlet’in yontemiyle temel
bolgeyi calismis ve Ozellikle pozitif formlar igin temel bolgede yer alan bir noktanin

sunusunu yapilandirmistir [15].

Euler (1761), 6n+1 ve 8n+1 formundaki her asalin sirasiyla x* +3y* ve

x> +2y? kuadratik formlar1 ile temsil edildigini yaynlayan ilk kisidir. Buna benzer

teoremlerin 1654’te Fermat tarafindan ifade edildigi bilinmektedir.

Kuadratik formlarla ilgili ilk kapsamli caligmanin J. L. Lagrange (1773)
tarafindan yapildign bilinmektedir. Lagrange, kuvadratik formlarla ilgili birgok
gercegi kendi teorisi olan indirgeme ve iki degiskenli kuadratik formlarin denkligini
kullanarak ispatlamustir. Fakat has denklik ve has olmayan denklik arasinda bir
ayrim yapmanustir. Indirgeme ve denklik disinda da yeni terimler eklememistir. A.
M. Legendre (1798) Lagrange’in indirgeme metodunu ve tablolarini (kuadratik

kalanlar icin olan) karsiikli kalanlar teoreminden faydalanarak indirgenmis



formlarda kullamp biiyiik olciide ispatlamis olmakla birlikte, tamamen

bitirememistir. Detaylart sadece aradaki katsayilar ¢ift oldugunda vermistir.

Gauss (1801), A nin bir kare carpana sahip olmamasi sartiyla x°—A nimn

bolenlerinin lineer formlarini bulmak icin karsilikli kalanlar teoremini uygulamistir
ve calismalarini F = ax” +2bxy+cy® formundaki, ortadaki katsayisi cift olan ve

(a,b,c) ile gosterdigi iki degiskenli kuadratik formlarla sinirlandirmisgtir.

A. Tekcan ve O. Bizim [16] numarali kaynakta, kuadratik formlar ile
genisletilmis modiiler grup arasindaki iliskileri elde etmisler, taban noktalar1 modiiler
grubun temel bolgesinde olan pozitif tanimli formlar ile ilgili sonuglar vermislerdir.
Bununla birlikte Tekcan, kuadratik formlarin [17]’de eliptik egrilerle, [18]’de Pell ve
[19-20]’de Diophantine denklemleri ile olan iligkilerine de de@inmistir. Ayrica
Tekcan [21] numarali calismasinda, kuadratik formlar teorisinin ¢ok ©Onemli bir
boliimiinii kapsayan indefinite formlar ile kuadratik idealler arasindaki bagintiy1 ele
almis ve bununla ilgili sonuglar vermistir. Ideallerin devri ile bu ideallere karsilik
elen formlarin devirleri arasinda iliski kurmustur. [22] numarali kaynakta ise
Tekcan, Hermityan formlar ve bu formlarin Picard grubu ile iliskisinden ve
tamsayilarin Hermityan formlar ile gosterilmesi probleminden bahsetmistir.
Kuadratik formlarla ilgili daha fazla bilgi icin [23]’teki Buchmann ve Vollmer,
[24] teki Buell ve [25] teki Flath kaynaklarina bakilabilir.

Bu calismada yapilanlari, boliimlere ayirarak kisaca tanitalim.

Caligmanin ilk bolimii tezin gelisimini anlatan, tezin béliimlerinin tanitildig:

ve kaynak aragtirmasinin yer aldig: giris boliimiidiir.

Calismanin ikinci boliimiinde, tezin diger bolimlerinde kullanilacak tanimlar,

metotlar, yontemler, teoremler onbilgiler ad1 altinda verilmistir.

Caligmanin iigiincii boliimiinde, genisletilmis modiiler grup ile pozitif tanimh

tamsayi katsayili kuadratik formlar arasindaki iligkiler incelenmistir.



Dérdiincii boliimde ise liglincii boliimde verilen genisletilmis modiiler grup ile
tamsay1 katsayili pozitif tamimli kuadratik formlar arasindaki iligkiler, ﬁ(ﬁ) ve

E(\/’g) genisletilmis Hecke gruplan ile katsayilari Z[«/—Z— ] ve Z[\/_B— ] halkalarindan

alinan pozitif taniml1 kuadratik formlar arasinda incelenmistir. Bunlara ek olarak, bu

pozitif taniml kuadratik formlarin indirgenebilirligi ile ilgili sonuclar elde edilmistir.

Calismanin besinci boliimiinde, calismamizda elde edilen sonuglardan
bahsedilmistir. ~ Ayrica, bundan sonra yapilabilecek bazi calismalar igin agik

problemler verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde; tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan tamim, teorem,

sonug, metot ve yontemler verilmistir.

2.1 Mébiiis Doniisiimleri

Hecke gruplarinin elemanlart birer mobiiis doniisiimiidiir. Bu alt boliimde, bu
doniistimleri taniy1p, bu doniisiimler ile 2X 2 matrisler arasindaki iligkileri verecegiz.

C_ = CuU/{ee} olmak iizere su tanimi verelim:

2.1.1 Tanmm: f: C_ — C_ birebir, orten ve meromorf fonksiyonlara C_

kiimesinin bir ofomorfizmi denir [26].

C _. kiimesinin tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(C _ ) ile gosterilir. Yani,

Aut(C_)={ f|f: C_ — C_ birebir, 6rten, meromorf fonksiyon}
seklindedir [26].

2.1.2 Teorem: C_ kiimesinin, tim otomorfizmlerinin kiimesi asagidaki
gibidir:

az +5 . a,bc.deC, ad—bc =0} [26].

Aut(C_)={ V() : V(2) =
cz +

2.1.2 Teorem’de dikkat edilirse ad —bc # 0 verilmistir. Eger ad —bc=0

olsa, V(z) sabit fonksiyon olur ve birebirlik sart1 bozulur.



az+b

2.1.3 Tanmm: V(z)= (a,b,c,de C, ad—-bc+#0) bicimindeki

cz +

doniisiimlere, mobiiis doniisiimleri (kesirli dogrusal doniistim) denir [26].

2.1.4 Teorem: Mobiiis doniisiimleri, fonksiyonlarin bileske islemine gore bir

gruptur [27].

2.1.3 Tanim’daki ad —bc degerine V(z) doniisiimiiniin determinant: denir ve
A ile gosterilir. Mobiiis doniigiimleri igin verilen A =ad —bc#0 kosulu yerine
A =ad —bc =1 kullanilabilir. Ciinkii pay ve payda * VA ile boliiniirse, A=1

sonucu bulunur.

Matrislerde carpma islemi yapmak, fonksiyonlarin bileske islemine gore daha
kolaydir. Bunun i¢in, mobiiis doniisiimleri ile matrisler arasinda birebir iliskiyi

a b

az+b dJ matrisini kullanmak olacaktir.

inceleyelim. Bu iligki, V(z) =
cz+d

yerine
c

Bunun icin bazi teoremler verelim.

2.1.5 Tanim: (a
c

b
dj bigiminde a,b,c,d € C, A=ad —bc#0 kosullarin

saglayan 2Xx2 matrislerin kiimesine C’de genel lineer grup denir ve GL(2, C) ile

gosterilir [26].
2.1.6 Teorem: 6 : GL(2, C) — Aut(C )
a b az+b
>
c d cz+d

seklinde tanmimlanan dontigiim bir epimorfizmdir [26].

b
Dikkat edilirse 2.1.6 Teorem’deki doniisiim birebir degildir. Ciinkii (a d ]
c

matrisi doniisiimiiniin yaninda, bu doniisiimiin, k katina da gidebilir.

cz+d
6



Dolayisiyla birebirlik yoktur. € doniisiimiiniin ¢ekirdegini, K = ¢ek@ olmak lizere K

ile gosterelim. Gerekli islemler yapilirsa ¢cek@ kiimesinin A€ C\{0} kosulu altinda

A
(0 /J bicimindeki matrislerden olustugu goriiliir. Bu elemanlari

3 e

olarak da ifade edebiliriz. Birinci izomorfizma teoreminden asagidaki teoremi

verebiliriz.

2.1.7 Teorem: GL(2, C)/K = Aut (C_) [26].

GL(2, C)/K bolim grubu icin PGL(2, C) simgesi kullanilir ve bu grup
projektif lineer grup olarak isimlendirilir. PGL(2, C) nin elemanlar,

A=ad —bc #0 kosulunu saglar ve de bu matrislerin k kati da ayn1 doniisiimii

belirler.

Simdi GL(2, C) kiimesinden C\{0} kiimesine
det: GL(2, C)— C\{0}

doniisiimii tanimlansin. Bu durumda M, N € GL(2, C) olmak iizere,

det(M .N) = det(M ).det(N)

oldugundan bu doniisiim bir homomorfizmadir. Ustelik doniisiim orten oldugundan
bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin ¢ekirdegi, determinanti 1 olan matrislerin
SL(2, C) kiimesidir. Bu kiime, matrislerin carpma iglemine gore bir grup olusturup
bu gruba ozel lineer grup denir. Yine birinci izomorfizma teoreminden asagidaki

teoremleri verebiliriz.

2.1.8 Teorem: GL(2, C)/ SL(2, C) = C\{0} [26].



2.1.9 Teorem: Aut(C ) = PGL(2, C) = PSL(2, C) [26].

PSL(2, C) nin elemanlari, A=ad—bc=1 kosulunu saglar ve de bu

matrislerin negatifleri de ayn1 doniisiimii belirler.

Hecke gruplari,

az+b

PSL2,R)={ V(z): V(2) = a,b,c,deR, ad-bc=1}
cz+d

seklinde reel katsayili dogrusal dontistimlerin alt kiimesidir. Simdi U, ist yar

diizlemi gostermek tizere, PSL(2, R) ile ilgili su teoremi verelim.

2.1.10 Teorem: Aut(U) = PSL(2, R) [26].

az +z; a,b,c,de R, ad —bc=-1}

2.1.11 Tanm: G’ ={ U(z): U(z) =

cz +

kiimesinin elemanlarina U iist yart diizlemin anti-otomorfizmleri denir [13].

2.1.12 Teorem: G = PSL(2, R)U G’ bileske islemine gére bir gruptur [26].

2.1.13 Teorem: Hecke gruplari, PSL(2, R) nin alt grubudur. Genisletilmis
Hecke gruplari ise G nin bir alt grubudur [13].

Ispat: Giris boliimiinde verilen, Hecke ile genisletilmis Hecke gruplarinin
tirete¢ kiimelerinin elemanlarindan sonug aciktir.

2.2 Hecke Gruplari

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch

ihre Funktionalgleichungen” adli ¢alismasinda Hecke gruplarimi asagidaki gibi

tanimlamustr [1].



2.2.1 Tamim: A sabit bir pozitif say1 olmak lizere,

T(z)z—l ve U(z)=z+A
Z

kesirli dogrusal doniistimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplari denir ve H(A) ile

gosterilir [1].

Tanimlanan 7'(z) ve U(z) doniistimleri yardimiyla S =7T.U alinirsa

1

YD

elde edilir.
2.2.2 Teorem: A >2 veya g >3 bir tamsay1 olmak iizere,
V4
/1=Zq =2cos—,1<A<2
q
ise H(A) grubunun bir temel bolgesi,

F, ={ze U :|Rez|£-/21,lzf21}

kiimesidir [1].

Sekil 1.1: H(A) Hecke Grubunun Temel Bolgesi.



E. Hecke diger A >0 degerleri icin F, kiimesinin bir temel bolge olmadigini
da gostermisti. A=A, veya 42>2 olmasi durumunda H(A) grubunun sonlu
tiretecli bir grup oldugu goriiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2, R) nin ayrik bir alt
grubu oldugundan H(A) grubu Fuchsian bir grup olur. Ayrik gruplar ve Fuchsian
gruplar icin ayrintih bilgiler [28, 29] numarali kaynaklarda bulunabilir.

2.2.3 Teorem: H(A) Hecke gruplarinin Fuchsian olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul 422 veya A=4, = 200s-7-z—, (g =3 bir tamsay1) olmasidir [1].
q

A=, = 2003—”—, 1< A <2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplar1 H (4, )
q

ile gosterilir. Bazi H (/lq) Hecke gruplart ve bunlarin normal alt gruplarn [2]

numarali referansta ¢aligilmigtir. A4 >2 degerleri ile elde edilen Hecke gruplari igin

H(A) gosterimi kullanilir. Bu gruplarin sunuglan ile ilgili iki teorem agagidadir.

2.2.4 Teorem: H (/lq) Hecke grubunun sunusu,

H(A,)=<T,S|T*=8"=1>=C, *C, 2.1)

seklindedir. Buna gore bu grup, 2 mertebeli devirli grup ile ¢ mertebeli devirli

grubun serbest carpimudir [2].

2.2.5 Teorem: Eger A >2 ise bu grubun sunusu,

H(A,)=<T,S|T*=8"=1>=C,*C, 2.2)

bigimindedir. Buna gore bu grup, 2 mertebeli devirli grup ve sonsuz mertebeli

devirli grubun serbest ¢arpimidir [30].
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2.3 Genisletilmis Hecke Gruplari

Burada 2.2 Bolim’de verilen Hecke gruplarindan, R,(z)=— yansima

1
z
dontistimii yardimiyla (ki bu doniisiim birim ¢embere gore yansima doniisiimiidiir)
elde ettigimiz genisletilmis Hecke gruplarindan kisaca bahsedecegiz. Genisletilmis
modiiler ve genisletilmis Hecke gruplari ile ilgili temel bilgilere [9, 31, 32]

kaynaklarindan ulasilabilir.

A22 veya ¢=>3 bir tamsayr olmak iizere /1=/1q=2<:os£,1S/1<2
q

degerleri icin H(A) ile gosterilen Hecke gruplarindan yararlanarak su tanimu

verelim.

2.3.1 Tamim: Hecke gruplarina, R, (z) =— anti-otomorfizmini ekleyerek elde

1
z

edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplar: denir [9].

Genisletilmis Hecke gruplart H(A) ile gosterilir ve otomorfizmler ile anti-

otomorfizmleri bulundurur.

Simdi de genisletilmis Hecke gruplarinin asagida verece8imiz yansimalar

yardimiyla grup sunusunu bulalim. A=4, = 2cos—ﬂ~, 1< A <2 olmak iizere,
q
-7

R (72)=
(@) A7 +1

, R (2)=-7Z, Ry(2)=

Ny | =

yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis Hecke gruplarimin sunusu

H(A,)=<R,,R,,Ry|R’=R," =R, =(RR,)’ =(R;R)" =I>  (23)

seklindedir [9, 32]. Eger R=R,, T=RR, =R,R,, S =R,R, olarak alinirsa H (4,)

genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu,
11



ﬁ(iq):<T,S,R[ T2=R2=Sq=(TR)2=(RS)2=I> (2.4)
olur.

Calisacagimiz H («[2— ) ve H (\/-3; ) genisletilmis Hecke gruplarinin sunusunu
bulmak i¢in (2. 4)’'te g =4 ve g =6 yazildiginda sunuslar su sekilde elde edilir:

g =4 icin genisletilmis Hecke grubunun sunusu,

H(W2)=<T,S,R|T*=R*=S*=TR)*=(RS)* =1> (2.5)

ve ¢ =6 icin genigletilmis Hecke grubunun sunusu ise,

ﬁ(\/g)=<T,S,R| T>=R*=5°=(TR)* =(RS)* =1> (2.6)
olarak gosterilir.

A =2 degerleri i¢in, yansimalar yardimuyla,

H(A)=<R,,R,,R,|R>=R," =R’ =(RR,))* =1> Q2.7)
ve R=R,,T=RR,=R,R,, S =R,R, esitliklerinden, H(A) genisletilmis Hecke
gruplarinin sunusu,

H(A)=<T,S,R| T*=R*=8"=(TR)* =(RS)* =1> (2.8)

biciminde yazilir.

2.3.2 Teorem: H(A) genisletilmis Hecke gruplari icin temel bolge,

F, ={ze U :——%SRe(z)SO, |z|21}
kiimesidir [9].
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Lz)=1

X = -

Sekil 1.2: H (4,) Genisletilmis Hecke Grubunun Temel Bolgesi.

2.3.3 Teorem: H (\/5) genisletilmis Hecke grubu icin temel bolge,

- 2
F; ={ZGU:—%_—SR6(Z)SO, |z|21}

kiimesidir.

| z]=1

2

X=—-—

2

Sekil 1.3: H (\/5) Genisletilmis Hecke Grubunun Temel Bolgesi.

2.3.4 Teorem: H (\/§ ) genigletilmis Hecke grubu i¢in temel bolge,

z[?.l}

_ B
Fﬁ ={Z€ UI“—Z—‘*SRe(Z)SO,
kiimesidir.
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far|=1

b

e
e

N
2

Xx=-

Sekil 1.4: H («/3 ) Genisletilmis Hecke Grubunun Temel Bolgesi.

2.4 Grup Sunuslari

2.4.1 Tanim: X bir kiime (lirete¢ sembollerinin kiimesi) ve X kiimesi {izerinde
devirsel indirgenmis kelimelerden olusan R~ (bagint1 kelimelerinin kiimesi) olsun.
Bu durumda,

P=<X|R" > (2.9)

ikilisine bir grup sunusu denir. X ve R~ kiimelerinin her ikisi de sonlu ise P

sunusunun sonlu oldugu sdylenir [33].

(i) C, Devirli Gruplari: C, grup sunuslari,

C,z<ala"=I1>
seklindedir. Bunlarin liggen grup gosterimleri (1,n,n) veya (n,1,n) bicimindedir.

(i) D, Dihedral Gruplari: D, gruplarinin sunuslari,

D z=<a,fBla’=p"=@f) =1>,D, =<a, fla*=4"=f)’ =1>

veya

D, =<a, fla"=p>=(f) =1>

14



seklindedir ve an =2n dir. D, grubunun licgen grubu olarak gosterimi (2,2,n)

veya (2,n,2) yada (n,2,2) bicimindedir.

(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar: n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi, fonksiyonlarin bileske islemine gére bir grup olusturur.

Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de
bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A, ile gosterilir.
|S, [=n! ve |A,|=n!/2 dir. Cok kargilagilan simetrik ve alterne gruplar

D,=5,=(2,23),4,=02,33),5,=(2,3,4) ve A;=(2,3,5) gruplandir [34-36].

2.5 Carpim Gruplar:
2.5.1 Direkt Carpim Grubu

A ve B iki grup olmak iizere direkt carpim G = AXB ile gosterilir. Sonug

olarak kartezyen carpimdan dolayi

G1=|4] 8

dir. Bu grupla ilgili ayrintili bilgilere [33, 36] numarali kaynaklardan bakilabilir.

Biz direkt ¢carpimin grup sunusunu verelim.

2.5.1.1 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
P,=<X |R >ve P,=<Y|R, >

sunuglariyla verilsin. Bu iki grubun direkt carpim grubu olan G nin sunusu

P, =<X,Y|R ,R, ,R > (2.10)

seklinde tamimlanir. Burada R” ={xyx"'y™ :xe X, ye Y} dir [33].
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2.5.2 Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun serbest ¢arpim grubunun

sunusu asagidaki gibi tanimlanmagtir.

2.5.2.1 Teorem: A ve B gruplar sirasiyla
P,=<X|R >veP,=<Y|R, >

sunuslarina sahip olsun. Bu durumda A ve B gruplarinin serbest garpimi olan

G = A* B grubunun sunusu,

P, =<X,Y|R ,R, > (2.11)

seklinde tanimlanir [33].

2.5.3 Karisimh Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olsun. C <A alt grubu verilsin. ¢:C — B birebir

homomorfizmas: i¢in A ve B gruplarinin C alt grubu ile tanimladiklart karigiml

serbest carpim grubu ile ilgili ayrintili bilgilere [33, 36] kaynaklarindan ulasilabilir.
Bu grup G=A*_ B ile gosterilir ve sunusu agagidaki gibidir.

2.5.3.1 Teorem: A ve B gruplar sirasiyla
P,=<X|R >ve P,=<Y|R, >

sunuslartyla verilsin. C<A alt grubunun lirete¢ kiimesi Z olmak lizere G=A*. B

grubunun sunusu

P, =<X,Y|R,R, {#(z)z" :z€ Z}> (2.12)

seklinde tanimlanir [33].
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2.53.2 Ornek: A=<a|a*=I> ve B=<b|b®=I> devirli gruplarm
alalim. A ile B nin serbest carpimi

A*B=<ab|a*=b°=1>

bicimindedir. C =<a® > olmak iizere A mn alt grubudur.
¢.C—>B

a*—b’

birebir homomorfizmasi yardimiyla A*_. B grubunun sunusu,
y y cP g $

A*. B=< a,b l a*=p° = Q)(az)(az)"1 =]>

bulunur. Bu sunusun kisaltilmis hali

A*.B=<abla*=1I, a*=b" >

seklindedir.

2.6 Z[/2]ve Z[+/3 ] Halkalari

Bu boliimde kisaca Z[ﬁ ] ve Z[\/g ] halkalarindan bahsedecegiz.
Tezimizde calisacagimiz pozitif tanimli kuadratik formlarin  katsayilar1 bu
halkalardan alinacaktir. Bu konuyla ilgili ayrintili bilgilere [34, 37] kaynaklarindan

ulasilabilir.

2.6.1 Tanim: F cismi, K cisminin alt cismi ise K’ ya F” nin cisim genislemesi

denir.

2.6.2 Ornek: R, Q’ nun ve C ise R’nin cisim genislemesidir.
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2.6.3 Tanmm: K, F' cisminin bir genislemesi ve € K olsun. K’ nin F’yi ve

o.’y1 bulunduran en kiiciik alt cismi F () ile gosterilirse, bu cisme o ’nin F cismine

ilavesi ile elde edilmis F cisminin basit genislemesi denir.

K’ nin biitiin alt cisimlerinin arakesiti bir alt cisim olacagindan en kiiciik alt

cisim vardur. F(&) K’'nin, F' ve o’y1 iceren tiim alt cisimlerin arakesitidir.

2.6.4 Ornek: D, pozitif tam kare olmayan bir tamsay: olmak iizere Q (J—B)
cismi, R’nin

F={a+bJD:a,be Q) (2.13)
alt cismine esittir.

2.6.5 Tamm: Q (JB ) lizerindeki islemler

(a+bJD)+(c+dD)=(atc)+(b+d)VD, o1
(a+bVD)(c+dND) = (ac+bdD) + (ad + bc)ND '
seklindedir.

Z[ﬁ ] ve Z[\/g ] halkalar1, Z halkasina sirasiyla V2 ve \/§ katilarak elde
edilen halkalardir. Bu halkalar,

Z[N21={a+b 2 a,be Z) (2.15)
ve

Z[V31={a+b3:a,be 7} (2.16)
bicimindedir.

Tamimlara dikkat edilirse, 3+ «/5) € Z[\/E 1 ve 5+ \/5) eZ| \/§ ] olur.

Avyrica, Z[ V2 lve Z[ \/_3_ ] birer tamlik bolgesidir.
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3. POZITIF TANIMLI KUADRATIK FORMLAR iLE
GENISLETILMIS MODULER GRUP ARASINDAKI iLiSKiLER

Bu béliimde caligmamizin 6nemli bir boliimiinid olusturan kuadratik formlarla
ilgili bazi tammlar, terimler ve notasyonlar verilecektir. Ayrica pozitif taniml
kuadratik formlarla genisletilmis modiiler grup arasindaki iliskiler incelenecektir. Bu

konuyla ilgili ayrintili bilgilere [16, 23-25, 38] numarali kaynaklardan ulasilabilir.

3.1 Kuadratik Formlar

3.1.1 Tanmm: g, b, c € R olmak iizere

F(X,Y)=aX?*+bXY +cY? (3.1)

seklindeki polinomlara kuadratik (ikinci dereceden) form denir ve bu form kisaca

katsayilar1 yardimiyla F = (a,b,c) ile belirtilir. F nin determinanti da A= A(F) ile
gosterilir ve A =b* — 4ac olarak tamimlanir. Ustelik F = (a, b, ¢) formu icin,

1) “F tamdir < a,b,ce Z dir.”

i1) “F pozitif tanimhidir < A(F) <0, a,c>0 dir”.

1ii) “F indefinitedir < A(F) >0 dir”.

1v) “F ilkeldir & obeb(a,b,c) =1 dir”.

Formlarin bir ¢ok 6nemli 6zelligi, modiiler veya genisletilmis modiiler grup

yardimiyla verilir. r genisletilmis modiiler grup olmak tizere, F' = (a,b,c) herhangi

s —
Je I' doniistimii i¢in F nin g altindaki gF resmi

;
bir form ve g =(
t u

gF(X,Y)=(ar® +brs+cs*)X* + (2art +bru + bts + 2csu) XY

(3.2)
+(at® + btu+ cu®)Y*?
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olarak tanimlanir. Bu tanima gore, gF de ikinci dereceden bir formdur. Ustelik gF
formu, F formunda X — rX +tY,Y — sX +uY degisken degisimi yapilarak elde
edilmistir ve gF = F(rX +tY,sX +uY) dir. Buna gore, F ile gF ayni Ozelliklere
sahiptirler. O halde F pozitif tanimli, indefinite veya ilkel ise; gF de pozitif tanimli,
indefinite veya ilkeldir. Ayrica F ile gF ayn determinantlidir, yani A(F) = A(gF)
dir. gF nin bu sekildeki tanimi genisletilmis modiiler grubun formlar kiimesi

tizerinde bir grup etkisidir Oyle ki her g,he r icin g(hF)=(gh)F ve

(1 Oj !
F =F dir [25].
0 1

3.1.2 Tanmm: F ve G herhangi iki kuadratik form olsun. Eger gF =G olacak

sekilde en az bir ge I varsa F ve G formlarina denktir denir. Eger det(g) =1 ise bu
formlara has denk, det(g)=-—1 ise bu formlara has olmayan denk formlar denir.

Eger F formu kendisine has olmayan denk ise bu forma ambiguous form denir [25].

e 11
3.1.3 Ornek: F=(1,7,-6)ve G=(2,7,—-3) formlar1 ve g=(3 4]

doniisiimii icin,

gF =F(X +3Y, X +4Y)=2X*+7XY -3Y*=G
dir. Diger yandan det(g) =1 oldugundan bu iki form birbirine has denktir.

3.14 Ornek: F=(7,-2,1) ve G=(1,0,6) kuadratik formlari ve

0 1) o . .
g= {1 doniislimii icin,
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gF=F¥,X+Y)=X*+6Y*=G
ve det(g) = —1 oldugundan bu iki form birbirine has olmayan denktir.

3.1.5 Uyarr: Denk formlar aynt determinantlidir. Ancak ayni determinantlt

formlarin denk olmasi gerekmez.

3.2 Pozitif Tanimli Kuadratik Formlar

Bu bolimde, pozitif tanimli kuadratik formlarin daha sonraki boliimlerde

deginilecek olan baz1 6zellikleri incelenecektir.

3.2.1 Tanim: F =(a,b,c) pozitif tanimli bir kuadratik form olsun. Bu
takdirde U {ist-yar1 diizlemindeki bir z noktasi i¢in bu form

F=a(X +zY)(X +2zY) (3.3)

seklinde yazilabilir. Bu sekildeki z sayisina F formunun taban noktasi denir ve

z=2z(F) ile gosterilir [16].

Yukaridaki tanimda z = x+1iy olarak alinirsa;

7= b+iy-AF) ‘V‘A(F)E U (3.4)

2a

bulunur. Tersine {ist-yar1 diizlemde keyfi bir z noktasi verildiginde taban noktasi z

olacak sekilde pozitif tanimli tamsayi katsayili bir kuadratik form vardir ve bu form,

F =(a,b,c) = [-—«1——— 2% 1] (3.5)

o 1"
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dir. Dolayisiyla da iist-yar1 diizlemin noktalar ile pozitif tanimli tamsay1 katsayili

kuadratik formlar arasinda birebir bir esleme vardir [16].

3.2.2 Tamm: Pozitif tanimli F =(a,b,c) formu i¢in |b[<a<c sarti

saglaniyorsa bu forma indirgenebilir form denir [25].
3.2.3 Teorem: Pozitif tanimli indirgenemeyen her bir form aym determinantli

(1,0,13); A = 0(mod4)
P 4

R - R
(l, 1’1_4A_j; A =1(mod4)

indirgenebilir forma resmedilebilir [16].

3.3 Pozitif Tammmh Tam Kuadratik Formlar ile Genisletilmis Modiiler

Grup Arasindaki Iliskiler

Bu béliimde [16] numarali kaynakta, Tekcan ve Bizim tarafindan, pozitif
tanimli formlarin taban noktalar1 ve genisletilmis modiiler grubun temel bolgesi ile

ilgili elde edilen sonuclar verilmistir.

3.3.1 Teorem: m =2 bir tamsay1 ve 0< D < m?*olmak iizere, taban noktasi

X =—-—1- dogrusu lizerinde olan —D determinanthi pozitif tanimli bir F =(a,b,c)
m

formu vardir [16].

Yukanida elde edilen pozitif tanimli formlarla ilgili olarak asagidaki sonug

verilebilir.

3.3.2 Sonug: Taban noktalar1 x = 1 dogrusu lizerinde olan pozitif taniml
m

kuadratik formlar i¢in,
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° m tek ise pozitif tanimli tam formlar 1< j <k igin F; =(mj,—2j,1),
e m Gift ise pozitif tanimli tam formlar 1< j<m—1 i¢in F; = (kj,— j,1)

seklindedir [16].

Yukarida elde edilen tam formlardan sadece F =(1,—-1,1) ve F =(1,0,1)

indirgenebilir, digerleri indirgenemezdir. Indirgenemeyen diger tiim pozitif tanimli
tam formlarin indirgenebilir formlara resmedilmesi ile ilgili olarak asagidaki teorem

verilebilir.

3.3.3 Teorem: F formu icin,

e m tek ise indirgenemeyen F; =(mj,—2j,1) formunu aym

determinantl indirgenebilir F; = (1,0, Tj) formuna resmeden doniigiim

N 0 1 (0 1
8§; = ~1 - Veyagj=1 j

dir.
® m ¢ift ise pozitif tanimli indirgenemeyen F; = (kj,—j,1) formunu
+D.
i) j tek iken ayn1 determinantli F; = (L1, —21_}—) formuna resmeden doniisiim
0 1 0o 1
g;—_- -1 1—] veya gj_.-: | 1+]
2 2
dir.
D.
ii) j cift iken ayn1 determinantli F; = (1,0, —4L) formuna resmeden doniisiim
0 1 0 1
gi=|_1 —J|vevag;=|; J
2 2
dir [16].
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Tekcan ve Bizim, daha sonra taban noktalari orijin merkezli ¢emberler
lizerindeki pozitif tanimli kuadratik formlar: ele almiglar ve asagidaki sonuglar elde

etmislerdir.

3.3.4 Teorem: m=>1 tamsayt ve 0<D<4m?olsun. C:x*>+y?= —12—

m
gemberinin st-yar1 diizlem ile arakesitini C ile gdsterelim. Bu takdirde —D

determinantli ve taban noktalar1 C ¢emberi iizerinde olan iki tip form vardir ve bu

formlar

F =(a,-b,c) ve G=(a,b,c)
seklindedir [16].

Ayrica, Tekcan ve Bizim, bu formlarin sayilar ile ilgili olarak asagidaki

sonucu elde etmislerdir.

3.3.5 Sonug: m >1 olmak iizere taban noktalar1 C cemberi iizerinde olan

1< j<2m~—1igin j*>—4m® determinantli 2m—1 tane pozitif taniml

2 . .
F;=(m",—j,1) ve G, =(m’, j,1)
formu vardir [16].

Yukarida elde edilen formlardan sadece F, =(1,—-1,1) ve G, =(1,1)

indirgenebilir, digerleri indirgenemezdir. Indirgenemeyen diger tiim formlarin

indirgenebilir formlara resmedilmesi ile ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.

3.3.6 Teorem: F; formu igin,

J

e J tek ise F; formunu indirgenebilir F; =(1,1, ) formuna

resmeden doniisim
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o 1 CERS
gi=|_y l=j|veyag;=| L+J
2 2

dir.
° J¢iftise F; formunu indirgenebilir F; = (1,0, —4—j) formuna resmeden
doniigiim
0 1 0 1
g;=|_; ZJ|vevag;=|; I
2 2
dir [16].

25



4. H?2) VE H(/3) GENISLETILMiS HECKE GRUPLARI iLE
POZITIF TANIMLI KUADRATIK FORMLAR ARASINDAKI ILISKiLER

Bu boliimde, 3.3 Boliimde verilen pozitif tanimli tam kuadratik formlar ve

genisletilmis modiiler grup arasindaki bazi iligkilerin benzerlerinin, katsayilart
Z[\/—Z— ] ve Z[\/?: ] halkalarindan alinan pozitif tanimli kuadratik formlar ile sirasiyla
ﬁ(ﬁ) ve E(\/g) genisletilmis Hecke grubu arasinda da olup olmadig:

incelenmistir.

4.1 Pozitif Tammmh Kuadratik Formlar ile ﬁ(xq) Genisletilmis Hecke

Gruplari

Burada, katsayilar1 Z [/%q] halkasindan alinan pozitif tanimli kuadratik formlar

ile —ﬁ(ﬂq) genigletilmis Hecke grubu arasindaki bazi iligkiler incelenmistir.

Asagidaki tamim, Kkatsayillanni Z[A J={X +YA,:X,YeZ} halkasindan

alinan kuadratik formlarla, ﬁ(iq) genigletilmis Hecke gruplarinin elemanlari

altindaki resimleriyle ilgilidir. Burada genisletilmis Hecke gruplarinin elemanlarinin

matris gosterimi kullanilmaistir.
s
u

4.1.1 Tamm: g = L: ]E GL(2,Z[4,])

matrisi ve F(X, Y)e Z[ ﬂq 1(a,b,c) olmak iizere, F(X,Y)=aX*+bXY +cY? pozitif

tanimli kuadratik formunda
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X rX +tY
Yo sX +uY

degisken degisimi yapildiginda
gF =a(rX +1Y)* +b(rX +1Y)(sX +uY) +c(sX +uY)?

kuadratik formu elde edilir. Burada

A=ar®+brs+cs?

B =2art+bru+bts+2csu

C =at® +btu + cu*

olmak {izere,

gF = AX* + BXY +CY?
seklindedir.

4.1.2 Teorem: Katsayilari Z[/iq] halkasindan alinan pozitif tanimli F formu

ve g,,8, € GL(2, Z[/?,q]) icin
1 0
0 1 F=F ve g (g,F)=(g,8,)F

dir. Boylece GL(2, Z[/lq]) grubu katsayilari Z[ﬂq] halkasindan alinan pozitif

kuadratik formlar tizerinde soldan etkilidir.

4.1.3 Tanim: F,Ge Z[/lq](a,b,c) icin gF =G olacak sekilde en az bir

g e GL(2, Z[/lq]) varsa bu iki forma denk form denir.

27



4.2 E(\/E) Genisletilmis Hecke Gruplari ile Pozitif Tanimh Kuadratik

Formlar Arasindaki Iliskiler

Bu bdliimde, taban noktast x=——?1 dogrusunda bulunan ve katsayilari
m

Z{\/E ] halkasindan alinan pozitif tanimli kuadratik formlar ile ilgili &zellikler
verilmistir. Ayrica elde edilen indirgenemeyen pozitif tanimli formlarin ﬁ(ﬁ)

genigletilmis Hecke grubunun elemanlart tarafindan indirgenebilir formlara

resmedilmesi gosterilmistir.

4.2.1 Teorem: m=3 tamsayi, 0<2D<m? olmak iizere taban noktasi

x= -2 dogrusu tizerinde —D determinanthi bir F'e Z[\/g 1(a,b,c) pozitif taniml
m

kuadratik formu vardir.

Ispat: Ust-yan diizlemdeki herhangi bir z = x +iy noktasi icin, taban noktasi

2

z ve determinanti1 A(F) = olan pozitif taniml formun

4
Z

1 2x
F=|— —1
[IZV o J

seklinde oldugu dikkate alinirsa, A(F) = —D esitliginden,;

A(F) =

42 A2 2
IZl 4 2

—5 T

elde edilir. x=— 2 oldugundan yukaridaki y degeri

m
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2
14 fl-p-2 4 mz2D .
m* 2 m+~m- —2D

> Y/ S

Sl

olur. x ve y nin bu degerleri icin

z =(——1—J\/5+{m+m}

myD

m

elde edilir. O halde

o = 2(m++m* —2D)
- mD

dir. Dolayisiyla

po| 2% | mD -DV2 |
1" |2 ) \20m++m® —2D) m+~m*—2D"

pozitif tanimli formu elde edilir.

Simdi bu formu tam hale getirelim. Bunun icin
mD -D

R €
2(m+~m> -2D) m+~+m>—2D

Z

olmalidir. Burada iki durum s6z konusudur.

1. Durum: m tek, yani m =2k +1, ke Z" olsun. Bu takdirde D cift olup
FX,Y)e Z[V21(a,b,c) & 2D=m* -2 -1)’, || <k

dir.
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= FX,Y)e Z[«/f 1(a,b,c) olsun. m tek ve D cift oldugundan vm® —2D tektir.

Nm?® —=2D =[21 - 1|, (I Z) denilirse

m*=2D=2l-1)*=2D=m">-Ql-1)"

olur. D pozitif oldugundan

m*—Q2l-1)?=m-Ql-1))m+Ql-1)e Z*

olmak zorundadir. e Z ve m=2k +1, (ke Z") oldugundan

m? — (21 -1)" =2k +1)* = (21 -1)*
=QRk+1+2l-D)Rk+1-21+1)
=2k + D)2k =1+1)>0

dir. Buise

k+D.(k-1+)eZ" 4.1)

olmas: demektir. Burada [>0 yada [ <0 dir. Eger />0 ise k€ Z" oldugundan
(k+0)eZ" olur. Diger yandan (k+I[)(k—[+1)eZ" oldugundan k—1+1>0

olmalidir. Buradan da k+1>1 elde edilir ki bu ise k& =>[ olmas: demektir. <0

olsun. (4.1) de k+1<0 olarak kabul edilirse, (k+0)(k—I[+1)eZ* olup

k—1+1<0 olmalidir. Buradan k +1<! olur ki bu da k€ Z" olusu ile gelisir,. O
halde <0 iken k+[>0 olmalidir. Boylece (4.1) den k—1[1+1>0 sonucu cikar.

Burada —k >1[ olsun. Buise 0>k +/ olmasi1 demektir. k+[>0 olusundan bu bir

geliskidir. Yani —k </ dir. Bu iki durumdan —k <I<k=|[|<k olur. O halde

2D=m’-(2l-1 ve || <k d.

= |l| <k icin 2D =m?* —(21—1)* olsun. Bu takdirde
2D =(m-Q2l-1))(m+ (2l -1))

olur. Buradan m— (2[ —1) cift oldugundan
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_ mD _ m(m* — (21 -1)%)
2m+m? —2D)  2.2.0m+m? —(m* - (21-1)%))

a

_m(m—QI=-D)m+@1-1)  Qk+D(k-1+1)
- 4(m+ (21 - 1)) B 2

olurki (k—1/) tek ve |l| <k oldugundan a tamsayidir. Diger yandan

. -D __——m+(21-—1)=-(2k+1)+(21“1)zl_k_lez

m+\/m2-—2D— 2 2

elde edilir. Boylece m=>3 tek tamsayisi i¢in boyle bir F(X,Y)e Z[\/E 1(a,b,c)

pozitif tanimli kuadratik formu vardir.

2. Durum: m cift, yani m=2k, (ke Z") olsun. Bu takdirde
FX,Y)e Z[N2 1(a,b,c) & 2D =m’* —1*, [f|<m~1, (1 £0)

dir.

—: F(X,Y)e Z[N2 1(a,b,c) olsun.

0<2D<m*=m’-2D>0=~m*> -2D =|,t € Z

denilirse 2D = m” —¢* olur. Ayrica De Z* oldugundan

(m—t)(m+t)eZ" (4.2)

dir. Burada >0 olsun. O halde (4.2)’de (m+1) € Z* ve (m—t)e Z" olacagindan

m—t>0=>m>t—>m-12¢ 4.3)

olur. #<0 olsun. (4.2)’den (m—t)e Z" dir. O halde m +¢ >0 olacagindan

t>-m=t2-m+l1 (4.4)

elde edilir. (4.3) ve (4.4)’ten —m+1<1<m—1=|f|<m -1 bulunur.
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&: | <m-1icin 2D =m? —¢? olsun. m ¢ift oldugundan

4= mD _m(mz—tZ)_m(m—t)_k(m——t)ez
2im++m*-2D)  22(m+1) 4 2
ve
b= D ———(m“t)eZ.

m+\/m2—2D_ 2

olur ki bu durumun [f| <m—1 ve m >3 kosullar goz 6niine alindiginda, (m—f) nin

cift olmas: durumunda saglanacagi aciktir. Bdylece en az bir pozitif tanimli

kuadratik formun varlig1 gosterilmis olur.
4.2.1 Teorem’den su teoreme ulagabiliriz:

4.2.2 Teorem: Eger m tek tamsayr (m=2k+1, ke Z") ise taban noktas:

x= V2 dogrusunda olan ve katsayilari Z[ /2 ] halkasindan alinan pozitif tanimli
m

denilirse

D
bir kuadratik form vardir. Bu formlar i¢in j=
2(m++m* —2D)

F,=(mj,-242j,1), 1< j<k

seklindedir. Bu formlarin determinanti ise

A(F)) = (<242 )% —4mj = 8% —4mj = 4 j(4j —m)

olur. Eger m cift, yani m =2k, k€ Z" ise taban noktas1 x = — dogrusunda olan

m

ve katsayilari Z[+2 ] halkasindan alinan pozitif taniml bir kuadratik form vardir ve

icin

bu formlar j = b
(m+~m> -2D)

F, =(kj,~~2j,),1< j<m~1
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seklindedir. Bu formun determinanti da

A(Fj)-—-Zj2 —4kj =2j(j—2k)
dir.

4.2.3 Ornek: 4.2.1 Teorem’deki 0< 2D <m? sartin1 saglamadigt icin m=2

durumunu ayrica inceleyelim. Bunun i¢in m=2=2k = k=1 oldugundan taban
2 . . C .
noktast x:——z— dogrusu iizerinde olan ve diskriminant1 -2 olan sadece bir tane

pozitif tanimlt F =(1,— \/E, De Z[«/—Z_ ] kuadratik formu vardir. Bu kuadratik form
ayni zamanda F=(,—+2,)=X2>—-+2XY+Y? seklinde de ifade edilebilir.

Dikkat edilirse bu kuadratik formun taban noktasi, E(&) genisletilmis Hecke

grubunun temel bolgesinin sinirindadir.

4.2.4 Ornek: m=3 icin taban noktas: x-—-——3g dogrusu tizerinde olan

pozitif tanimli kuadratik formun varligini inceleyelim. m=3=2k +1=k =1 olur.
O halde 4.2.1 Teorem’den |I| <k kosulu geregi /=0 alindiginda, k —I=1 dir. Yine

ayn1 teoremden m tek ise

Lk Dk=1+1])
2

ileb=0-k-1

olusundan k ve [ degerleri yerine yazildiginda, a =3 ve b =-2 bulunur. Dolayisiyla
2 . C .
taban noktasi x=——é— dogrusu tizerinde olan ve diskriminant1 -4 olan sadece bir

tane pozitif tanimhi F =(3,— 2«/5 e Z[«E ] kuadratik formu vardir. Bu kuadratik

form aym zamanda F =(3,-2+/2,1)=3X?-2J2XY+Y> seklinde de ifade

edilebilir. Dikkat edilirse bu kuadratik formun taban noktasi, x=———£— dogrusu

tizerindedir.
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4.2.5 Ornek: m=4 icin (m=4=2k = k=2 oldugundan) taban noktasi

2 . .
x=—7 dogrusunda olan iki tane pozitif tanimli kuadratik form vardir ve bu

formlar1 bulmak icin 4.2.1 Teorem’e gore,

a:k(m—t) _ 2(4-1) At ve b:*(mmt) :_(4—t)
2 2 2 2

kosullariile t#0, —3<t<3 ve (4—1) cift sartlarin1 saglayan ¢t =-2, 2 degerleri a

ve b de yerine yazilirsa,

F, =(2,-v2,1), F, =(6,-3v2,1)

pozitif tanimli kuadratik formalari elde edilir. Burada dikkat edilirse elde edilen

pozitif tanimli kuadratik formlar, bahsedilen sartlarin yaninda 1< j <3 kosulunu da
saglayan F, = (kj,—-ﬁ J»1) seklindedir. F, pozitif tanimli formunun taban noktasini
kontrol edelim. Bunun i¢in F, formunu

F =(2,-42,1)=2X2 -2XY+Y?

bigiminde yazabiliriz. F, formunun determinantt A=5b> —4ac=2-42.1=-6 dir

ve taban noktasi da

ZZb—H}/——A(F) :~J§+i£=_ﬁ _[gi
2a

=T

2.2 4 4
olur.
4.2.6 Ornek: m=9 icin (m=9 =2k +1= k=4 oldugundan) taban noktast
x= ———9—2— dogrusu iizerinde olan dort tane pozitif tanimli kuadratik form vardir ve bu

formlar1 bulmak icin 4.2.1 Teorem’e gore,

o= (2k+1)(2k—l+1) _ 95-1) ve

b=l-k-1=1[-5
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kosullari ile —4<[<4 ve (4-1) tek sartlarini saglayan [ =-3,—1,1,3 degerleri a ve
b de yerine yazilirsa,

F =(09,-242,1), F, =(18,-4/2,1), F, =(27,-64/2,1), F, = (36, 8+/2,1)

pozitif tanimh kuadratik formalar: elde edilir. Burada dikkat edilirse elde edilen bu

formlar, bahsedilen sartlara ilave olarak 1< j<4 kosulunu da saglayan
F, =0 j,~2«/§ J»1) bicimindedir. F, pozitif tanimli formunun taban noktasini
kontrol edelim. Bunun i¢in F, formunu

F, =(9,-24/2,1) =9X* —22XY +1

seklinde yazabiliriz. F, formunun determinanti A=b’ —4ac=8-4.9.1=-28 dir

ve taban noktasi da

Z=b+iw/—-A(F) ~2V2+iy28 _ V2 7.

2a 2.9 9 9

olur.

Simdi katsayilari Z[«/’z— ] den alinan pozitif tanimli indirgenebilir kuadratik

formun tanimini verelim.

4.2.7 Tamm: F =(a,— b/2,¢) € Z[\2 1(a,b,¢) olacak sekilde taban noktas

2 . e . 9 .
x =—-—— dogrusu lizerinde olan pozitif tanimli bir form olsun. Eger ]bl Sac<c ise
m

bu forma indirgenebilirdir denir.

4.2.8 Teorem: Katsayilari Z[\/E ] halkasinda olan ve m =2 olacak sekilde

2 . e ..
taban noktasi x=-—— dogrusu iizerinde olan A diskriminantli, pozitif taniml
m

kuadratik formlarin resmedildigi indirgenebilir F, kuadratik formu
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(1, 0,— —ﬁ—j, A =0(mod 4)
Fr = 2-A
(1, —2, -4—} A =2(mod 4)

bicimindedir.

Ispat: F =(a,- b2, c¢) pozitif tanimli kuadratik formunun diskriminanti

A= (—19\/_2_)2 —4ac =2b* —4ac

dir. Burada iki durum soz konusudur.

i) btekolsun. O halde b =2r+1, (re Z) yazilabilir. Buradan
A =2b*—4ac=2(2r +1)* —4ac
=2(4r* +4r+1)—4ac
=8r® +8r+2—4ac
=2(mod4)

elde edilir.

ii) bcift olsun. O halde b =2s, (s€ Z) yazilabilir. Buradan
A=2b*—4ac =2(2s)" —4dac
=2.4s*> —4ac
=8s’ —4ac

= (0(mod4)

olur.

i) ve ii) den diskriminant mod4’e gtre ya O ya da 2 dir.

geregince ispat tamamlanmis olur.
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Genisletilmis Hecke grubunun elemanlar ile katsayilari Z[~/2 ] halkasindan
alinan pozitif tanmimli kuadratik formlarin indirgenebilir forma resmedilebilmesi

asagida verilmistir.

4.2.9 Teorem: F =(a,—b\/§,c) formu 4.2.1 Teorem’de elde edilen

indirgenemeyen bir form ve F,, de F ile ayn1 determinantli indirgenebilir form olmak

tizere belirli bir ge E(\/_Z—) icin gF =F, dir.

Tekcan ve Bizim’in [16] numarali kaynakta verdigi 3.3.3 Teorem’in

benzerini, katsayilari Z[\/—Q_ ] den almman pozitif tanimli kuadratik formlar igin

asagidaki sekilde verebiliriz.

2
4.2.10 Teorem: Taban noktalart x =——— dogrusu tiizerinde olan pozitif
m

tanimli kuadratik formlar i¢in

) 2 ) ..
® m tek ise, taban noktasi x =-——— dogrusu lizerinde olan pozitif
m

tammli kuadratik form F; =(mj,-—2«/§ J,1), 1< j<k tipindedir. Bu formlar

0 1
indirgenmis forma resmeden g e GL(2, Z[ V2 ]) matrisi g = (1 2 ) dir.
J

° m ¢ift ise, taban noktasi x=-—— dogrusu iizerinde olan pozitif
m

tamimli kuadratik form F), =(kj,—\/§ J:1), 1< j<m-1 tipindedir. Bu formlari

0

indirgenmis forma resmeden GL(2, Z[\/E 1) matrisleri ise, j cift iken g = |

1
V2
2

0 1
vejtekise g=| (J' + 1) /2 | seklindedir.
2
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. 2 . .
Ispat: Taban noktalarix=——— dogrusu tiizerinde olan pozitif taniml
m

kuadratik formlar i¢in; m =3 tamsayisina gore asagidaki durumlar ortaya ¢ikar:

1) m tek ise indirgenemeyen pozitif tanimli kuadratik formlar; F; = (mj,— 22 7.1,
1< j <k dir. Buformlarin determinanti

A(F;)=b* —4ac = (=242) =4mj.1=8% — 4mj = 4(2 j> — mj) = 0(mod 4)

oldugundan Teorem 4.2.8 geregince, indirgenmis form F, = (1,0,——3—) olup
yukaridaki A degeri bu indirgenmis formda yerine yazilirsa

Ami — .2
FRj =(1’0’%§L)=(1’07mj_2j2)

indirgenmis formu elde edilir. g =(: SJ € —ﬁ(ﬁ) icin asagidaki denklem
u

sistemini elde ederiz.
mjrt =22 jrs +s> =1
2mjrt — 2«/§jru - 2«/_2_jts +2su=0

mjt® =242 jtu+u® = mj—2j*

Bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii; r=0, s=1, t=1 ve u =J§ j dir. O

0 1 —
halde g:[l ﬁ]e H(\/E) icin gF; = Fy, dir.
J 7

2) m cift olsun. Bu takdirde indirgenemeyen kuadratik formlar F; = (kj,~J§ 7D,

1< j<m-1 dir. Bu formun determinanti

A=b?—dac=(—2j)* =4 -kj-1=2;2 —4kj
dir. Oyleyse iki durum s6z konusudur:
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i)) jcift, yani j=2h, (he Z) olarak alinirsa yukaridaki determinant

A =2(2h)? — 4k2h = 8h* —8hk = O(mod 4)

olacagindan Teorem 4.2.8 geregince, indirgenmis form F, :(1,0,———%) olup

yukaridaki A degeri bu indirgenmis formda yerine yazilirsa

. 52 .2
Fo =002 —a05-L)

. . .re r.s - ..
indirgenmis formu elde edilir. g = [t ) eH (\/—2—) icin
u

k]'i’2—~\/—2—jm+s2 =1

2kjrt =2 jru—~2jts +2su =0

22
kjt* —-«/_2_jtu+u2 =kj-——%—

5
denklem sisteminin bir ¢oziimi r=0, s=1, t=1 ve u=—gj— dir. O halde

0 1 .
g=(1 «/Ej]e H(ﬁ) icin gF; = Fy, dir.
2

ii) j tek, yani j=2e+1, (e€ Z) olsun. Bu durumda F; = (k(2e +1),—\/§(2€ +1),D)

olup bu formun determinanti
A=b*—dac = (—/2j)* - 4kj.1
=2j% —4kj
=22e+1)* —4k(2e +1)
=8¢’ +8e+2—8ke— 4k
= 2(mod4)

oldugundan 4.2.8 Teorem geregince, indirgenmis form F, = (1,—-«/—2—, 2—:1—A) seklinde

olup A degeri bu indirgenmis formda yerine yazilirsa
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— 2 ——
Fy :(1,—\/5, 8e 8e4+8ke+4kj:(l,_\/§,_2€z e+ 2ke+k)

o r.s e . .
elde edilir. Buna gore g =(t je H (\/5) icin
u
k(e +1)r* —2(2e+Drs + s> =1

2k(2e + D)t —2(2e + Dru —v2(2e + Dts + 2su =—2

k(e +1)t2 —v2Q2e+Dtu +u® =—2e> —2e + ke +k
denklem sisteminin bir ¢oziimi r=0, s=1, =1 ve u=e\/§ olup
0 1 .
g=|, (jﬂ}/—z- e H(2) igin gF,; = F, dir.

2

Asagidaki iki ornek katsayilari Z[~/2 ] den alinan ve taban noktas sirasiyla

2 2
xX= _1/5-: ve x= e dogrular iizerinde olan pozitif tanimli kuadratik formlarla
ilgilidir.

4.2.11 Ornek: 4.2.10 Teorem’inde m=35 icin indirgenemeyen kuadratik
formlar F; :(5,-2«/5, D ile F, = (10,——4\/_2_, 1) ve aynt determinantli indirgenmis
formlar F R = (1,0,3) ile F R, = 1,0,2) olup

g, =[0;L1;+2] icin g,F, = F

g, =[0;,1;2v2] icin g,F, = F,
dir.

4.2.12 Ornek: 4.2.10 Teorem’inde m=6 ve j tek iken indirgenemeyen

kuadratik formlar F; =(3,-——\/5,1) ile F, =(15,~5\/—2—,1) ve ayni determinantli

indirgenmis formlar F, = (1,+2,3) ile F, = (1,+/2,3) olup
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g, =[0;LL,v2] igin g,F, = F,

g5 =[0;1;1;3v2] igin g, Fs = F,

dir. Jj cift iken indirgemeyen kuadratik formlar F, = (6,—2&, D ile
F, =(12,—4«/_2_, 1) ve aym determinantli indirgenmis formlar Fp =(1,0,4),
Fp =(1,0,4) olup

g, =[0;LL,42] igin g,F, = F,,

g, =[0;;1;22] icin g,F, = F,
olur.
4.3 E(\/g) Genisletilmis Hecke Gruplari ile Pozitif Tamimh Kuadratik
Formlar Arasindaki iliskiler

Bir 6nceki boliimde yer alan sonuclar burada ﬁ(\/g) genisletilmis Hecke

grubu ve katsayilar Z[~/3] den alman pozitif tanimli kuadratik formlar igin

verilmistir.

Oncelikle taban noktas1 x = 3 dogrusunda bulunan ve katsayilar1 Z[\/_’j’_ ]

m
halkasindan alinan herhangi bir pozitif tanimli kuadratik formun varligi gosterilmis,
daha sonra da indirgenebilir forma nasil resmedilebilecegi ile ilgili sonuglar elde

edilmistir.

4.3.1 Teorem: m>2 (m#3) tamsay1 ve 0<3D <m’ olmak iizere, taban

noktasi x=—_—3— dogrusu lizerinde —D determinantli Fe Z[\/g 1(a,b,c) olan bir
m

pozitif tanimli kuadratik form vardir.
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Ispat: Ust-yar diizlemdeki herhangi bir z = x +iy noktasi icin taban noktasi

2

z ve determinanti A(F) = 4y olan pozitif tanimli form F =[—1— 2x IJ

7 Izzyzlzg

degeri y = ——————— de yerine yazilirsa

VD

1+ 1_1)__3__ 1+ _@
y= m* m* _ m+~m’>=3D
VD VD mD

oldugundan x =

-3 1++/1— Dx?
m

elde edilir. x ve y nin bu degerleri z de yerine yazilirsa

A (e

m

olur. Buna gore

|Z|2 _ 2(m+~vm* =3D)
mD

olur. O halde

F=| L 2 1= mb DV
2 1) \2@n+m* =3D) m+m*—3D’

formu elde edilir. Elde edilen bu formun katsayilarini Z[V3 ] te bulmaya caligalim.

Bu durumda
-D

mD
, €
2m+~+m* =3D) m+~+m> 3D

Z

olmalidir. Bunun icin de iki durum séz konusudur.

1. Durum: m tek, yani m=2n+1, (ne Z") olsun. Bu takdirde D gift olup

FX,Y)e Z[\31(a,b,c) & 3D =m*>-(2p-1),

p|Sn
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dir.

= Fe Z[\/g 1(a,b,c) olsun. m tek ve D cift oldugundan m” —3D tektir. Eger
Vm? =3D =[2p-1

ve boylece D pozitif oldugundan m’ —(2p-1)> =(m—-Qp-))mm+Q2p-1)eZ*

, (peZ) denilirse m*-3D=2p-1)>=3D=m"-2p-1)*

olur. peZve m=2n+1,(neZ") oldugundan yukaridaki esitlik

m*—(2p-1F =Q2n+1)*-2p-1)>*
=2n+1+2p-D)2n+1-2p+1)
=2(n+p)2n—-p+1)>0

haline gelir. Bu ise

(n+pn—-p+HeZ” 4.5)

olmasi demektir. Burada p>0 yada p<O0 dir. p=>0 olsun. ne Z" oldugundan
(n+p)eZ" dir. (n+p).(n—p+1)eZ" oldugundan n—p+1>0 olmalidir.
Buradan da n+1> p elde edilir ki bu da n= p demektir. p <0 olsun. (4.5)’te
n+ p<0 olarak kabul edelim. Bu durumda (n+ p).(n— p+1)e Z" oldugundan
n— p+1<0 olmalidir. Buradan n+1< p olur ki bu da ne Z" olusu ile celisir. O
halde p<0 iken n+ p>0 olmalidir. Boylece (4.5)'ten n— p+1>0 sonucu da

cikar. Burada —n> p olsun. Buda 0> n+ p demektir. n+ p >0 olusundan bu bir

geliskidir. Yani —n< p dir. Bu iki durumdan —n< p<n=>|p|<n elde edilir. O

halde 3D =m* —(2p—-1)* ve |p|<n dir.

&:|p|<nigin 3D=m*-(2p-1)* ise

3D=(m-Q2p-1))m+Q2p-D)

dir. Buradan m—(2p —1) cift olmak zorundadir. O halde

_ mD m(m® =(2p~1)?)
2m+~Nm? =3D)  23.(m+m* —(m* —(2p-1)*))
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_ mm—-2p-1))m+2p-1)) _ Cn+Dn-p+1) c7
6(m+Q2p-1) 3

Ve

-D _-m+@p-1) _-2n-p+D _,

Cm+m>—-3D 3 3

olur ki bu durum (n—p+1)=3x, xe Z icgin saglanir. Yani n— p=2(mod3) ve
m =22 (m # 3) tamsayr olmak lizere bu kosul, en az bir pozitif tanimli kuadratik
form icin gerceklesmektedir. (Burada n—p=2(mod3) ve n+ p=0 oldugu
durumlarda 3D =m” —(2p—1)” esitliginde D =0 olacagindan bu 6zel durum icin
pozitif tamimli kuadratik form yoktur.) Boylece m tek ise bdyle bir

FeZ] NE) 1(a,b,c) varligi ortadadir.

2. Durum: m cift, yani m =2k, (k€ Z") olarak alinsin. Bu takdirde
Fe Z[\31(a,b,c) & 3D=m* 1>, [|<m~1 (1 0)

dir.

—: FeZ[+3] icin 0<3D <m® = m®> —=3D >0=>/m> —3D =l{|, te Z denilirse,

t

3D =m? —t* olur. Ayrica De Z" oldugundan
(m—-t)(m+1)eZ" (4.6)

dir. Burada >0 olsun. O halde (4.2)’de (m+t)e Z" ve (m—t)e Z* olur. Buradan

m—t>0=>m>t—=>m—-12¢ 4.7)

olur. 1<0 olsun. (4.2)den (m—t)e Z" dir. O halde m+¢>0 olur. Buradan

t>-m=>t2>2-m+l 4.8)

elde edilir. (4.7) ve (4.8) den —m+1<t<m—1=|f|<m—1 bulunur.
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&:|f|<m—1icin 3D=m"~1* (t#0) olsun. m cift oldugundan

4= mD _m(mz—tz)__m(m—t)__k(m—t)ez
2m++m?>-3D)  6(m+1) 6 3
ve
b= —D ~—-(m_t)eZ.

—m+\/m2—3D_ 3

olur ki bu IIISm—l olmak {lizere (m—t)=3u, ue 7 icin saglanir. Yani

m—t=0(mod3) ve m=2 (m#3) tamsayr olmak iizere bu kosul, en az bir pozitif

tammli kuadratik form icin gerceklesmektedir. Boylece m ¢ift ise boyle bir

Fe Z[«/g 1(a,b,c) varlig: gosterilmis olur.
4.3.1 Teorem’den su teoreme ulagabiliriz:
4.3.2 Teorem: Eger m tek tamsayr (m=2n+1, ne Z") ise taban noktasi

x= -3 dogrusunda olan ve katsayilari Z[ /3] halkasindan alinan pozitif taniml
m

bir kuadratik form vardir. Bu formlar j= icin

D
2(m++m?* —=3D)

F,=(mj,-243j,1),1< j<n

seklindedir. Bu formlarin determinanti ise

ACF;) = (=243 )% —4mj =12 — 4mj =4 (3 j - m)

olur. Eger m ¢ift, yani m =2k, k € Z" ise taban noktas1 x = — dogrusu iizerinde

m

olan ve katsayilari Z[\/g ] halkasindan alinan pozitif tanimli bir kuadratik form

vardir ve bu formlar j= icin

D
2(m++m* =3D)
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F,=(kj,~3,),1<j<m~1

seklindedir. Bu formun determinant1 ise

A(F;)=3]" —4kj= j(3] - 4k)

olur.

4.3.3 Ornek: m=2 icin (m=2=2k=k=1 oldugundan) taban noktas

x=—~—2— dogrusu iizerinde olan ve diskriminanti -1 olan sadece bir tane pozitif

tanimli kuadratik form vardir ve bu kuadratik formu bulmak icin 4.3.1 Teorem’e
gore

Lkm-n_@-n . m-n__ (2-0
3 3 3 3

kosullar1 ile —1<¢<1 ve 2—1=0(mod3) sartlarint saglayan ¢=—1 degeri yerine
yazilirsa

F=(,-+3,1)eZ[3]

pozitif tanimli kuadratik formu elde edilir. Elde edilen bu form, bahsedilen sartlarin
yaninda 1< j<1 kosulunu da saglayan F; = (kj,— V3 J»1) seklindedir. Bu pozitif
tanimli kuadratik form ayni zamanda

F=(0,-3,1)=X>-3Xy+Y>

seklinde de ifade edilebilir. Dikkat edilirse bu kuadratik formun taban noktasi

-117(/16) genisletilmis Hecke grubunun temel bolgesinin sinirindadir.

4.3.4 Ornek: m=4 icin (m=4=2k = k=2 oldugundan) taban noktas:

3 . i " .
x =——— dogrusu tizerinde olan iki tane pozitif tanimli kuadratik form vardir ve bu

formlar1 bulmak i¢gin 4.3.1 Teorem’e gore
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L_km-n)_24-n o m-n_ (4=
3 3 3 3

kosullar1 ile —3<7<3 ve 4—-t=0(mod3) sartlarini saglayan ¢t=-2,1 degerleri a
ve b de yerine yazilirsa

F =(2,-+3,1), F,=(4,-24/3,1)

pozitif tanimli kuadratik formalar1 elde edilir. Burada dikkat edilirse bu pozitif

tanimli kuadratik formlar, bahsedilen sartlarin yaninda 1< j<3 kosulunu da
saglayan F; = (kj,—\/g J»1) seklindedir. F| pozitif tanimli formunun taban noktasini
kontrol edelim. Bunun igin ¥, formunu

F =(2,-3,1)=2X? - \3XY+Y?

bi¢iminde yazabiliriz. F, formunun determinanti A =—5 oldugundan taban noktasi

da
_bHiN-AR) B,
2a 4 4
olarak bulunur.
4.3.5 Ornek: m=7 icin (m=7=2n+1=>n=3 oldugundan) taban noktasi
x= _N3 dogrusu tlizerinde olan iki tane pozitif tanimli kuadratik form vardir ve bu

formlar1 bulmak icin 4.3.1 Teorem’e gore

L @nthn-p+l) _T4-p) . —2n—p+D _-24-p)
3 3 3 3

kosullariile —3< p<3 ve 3— p=2(mod3) sartlarini saglayan p =-2,1 degerleri a
ve b de yerine yazilirsa

F, =(7,-243,1), F,=(14,—443,])

47



pozitif tanimli kuadratik formalar1 elde edilir. Bahsedilen sartlara ilave olarak
1< j<3 kosulunu da saflayan form F, = (mj,—2\/§ J,1) bigimindedir. F, pozitif
tanimli formunun taban noktasini kontrol edelim. Bunun i¢in F, formunu

F =(7,-24/3,1) =7X* = 2/3XY +1

seklinde yazabiliriz. F, formunun determinanti A =—16 ve taban noktasi da

Z=b+i,/—A(F) _2J§+im:_£+zi

2a 2.7 77

dir.

Katsayilari Z[«/g ] den alinan pozitif tanimli indirgenebilir kuadratik formun

tanimini verelim.

4.3.6 Tamm: F =(a,—b+/3,¢) € Z[\/3 1(a,b,c) olacak sekilde taban noktasi

3 . oo . -
x =—— dogrusu iizerinde olan pozitif taniml1 bir form olsun. Eger |bi <a<c sarti
m

saglaniyor ise bu forma indirgenebilirdir denir.
4.3.7 Teorem: Katsayilari Z[x/g ] halkasinda olan ve m=>2 icin taban

3 . . .
noktast x=--— dogrusu lizerinde olan pozitif tanimli A diskriminantl
m
indirgenebilir F, kuadratik formu

[1, 0,- —i—), A =0(mod4)

F, =
(1, — 43, %‘3} A =3(mod 4)

bi¢cimindedir.
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ispat: F :(a,-b«/§, ¢) pozitif tamimli bir form olsun.

diskriminanti

A = (=b+3)? - dac = 3b* — 4ac
dir. Burada iki durum s6z konusudur.

i) btekolsun. O halde b=2v+1, (ve Z) yazilabilir. Buradan
A=3b> —4dac =32v+1)* —4ac
=3(4v? +4v+1)—4ac
=12v* +12v+3—4ac
= 3(mod4)

elde edilir.

ii) bciftolsun. O halde b =2h, (he Z) yazilabilir. Buradan

A =3b> —4ac =3(2h)* —4ac
=3.4h> —4ac
=12h* —4ac
=(0(mod4)

olur.

i) ve ii) den diskriminant mod4’e gore ya O ya da 3 tiir.

geregince ispat tamamlanmis olur.

Bu formun

3.2.3 Teorem

Genisletilmis Hecke grubunun elemanlar ile katsayilari Z[\/g ] halkasindan

alinan pozitif tamimli kuadratik formlarin indirgenebilir forma resmedilebilmesi

asagidaki sekilde tanimlanmustir.

4.3.8 Teorem: F =(a,——b\/§, ¢) formu 4.3.1 Teorem’de elde edilen

indirgenemeyen bir form ve F, formu, F ile ayn1 determinantli indirgenebilir form

olmak iizere belirli bir ge H(+/3) icin gF = F, dir.
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Simdi de benzer sekilde katsayilari Z[\/g ] halkasindan alinan pozitif tanimli
kuadratik formlarin indirgenebilir kuadratik formlara nasil resmedilecegi ile ilgili

teoremi verelim.

4.3.9 Teorem: Taban noktalari x=——-?—>~ dogrusu iizerinde olan pozitif
m

tanimli kuadratik formlar i¢in

, 3 . o
e m tek ise; taban noktas1 x=-——— dogrusu iizerinde olan pozitif
m

tanimli form F ;= (mj,~—2«/§ J,1), 1< j<k tipindedir. Bu formlar indirgenmis

0 1
forma resmeden g e GL(2, Z[\/§ ]) matrisi g = | dir.
1 3)

- 3 . . .
e m ¢ift ise; taban noktasix =-—— dogrusu tlizerinde olan pozitif
m

tanimh form F; = (kj,—\/g J,), 1< j<m-—1 tipindedir. Bu formlari indirgenmis

0 1
forma resmeden GL(2, Z[\/g 1) matrisleri ise, j ¢ift iken g = | V3 Jj | vejtek ise
2
0 1
g=|, {j+1j /3 | seklindedir.
2
. 3 . o
Ispat: Taban noktalart1 x=-—— dogrusu lizerinde olan pozitif taniml

m

kuadratik formlar i¢in; m =2 (m#3) tamsayisina gore asagidaki durumlar ortaya

cikar:

1) m tek iken indirgenemeyen pozitif tanimli kuadratik formlar; F i =(mj,— 2\/§ 51,
1< j £k seklindedir. Bu formun determinanti
A=b* -4ac= (—2\/3’;]')2 ~4mj.1=4.3j> —4mj=12j* — 4mj =0(mod 4)
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oldugundan Teorem 4.3.7 geregince, indirgenebilir form F, =(1,0,- 3—) seklindedir.
Yukaridaki A degeri bu formda yerine yazilirsa

Fp =(1,0,

4 s )
"ﬁLfgLﬂ=aﬁmy—3f>

olur. g= (: SJ € _ﬁ(\/g ) icin asagidaki denklem sistemi elde edilir.
u

mjr® — 2\/§jrs +5° =1
2mjrt — 243 jru— 243 Jts+2su=0

mjt®> =23 jtu+u® =mj—3;°

Bu denklem sisteminin bir ¢oziimii; r=0, s=1, t=1 ve u :\/5 j olur. O

0 1) —
halde g = (1 A J e H(\3) igin gF, = F, dir.
] J

2) m gift iken pozitif tanimli indirgenemeyen kuadratik formlar F; = (kj,—\/g 7D,
1< j<m-—1 seklindedir. Bu formun determinanti

A =32 —4kj
olup iki durum sz konusudur:

i) j cift, yani j =2¢, (t€ Z) olsun. Bu takdirde formun determinanti

A=b?—4ac = (—3j)* —4.kj.1 = 3(21)* — 4k.2t =12¢> — 8kt = O(mod 4)

oldugundan Teorem 4.3.7 geregince, indirgenebilir form F, = (1,0, - —3—) seklindedir.
Yukaridaki A degeri yerine yazilirsa indirgenebilir form

Aki — .2 3.2
Fo, =002 —a.05- 21
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olur. g= (: Sj e HW3) icin
u

kir? =3 jrs+s% =1
2kjrt—\/§jru-—«/§jts+2su=0

kit =3 jiu +u® :k._%

3
denklem sisteminin bir ¢éziimii; r=0, s=1, t=1 ve u= —[5—]— olur. Dolayisiyla

0 1
gz[l [3_]’_]6 H(3) igin gF, = F, dir.
2

ii) j tek, yani j=2f+1 (feZ) olsun. Bu durumda indirgenemeyen form

F,=k@f+D,- NE) (2f +1),1) dir. Buformun determinanti

A=b%—dac = (—3))> - 4kj.1
=3j% —4kj
=3Q2f+1)* —4k2f +1)
=3(4f* +4f +1)—8kf —4k
=12f* +12f +3—8kf — 4k
= 3(mod4)

oldugundan 4.3.7 Teoremi geregince, indirgenebilir form F, :(1;\/37,;%44—)

seklinde olup A degeri icin bu form
2 ——

| 4
dir. g =(; S]e—ﬁ(\/g) icin
u
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k(2e +1)r? —\3e+1rs+s> =1
2k e+ 1)t — 32+ Dru—3(2e + Dts + 2su = —/3

k(2e+1)t =3e+Diu+u® ==3f> -3 +2kf +k

j+1
denklem sisteminin bir ¢oziimii; r = 0, s = 1, t = 1 ve u = [ﬁ—j«/g olur.

0 1
Dolayisiyla g =| (j+1)\/§ e H(/3) icin gF, = F, dir.
2

Asagidaki iki 6rnek katsayilari Z[\/§ ] den alinan ve taban noktas1 sirasiyla

3

5 ve xz—? dogrular1 iizerinde olan pozitif tanimli kuadratik formlarla

ilgilidir.
4.3.10 Ornek: m =5 icin indirgenemeyen kuadratik form F =(5,- 243, D

ve indirgenmis form F R = 1,0,2) olup

g =[0:L1+/3] icin g,F, = F,

dir.

4.3.11 Ornek: m=6 ve j tek iken indirgenemeyen formlar

F,=(3,-/3,1) ve F, =(9,-3+3,1)

dir. Indirgenmis formlar ise

Fp =(1,=+/3,3) ve F, =(1,—+/3, 3)

olup
g, =[0;1,1;/3] igin g, F, = F,
8, =[0;L1; 2\/—3—] icin g,F, = Fy,
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dir. j cift iken indirgenemeyen form F, =(6,—2\/§, 1) ve indirgenmis form

F R = (1,0,3) olup

g, =[0;1;;,4/3] igin g,F, = F,
olur.

H(\2) ve H(+/3) genisletilmis Hecke gruplarmmn temel bslgelerinde |z| =21

birim ¢emberinin oldugunu biliyoruz. Bu nedenle simdi de katsayilari Z[V21 ve

Z[+/3 ] halkalarindan alinan ve taban noktalari orijin merkezli ¢emberler lizerinde
olan pozitif tanimhi kuadratik formlar icin asagidaki teorem verilebilir. Buradaki
sonuglar, tamsay1 katsayili pozitif tanimhi kuadratik formlarda da calismaktadir.

Ayrintil1 bilgi i¢in [16] numarali kaynaga bakilabilir.

4.3.12 Teorem: m>1 tamsayl ve 0<D <4m’ olsun. C:x*+y’ = ~—12—

m
cemberinin iist-yar1 diizlem ile arakesitini C ile gosterelim. Bu takdirde -D

determinantli ve taban noktalar1 C cemberi lizerinde olan iki tip form vardir ve bu

formlar F =(a,—b,c) ve G =(a,b,c) seklindedir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 icin [16] numarali kaynaga bakilabilir.
4.3.12 Teorem’den asagidaki sonug elde edilebilir.

4.3.13 Sonuc: m >1 olmak iizere; taban noktalar1 C cemberi tizerinde olan

1<j<2m—1 igin j*—4m® determinantli 2m—1 tane pozitif tamimli kuadratik

form vardir ve bu formlar F, =(m*,— j,1) ve G, = (m’, j,1) seklindedir.
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4.3.14 Ornek: m=1 olsun. Bu durumda C:x? + y*> =1 olup taban noktalar:

C cemberi iizerinde olan bir tane pozitif tanimh kuadratik form ¢ifti vardir ve bunlar

F =(,-11) ve G, =(, 1, 1) formlardur.

Bu kuadratik formlarin determinantlart A(F,) =A(G,)=-3 tiir. Buna gore,

F, =(1, —1, 1) pozitif taniml kuadratik formunun taban noktasi

Z(F]):b+i1/—-A(F) 143,

2a 2 2

ve G, =(1, 1, 1) pozitif taniml1 kuadratik formunun taban noktasi ise

2a 2 2

dir. Bu formlarin taban noktalari, ﬁ(ﬁ) ve E(ﬁ) genisletilmis Hecke

gruplarinin temel bolgesinde yer alir.
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5. SONUCLAR

Calismanin 4.1 kisminda Z[/lq] halkasinin tanimu verilmistir. Buna ek olarak

katsayilari Z[/lq] halkasindan alinan kuadratik formlarin ~H_(ﬂ,q) genisletilmis Hecke

gruplarinin elemanlar: altindaki resimleri incelenmistir. Burada genisletilmis Hecke

gruplarinin elemanlarinin matris gosteriminden faydalanilmisgtir.

4.2 Kisimda ﬁ(ﬁ) genisletilmis Hecke gruplart ile katsayilari 72 ]

halkasindan alinan pozitif tanimli kuadratik formlar arasindaki iligkiler incelenmistir.

-2 _
Bu baglamda; taban noktas1 x =-—— dogrusu iizerinde bulunan ve katsayilari
m

Z[21 halkasindan alinan herhangi bir pozitif tanimhi kuadratik formun,
indirgenebilir forma nasil resmedilebilecegi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ilk

olarak, 4.2.1 Teorem ile m=3 tamsay1 ve 0<2D < m? olmak iizere, taban noktasi

X =:———2— dogrusu iizerinde olan —D determinantli Fe Z[\/_2_ 1(a,b,c) olan pozitif
m

taniml bir kuadratik formun varlig: ifade ve ispat edilmistir.

Katsayilar1 Z[~/2 1 den alinan pozitif tanimli indirgenebilir kuadratik formun

tanimi verilmis, indirgenebilirlik sarti ifade ve ispat edilmistir. 4.2.8 Teorem ile
katsayilar1 Z[+/2 ] halkasindan alinan, pozitif tammli A diskriminantli, indirgenebilir

Fp kuadratik formunun iki tipte olabilecegi ifade ve ispat edilmistir. Genisletilmis

Hecke grubunun elemanlari ile katsayilari 712 ] halkasindan alinan pozitif taniml
kuadratik formlarin indirgenebilir forma resmedilebilmesi 4.2.10 Teorem’de yer

almaktadir.
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4.3 Kisimda ﬁ(«/g) genisletilmis Hecke gruplari ile pozitif tanimli kuadratik

formlar arasindaki iligkiler incelenmistir. Taban noktasi x = dogrusu iizerinde

m

bulunan ve katsayilari Z[«/g} halkasindan alinan herhangi bir pozitif taniml
kuadratik formun, indirgenebilir forma nasil resmedilebilecegi ile ilgili sonuclar elde

edilmistir. Ik olarak, 4.3.1 Teorem ile m>2 (m#3) tamsayr ve 0<3D <m*

-+/3 . .
olmak iizere, taban noktasi x=-—— dogrusu iizerinde olan —D determinantli
m

Fe Z[\/g 1(a,b,c) olan pozitif tanimli bir kuadratik formun varli1 ifade ve ispat

edilmistir.

Katsayilar Z[\/g ] ten alinan pozitif tanimli indirgenebilir kuadratik formun

tanimi1 verilmis, indirgenebilirlik sart1 ifade ve ispat edilmistir. 4.3.7 Teorem ile
katsayilar Z[\/_?; ] halkasindan alinan, pozitif tanimli A diskriminantli, indirgenebilir

F, kuadratik formunun iki tipte olabilecegi ifade ve ispat edilmistir. Genisletilmis

Hecke grubunun elemanlar: ile katsayilari Z[\/§ ] halkasindan alinan pozitif tanimli
kuadratik formlarin indirgenebilir forma resmedilebilmesi 4.3.9 Teorem ile

verilmistir.

Ileride yapilabilecek caligmalar icin, acik problemlerin bazilarimi asagidaki

gibi verebiliriz.

Bu calismada, E(ﬁ) ve -ﬁ(\/é_) genisletilmis Hecke gruplan ile sirasiyla
katsayilari Z[\/E 1 ve Z[\/_B_ ] halkalarindan alinan pozitif tanimhi kuadratik formlar
arasinda incelenen iligkilerin benzerleri, katsayilari Z[/iq] halkasindan alinan pozitif
tanimli kuadratik formlar ile —ﬁ(/lq) genisletilmis Hecke gruplarinin arasinda

incelenebilir. Ayrica bu pozitif tanimli kuadratik formlarin indirgenebilirlik sarti

aragtirilabilir.
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