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OZET

DEGME YARI-HERMITSEL 3-MANIiFOLDLARDA EGRILER
Saban GUVENC

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Danisman : Doc¢. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir, 2011

Bu calismada bir degme yari-Hermitsel 3-manifold iizerindeki Tanaka-
Webster koneksiyonu ve Ozellikleri verilmis; bu yari-Hermitsel yapi iizerinde
tanimlanmis kavramlar kullanilarak, Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan slant egrilerin tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has veya
harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip olma kosullar1 incelenmistir. Ayrica
bu egrilerin yari-Hermitsel AW(k)-tipinden olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar
belirlenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde, ¢alismanin sonraki boliimlerinde kullanilan temel tamim ve
kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde bir degme yari-Hermitsel 3-manifold iizerinde tanimli olan
Tanaka-Webster koneksiyonu ve bu koneksiyonun ozellikleri verilmistir. Legendre
egrileri i¢in, tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has veya harmonik ortalama
egrilik vektor alanina sahip olma kosullar1 incelenmistir. Ayrica Legendre egrilerinin
yari-Hermitsel AW(k)-tipinden olma sartlar1 belirlenmistir.

Dordiincii bolim orijinal sonuglar igermektedir. Bu bdliimde, {igiincl
boliimdeki ¢aligmalar Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant
egrilere genellenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir. Ozel durumda, iigiincii
boliimdeki sonuglarin desteklendigi gosterilmistir.

Son boliim olan besinci boliim de orijinal sonuglar icermektedir. Bu boliimde
3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde bulunan, Tanaka-Webster
koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant egrileri, tanjant veya normal demette
karakterize eden diferensiyel denklemler elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Slant egri, Tanaka-Webster koneksiyonu, yari-
Hermitsel ortalama egrilik vektor alani, yari-Hermitsel AW(k)-tipinden egri.
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ABSTRACT
CURVES ON CONTACT PSEUDO-HERMITIAN 3-MANIFOLDS
Saban GUVENC
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(M. Sc. Thesis / Supervisor : Associate Prof. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir-Turkey, 2011

In this thesis, we study slant curves in contact Riemannian 3-manifolds with
pseudo-Hermitian proper mean curvature vector field and pseudo-Hermitian
harmonic mean curvature vector field for Tanaka-Webster connection in the tangent
and normal bundle, respectively. We also study slant curves of pseudo-Hermitian
AW(k)-type.

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter, we give some notions and definitions which will be
used in the next chapters.

In the third chapter, we introduce the Tanaka-Webster connection on a
contact 3-dimensional Riemannian manifold and we find necessary and sufficent
conditions for a Legendre curve to have pseudo-Hermitian proper or harmonic mean
curvature vector field in the tangent or normal bundle. Moreover, we classify
Legendre curves of pseudo-Hermitian AW(k)-type.

The fourth chapter consists of original results. Since a Legendre curve is a
special type of a slant curve, we generalize the results of the third chapter to non-
geodesic slant curves. In particular, we show that the results of the third chapter are
satisfied.

In the final chapter, which also consists of original results, we obtain
differential equations which characterize non-geodesic slant curves with respect to
the Tanaka-Webster connection in the tangent or normal bundle on a contact 3-
dimensional Riemannian manifold.

KEY WORDS : Slant curve, the Tanaka-Webster connection, pseudo-
Hermitian mean curvature vector field, curves of pseudo-Hermitian AW(k)-type.
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ONSOZ

Bu calismada 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde Tanaka-
Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant egriler icin, tanjant veya
normal demette yari-Hermitsel has veya yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik
vektor alanina sahip olma kosullar1 elde edilmektedir. Ayrica bir slant egrinin yari-

Hermitsel AW(k)-tipinden olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlara ulagilmaktadir.
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Calismalarim siiresince, maddi desteginden dolayrn TUBITAK BIDEB’e de

tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

3-boyutlu bir degme manifold {izerinde bulunan bir egri, Reeb vektor alan1 &

ile sabit degme agisina sahip ise bu egriye bir slant egri denir. Ozel olarak, eger bu
sabit degme agisi % ye esitse, bu durumda egriye bir Legendre egrisi denir. Slant

egrilerle dogal olarak Sasakian manifoldlarda da karsilasilir. J. T. Cho ve J. E. Lee,

[18] de Tanaka-Webster koneksiyonu \Y ya gore holomorfik kesitsel egriligi 2¢ olan

3-boyutlu Sasakian uzay formlarinda degme yari-Hermitsel geometri calismiglardir.
Bu ¢alismalarinda Tanaka-Webster koneksiyonu % ya gore geodezik olmayan bir egri
eger bir slant egri ise X Ve 7 oraninin sabit oldugunu ispatlamislardir. Burada K ve

%, sirastyla egrinin Tanaka-Webster koneksiyonu Y ya gore egrilik ve torsiyonudur.
Ayrica, J. E. Lee [19] da degme yari-Hermitsel 3-manifoldlar iizerindeki Legendre
egrileri lizerine ¢aligmistir. Tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has veya yari-
Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip Legendre egrilerini

incelemistir.

K. Arslan ve C. Ozgiir, [5] de AW(k)-tipinden egriler iizerine calismslardir. J.
E. Lee ise [19] da 3-boyutlu bir Sasakian manifoldu iizerinde yari-Hermitsel A W(k)-
tipinden olma kosullarini tanimlamis ve Legendre egrilerinin yari-Hermitsel 4W(k)-

tipinden olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 elde etmistir.

Yukaridaki ¢alismalardan yola ¢ikilarak, bu ¢alismanin dérdiincii boliimiinde 3-
boyutlu bir degme Riemann manifoldu {izerinde Tanaka-Webster koneksiyonuna gore
geodezik olmayan slant egriler icin, tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has
veya yarl-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip olma kosullar1 elde
edilmektedir. Ayrica bir slant egrinin yari-Hermitsel AW(k)-tipinden olmasi igin

gerekli ve yeterli sartlara ulasilmaktadir. Burada elde edilen sonuglar orijinaldir. Her



Legendre egrisi 6zel bir slant egri oldugundan, bu tezde elde edilen sonuglar [19] daki

sonuglarin genellenmis halidir.

Ayrica, besinci boliimde Tanaka-Webster koneksiyonu ve yari-Hermitsel
geometride Frenet formiilleri kullanilarak, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
tizerinde Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant egrileri
karakterize eden diferensiyel denklemler elde edilmistir. Bu boliimdeki sonuglar da

orijinaldir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlar1

Tamm 2.1.1. M n-boyutlu, diferensiyellenebilir (C”*) bir manifold olsun.
M tizerindeki C* vektor alanlarmin uzayr x(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarin
uzay1 C*(M, R ) olmak iizere, M lizerinde;
g x(M) x x(M) - C*(M, R)
seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer Riemann metrigi g ile birlikte

M ye bir Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [1].

M manifoldunun herhangi iki P ve Q noktasi i¢in; M iizerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabilirse M ye baglantilt manifold adi verilir [2].

Tamm 2.1.2. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M {izerindeki

C” vektor alanlarinin uzay1 y (M) olmak iizere;
Vi (M) x (M) —=2— 3 (M)
X, Y) — > V(X)) = Vi¥
doniisimil ;
()  Vx(Y+Z) = VxY+ VxZ; VX Y, ZeyM),
()  VaroZ=VsZ+tgVyZ; VXY, ZeyMyveVfge C* (M, R),
(iii) Vx(fY) = fVxY + X()Y ; VX, Yex(M)veV fe C* (M, R)

ozelliklerini sagliyor ise V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir [3].



Tamm 2.1.3. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve V M {izerinde
bir afin koneksiyon olsun.
TX,Y)=VxY-VyX-[X, Y]

ile tanimlanan T tensdriine V koneksiyonunun torsion tensorii adi verilir [3].

Tamm 2.1.4. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde
tanimlanan bir afin koneksiyon olmak iizere;

(i) VxY-VyX = [X, Y], VX, YeyM),

(i) Xg(Y,2) = g(VxY,2)+g(Y,VxZ); VXY, Ze M)

sartlarin1 sagladiginda V ya M iizerinde Riemann Koneksiyon veya M nin Levi-

Civita Koneksiyonu ad1 verilir [3].

Tamm 2.1.5. M bir Riemann manifoldu ve £, M iizerinde diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. M {izerindeki Laplas operatorii,
Af =div(grad f)

seklinde tanimlanir [1].

Tamm 2.1.6. M n-boyutlu bir C* manifold ve y:/cR——>M, M de
birim hizli bir egri olsun. Eger » nin yliksek mertebeden tlirevleri

7'(8),7"(5), 7 "(8)ss 7'V (5)

lineer bagimsiz ve

7'(8),7"(8), 7 "(8)s s 7'V (), 71V (s)
Vs el i¢in lineer bagimh ise y ya oskiilator mertebesi d olan bir Frenet egrisi

denir.

d. mertebeden her Frenet egrisi igin  boyunca y'(s)=v,(s) olmak iizere bir
V,,Vy,Vs,...,V, ortonormal catis1 bulunabilir. Bu c¢atiya Frenet catis1 denir ve

K,

I’K

5, K35, K, 11 — R (d-1)-fonksiyonlar1 Frenet egrilikleri olmak iizere asagidaki

sekilde tanimlanir:



V., 7'(s)=y"(s) =K, (s),(5)
Vvlvz (8) ==K,(s)v,(s) + K, ($)v5 ()

Vvl v, (8) ==k, ($)v,, (8) + &, (5)V,,, (5)

vvl Vi () =—K,(s)v,(s)
Burada V, M de Levi-Civita koneksiyonudur [4].

Onerme 2.1.7. y, M de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.
Bu durumda y nin Frenet catisi { T(s)=v,(s), N(s)=v,(s), B(s)=v,(s) } ve

K, (s) =k(s), K,(s)=7(s) ile gosterilmek lizere

7'(s)=T(s)
y'(s)=V,T(s) = k(s)N(s) 2.1)
¥"(s) =V, V,T(s) = —k>(s)T(s) + k'(s)N(s) + x(s)7(5)B(5) (2.2)

7 (5) = V,V,V,T(s) ==3x(s)x ()T (5)

+ {K‘"(S) -5 (s)— Ic(s)z'2 (s)} N(s)+ {ZK'(S)T(S) +x(s)T '(s)} B(s) (2.3)
dir [5].

2.2 AW(k)-tipinden Egriler

Notasyon 2.2.1.
N (s)=(7"(s)) = Kk(s)N(s), (2.4)
Ny(5)=(7"(5))" =K' ()N(5) + K(s)7(5)B(s), (2.5)

vE
Ny ()= (7)) ={K"(5) =& (8) = K()7* ()} N() + {26 ()7(5) + & (5)7 (5)} B(s)

(2.6)
ile gbsterelim [5].



Tamm 2.2.2. y oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun.

(i) Eger
N,(s)=0
ise ¥ ya AW(1)-tipindendir denir.
(ii) Eger
[N Ny ()= (N (s), Ny (5)) N (s) 2.7)
ise y ya AW(2)-tipindendir denir.
(iii) Eger
[N Ny (5) = (N (), Ny (5)) N, (s) (2.8)

ise y ya AW(3)-tipindendir denir [5, 6].

Onerme 2.2.3. y egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde

y nin AW(1)-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K"(s)— & (s)—Kx(s)r*(s) =0 (2.9)
ve
<
7(s) = 20) (2.10)

olmasidir [5].

Ispat: Gereklilik: y egrisi AW(1)-tipinden olsun. Tamm 2.2.2.(i) den
dolay1r N,(s)=0 dir. Boylece (2.6) esitliginden
{K"() = () = k()7 ()} N(5) + {2 '(8)7(5) + K(5)7 (5)} B(s) = 0
dir. Ayrica N(s) ve B(s) lineer bagimsiz oldugundan
K"(s)—x(s)—x(s)r°(s)=0
2x'(s)r(s)+x(s)r'(s)=0
bulunur. Son denklemin ¢oziimi

C .
T(S) = K'Z—(S) , c=sabit

oldugundan istenen sonug elde edilir.

Yeterlilik: Ispat: aciktir.



Onerme 2.2.4. y egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde
y nmin AW(2)-tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2(x'(8)) 7(s) + x()K ()7 (5) = K(5)x"(5)7(5) — &* () 7(5) — K7 (5)7 (5) (2.11)

olmasidir [5].

ispat: Gereklilik: y AW(2)-tipinden ise y iizerinde (2.7) esitligi saglanur.
(2.5) ve (2.6) denklemleri (2.7) de yerine konursa
('(9)) &)= (x'(9))” &°(5) = (5'(5))” () () + & "()&* ()7 () — & ()7 (5)
— ()2 (5) = (k'(5))” £"(5) = (5'(5))" & () +(K(5))” K()7* (5) + K () ()7 (5)7(5)

bulunur. Burada gerekli sadelestirmeler yapilarak
—(/('(S))2 k()72 (8) + K "(s)K” ()72 (5) — K ()77 (5) — K (5)7* (5)
=(x '(s))2 k()72 (8) + K'(5)K> (5)7 ()7 (5)

sonucuna varilir. Son olarak esitligin her iki tarafi
1
x(s)z(s)
ile carpilarak denklem diizenlenirse (2.11) esitligi elde edilir.

Yeterlilik: Tersi tanimdan agiktir.

Teorem 2.2.5. y egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde

nin AW(3)-tipinden olmas1 igin gerek ve yeter sart
2k'(s)r(s)+x(s)r'(s)=0 (2.12)

olmasidir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimii ise

7(s5) = ch(s) ,ceR (2.13)

dir [5].

ispat: Gereklilik: y AW(3)-tipinden ise (2.8) esitligi saglanir. (2.4) ve (2.6)
denklemlerin (2.8) esitliginde yerine koyarsak
(K ()x"6) =& (5)= 55T (5)) N(5) + (267 (5)x (5)7(5) + &7 ()7 \(5) ) B(s)
= (K (9K "(5) = K7(5) =& ($)7*(5) ) N (s)



esitligini elde ederiz. N(s) ve B(s) lineer bagimsiz oldugundan,
2k () '(s)r(s) + & (s)r'(s) =0 (2.14)
sonucuna variriz. Eger x(s)=0 ise y bir diiz dogrudur. Eger x(s)#0 ise (2.14)
esitligini «°(s) ile sadelestirerek (2.12) esitligini elde ederiz.
Yeterlilik: Aciktir.

Ornek 2.2.6. y:1 > E’, y(s)=(acoss,asins,bs), a>0, beR ile

tanimlanan dik dairesel helis egrisi i¢in x(s) =

ve 7(s) = degerleri

a’+b* a’+b*

sabit oldugundan (2.12) esitligi saglanir. Egrilik ve torsiyonu sifirdan farkli sabitler

olan bu tip egrilere dik dairesel helis denmektedir. Bdylece dik dairesel helisin

AW(3)-tipinden oldugu gortiliir.

2.3 Has ve Harmonik Ortalama Egrilik Vektor Alani

Tanim 2.3.1. M n-boyutlu bir manifold ve M (n+d)-boyutlu  manifold
olsun. VpeM noktast i¢in M izerinde bir U, M iizerinde bir U komsulugu
mevcut ve

U={meU:%, (m)=..=%,,(m)=0}
ise M ye M nm bir altmanifoldu ad1 verilir. Burada {X,,....X,,,} koordinat sistemi

U da, {x,,...,x,} de U lizerinde koordinat sistemleridir [7].

Tanm 2.3.2. M ve M sirast ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar

olmak iizere M, M nin altmanifoldu ve V ve V sirast ile Mve M da kovaryant
tiirevler olsun. Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlar1 olmak iizere;
h: y(M)x y(M)— y* (M)

V,.Y=V.,Y-hX,Y) (2.15)



bi¢ciminde Gauss esitligi elde edilir. Burada V,Y ve (X, Y), Y Y nin sirasiyla

tanjant ve normal bilesenleridir. (2.15) ile tanimlanan 4 ya M nin ikinci temel formu

adi verilir. Eger h=0 ise M ye total geodeziktir denir [8].

Tamim 2.3.3. M ve M sirasi ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar:
olmak iizere M, M mn altmanifoldu olsun. M ye normal bir birim vektor alan1 N

olsun. VN nin teget ve normal bilesenleri sirasiyla —4, X ve VLN olmak iizere;
Az (M) <y~ (M) >y (M)
doniistimii 1yi tanimlidir. Boylece
V,N=-4,X+ViN (2.16)
bigiminde Weingarten esitligi elde edilir. Burada A, ye sekil operatorii, V* e de M

nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon ad1 verilir [8].

M nin sekil operatorii A4, ile ikinci temel form /4 arasinda;
g4y X, Y) = g(h(X,Y),N) (2.17)

bagntis1 vardir. Burada g, 7'M de skaler ¢arpimdir [8].

Tanmm 2.3.4. (M, &) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g)olsun. VX, Y, Z Wey (M) igin R - h;

(R(X, Y)'h)(Z W) = R* (X, )I(Z, W) - h(R (X, Y)Z, W)

—h(Z, R(X, )W) (2.18)
ile tanimlanir [9]. Eger M nin her noktasinda
R-h=0 (2.19)

ise M ye M nin semiparalel altmanifoldu ad1 verilir [9].

Tamm 2.3.5. M 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:/ c R - M birim
hizli bir egri olsun. y iizerindeki Frenet ¢ati alam {T , N, B} , y nim geodezik

egriligi ve torsiyonu sirastyla & ve r olmak lizere

H=xN (2.20)



esitligiyle tanimlanan H vektor alanina y nin ortalama egrilik vektor alani denir

[10].

Tamm 2.3.6. M 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:/ c R - M birim
hizli bir egri olsun. H ortalama egrilik vektor alaninin (fanjant demette) Laplas’t
AH=-V V V.T (2.21)

seklinde tanimlanir [10].

Tamm 2.3.7. M 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:/ c R —- M birim
hizli bir egri olsun. H ortalama egrilik vektor alaninin normal demette Laplas’t
A'H=-V' V' V*,T (2.22)

seklinde tanimlanir [10].

Tamm 2.3.8. M 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:/ c R — M birim

hizl1 bir egri olsun.
AH = AH (2.23)
olacak sekilde sifirdan farkli bir 4:7 — R fonksiyonu varsa y ya has ortalama
egrilik vektor alamina sahip bir egridir denir. Ozel olarak, AH =0 ise y ya

harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egridir denir [10].

Tamm 2.3.9. M 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:/ c R - M birim

hizl1 bir egri olsun.
AH=1H (2.24)
olacak sekilde sifirdan farkli bir 4:7 —> R fonksiyonu varsa y ya normal demette

has ortalama egrilik vektor alamna sahip bir egridir denir. Ozel olarak, A*H =0

ise y ya normal demette harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egridir

denir [10].
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2.4 Degme Metrik Manifoldlar

Tamm 2.4.1. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M

tizerinde her yerde,
na(dn) =0
olacak sekilde bir 7 diferensiyel 1-formu varsa 7 ya degme form, (M , 77) ikilisine

de degme manifold denir [8].

Tamm 2.4.2. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

@, (1, 1)-tipinden bir tensor alani, & bir vektér alani, 7 da M lizerinde bir
diferensiyel 1-form olmak iizere, ¥ Xe y (M) i¢in (¢, &, 77) igliisii;
@ 1 (M) —==— (M)
7t (M) —SE_y 0= (Ar R)
n(&)=1ve ¢’ (X)=—-X+n(X)¢ (2.25)

kosullarmi sagliyor ise bu tlglilye bir hemen hemen degme yapt, (M , ¢, &, 77)

dortliistine de bir hemen hemen degme manifold ad1 verilir [11].

Tamm 2.4.3. M bir hemen hemen degme manifold olsun. VX,Y e ;((M )
i¢in
1
dn(X,Y)= E()(77(1/)—1/77()()—;7([)(, ¥])) (2.26)

dir [8].

Tamm 2.4.4. M hemen hemen degme manifoldu {izerinde X # & igin,

n(&)=1 ve dn(&, X)=0
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olacak bigimde bir tek & e y(M) vektdr alam var ise; & ye 7-degme yapisinn

karakteristik vektor alani denir [8].

Ornek 2.4.5. M, 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her
(x, ¥, z) noktasi civarinda
17 = cos zdx + sin zdy

diferensiyel 1-formu ile M iizerinde

o, . O
& = cosz— + sinz—
ox oy

vektor alanini alalim. Buradan

dn =sin zdx A dz + cos zdz A dy
olup bir X € y (M) igin;
dn(X,&)=(sinzdx Adz +coszdz Ady)(X, &)
= (sin zdx A dz)(X, &)+ (cos zdz A dy)(X, &)
=sin z[dx(X)dz(&) — dx(E)dz(X))]
+008 z[dz(X)dy(S) — dz(&)dy(X)]
. o . 0
= sin zdx(X)dz(cos z—+sinz—)
ox oy
. o . 0
—sin zdx(cos z—+sin z—)dz(X)
ox oy
o . 0
+cos zdz(X)dy(cos z— +sinz—)
ox 0
o . 0
—cos zdz(cos z—+sin z—)dy(X)
ox oy
) 0 . 0
= —sin z cos zdx(—)dz(X) + cos zsinzdz( X )dy(—)
ox oy

=—sin zcos zdz(X) + cos zsinzdz(X)

=0
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bulunur. Kisaca VX € y (M) igin

dn(X,$)=0
dir. Diger taraftan

n(&) = (cos zdx +sin zdy)(cos z 9 +sin z i)
ox oy

= cos’ zdx(i) +cos zsin zdx(i)
ox oy

+cos zsin zdy(i) +sin’ zdy(i)
ox oy

=cos’ z+sin’ z
=1
dir. Boylece 7 diferensiyel 1-formu i¢in Tanim 2.4.4 deki sartlar1 saglayan bir tek
& e y(M) vektor alam
o, .
&= cosza—+ sinz—

X
dir [12].

Teorem 2.4.6. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde,

X,6ey(M), X #¢& vektor alanlar ve ¢: y (M )—"— y (M) igin,

95 =0
1n0p=0
rankg = 2n

esitlikleri saglanir [11].

Tanim 2.4.7. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde,

VX, YeyM)ve & ey (M) igin;

n(X)=g(X, &) (2.27)

Ve

g(pX, o¥)=g(X, Y)-n(X)n(Y) (2.28)
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kosullarimi saglayan bir g metrigi var ise; (¢, &, 7, g) dortliisiine bir hemen hemen

degme metrik yapt, (M , 0, &, n, g) beslisine de bir hemen hemen degme metrik

manifold ad1 verilir [11].

Teorem 2.4.8. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde

VX, Yey(M)igin,

gloX, pY)=g(X, Y)-n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [11].

Sonu¢ 2.4.9. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme metrik manifoldu

verilmis olsun. V X, Ye y (M) i¢in,

g(pX, Y)=-g(X, oY) (2.29)

dir. Bu da, ¢ nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir [11].

Teorem 2.4.10. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis
olsun. M iizerinde bir 7 degme yapisi verildiginde, V X, Ye y (M) igin,
q)Z(M) lineer Z(M)
g(X, pY)=dn(X,7Y)

olacak sekilde bir ((p, &, n, g) hemen hemen degme metrik yapisi vardir [11].

Tamm 2.4.11. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu iizerinde,

bir ((p, s, n, g) hemen hemen degme metrik yapisi verilmis olsun. V X, Ye y (M)
i¢in,

O(X, Y)=g(X, ¢Y)
biciminde tanimli @ doniisiimiine ((p, &, n, g) hemen hemen degme metrik

yapisinin femel 2-formu denir [11].

Tamm 2.4.12. (M " g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir

hacim form mevcut ise M" e yonlendirilebilirdir denir [13].
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Sonug¢ 2.4.13. ® temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.4.11 yardimiyla

nA®" #0 dir. Boylece Tanim 2.4.12 geregince (M",(p, é,n,g) hemen hemen

degme metrik manifoldu yonlendirilebilirdir [14].

Tanim 2.4.14. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger her

peM noktast i¢in J*=-I olacak bicimde T M tanjant uzaymin bir J

endomorfizmi mevcut ise, M iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks

yapr adi verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir

hemen hemen kompleks manifold denir [15].

M tizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (gp, én, g) ile verilsin.

O zaman M xR iizerinde herhangibir vektor alani
d
X, f—
(X, f dr)
seklinde yazilabilir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; t, R nin bir

koordinati ve f di’ M xR iizerinde bir C” fonksiyondur.
t

(¢.€,1.8), M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapi olsun. Boylece
M xR {lizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
ISy = (px - (0
dt dt
bigiminde tanimlanir. Kolayca J* = —I oldugu gosterilebilir [15].

Tamm 2.4.15. M diferensiyellenebilir bir manifold olmak tizere, M {izerinde

(1, 1)-tipinde bir tensor alan1 F olsun. VX,Y € y(M) igin,
N.(X,Y)=F’[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]

seklinde tanimli N, tensor alanma F tensér alaninin Nijenhuis torsiyon tensérii adi

verilir. F =J olarak alinirsa,
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N,(X,Y)=J[X,Y]+[JX,JY]-J[JX,Y]-J[X,JY]

=X, Y]|+[JX,JY]-J[JX,Y]-J[X,JY]
esitligi yazilir. Eger N, =0 ise J ye integrallenebilirdir denir. Eger ¢ nin
Nijenhuis torsiyon tensorii sifir ise ((p, &, 77) yapisina normal veya Sasakian yapi

denir [15].

Yukarida verilen normallik tanimi
[0,0](X,Y)+2dn(X,Y)E=0

olmasina denktir [8].

Tanim 2.4.16.  (2n+1)-boyutlu bir (M , 0, ¢, 1, g) degme metrik
manifoldu alalim. Eger M nin degme metrik yapis1 normal ise (go, &, n, g) yapisina

Sasakian yap1 (veya normal degme metrik yapt) ve (M , 0, &, 1, g) ye de Sasakian

manifold (veya normal degme metrik manifold) denir [11].

Teorem 2.4.17. Bir (gp, &,on, g) hemen hemen degme metrik yapisinin
Sasakian olmasi icin gerek ve yeter sart
(Vi)Y =g(X,7)é-n(1)X (2.30)

olmasidir [8].

Tamm 2.4.18. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere;
o RxM—>5M

(t,P)——0.(P)
dontisimii asagidaki kosullar1 sagliyorsa, ¢ ye M nin diferensiyellenebilir I-
parametreli grubu ad verilir:
(i) VteR icin

o, M—— M

P ——¢,(P)

bir difeomorfizmdir.
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(ii) Vt,seR ve VPe M igin

.. (P)=9(0,(P))
dir [16].

Tamm 2.4.19. M bir diferensiyellenebilir manifold, X € y(M) ve X ile
gerilmis lokal doniisiimlii 1-parametreli grup ¢, olsun. X vektor alanina gore bir
F (1,1)-tipinden tensor alaninin L, F ile gosterilen Lie tiirevi:

1
L,F= hm;[FP ~(o.F), ] (2.31)

t—0

olarak tanimlanir [11].

Tamm 2.4.20. M =(M, ¢, £, 1, g) bir degme Riemann manifoldu olmak

tizere M nin yapisal doniisiimii
1
h: y(M)— 7 (M), h(X) =5(L5¢)(X) (2.32)

endomorfizmi olarak tanimlanir. Burada L., & karakteristik vektor alani yoniindeki

Lie tiirevidir [8].

Onerme 2.4.21. Bir M =(M, ¢, &, 17, g) degme Riemann manifoldu

tizerindeki yapisal doniisiim % asagidaki ozellikleri saglar:

(i) h simetrik doniisiimdiir; yani, g(hX, Y)=g(X, hY) dir.
() V,E=—pX-phX dir.

(iii) A& =0 dir.

(iv) & ile ¢ anti-simetriktir; yani, hp =—@h dir.

Burada V M lizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur [8].

Onerme 2.4.22. M= (M , 0, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme metrik
manifold olsun. Bu durumda VX,Y e ;((M ) icin
(Vip)Y =g(X+hX,Y)E-n(Y)(X +hX) (2.33)

dir [8].
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Onerme 24.23. M =(M, ¢, &, 1, g) bir degme Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda asagidaki {i¢ 6nerme denktir [8]:

(i) Karakteristik vektor alan1 & bir Killing vektor alanidir; yani, V& = —¢ dir.
(ii) /A=0 dir.

(iii) M bir Sasakian manifolddur.
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3. YARI-HERMITSEL YAPI VE TANAKA-WEBSTER KONEKSiYONU

3-boyutlu bir degme Riemann M = (M Lo, Eom, g) manifoldu i¢in, M nin

bir p € M noktasindaki tanjant uzay1
TM=D,+R¢,, D, =kern,={veT,M|n()=0}
seklinde lineer alt uzaylarin direkt toplami olarak elde edilebilir.  Bdylece
D:P— D,, degme distribilisyon olarak adlandirilan, & ye ortogonal iki boyutlu bir
distribiisyon tanmmmlar. J =¢|, kisitlamsi, D iizerinde bir hemen hemen kompleks
yapt tanimlar. Bu durumda M degme Riemann manifoldunun iligkilendirilmis CR-
yapisi
H={X-iJX|XeD|

holomorfik altuzayi ile verilir. (Bu altuzay 7M© kompleks tanjant uzaymn bir
altuzayidir). Boylece her H, liftinin kompleks 1-boyuttan oldugu, H NH = {0} ve

DxC=H®H oldugu goriiliir. Dabhasi, iliskilendirilmis hemen hemen CR-yap1

her zaman integrallenebilirdir; integrallenebilirlik kosulu
[H.H]cH

ile verilir.

H ig¢in L “Levi formu”
L:DxD—>C*(M,R), L(X,Y)=-dn(X,Y)
ile tanimlanir. Burada C”(M,R), M deki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin
cebirini ifade etmektedir. Bodylece Levi formu Hermitsel ve pozitif tanimlidir.
(77,L) cifti, M lizerinde bir degme giiclii yari-disbiikey yari-Hermitsel yapi olarak

adlandirlir.
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(7, ¢, &, g) degme Riemann yapisiyla iliskilendirilmis M =(M,7,L)
degme giiclii yari-digbiikey yari-Hermitsel manifoldu tizerinde Tanaka-Webster
koneksiyonu %, VX,Y € y(M) i¢in

ViY =V, Y +0(X)pY +(V,17) (V)E - () & (3.1)

esitligiyle tantmlanir. Burada V Levi-Civita koneksiyonudur. Onerme 2.4.21 i

kullanarak (3.1) esitligini agagidaki sekilde yeniden yazalim:
Va¥ =V Y4 p(X)pY +(V 1) (N)E =71V
=V, Y +1(X)Y +g(Y,~pX —phX)E —n(Y)(—pX —phX)
=V, Y +1(X)oY +n(Y)(pX +phX ) - g(pX +phX,Y)E.  (3.2)
(3.2) esitliginde
AX,Y)=n(X)pY +n(Y)(@X +phX ) - g(0X +phX ,Y)E (3.3)
olarak tanimlanirsa
VY =V Y+ A(X,Y) (3.4)
esitligi elde edilir. Simdi Tanaka-Webster koneksiyonunun torsionunu bulalim.
T(X,Y)=VxY -Vy X -[X,Y]
={V Y+ A(X,Y)}-{V, X+ 4, X)}-[X,Y]
={V, Y-V, X -[X,Y]} +{A(X,Y) - AY, X))
=A(X,Y)-AY,X) (3.5)
Burada V Riemann koneksiyonu oldugundan V,Y -V, X -[X,Y]|=T(X,Y)=0
dir. (3.3) esitliginden
AY,X)= n(Y)goX+77(X)(¢Y+gahY)—g(goY+gth,X)§ (3.6)
bulunur. (3.3) ve (3.6) denklemleri (3.5) esitliginde yerine yazilirsa
T(X,Y)=A(X,Y)- A(Y, X)
={n(X)oY +7(Y)(pX + phX ) - g(pX + phX,Y)&|
~{n(Y)pX +5(X)(oY +hY ) - g(Y +0hY, X)E|
=2g(X,pY)E +1(Y)phX — g(phX V)& —n (X ) phY + g(phY, X )&
(

=2g(X,pY)E+n Y)gth 77( )(th (3.7)
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elde edilir. Ozel olarak, Sasakian manifoldlar i¢in Onerme 2.4.23 kullanilarak (3.3)

ve (3.7) esitlikleri
A(X,Y)=n(X)pY +1(Y)pX —g(pX,Y)E (3.8)

T(X,Y)=2g(X,pY)& (3.9)

haline doniisiir.

Onerme 3.1. M=(M, ¢, £, n, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu olmak {izere, V Tanaka-Webster koneksiyonu, M iizerinde asagidaki

kosullar1 saglayan tek dontisiimdiir [17]:
@  Vp=0,Ve=0;
(i) Veg=0,Vp=0;

(i) T(X.¥)=-n([X.Y])¢, X.YeD;

(iv) 7A“(§,¢)Y)=—(07A“(§,Y),YED.

Ispat: Oncelikle V nin bir metrik koneksiyon oldugunu gdsterelim.
VX,Y,Z e y(M) igin
(Vrg)(r,2) = Vg (¥.2)-g(Vs7.2)-g(¥.ViZ) (3.10)
olarak tammhdir. g(¥,Z)eC”(M,R) oldugundan %Xg(Y,Z) =V,g(Y,Z) dir.

Burada V, Levi-Civita koneksiyonudur. (3.2) ve (2.29) esitlikleri kullanilarak
(3.10) esitligi asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:

(Vrg)(r,2) =V ,g(¥.2)-2(V,¥.Z)-n(X)g(¥.2)-n(Y)g(9X.2)
(Y g(phX,Z)+ g(pX +phX,Y)n(Z)-g(Y,V,2)
—1(X)e(¥,02)-1(Z) g (Y, pX +phX)
+g(pX +ohX,Z)n(Y)

=v,g(Y,2)-g(V,Y.2)-g(Y,V,Z)=(V,&)(V.Z)
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V Levi-Civita koneksiyonu oldugundan Vg =0 dir. Boylece yukaridaki ifadeden

(Vrg)(r,2)=0 elde edili.  VX,¥,Zey(M) igin (Vig)(¥,Z)=0

bulundugundan V Tanaka-Webster koneksiyonu bir metrik koneksiyondur. Yani;
Vig(V,2)=g(Va¥,Z)+g(¥.VxZ), VX.Y,Z € z(M) (3.11)

esitligi gecerlidir.

Simdi §(p:0 oldugunu gosterecegiz. VX,Y € y(M) i¢cin (3.2) denklemi

kullanilarak
(V2o)(¥)=Vip(¥)-p(V:Y)
=V,o(Y)+n(X)e* (Y)+1(0Y)(pX +phX)
—g (X +phX,pY)E—(V, Y)-n(X)e*(Y)
—n(Y)(0°X +9'hX )+ g (pX + phX .Y ) p&
yazilabilir. Son esitlikte Teorem 2.4.6, (2.1) ve (2.33) esitlikleri kullamldiginda
(Vae)(Y)=(Vi0)Y 2 (0X,0Y) &~ g (phX 0¥ )&
V[=X+7(X)E]=n(V)[-hx +n(hX)¢]
=(Vy0)Y—g(X.Y)é+n(X)n(Y)E-g(hX,Y)E
+ﬂ(hX)ﬂ(Y)§+f7() —n(X)n(Y)&+n(Y)hx
0)Y —{g(X+hX,Y)E—n(Y)(X +hX)}
( )Y (Vio)Y =

bulunur. Yani %go =0 dir. Boylece (ii) ispatlanmis olur.

Diger taraftan (3.2) esitligi, Teorem 2.4.6, (2.29) ve Onerme 2.4.21 (ii)
kullanilarak, V.X € y (M) igin

V& =V, E+n(X)oE+1(E)(@X +phX) - g(pX +phX ,E)&
=V, E+oX +phX

=V, E-V, E=0
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elde edilir. Boylece

VE=0 (3.12)
dir.

Ayrica, VX,Y € y(M) igin (3.12) kullanilarak
(%XU)YZ%XU(Y)—U(%XY)
:g(%xY,§)+g(Y,%X§)—T7(§XY)

Ig(Y,%Xf)ZO

bulunur. Bdylece

~

V=0 (3.13)

dir. Bu ise (i) nin ispatin1 tamamlar.

Bundan bagka, VX,YeD i¢in 1(X)=n(Y)=0 oldugundan, (2.26) ve
Teorem 2.4.10 kullanildiginda
T(X,Y)=2g(X,pY)E+n(Y)phX —n(X)phY
=2g(X,pY)E =2dn(X,Y)E
= (xn(1)=yn(x)-n([X.7]))
:_77([)(,)7])5 (3.14)
bulunur. (3.7) esitliginde X yerine &, Y yerine de @Y yazilarak
T(&.0Y)=2g(&,0°Y)+n(pY)phé -1 (&) phpY
= —phpY =hg’Y =h(-Y +1(Y)¢)
=—hY +n(Y)hé (3.15)
elde edilir. ¥ € D oldugunda 77(Y) =0 olacagindan (3.15) esitligi
T(£pY)=—hY (3.16)

seklinde yazilabilir. Ayrica, VY € D igin Teorem 2.4.6, Onerme 2.4.21 (iii) ve
(2.25) esitlikleri kullanildiginda
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0T (£,Y)=0(2g(&,0Y)E~n(E)phY +1(Y ) phé)
= p(—phY)=-@’hY =—(-hY +5(hY)&)=hY (3.17)
bulunur. (3.16) ve (3.17) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde VY e D igin
T(&0Y) =0T (£Y) (3.18)

yazilabilir. Boylece (iii) ve (iv) dnermelerinin saglandig1 da gosterilmis olur.

~

v; (1), (i1), (ii1) ve (iv) ozelliklerini saglayan bir bagka koneksiyon olsun. V
Tanaka-Webster koneksiyonu ile % koneksiyonunun farki olacak sekilde bir
U(X,Y) = VY —VyY (1, 2)-tensor alan1 tamimlayalim. U =0 oldugu gosterilebilir.

Boylece V=V elde edilir. O halde V doniigiimii tektir. |

M=(M, ¢, &, n,g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu ve

y:IcR—>M yay parametresiyle parametrelendirilmis bir egri olsun. Y yari-
Hermitsel koneksiyonu i¢in, y boyunca {T, N, B} Frenet ¢ati alani J. T. Cho ve J.

E. Lee tarafindan [18] de su sekilde tanimlanmaistir:

ViT =«N, (3.19)
ViN =—«T +7B, (3.20)
ViB=—N. (3.21)
Burada I’E:ﬁrT , y nin yari-Hermitsel egriligi ve %, y nin yari-Hermitsel

torsiyonudur. Y ari-Hermitsel geometride egriler su sekilde siniflandirilmistir:

x#0 sabit ve 7#0 sabittir < y yari-Hermitsel helistir. (3.22)
x #0 sabit ve 7=0 dir < y yari-Hermitsel cemberdir. (3.23)
k=0 ve r=0 dir < y yari-Hermitsel geodeziktir. (3.24)
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Tamm 3.2. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
olmak tlizere )/(s), M de yay uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis bir egri
ve T(s)=y(s), y mn tanjant vektdr alanm olsun.

cosa(s) = g(T(s),f(s)) (3.25)

seklinde tanimlanan o (s) fonksiyonuna y nin degme agist denir. Degme acis1 sabit

olan bir y egrisine bir slant egri denir [18]. Ozel olarak, degme agis1 % olan slant

egrilere Legendre egrisi denir [18].

(3.25) esitliginin - her iki tarafinda y boyunca V  Tanaka-Webster

koneksiyonuna gore tiirev alinirsa

~ ~

a'(s)sina(s) :g(K(S)N(S),f(S))+g(T(s),Vr(s)f(s)) :I;(S)U(N(S)) (3.26)

elde edilir.

Bu kisimda slant egrilerin 6zel bir durumu olan Legendre egrileri iizerinde

durulacaktir.

M=(M, ¢, £, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu olmak iizere
;/(s), M de yay uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis bir Legendre egrisi

olsun.  y {izerindeki Frenet cat1 alaninin {T =y, N=g¢y', B= f} oldugunu

gosterelim. Oncelikle ¥ Legendre egrisi oldugundan

, V2
n(r)=g(T, §)=cos5=0 (3.27)
bulunur. y birim hizli egri oldugundan
g(T.T)=g(r.y)=1
dir. (3.27) ve (2.28) esitliklerinden
g(N.N)=g(or'.or')=g(r.y)=n(r)u(y)=1
elde edilir. & karakteristik vektor alani oldugundan (2.27) ve Tanim 2.4.4 geregi
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g(B.B)=g(¢&.&)=n(¢)=1
sonucuna ulasilir. Boylece 7, N ve B vektor alanlar1 birimdir. Bu vektor
alanlarinin ikiser ikiser ortogonal oldugunu gosterelim. ¢ anti-simetrik bir tensor
alan1 oldugundan (2.29) kullanilarak

g(T.N)=g(7.er')=0

bulunur. Ayrica y Legendre egrisi oldugundan (2.27) ve (3.27) geregi

g(T.B)=g(r.&)=n(r')=0
dir. Son olarak Teorem 2.4.6 ve (2.29) esitligi birlikte diistintildiigiinde

g(N.B)=g(pr'.&)=-g(r.95)=0

bulunur. Bodylece {T =y, N=gy', B= é‘} kiimesi ortonormal bir kiimedir ve y

~

Legendre egrisinin Frenet ¢ati alanint olusturur. Bu c¢ati alanim1 ve V Tanaka-
Webster koneksiyonunu kullanarak bazi sonuglar elde edecegiz. “Yari-Hermitsel”

denildiginde her zaman Tanaka-Webster koneksiyonu aklimiza gelmelidir.

Tammm 3.3. 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu tizerindeki bir y

egrisinin yari-Hermitsel ortalama egrilik vektor alani

H=V:T=xN (3.28)

seklinde tanimlanir [18].

Ozel olarak, bir Legendre egrisi igin T=%", N =@y’ ve B=¢ oldugundan
H=V:T= %/]/' = IA((p;/' (3.29)
elde ederiz [18].

Onerme 3.4. 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda V Tanaka-

Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir y egrisi bir Legendre egrisi ise

7=0 dir [18].

Ispat: » egrisi 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda V Tanaka-

Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir Legendre egrisi olsun.
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{T=y',N=gy', B=¢} Frenet cati alani olmak iizere (3.21) ve Onerme 3.1 (i)
geregi
ViB=V,é=—10y =0 (3.30)

bulunur. Buradan 7 =0 sonucuna ulaslir. ]

Tanmm 3.5. M =(M , 0, &, m, g) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu olsun. M iizerindeki bir y egrisine normal olan bir N vektor alani igin

ViN=0 (3.31)
ise N ye yari-Hermitsel paraleldir denir [19].

Teorem 3.6. M =(M, ¢, &, n,g) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu ve y:/ cR—>M geodezik olmayan birim hizli bir Legendre egrisi
olsun. Bu takdirde y egrisinin yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik vektor alanina

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart y nin bir yari-Hermitsel cember olmasidir [19].

Ispat: Gereklilik: y egrisinin yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik vektor

alanina sahip olsun. O halde (3.31) geregi %;ITI =0 dir. (3.29) ve (3.20) ve Onerme
3.4 kullanilarak

A~ o~ ~

ViH=V, (’Af(ﬂ?/') =x'py' +kV 0y’

= lAc'(o;/'+rA<(—lAcy'+;§)

LR 4
elde edilir. Yani kisaca
ViH=—x 7y +%'g) (3.32)
dir. O halde
~L ~ ~  ~\L1 A~
VTH:(V/H) — k' gy (3.33)

~L o~ N

ve Vr H =0 oldugundan x'=0 sonucuna varilir. Bdylece Kk #0 sabit ve 7=0 dur.

(3.23) geregi y yari-Hermitsel cemberdir.
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Yeterlilik:  yari-Hermitsel gember olsun. (3.23) geregi x #0 sabit ve 7=0

dir. (3.33) esitligi kullanilarak %;If-\l = I,(\"¢7/' =0 bulunur. Bdylece Tanim 3.5 geregi

H yari-Hermitsel paraleldir. ]

Tamm 3.7. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:1 cR—> M birim hizh bir egri olsun. 7 =y' olmak {izere, H yari-Hermitsel

ortalama egrilik vektor alaninin

(i) (tanjant demette) Laplas’t

A A A

AH =-V:V;ViT (3.34)

(ii) normal demette Laplas’

~L -~ ~L ~1l ~1

AH=-V 1V VT (3.35)

seklinde tanimlanir [19].

Tamm 3.8. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
ve y:I c R — M birim hizl bir egri olsun.
(i) Eger
AH =2H (3.36)
olacak sekilde sifirdan farkli bir A:/ — R fonksiyonu varsa y ya yari-Hermitsel
has ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egridir denir [19].
(i) Ozel olarak,

AH =0 (3.37)
ise y ya yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektér alanina sahip bir egridir
denir [19].

(iii) Eger
AH=1H (3.38)
olacak sekilde sifirdan farkli bir 4:7 —> R fonksiyonu varsa y ya normal demette

vari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egridir denir [19].
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(iv) Ozel olarak,

AL~

A H=0 (3.39)
ise y ya normal demette yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina

sahip bir egridir denir [19].

Onerme 39. M=(M, ¢, £, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:/ cR—>M geodezik olmayan birim hizli bir Legendre egrisi

olsun. Bu durumda

A A A A~ ~ ~3
Vy'Verf)/'=—3KK'}/'+(K"—K )(07/' (3.40)
ve
Al Al A~l , A" ,
V,V, V' =x"py (3.41)
diir [19].

Ispat: y Legendre egrisi i¢in Tanaka-Webster koneksiyonuna gore Frenet-

Serret denklemleri

%7’7' = 12(07/' (3.42)
V,0p =—xy' (3.43)
V,E=0 (3.44)

seklindedir. (3.42) nin her iki tarafinda \Y ya gore iki kez tiirev alinir ve (3.43)
esitligi ile birlikte kullanilirsa

~ A~ ~ A~ ~ PN ~2 ~

VyVyy'=Vy (KW’) =K'gy'+kVypp=—k yrxtey (3.45)

Ve

~ A2 A~ ~

~ A A ~2 A~ A~ A A A
VeryVM/':V/(—K ;/’+K'(/);/’):—2KK';/’—K Vyy'+x"oy' +k'Vypp'
A~ R2 A, N .o~ ~
=-2kK'y —K (K¢}/ )—H("(D}/ +/<'(—1<7/)
~ A3

= —31212'7' +(K“—K )(07'

elde edilir. Benzer sekilde, (3.42) esitliginden

29



ot ' S ' + -~ ' + -~ [
Vry =(Vy'7) Z(K(/’J/) = Ky (3.46)
bulunur. (3.46), (3.42) ve (3.43) birlikte diisiiniildiiglinde
at et ’ -~ -~ [ + ~2 P [ + ~ '
VyVyy =(V7'(K¢>7 )) :(_K y K W) =K'py (3.47)

ve normal demette tekrar tiirev alinarak (3.43) esitligi yardimiyla

Stotot 4 - Av ' * A" 4 AvA ' Au ’
VyVyVyy'= (Vy' (K oy )) = (K oy +x'Vypy ) =K"py
sonucuna ulagilir. m

Tanim 3.7 ve Onerme 3.9 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 3.10. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
ve y:IcR—>M geodezik olmayan birim hizli bir Legendre egrisi olsun. y
egrisinin yari-Hermitsel ortalama egrilik vektor alaninin (tanjant demette) Laplas’t
AH =3%%") + (;23 _ fc")goy' (3.48)
ve normal demette Laplas’
AH=—x"py (3.49)
diir [19].

Teorem 3.11. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:/ cR— M birim hizli bir Legendre egrisi olsun. y nin yari-

Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart »

~2
nin yari-Hermitsel geodezik veya A=k esitligini saglayan bir yari-Hermitsel

¢ember olmasidir [19].

Ispat: Gereklilik: ¥ yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina sahip

olsun. O halde Tanim 3.8 (i) geregi AH =AH olacak sekilde bir 4:7 >R
fonksiyonu vardir. (3.48) ve (3.29) esitliklerinden

35k y'+(fc3 —;2") oy = ko) (3.50)
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elde edilir. y" ve @y’ vektor alanlari lineer bagimsiz oldugundan

3kk'=0 (3.51)

X —k"= A (3.52)

esitliklerine ulagilir. (3.51) geregi k=0 veya K'=0 dur. Eger k=0 ise y egrisi

yari-Hermitsel geodeziktir. Eger k#0 ise x'=0 dir ve bu x nin sabit oldugu

anlamina gelir. Bu durumda K"=0 oldugundan (3.52) denkleminden A = K elde

edilir. x#0 sabit ve Onerme 3.4 geregi 7=0 oldugundan y bir yari-Hermitsel
¢emberdir.

Yeterlilik: » yari-Hermitsel geodezik veya /1:1;2 esitligini saglayan bir

yari-Hermitsel ¢cember olsun. Her iki durumda da (3.50) esitliginin saglandigi

kolayca gosterilebilir. O halde Tanim 3.8 (i) geregi y egrisi yari-Hermitsel has

ortalama egrilik vektor alanina sahiptir. ]

Sonu¢ 3.12. M = (M, o, & on, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:IcR—>M birim hizhh bir Legendre egrisi olsun. y nimn yari-Hermitsel
harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart » nin

yari-Hermitsel geodezik olmasidir [19].

Ispat: Gereklilik: » yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina
sahip olsun. Bu durumda AH =0 oldugundan (3.48) esitligi yardimiyla
37«274(75 —;}") o7’ =0 (3.53)
yazilabilir. »' ve ¢y’ lineer bagimsiz olduklarindan
3k =0, (3.54)
X —R"=0 (3.55)
elde edilir. (3.54) esitliginde k=0 veya K'=0 di. Varsayalim ki k#0 olsun. O

halde /2':0 olmak zorundadir. Bu durumda /27&0 bir sabittir ve /A(":O olur.

~3
Boylece (3.55) esitligi k¥ =0 sekline gelir. Bu esitlik, varsayimimizla celigir. O
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halde varsayimimiz yanlistir. k=0 olmalidir. Yani y egrisi bir yari-Hermitsel

geodeziktir.

Yeterlilik: » egrisi bir yari-Hermitsel geodezik olsun. (3.53) esitliginin

saglandig1 agiktir. Yani AH =0 dur. Boylece Tanim 3.8 (ii) den y egrisi yari-

Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahiptir. ]

Teorem 3.13. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu, y:/ c R — M birim hizli bir Legendre egrisi ve A >0 sabit olsun. Bu
durumda y egrisinin normal demette yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor

alanina sahip olmasi igin gerek ve yeter sart y nin /Ac(s):acos(ix/zs +b)

formunda bir yari-Hermitsel egrilige sahip olmasidir. Burada a ve b keyfi

sabitlerdir [19].

Ispat: Gereklilik: » egrisi normal demette yari-Hermitsel has ortalama

egrilik vektor alanina sahip olsun. Tanim 3.8 (iii) dan AH-= AH dir. (3.29) ve
(3.49) esitlikleri yardimiyla
—k"py = Akgy' (3.56)
yazilabilir. Bu esitlikten
K"+ Ak =0 (3.57)

diferensiyel denklemi elde edilir.

Simdi A>0 sabit oldugunda, (3.57) esitligindeki bagimsiz degisken

icermeyen diferensiyel denklemin genel ¢ézlimiinii bulalim.

(3.57) diferensiyel denkleminde, K'= p ve K"= j—’i yazilirsa
K
P d—’i + k=0
dx

ve dolayisiyla

pdp + Akdx =0

32



elde edilir. Bu son diferensiyel denklem degiskenlerine ayrilabilirdir. Esitligin her

iki tarafinda integral aliniginda

2 kA
%+T: 2 ,a=sabit

bulunur. Bu denklem diizenlendiginde

p:i\/z az—l}2

haline dondsiir. /;':%: p esitligi son denklemde yerine yazilir ve denklem
s

diizenlenirse

I s

Va'—«k

bulunur. Her iki tarafin integrali alinir ve denklem yeniden diizenlenirse (3.57)

diferensiyel denkleminin genel ¢éziimii

~

k(s)= acos(i\/ZS +b)
olarak elde edilir. Burada a ve b keyfi sabitlerdir.

Yeterlilik: a ve b keyfi sabitler olmak iizere /Ac(s) =a cos(iﬁs +b) olsun.

Bu durumda s degiskenine gore tiirev alinarak

K'(s)=Fa A sin(+/As +b) (3.58)
K"(s)=—adcos(+v/2s+b) (3.59)

yazilabilir. Boylece IA("(S)=—/11A<(S) oldugu goriiliir. Yani IAc"(S)+/11A((s)=O dir.

Sonug olarak (3.57) ve dolayisiyla (3.56) esitlikleri saglandigindan &llfl =AH

bulunur. Bdylece Tanim 3.8 (iii) geregi y egrisi normal demette yari-Hermitsel has

ortalama egrilik vektor alanina sahiptir. [
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Sonu¢ 3.14. M =(M , 0, ¢, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:I c R— M birim hizli bir Legendre egrisi olsun. y egrisinin normal demette

yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart a ve b keyfi sabitler olmak iizere 7«(s) =as+b olmasidir [19].

Ispat:  Gereklilik:  » egrisi normal demette yari-Hermitsel harmonik

ALl ~
ortalama egrilik vektdr alanina sahip olsun. Tanim 3.8 (iv) geregi A H =0 dir.

(3.49) esitligi kullanilarak

—K"py' =0 (3.60)
yazilabilir. Bu esitlikten x"=0 bulunur. Yani a ve b keyfi sabitler olmak iizere
/Ac(s) =as +b formundadir.

Yeterlilik: a ve b keyfi sabitler olmak {izere lAc(s)=as+b olsun. Bu

durumda x'=a ve x"=0 dir. Bu degerler (3.49) esitliginde yerine yazildiginda

ALl ~

A H:—;c"(py'zo
bulunur. Boylece Tanim 3.8 (iv) geregi y egrisi normal demette yari-Hermitsel

harmonik ortalama egrilik vektdr alanina sahiptir. ]

Tanmm 3.15. M=(M, o, &, n, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu, V M iizerinde Tanaka-Webster koneksiyonu ve y:/ c R —> M birim
hizli bir egri olsun. 7 =y’ olmak iizere
(i) Eger
~ ~ ~ l
(VrVr¥iT) =0
ise y ya yari-Hermitsel AW(1)-tipinden egri,
(ii) Eger
A A A 1 ~ A~ 1
(VrVrViT) A(V2ViT) =0

ise y ya yari-Hermitsel AW(2)-tipinden egri,
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(iii) Eger
(§T§T§TT)L /\(%TT)L =0

ise y ya yari-Hermitsel AW(3)-tipinden egri denir [19].

Onerme 3.16. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:/ cR—> M birim hizli bir Legendre egrisi olsun. Bu durumda

asagidakiler gecerlidir:

(i) y nin yari-Hermitsel AW(1) -tipinden olmasi i¢in yeter sart ¢ sabit olmak

~ o x2

lizere x(s)= olmasidir.

Ss+c

(ii) y egrisi her zaman yari-Hermitsel A W(2) ve AW(3)-tipindendir [19].

Ispat:

>i) ¢ sabit olmak iizere

K(s)== (3.61)

olsun. Bu durumda tiirev alinarak

x'(s)= (jf)z (3.62)

Ve

=D

"( +242

= 3.63
5) (re) (3.63)

esitlikleri elde edilir. 7 =y' olmak tizere, (3.40) esitligi yardimiyla
A oA A L AA ~ ~3 L ~ ~3
(VTVTVTT) = (—3KK'7'+(K"—K )(py/'j = (K‘"—K )goy’ (3.64)

bulunur. (3.61) ve (3.63) esitlikleri, (3.64) esitliginde yerine yazilirsa

(%r%r%er)L =(IA(“— IA(})go}/' = {(Zi\?f J[:ﬁj}(m/ =0
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olarak hesaplanir. Boylece Tanim 3.15 (i) geregi y yari-Hermitsel AW(1)-

tipindendir.

(i)  (3.40), (3.42) ve (3.45) esitlikleri kullanilarak

~ € A~
(VTT) =xpy' (3.65)
~ A~ L A~
(VTVTT) —Kx'py (3.66)
(%ﬁﬁﬂ ( ) (3.67)
bulunur. (%r%yr%er ) ve (VTVT ) lineer bagimli oldugundan her zaman

A oA A 1 ~ A 1

(VTVTVTT ) /\(VTVTT ) =0 esitligi gecerlidir. Yani y egrisi yari-Hermitsel
. . . . = = = J_ = J- .

AW(2)-tipindendir.  Benzer sekilde (VTVTVTT ) ve (VTT ) lineer bagimli

A A A

~ €L
oldugundan her zaman (VTVTVTT ) (VTT ) =0 dir. Yani y egrisi yari-

Hermitsel 4 W(3)-tipindendir. [ |
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4. YARI-HERMITSEL 3-MANiFOLDLARDA SLANT EGRILER

Bu boliimde; 3. boliimde elde edilen sonuglar slant egrilere genellenecektir.
3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda Tanaka-Webster koneksiyonuna gore
geodezik olmayan slant egrilerin tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has
veya yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin
gerekli ve yeterli kosullar elde edilecektir. Ayrica, yari-Hermitsel AW(k)-tipinden

olma sartlar1 bulunacaktir. Elde edilen sonuglarin bazilari orijinaldir.

Onerme 4.1. M =(M, ¢, & 7,9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:1 c R —> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir egri olsun. y egrisinin bir slant egri olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 77 ( N ) =0 olmasidir. Burada N, y nin asli normal vektor alanidir [18].

Ispat: y iizerindeki Frenet ¢ati alamt {T, N, B} ve y nin degme agisi

a =a(s) olsun. Tamm 3.2 geregi

cosa=0(T, &)
dir. Her iki tarafin Tanaka-Webster koneksiyonuna gore tiirevi aliir ve (3.11),

(3.12), (3.19) ve (2.27) kullanilirsa

—a'sina =Vrg(T,£)=g(V'T, ¢)+g (T, Ang) —xn(N) (4.1)
elde edilir. Ayrica y egrisi geodezik olmadigindan x#0 dur.
Gereklilik: y egrisi bir slant egri olsun. Tanim 3.2 geregi o degme agisi sabittir. O

halde '=0 dir. Bu durumda x =0 oldugundan (4.1) esitliginde 7(N)=0 olmak

zorundadir.
Yeterlilik: 7(N)=0 olsun. (4.1) esitliginden —a'sina =0 elde edilir. «<(0,7)

oldugundan sina #0 dir. Boylece a'=0 bulunur. Yani o degme acisi sabittir.

Tanim 3.2 geregi y egrisi bir slant egridir. ]
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Onerme 4.2. M =(M, o, & on, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:1 c R —> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

olmayan birim hizl bir slant egri olsun. Bu durumda 7 ve x orani sabittir [18].

Ispat: y egrisinin sabit degme agis1 @, ve y iizerindeki Frenet cati alam

{T. N, B} olsun. Onerme 4.1 ve (2.27) kullamlarak

n(N):g(N,§)=O (4.2)
bulunur. O halde (3.25), (4.2) ve (2.25) kullanilarak ortonormal agilim geregi
&=cosa,l +sina,B (4.3)

yazilabilir. (4.3) esitliginin her iki tarafinin Tanaka-Webster koneksiyonuna gore

tiirevi alinarak (3.12), (3.19) ve (3.21) kullanilirsa

Oz(/;cosao—%sinao)N (4.4)
elde edilir. Buradan da
L —cot a, 4.5)
K
sonucuna ulasilir. ¢, sabit oldugundan 7 ve x orani da sabittir. m

[18] de J. T. Cho ve J. E. Lee 3. boliimde verilen Onerme 3.4 i
ispatlamislardir. Onerme 3.4 iin tersi her zaman gecerli degildir. Asagidaki 6nerme
ile geodezik olmayan slant egriler igin ters Onermenin de gerceklendigini

gosterecegiz.

Onerme 4.3. M =(M, o, & on, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

olmayan birim hizli bir slant egri olsun. Bu durumda y nin bir Legendre egrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 =0 olmasidir [22].
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Ispat: Yeterlilik: 7=0 olsun. (4.5) esitligi kullanilarak cote, = 220 elde
K

edilir. O halde ¢, :% dir. Boylece Tanim 3.2 geregi y bir Legendre egrisidir.

Gereklilik: » bir Legendre egrisi olsun. Onerme 3.4 ten ispat agiktir. [ |

Ji-Eun Lee, [19] da 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu tizerindeki
Legendre egrilerinin yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 incelemistir. Geodezik olmayan herhangi bir

bir egri i¢in, Teorem 3.6 asagidaki sekilde genellenebilir:

Teorem 44. M=(M, ¢, &, 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu ve y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel paralel ortalama
egrilik vektor alanina sahip olmasi icin gerek ve yeter sart y nin bir yari-Hermitsel

cember olmasidir [22].

Ispat: (3.28) esitliginin her iki tarafin1 Tanaka-Webster koneksiyonuna gore

tiirevler ve (3.20) esitligini kullanirsak

%T/H\ :§T (I;N)ZI/(\"N +7/(\'%TN
=k T+x'N +x7B

elde ederiz. Yani kisaca

ViH =< T +x'N +<7B (4.6)
dir. O halde (4.6) esitliginin normal kism1

ALl ~ ~ ~\L ~ PN

VrH :(VTH) —%'N +x7B 4.7)
dir.

Gereklilik:  » egrisi yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik vektor alanina

sahip olsun. Bu durumda Tanim 3.5 geregi %Tl H=0 du. (4.7) esitligi kullanilarak

x'N+x7B=0 (4.8)

39



bulunur. N ve B vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugundan k'=0 ve k=0

olmak zorundadir. Sonucta, y geodezik olmadigindan k#0 sabit ve 7=0 elde

edilir. Boylece (3.23) geregi y yari-Hermitsel cemberdir.
Yeterlilik: y yari-Hermitsel ¢gember olsun. O halde (3.23) geregi x#0 sabit

ve 7 =0 dir. Buradan (4.7) esitligi kullanildiginda

AL~ ~

ViH=x'N+xB=0N+#x.0B=0

bulunur. Bdylece Tanim 3.5 geregi, H yari-Hermitsel paraleldir. |

Onerme 4.3 ve Teorem 4.4 birlikte diisiiniildiigiinde, asagidaki sonug ifade

edilebilir:

Sonu¢ 4.5. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
ve y:1 cR—>M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan
birim hizli bir slant egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik
vektor alanina sahip olmasi ig¢in gerek ve yeter sart y mnin bir yari-Hermitsel

Legendre ¢cember olmasidir [22].

Ispat: Gereklilik: » egrisi yari-Hermitsel paralel ortalama egrilik vektor

alanina sahip olsun. Teorem 4.4 geregi y egrisi yari-Hermitsel cemberdir. O halde,
(3.23) geregi k#0 sabit ve 7=0 dir. y egrisinin geodezik olmayan bir slant egri

ve 7=0 oldugu goz oniine almirsa, Onerme 4.3 geredi, y egrisi bir Legendre
egrisidir. Yani y bir yari-Hermitsel Legendre ¢cemberdir.
Yeterlilik: » egrisi bir yari-Hermitsel Legendre ¢ember olsun. y yari-

Hermitsel ¢gember oldugundan Teorem 4.4 geregi yari-Hermitsel paralel ortalama

egrilik vektor alanina sahiptir. |
Simdi slant egrilerin yari-Hermitsel has veya yari-Hermitsel harmonik

ortalama egrilik vektor alanina sahip olma kosullarimi elde etmeye calisacagiz.

Asagidaki 6nerme ile baslayalim:
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Onerme 4.6. M =(M, o, &, n, g) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu ve y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

olmayan birim hizli bir egri olsun. y egrisinin Frenet c¢ati alani {T, N, B} olmak

uzere

VeI VT =BT (0 -k N (26747 )B (49)
ve

AlA~AlA~l ~ An2 A A A A

ViV ViT =(K'"—K‘T )N +(2K'2’+K2")B (4.10)
dir [22].

Ispat: (3.19) dan VT =N dir. 3.19) u Y ya gore tiirevler ve (3.20) yi

kullanirsak
%T%TT =§T (I;N)=I;'N +/,(\'§TN
R T+r'N+xrB
elde ederiz. Yani kisaca
ViViT == T +%'N +x7B 4.11)

dir. (4.11) esitliginde tekrar tirev alir ve (3.19), (3.20) ve (3.21) esitliklerini

kullanirsak

A A A

~ ~2 ~ A A
ViViViT =Vr (—KT+K'N +KZ'B)
A A A2~ ~ A A A A AAA
=2kk'T —x ViT +x"N+x'ViN +(x7)'B+x7V:B
A A A2 /A ~ A~ A~ ~
=2xk'T -k (K'N)+K'"N +K'(—K'T +TB)
+1Ac'%B+rA<%'B+IAc%(—%N)
A A ~ A3 AR2 A A AA
=3xx'T +(K‘"—K' —KT )N+(2K'z‘+m")B

buluruz. Bdylece (4.9) esitligi ispatlanmis olur. (4.10) esitligini ispatlamak igin,

(3.19) esitliginin normal kismin1 alirsak

VT = V7 (%N ) = &N 4.12)
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elde ederiz. (4.12) esitligini normal demette v koneksiyonuna gore tiirevler ve

(3.20) esitligini kullanirsak

~LA~L

ViViT = VT(VTT) vi 12'N+?<§iN

N R (e
=K N+K‘( KT—i—TB)

=x'N+x7B
esitligine variriz. Yani kisaca
Al ~L

ViViT =x'N +x7B (4.13)

~1
dir. (4.13) esitliginin normal demette V  koneksiyonuna gore tekrar tiirevini alir ve

(3.19), (3.20) ve (3.21) esitliklerini kullanirsak

~AlA~AlA~l ~1

ViV:ViT =Vq (VTVTT) %i(;c'N +I,;‘;'B)
~ A AL A A AAA~L
=k"N+x'ViN+(x7)'N+x7V:B
A~ A~ ~ A 1L A A A A A A A 1L
=x"N +K'(—KT +z‘B) +K'TB+KT'B+K‘T(—TN)
k"N +x'7B+x'B+xr'B—x7 N
AR2 A A A~ A
(K KT )N +(2K'T+KT')B
sonucuna ulasiriz. Boylece (4.10) esitligi de ispatlanmis olur. ]

(3.34), (3.35), (4.9) ve (4.10) esitlikleri birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki

sonu¢ elde edilir:

Sonu¢ 4.7. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:l cR—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim
hizli bir egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel ortalama egrilik vektor alaninin

(tanjant demette) Laplas’
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AH =3x%'T +(;23+;2%2—;2")N—(2,2'%+7c%')|3 (4.14)
ve normal demette Laplas’1
AH =(m —;2")N—(2,2'%+;2%')B (4.15)

dir [22].

Teorem 4.8. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:l cR—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizli bir egri olsun. » nin yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina sahip

~2
olmasi icin gerek ve yeter sart y egrisinin A=k esitligini saglayan bir yari-

2

~ A2
Hermitsel ¢ember veya A=x +7 esitligini saglayan bir yari-Hermitsel helis

olmasidir [22].

Ispat: Gereklilik: » yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektdr alanina

sahip olsun. O halde Tanim 3.8 (i) geregi AH = AH olacak sekilde sifirdan farkli bir
A:1 > R fonksiyonu vardir. (3.28) ve (4.14) esitliklerinden

A A

Sk T (& K7 RN (26774 £7)B = 44N (4.16)

elde edilir. T, N ve B vektor alanlari lineer bagimsiz oldugundan

3k =0, (4.17)
A3 ARD A~ A~
K +x7 —k"= Ak, (4.18)

2k'T+Kx7'=0 (4.19)
esitliklerine ulasilir. » egrisi yari-Hermitsel geodezik olmadigindan k#0 du.

Boylece (4.17) esitligini kullanarak x'=0 elde ederiz. Yani x#0 sabittir. Ayrica
(4.19) esitliginde K'=0 yazarsak K#0 oldugundan 7'=0buluruz. Yani 7 sabittir.

Eger =0 ise, x#0 sabit oldugundan (3.23) geregi y yari-Hermitsel ¢emberdir ve

(4.18) esitliginden A =/;2 dir. Eger 7#0 sabit ise, yine k#0 sabit oldugundan

43



(3.22) geregi y yari-Hermitsel helistir ve (4.18) esitliginden /1:1Acz+;2 dir.

Gergekten, her iki durumda da K#0 oldugundan A # 0 dir.
Yeterlilik: y egrisi bir yari-Hermitsel ¢ember veya bir yari-Hermitsel helis

olsun.

(i) y egrisi bir yari-Hermitsel ¢ember oldugunda, (3.23) geregi x#0 sabit ve
720 dir. O halde *'=x"=0 ve 7=7'=0 yazabiliriz. Simdi A2:1 >R, 1=x

segelim. k#0 oldugundan A =0 dir. Boylece (4.14) ve (3.28) esitliklerini

kullanarak

A3 AA2 A
"

AR =3kxT (& +x7 —|N (207 x7')B

=307 +(?<3 + R0 —0) N -(2.0.0-x.0)B

— %N = (722).(;2N)

= AH
buluruz. Tanim 3.8 (i) geregi y yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina
sahip bir egridir.

(ii) y egrisi bir yari-Hermitsel helis oldugunda, (3.22) den x#0 sabit ve 7#0

~ ~ ~ ~2 A2
sabittir.  Yani x'=x"=0 ve 7'=0 dir. Bu durumda A:l >R, A=x +7

secebiliriz. Kk#0 oldugundan A #0 olmak zorundadir. Boylece (4.14) ve (3.28)

esitlikleri yardimu ile

A3 AA2

AR =3kxT +(x 4kt k0N (20457 )B
3407 +(7c3 KT —0) N-(207-x0)B
(&7 N = (&) (5)

—AH

elde ederiz. Burada Tanim 3.8 (i) kullanildiginda ispat tamamlanmis olur. ]
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y egrisi \Y -geodezik olmayan bir slant egri oldugunda asagidaki sonug
gecerlidir:

Sonu¢ 4.9. M = (M , 0, &, m, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,
y: 1 cR—> M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim hizli
bir slant egri ve y nin degme acis1 ¢, olsun. Bu takdirde y nin yari-Hermitsel has
ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart » nin bir yari-

Hermitsel Legendre cember veya yari-Hermitsel slant helis olmasidir. Her iki

durumda da A = IACZ cosec’ a, dir [22].

Ispat: Gereklilik: y yari-Hermitsel has ortalama egrilik vektor alanina sahip
olsun. Teorem 4.8 geregi y bir yari-Hermitsel cember veya yari-Hermitsel helistir.
(@) Eger y egrisi bir yari-Hermitsel ¢cember ise, r=0 du. y egrisi geodezik

olmayan bir slant egri oldugundan Onerme 4.3 geregi bir Legendre egrisidir ve
Tanim 3.2 den ¢, =% dir. Kisaca y egrisi bir yari-Hermitsel Legendre ¢emberdir.

Ayrica Teorem 4.8 dan A= IA(Z dir. cosec% =1 oldugundan A= IAcz = IA(Z cosec’ @,

esitligi gecerlidir.

(ii) y egrisi bir yari-Hermitsel helis olsun. y egrisi bir slant egri oldugundan

yari-Hermitsel slant helistir. Teorem 4.8 dan A = /22 +2’2 yazabiliriz. (4.5) geregi

7 =k cot, oldugunu goz Oniine alirsak

A2 A2 A2 ~ 2 ~2 2 A2 5
A=Kk +7 =K +(Kcota0) =K (1+c0t ao):K cosec” o,

elde ederiz.
Yeterlilik:  Onerme 4.3 ve (4.5) esitligi, Teorem 4.8 ile birlikte

diisiiniildiiglinde ispat agiktir. ]

Sonuc 4.10. 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde % -geodezik
olmayan ve yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri

yoktur [22].
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Ispat: y 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde %-geodezik
olmayan bir egri olsun. y nin yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik vektor

alanina sahip oldugunu varsayalim. Tanim 3.8 (ii) ve (4.14) esitligini kullanirsak

3 AA

3T+ (% &7 RN -(207 +£7)B =0

~2 ~2
elde ederiz. Teorem 4.8 in ispatindaki gibi devam edersek x +7 =0 buluruz.
~ A~ ~2 ~2
Ayrica y egrisi V -geodezik olmadigindan x # 0 dir. Sonug olarak ¥ +7 =0 ve

K#0 celiskisine ulasiriz. O halde varsayim yanligtir. Boyle bir y egrisi yoktur. m

Simdi, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde normal demette
yari-Hermitsel has veya harmonik ortalama egrilik vektor alanina sahip slant egrileri

inceleyecegiz.

Teorem 4.11. M =(M, ¢, &, 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:lcR-—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir slant egri olsun. y egrisinin normal demette yari-Hermitsel

has ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin

A=K K(s)zas+b, (a veb sabit)
K

A2
esitligini saglayan bir Legendre egrisi veya A=7 esitligini saglayan bir yari-

Hermitsel slant helis olmasidir [22].

Ispat: Gereklilik: » egrisi normal demette yari-Hermitsel has ortalama

egrilik vektor alanina sahip bir egri ve y nin degme acist ¢, olsun. Tanim 3.8 (ii1)

AL~

geregi A H = AH olacak sekilde sifirdan farkli bir A:1 - R fonksiyonu vardir.
(3.28) ve (4.15) esitliklerinden

(57 &7 N - (252 4k7") B = 24N (4.20)

elde ederiz. N ve B vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugundan
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ArR2 A

KT —Kk"=AK, 4.21)
—(2;}'2+f<} ) =0 (4.22)

esitliklerine ulasiriz. (4.5) geregi 7 =K cot a, oldugunu goéz Oniine alirsak (4.21) ve

(4.22) esitliklerini

K cot’a, — k"= Ak, (4.23)
3Kk 'cotar, =0 (4.24)

seklinde yeniden yazabiliriz. Bu son esitlikleri iki durumda inceleyelim:

(i) Eger q, :% ise, bu durumda y bir Legendre egrisidir ve cota, =0 dir.

Boylece (4.23) esitligi k"= Ak sekline doniisiir. A #0 ve k%0 oldugundan

x"#0 dir. O halde

A=-E_ R(s)zas+b, (a ve b sabit)
K

sonucuna ulasiriz.

(i) Eger «, ;t% ise cote, #0 dir. Burada (4.24) esitliginden xk#0 yari-

Hermitsel egriliginin sabit oldugunu goriiriiz. O halde Kk"=0 du. Boylece (4.5) ve
(4.23) esitlikleri yardimiyla A = /Acz cot’ @, = ;2 elde ederiz. Ayrica x#0 sabit ve
cota, sabit oldugundan, (4.5) esitligi geregi 7#0 sabittir. Boylece (3.22) den y
egrisi bir yari-Hermitsel helistir. y bir slant egri oldugundan, bir yari-Hermitsel slant

helistir.

Yeterlilik: Tersine, y egrisi
K" .
A=——, Kk(S)#as+b, (a ve b sabit)
K

A2
esitligini saglayan bir Legendre egrisi veya A =7 esitligini saglayan bir yari-
Hermitsel helis olsun. Her iki durumda da (4.20) esitligi saglanir. Bdylece
Tanim 3.8 (iii), (3.28) ve (4.15) esitlikleri ile birlikte kullanildiginda ispat

tamamlanmis olur. [ |

47



Dikkat edilirse, yukaridaki teorem Teorem 3.13 iin %—geodezik olmayan
slant egrilere genellenmis halidir. Yani, Teorem 4.11 de 6zel olarak ¢, :% ve

A >0 sabit alinirsa Teorem 3.13 deki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.12. M =(M, ¢, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:l cR—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim
hizli bir slant egri olsun. y egrisinin normal demette yari-Hermitsel harmonik

ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin

x(s)=as+b, (a ve b sabit)

esitligini saglayan bir Legendre egrisi olmasidir [22].

Ispat:  Gereklilik:  egrisi normal demette yari-Hermitsel harmonik

ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri ve y nin degme agist ¢, olsun. Tanim
3.8 (iv) geregi &l H =0 du. (4.15) esitliginden
(57 "IN - (2524 k7] B =0 (4.25)

elde ederiz. N ve B vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugundan
k7 —K"=0, (4.26)
—(22’%+z}% ) -0 (4.27)
esitliklerine ulasiriz. (4.5) geregi 7 =K cot a, oldugunu goz oniine alirsak (4.26) ve

(4.27) esitliklerini

x cot a, —K"=0, (4.28)
—3kKk'cota, =0 (4.29)

seklinde yeniden yazabiliriz. (4.29) esitliginde, x#0 oldugundan x'=0 du.

Dolayisiyla x#0 sabittir. O halde x"=0 olur. Buradan (4.28) esitligi geregi
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cota, =0 elde ederiz. Yani «, :% dir. Boylece Tanim 3.2 den y bir Legendre

egrisidir. Ayrica K"=0 oldugundan, lAc(S) =as+b (a veb sabit) yazilabilir. [

Yeterlilik:  y egrisi , /A((S)=as+b (a ve b sabit) esitligini saglayan bir

Legendre egrisi olsun. O halde x"=0 buluruz. Ayrica Tanim 3.2 den ¢, :% ve

AL~

Onerme 3.4 den 7=0 dir. Bu degerleri (4.15) esitliginde yerine yazarsak A H =0
sonucuna ulasiriz. Boylece Tanim 3.8 (iv) kullanildiginda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.11 ve Sonug 4.12 birlikte degerlendirildiginde asagidaki sonug elde

edilir:

Sonu¢ 4.13. 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda Tanaka-Webster
koneksiyonuna gore geodezik olmayan ve normal demette yari-Hermitsel harmonik

ortalama egrilik vektor alanina sahip bir yari-Hermitsel slant helis yoktur [22].

Ispat: 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerindeki bir y egrisinin

\Y -geodezik olmayan ve normal demette yari-Hermitsel harmonik ortalama egrilik

vektor alanina sahip bir slant helis oldugunu varsayalim. O halde (3.22) geregi k%0

sabit ve 7#0 sabittir. Buradan x'=x"=0 ve r'=0 elde ederiz. Bu degerleri
~n2 ~

(4.25) esitliginde yerine yazarsak k7 =0 ¢ikar. Bu bir celiskidir. Ciinkii x#0 ve

7#0 idi. O halde varsayimimiz yanligtir. Boyle bir yari-Hermitsel slant helis

yoktur. [ |

Simdi, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu iizerinde %-geodezik

olmayan slant egrilerin yari-Hermitsel AW(k)-tipinden olma kosullarini arastiracagiz.

M =(M, o, ¢, n, g) 3-boyutlu  bir degme Riemann manifoldu,

y: I cR—> M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir slant
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egri ve y egrisinin degme agist ¢, olsun. (3.19), (4.11) ve (4.9) esitlikleri

yardimiyla
(VT )i — &N (4.30)
VrViT) =R'N+47B, 431)
(Ve9rT)
(Fr9r9T) = (=i k7 N+ (207 +k7)B (432)

yazilabilir. (4.5) esitligi geregi 7 =Kkcot a, ve 7'=x"cot a, oldugundan, (4.31) ve

(4.32) esitlikleri
~ A~ 1 A~ A2
(VT VTT) =x'N+k cote,B, (4.33)
A A A 1 ~ A~ AA
(VT \%a%1! ) = (/c“— % cosec? ao) N +3xx'cot o B (4.34)

seklinde yeniden diizenlenebilir. (4.30), (4.33) ve (4.34) esitlikleri, bundan sonraki

teoremlerin ispatinda kilit rol oynayacaktir.

Teorem 4.14. M =(M, ¢, &, 1, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:lcR-—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

olmayan birim hizli bir slant egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel AW(1)-tipinden

~A A3
olmas1 icin gerek ve yeter sart y nin x"-x =0 diferensiyel denklemini saglayan

yari-Hermitsel egrilige sahip bir Legendre egrisi olmasidir [22].

Ispat: Gereklilik: y egrisi yari-Hermitsel AW(1)-tipinden olsun. Bu
durumda Tanim 3.15 (i) geregi (%T Vr VT )l =0 dir. Burada (4.34) esitligi
kullanildiginda

(/;“— % cosec’ ao) N +3xx'cote,B =0 (4.35)

elde edilir. (4.35) esitliginde, N ve B vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugundan

~ ~3

K"-k cosec’ a, =0, (4.36)
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3xk'cota, =0 (4.37)
olmak zorundadir. y egrisi %-geodezik olmadigindan x#0 dir. O halde (4.37)
esitliginden K'=0 veya cota, =0 bulunur. cote,#0 oldugunu varsayalim.

Boylece x'=0 oldugundan x#0 sabittir. Buradan x"=0 dir. Bu deger (4.36)

esitliginde yerine yazilir ve esitlik cosec’, ile sadelestirilirse (her zaman

cosec’ @, >0 dir), x =0elde edilir. Bu bir celigkidir; ¢iinkii, x#0 idi. O halde
varsayim yanlistir; cota, =0 olmalhdir. Yani ¢, :% dir. Boylece Tanim 3.2

geregi y bir Legendre egrisidir. Bu durumda coseca, =1 dir. Sonugta (4.36)

~ ~3
esitligi geregi, y nin yari-Hermitsel egriligi x"-x =0 diferensiyel denklemini
saglar.
3

Yeterlilik:  » egrisi, K-k =0 diferensiyel denklemini saglayan yari-

Hermitsel egrilige sahip bir Legendre egrisi olsun. Bu durumda Tanim 3.2 den

a, :% dir. O halde coseca,=1, cota,=0 ve K-k =0 oldugundan, bu

A A A 1
degerler (4.34) esitligi ile birlikte kullamldiginda (VT Vs VTT) =0 bulunur.

Boylece Tanim 3.15 (i) geregi y egrisi yari-Hermitsel AW(1)-tipindendir.

Uyan 4.15. Teorem 4.14, Onerme 3.16 (i) nin genellenmis halidir. Teorem

~ +
4.14 de, ozel olarak yari-Hermitsel egriligi K'(S) = i, € =sabit ve yari-Hermitsel
S+C

torsiyonu 7 =0 olan bir slant egri alindiginda Onerme 3.16 (i) elde edilir.

Teorem 4.16. M =(M, ¢, &, 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu, y:1 c R—> M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan
birim hizli bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. y egrisinin yari-Hermitsel

AW(2)-tipinden olmas1 i¢in gerek ve yeter sart » nin
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7(5)= 5% (4.38)

J=s*+as+b

seklinde bir yari-Hermitsel torsiyona sahip olmasidir. Burada a ve b keyfi sabitler,

a—-+a’+4b a++a’+4b
2 ’ 2

a’+4b>0 ve SEL ] dir [22].

Ispat: Gereklilik: y egrisi yari-Hermitsel AW(2)-tipinden olsun. Bdylece
.o = = = J_ -~ = J_ oqe . . - = = J_
Tanim 3.15 (ii) den (VT \%; VTT) A (VT VTT) =0 yazabiliriz. Yani (VT \%: VTT)

PPN 1
ve (VT vTT) lineer bagimlidir. O halde (4.33) ve (4.34) esitliklerinden

A~ A3 A A
K"-Kx cosec’ a, 3KkK'cota,
~ ~2 -
K K cotq,

dir. Buradan
A A3 ) A2 A A
(K‘"—K cosec ao).(/c cotao)—/c'.(3/c1<'cota0) =0
elde ederiz. Bu esitligi diizenlersek
~ A A A~ \2 ~4
K.COtaO.(KK"—?)(K') — K cosec’ aoj =0 (4.39)
esitligine ulasiriz. y egrisi \Y -geodezik olmadigindan xk#0 dir. Boylece (4.39)

A~ A~ \2 ~4
esitliginden cote, =0 veya K‘K"—3(K") =x cosec’ a, dir. Eger cote, =0 ise,

a, :% olacagindan Tanim 3.2 geredi » bir Legendre egrisidir. O halde Onerme 3.4

tcosq,

T=—F—
\J-=s*+as+b

~ A~ A2 A4
KK"—3(K') =K cosec’ @, ise, bagimsiz degiskeni igermeyen bu diferensiyel

ten r=0 dr. Bu durumda =0 yazabiliriz. Eger

denklemin genel ¢6ziimii su sekildedir:

C = cosec’ @, sabit olmak iizere

;2;}"—3(;2')2 —cx’ (4.40)
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diferansiyel denklemini diisiinelim. Bu denklem, bagimsiz degisken i¢cermeyen bir

diferensiyel denklemdir. O halde

wop. m=p (4.41)
dx
esitliklerini (4.40) denkleminde yerine yazarsak
Kp d—E’ _3pi=ck
dx
ve dolayisiyla
xpdp+(=3p> —cx )dr =0 (4.42)
elde ederiz. Burada
M(x, p)=xp,
A~ ~4
N(x, p)=-3p° —cx
olarak alirsak
T 6p.
ap
M _
oK
oN oM 5 . . . et 1
buluruz. Py # a—A oldugundan (4.42) diferensiyel denklemi tam degildir. Bu
P K
denklemi tam hale getirebilmek i¢in bir integral ¢arpani artyoruz.
N _am
op_ ok _—6p-p_-7
M Kp K
ifadesi p yiicermediginden integral ¢arpani
aN_am
@ okgr [Tk
kel T el - L (4.43)
K
dir. (4.42) diferensiyel denklemini K ile carparsak
P 3p> ¢ ), ~
A—6dp+(—,\—p7—,\—3}dl(=0 (4.44)
K K K

diferensiyel denklemine ulasiriz. Burada

w0 e 3
M’ (%, p) =, N*(x, p) =

~6 2

K
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olarak tanimlarsak

ON" oM* _ —6p
- Y

M ok x

oldugundan (4.44) diferensiyel denklemi bir tam diferensiyel denklemdir.

diferensiyel denklemin ¢oziimii
u(x, p) = [M*(x, p)dp =0
seklindedir. O halde

2

~6

Bu

u(k, p) = [Srdp =+ £ (x) =0 (4.45)
K

2K

dir. x ya gore kismi tiirev alirsak

ou zAc,p 2 R (A
g’; ):—3;7 +f'(K)=N (K,p)=—3’(p =

Ve

~2

2K
elde ederiz. Burada c, bir keyfi sabittir. Boylece (4.45) denklemi

2

U(I}, p): Fi(,+ Ez+cl:O

2k 2Kk

haline gelir. Bu denklemi diizenler ve (4.41) i kullanirsak
A~ \2 ~4 ~6
(K") +Cx +2¢,x =0

yazabiliriz. Buradan

~ d;(\‘ ~2 ~2
K':d—:ix —C-2¢,Kx
S

dir. Bu son denklem, degiskenlerine ayrilabilir bir diferensiyel denklemdir.

denklemin genel ¢6ziimiinii elde etmek i¢in

'[ dx = iJ‘ ds
~2 ~2
K \—C—2C Kk
integrallerini hesapladigimizda
~2
\J—C—-2¢,k
S =15+¢,

Cx
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buluruz. Burada c, de bir keyfi sabittir. Son denklemde her iki tarafin karesini alir

ve gerekli iglemleri yaparsak

~ 1/\c

o (4.46)

\/—sz +2¢,8 —(cf +ZC§)
c

dir. Daha sade goriinmesi agisindan keyfi sabitleri degistirebiliriz.

C
a=12c,, b=—|c;+22
c
olarak tanimlayalim. Ayrica ¢ = cosec’ &, oldugunu da géz 6niine alirsak

R(s)=— 5% (4.47)

J-s*+as+b

elde ederiz. x min tanimli olmasi icin —s*+as+b>0 olmalidir. Bu da ancak

a—-+va’+4b a++a*+4b
2 ’ 2

a’+4b>0 ve s e{ j oldugunda miimkiindiir. Sonug

olarak (4.47) ve (4.5) esitligi geregi %(S) = ’;(S)Cota _ *cosa,
| | - S
—-s"+as+b

tcosq,

J=s*+as+b

~N A A~ € ~ A~ €
Bu durumda (4.39) esitligi saglanacagindan (VTVTVTT) ve (VTVTT) lineer

dir.

Yeterlilik: y egrisinin yari-Hermitsel torsiyonu ;(S) = olsun.

A A A 1 ~ A~ 1
bagimlidir. Boylece (VT \%; VTT) /\(VT VTT) =0 dir. O halde Tanim 3.15 (ii)

geregi y egrisi yari-Hermitsel AW(2)-tipindendir. ]

Uyar14.17. Teorem 4.14 iin ifadesine dikkat edilirse, \Y -geodezik olmayan
tcosq,
V-s’+as+b

formunda yazilabilir. Bu da Onerme 3.16 (ii) yi destekler. Yani bir Legendre egrisi

her Legendre egrisi igin =0 ve a, =% oldugundan ;(s)=

her zaman yari-Hermitsel AW(2)-tipindendir.

Yari-Hermitsel slant helisler i¢in Teorem 4.14 yardimiyla asagidaki sonucu

yazabiliriz:
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Sonu¢ 4.18. 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda yari-Hermitsel

AW(2)-tipinden yari-Hermitsel slant helis yoktur [22].

Ispat: M ={M, ¢, & 7, g} 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,
y:1cR—>M birim hizli bir yari-Hermitsel slant helis ve y nin degme agis1 ¢
olsun. y egrisinin yari-Hermitsel AW(2)-tipinden oldugunu varsayalim. Oncelikle
y bir yari-Hermitsel slant helis oldugundan (3.22) geregi k#0 sabit ve 7#0

sabittir. Ayrica Teorem 4.14 geregi a ve b keyfi sabitler, a*+4b>0 ve

a-va’+4b a++a*+4b . - tcosq,
Se , olmak lzere z'(s) =————-  olarak
2 2 J-s*+as+b

yazilabilmelidir. Burada 7#0 sabit oldugundan

(s =.T.cosa0(—2s+a3) 0

2(-s’+as+b)?

elde edilir. Bu esitlikten cose¢, =0 bulunur. Yani ¢, =% dir. Bu durumda Tanmim

3.2 geregi y bir Legendre egrisidir. O halde Onerme 3.4 geregi, 7=0 dir. 7#0

oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu durumda varsayimimiz yanhstir. M deki bir yari-

Hermitsel slant helis, yari-Hermitsel AW(2)-tipinden olamaz. |

Son olarak, yari-Hermitsel AW(3)-tipinden slant egriler i¢cin asagidaki teoremi

verebiliriz:

Teorem 4.19. M =(M, ¢, &, 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu ve y:lcR—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir slant egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel AW(3)-tipinden

olmasi icin gerek ve yeter sart sabit yari-Hermitsel torsiyona sahip olmasidir [22].
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Ispat: Gereklilik: y egrisi yari-Hermitsel AW(3)-tipinden bir egri ve y nin

~N A~ A~ € ~ €
degme agist ¢, olsun. Tanim 3.15 (iii) geregi (VT V1 VTT) /\(VTT) =0 dir. Yani

A A A L ~ L
(VT \%; VTT) ve (VTT) vektor alanlari lineer bagimlidir. O halde (4.30) ve (4.34)

esitliklerinden
K"k cosec? a, 3kx'cota, 0
K 0
yazilabilir. Buradan
3% K'cota, =0 (4.48)

elde edilir. y egrisi %-geodezik olmadigindan xk#0 dur. Boylece (4.48)
esitliginden K'=0 veya cota, =0 c¢ikar. Eger cote, =0 ise, =% dir. Bu
durumda Tamm 3.2 geregi y bir Legendre egrisidir. O halde Onerme 3.4 geregi,

7=0 dir ve sabittir. Eger K'=0 ise, k#0 sabittir. Ayrica y egrisi slant

oldugundan Tanim 3.2 den ¢, degme agis1 da sabittir. Boylece (4.5) esitligi geregi

A

7 =Kcot a, =sabit elde edilir.
Yeterlilik: 7 =sabit olsun. O halde 7'=0 dir. (4.5) esitliginde 7 =K cot a,
oldugundan 7'=x"cot a,=0 elde edilir.  Bdylece (4.48) esitligi saglanir.
. . = = = J_ = J_ .
Determinant sifira esit olacagindan (VT \%: VTT) ve (VTT) vektor alanlar lineer

A A A 1 ~ 1
bagimlidir ve dolayisiyla (VT V1 VTT) /\(VTT) =0 dir. Bdylece Tanim 3.15 (iii)

geregi y egrisi yari-Hermitsel AW(3)-tipindendir. ]

Onerme 4.3, Teorem 4.19 ve (4.5) birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonug
elde edilir:

Sonug¢ 4.20. M = (M , 0, &, m, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:l cR—>M Tanaka-Webster koneksiyonuna goére geodezik olmayan birim
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hizli bir slant egri olsun. y egrisinin yari-Hermitsel AW(3)-tipinden olmasi i¢in

gerek ve yeter sart bir Legendre egrisi veya yari-Hermitsel slant helis olmasidir [22].

Ispat: Gereklilik:  y egrisi yari-Hermitsel AW(3)-tipinden olsun. Bu

durumda Teorem 4.19 geregi 7 sabittir. Eger =0 ise, Onerme 4.3 den y bir

>

Legendre egrisidir. Eger 7#0 sabit ise, (4.5) esitligi geregi L~ cot a, oldugundan

A

x #0 sabittir. O halde (3.22) den y egrisi bir yari-Hermitsel helistir. Burada y bir

slant egri oldugundan, bir yari-Hermitsel slant helistir.

Yeterlilik: y egrisi bir Legendre egrisi veya yari-Hermitsel slant helis olsun.

Her iki durumda da 7 nun sabit oldugu aciktir. Sonucta, Teorem 4.19 geregi y

egrisi yari-Hermitsel AW(3)-tipindendir. ]
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5. YARI-HERMITSEL GEOMETRIDE SLANT EGRILER iCiN
GENEL BIR KARAKTERIZASYON VE BAZI SONUCLAR

Bu boliimde, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldunda Tanaka-Webster
koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant egrileri karakterize eden diferensiyel
denklem elde edilecek ve slant egrilerin 6zellikleri kullanilarak bazi sonuglara

ulasilacaktir.

Teorem 5.1. M=(M, ¢, & n,9) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu, y:1 cR—>M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir egri ve 7#0 olsun. y egrisini karakterize eden diferensiyel
denklem

ViViViT 4 AViViT + 4, ViT + AT =0 (5.1)

olup, burada 4, 4, ve A, degerleri i¢in

A= 2542, (5.2)

K T

A~ A A A \2

A =—KT+KTTT+2(KT] +1A<2+%2, (5.3)

K KT K
A =kr| % (5.4)

T

dir.

Ispat: M=(M, ¢, & n,9) 3-boyutlu degme Riemann

manifoldunda, Tanaka-Webster koneksiyonuna goére birim hizli bir y egrisinin

Frenet formiilleri,
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(5.5)

ViT =&N,

VrN =—4T +7B, (5.6)

ViB=-zN (5.7)

seklindedir. (5.5) esitliginde her iki tarafin Y koneksiyonuna gore tlirevi alinirsa
ViViT =—x T+%'N + x7B (5.8)
elde edilir. (5.8) in her iki tarafinin \Y koneksiyonuna gore tiirevi alinirsa
ViViViT =26k T =k ViT +5"N+5'ViN +(x7)' B+4x7ViB  (5.9)
olur. 7#0 oldugundan (5.6) geregi
B=L1¥/N+XT (5.10)
T T
ve (5.5) den
N == 9T (5.11)
K
elde edilir. (5.11) ifadesi (5.10) da yerine yazilirsa
B=1r ( : €TTJ+§T
T K T
_1 iz TV VT |+ X7
T K K T
B OrT 4 Ve Ui T + 57 (5.12)
Tk KT T

bulunur. (5.12) nin her iki tarafinin Y koneksiyonuna gore tiirevi alinirsa

%TB:—L%] %TT VTVTT +( ! j VTVTT
KT
o T’i X (5.13)
+;%T§T%TT+ = |T+= VTT
KT T T

elde edilir. (5.11) esitligi (5.7) de yerine yazilirsa

~ 7~

ViB=—-=<VrT (5.14)

K

bulunur. (5.14) esitligi (5.13) esitliginde yerine yazilir ve denklem K7 ile carpilirsa
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AR2
KT K K T K T

~ o~ o~ A A 1 ' - 1 ~ A~ A A - ' ' - - ~ A~ A ~\
ViViVeT +K‘T|:[ﬂj - :|VTVTT +KT —(A’iz] +§+£ VT +KT{£J T=0
olur. Bu son denklemde V7 §TT, VrViT ve V1T terimlerinin katsayilar1 sirasiyla

A, A, ve A, olsun. Bu katsayilar sadelestirilirse

'
A A

~nl 1 k' | ~n _(KT) k' | ~r|-k't—x7' K'
=KT|| =~ | 7= |=KT 2 2 |TKT A2 N
KT TK | (KT) TK (K‘[) TK
ST 7
=== == =- 2T+T .
K T K K T
~a K' K T Ak A2 A2
A=KT|~| 5 | +t=+= |=—KT| 5 |tk +7
TK (2 TK

A AR2 A [A A2 AA A
K"TK —K'(T'K +2KK'T)

AA ~2 ~2
=—KT > +K +7
A2 A
A~ A A A \2
K" Kl Z_V KV ~2 A2
=——+t—=——=+2| =< | +x +7
K KT K
ve
AA K
=KT| =
T
elde edilir. Bdylece ispat tamamlanmus olur. ]

Teorem 52. M=(M, ¢, & 7,9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu, y:1 cR—>M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

olmayan birim hizl1 bir egri ve 7=0 olsun. y egrisini karakterize eden diferensiyel
denklem
ViViViT 4+ AV VAT + VT =0 (5.15)

olup, burada A4 ve x degerleri icin
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dir.

(5.16)

Ispat: M =(M, ¢, & 7, g) 3-boyutlu degme Riemann manifoldunda,

birim hizli bir y egrisi iginzA' =0 oldugunda Tanaka-Webster koneksiyonuna gore

Frenet formiilleri yardimiyla

ViT = &N,
VN =T,
%TBZO

yazilabilir. (5.17) de her iki tarafin \Y koneksiyonuna gore tiirevi alinirsa
~ A~ A2 ~
ViViT=—x T+«'N

bulunur. V koneksiyonuna gore tekrar tiirevi alinarak

VrViViT =265 T =& ViT+5"N +£'VrN
elde edilir. (5.17) esitligi geregi
1 A~

N==V:T
K

dir. (5.22) denkleminin her iki tarafi Y koneksiyonuna gore tiirevlenirse
~ 1~ ~ PN
ViN==<ViViT - VrT
K K

yazilabilir. Ayrica (5.18) ve (5.23) birlikte kullanilarak

T :—L§TN :—i i%T%TT—%%TT :—%§T§TT +’f—3%TT
K K| K K K K

bulunur. (5.22), (5.23) ve (5.24) esitlikleri (5.21) de yerlerine yazilirsa

A oA A A A 1 ~ A ~ A2 A~
ViViViT = 2kk'| =5 Vi VT +If—3VTT -k V1T
K K

+I/(\‘"(L§TTJ+I’(\" i%T §TT —%%TT
K K K
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A2 |~

A~ A 2
K +x |[ViT=0
K

sonucuna ulagilir. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda
ViV VT =35 O T 4| -3
K K
elde edilir. VrV+T ve V1T ifadelerinin katsayilarina sirasiyla 4 ve u denirse ispat
[

tamamlanmis olur.
(4.5) esitligi  beraber

Onerme 4.3 ve

Teorem 5.2,

Teorem 5.1,
diisiiniildiiglinde, slant egriler i¢in asagidaki sonuca ulasilir:

Sonu¢ 5.3. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,
y:l cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim
y egrisini karakterize eden

hizl1 bir slant egri ve y min degme agis1 ¢, olsun.
(5.25)

diferensiyel denklem
ViViViT 4+ AV VAT + VT =0

olup, burada A ve u degerleri
~ ~ A~ \2
' n ' ~2
A=-3%, p=-2131 5| +& cosec’ @,
K K K

seklindedir.
M :(M, o, & on, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,

'
A~

Ispat:
y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizl1 bir slant egri ve y nmin degme agis1 ¢, olsun.
g} =0 dir.

i) 720 ise (4.5) esitligi geregi gztanaozsabit oldugundan [
T T

olup bu degerler (5.1) diferensiyel denkleminde yerine yazilirsa

k' 7
Buradan ===
K T
~ ~ A \2
~ K"A ~ " K' ~2 ~
= ViViT + _T+3(T +x cosec’ @, |[ViT =0
K K

%T V1 %TT -3

A
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elde edilir. Burada V:V+T ve VT terimlerinin katsayilarina sirasiyla 4 ve u

denirse, (5.25) deki diferensiyel denklem elde edilir.
ii) 7=0 ise Onerme 4.3 geregi y egrisi bir Legendre egrisidir ve ¢, =% dir. Bu

durumda Teorem 5.2 gegerlidir. Ayrica cosec” &, =1 oldugundan ispat biter. |

Sonu¢ 5.4. M = (M , 0, &, m, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,

y: 1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizl1 bir slant egri ve y nin degme agist ¢, olsun. y egrisini karakterize eden diger
bir diferensiyel denklem

AH +AV:H + uH =0 (5.26)

olup, burada A ve u degerleri

A~ \2

K'} ~2 )
— | —K cosec” ¢,
K

seklindedir.

Ispat: (3.28) ve (3.34) esitlikleri, Sonug 5.3 ile birlikte diisiiniildiigiinde ispat

aciktir. ]

Sonu¢ 5.5. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
ve y:lcR—>M egrisi birim hizli bir yari-Hermitsel helis olsun. y egrisini
karakterize eden diferensiyel denklem

ViViViT +AVT =0 (5.27)

olup, burada A = 1A<2 + ;2 dir.

Ispat: » egrisi bir yar1 Hermitsel helis oldugundan (3.22) geregi x#0 sabit
ve 7#0 sabittir. O halde lAc':/;":O, ve 7'=0 dir. Bu degerler (5.2), (5.3) ve

(5.4) esitliklerinde yerine yazilirsa A, =0, A4, :1;2—1-%2 ve A4 =0 elde edilir.
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Boylece A, =A denilirse, (5.1) diferensiyel denklemi (5.27) diferensiyel denklemine

dontisiir ve ispat biter. ]

Sonu¢ 5.6. M =(M, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:lcR—>M egrisi birim hizli bir yari-Hermitsel helis olsun. y egrisini
karakterize eden diger bir diferensiyel denklem

AH +AH =0 (5.28)

A2 A2

olup, burada A = —(K' +7 ) dir.

Ispat: (3.28) ve (3.34) esitlikleri, Sonug 5.6 ile birlikte diisiiniildiigiinde ispat

agiktir. [ |

Simdi, normal demette Tanaka-Webster koneksiyonuna gore Teorem 5.1 ve

Teorem 5.2 dekine benzer sekilde bir karakterizasyon elde edecegiz.

Teorem 5.7. M=(M, ¢, &, 1, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu, y:1 cR—>M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

~1

olmayan birim hizli bir egri ve 7#0 olsun. y egrisini normal demette V

koneksiyonuna gore karakterize eden diferensiyel denklem

Al Al ALl

ViV ViT + AVr ViT 4 uVrT = 0 (5.29)

olup, burada 4 ve u degerleri i¢in

A=—{28 T (5.30)
K T
ve
A~ A A ~ 2
" [ ' 2
p=—2 5L o X |42 (5.31)
K K T K
dir.
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Ispat: (5.5), (5.6) ve (5.7) esitliklerinden

ViT = &N, (5.32)
~1 A
ViN =1B, (5.33)
~1 A
ViB=-7N (5.34)
bulunur. (5.32) geregi
1 ~1
N==<VrT (5.35)
K

elde edilir. Bu deger (5.33) de yerine yazilirsa

VT ( ! %TTJ - 7B
K
olur ve 7 #0 oldugundan

Al A~

VTT + ,\IA ViViT (5.36)
TK' KT

B=

bulunur. (5.35) ve (5.36) esitlikleri (5.34) de yerlerine yazilirsa

K’ | k' ALl 1 \~al~l 1 ALAlAl ,
- VTT - VT VT +( j ViViT + ==V Vi ViT +=< VTT 0 (5.37)
K TK' KT KT K
. . . - i A = l = i . . .
esitligine ulasilir. Burada ViT ve V7ViV:T terimlerinin katsayilari
sadelestirildiginde

AR2

, A A A2 A~ LA N2 A AR2
,’;' K't'x +2Kz'(1<') -x"7K
TK

ve

1 —-x't—«kr7'
| T T
KT KT

dir. Bu degerler (5.37) de yerlerine yazilir ve denklem diizenlenirse

A~ A A~ A A A~ \2

Al Al ~L K" T' ~L ~L K‘" K'T' K" |~

ViViViT = 2=+ |ViViT +| ——=+—==+2| = | +7 |V:T =0
K T K KT K

olur. Bu denklemde %# %iT ve %j’_T katsayilarina sirasiyla 4 ve u denirse (5.29)

diferensiyel denklemi elde edilmis olur ve ispat biter. [ ]
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Teorem 5.8. M =(M, o, &, on, g) 3-boyutlu bir degme Riemann

manifoldu, y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik

N ~1
olmayan birim hizli bir egri ve 7=0 olsun. y egrisini normal demette V

koneksiyonuna gore karakterize eden diferensiyel denklem

AlA~AlA~l

ViVrViT + AV ViT + uVeT =0 (5.38)

olup, burada 4 ve u degerleri i¢in

~ A~ 2 A~
a=-35 yz{’;J ke (5.39)
K K K

dir.

Ispat: M =(M, ¢, & 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,
y:l cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizl bir egri ve 7=0 olsun. (5.5), (5.6) ve (5.7) esitliklerinden

ViT =N, (5.40)
~ L

ViN =0, (5.41)
ViB=0 (5.42)

bulunur. (5.40) esitliginin her iki tarafinda %l koneksiyonuna gore tiirev alinir ve
(5.41) ile (5.42) esitlikleri kullanilirsa

ALl AL A1

ViViT =k (5.43)
Ve
ALALAL_ AN
VrVrViT =x N (5.44)

elde edilir. x#0 oldugundan, (5.40) ve (5.44) esitliklerinden

Al

~AlA~AlAl K ~1
ViVrVrT =5 Vi T (5.45)
K

yazilabilir. Ayrica (5.40) ve (5.43) esitlikleri geregi
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N ~ 2
BE VT = | T (5.46)
K K

Son olarak (5.45) ve (5.46) denklemleri taraf tarafa toplanirsa ispat

dir.
m

tamamlanmis olur.

Teorem 5.7, Teorem 5.8, Onerme 4.3 ve (4.5) esitligi beraber

diisiiniildiiglinde, slant egriler i¢in asagidaki sonuca ulasilir:

Sonu¢ 5.9. M = (M , 0, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,

y:l cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizli bir slant egri ve y nin degme agist ¢, olsun. y egrisini normal demette

karakterize eden diferensiyel denklem

AlA~AlA~Al Al A~1 ~ L
ViViViT + AV VT +,uVTT =0 (547)
olup, burada 4 ve u degerleri i¢in
A~ A~ \2 A~
' ' "o
A=-3% u=3 L A ik cotq, (5.48)
K K K

dir.

Ispat: M =(M, ¢, & 7, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu,

y:1 cR—> M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim

hizl1 bir slant egri ve » nin degme agis1 ¢, olsun.

A

TJ =0 ve dolayisiyla

~

i) 7#0 durumunda (4.5) esitligi geregi 2 —cot a, =sabit, (
K K

>

bulunur. Bu degerler (5.29) diferensiyel denkleminde yerlerine yazilirsa

o ek
<

.47) diferensiyel denklemi elde edilir.

9]

(

ii) 7 =0 durumunda Onerme 4.3 geregi y egrisi bir Legendre egrisidir ve ¢, = By

dir. Boylece cota, =0 oldugu goz oniine alindiginda, Teorem 5.8 kullanilarak ispat
tamamlanir. ]
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Sonu¢ 5.10. M =(M, ¢, & 7, 9) 3-boyutlu bir degme Riemann
manifoldu, y:1 cR—>M egrisi Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik
olmayan birim hizli bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. y egrisini normal

demette karakterize eden diger bir diferensiyel denklem
AA+AVrH+uA =0 (5.49)

olup, burada A ve u degerleri

seklindedir.

Ispat: (3.28) ve (3.35) esitlikleri, Sonug 5.9 ile birlikte diisiiniildiigiinde ispat

aciktir. |

Sonu¢ 5.11. M = (M , 0, ¢, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:lcR—>M egrisi birim hizli bir yari-Hermitsel helis olsun. y egrisini

normal demette karakterize eden diferensiyel denklem
AlA~AlA~l ~1
ViViViT +AVLT =0 (550)

olup, burada A = %2 dir.

Ispat: y egrisi bir yari-Hermitsel helis oldugundan (3.22) geregi x#0 sabit

ve 7#0 sabittir. Boylece K'=xk"=0 ve r'=0 elde edilir. Bu degerler (5.29) daki
diferensiyel denklemde yerlerine yazilirsa (5.50) diferensiyel denklemi elde edilir ve

ispat biter. ]

Sonu¢ 5.12. M = (M , 0, &, 1, g) 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu

ve y:lcR—>M egrisi birim hizli bir yari-Hermitsel helis olsun. p egrisini

normal demette karakterize eden diger bir diferensiyel denklem

AL ~

A H+AH =0 (5.51)
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olup, burada A = —;2 dir.

Ispat: (3.28) ve (3.35) esitlikleri, Sonug 5.11 ile birlikte diisiiniildiigiinde
ispat agiktir. |

70



6. SONUC VE DEGERLENDIRME

4. boliimde, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu {izerinde bulunan ve
Tanaka-Webster koneksiyonuna gore geodezik olmayan slant egriler igin yari-
Hermitsel ortalama egrilik vektdr alan1 hesaplanmis ve bu vektdr alaninin yari-
Hermitsel paralel, tanjant veya normal demette yari-Hermitsel has veya yari-
Hermitsel harmonik olma kosullar1 belirlenmis olup Onerme 4.3, Teorem 4.4,
Onerme 4.6, Teorem 4.8, Teorem 4.11, Teorem 4.14, Teorem 4.16 ve Teorem 4.19

ispatlanmugtir.

Son bolim olan 5. boliimde, 3-boyutlu bir degme Riemann manifoldu
tizerinde bulunan ve Tanaka-Webster koneksiyonuna goére geodezik olmayan slant
egrileri karakterize eden diferensiyel denklemler elde edilmis; Teorem 5.1, Teorem

5.2, Teorem 5.7, Teorem 5.8 ve bu teoremlerin sonuglari ispatlanmistir.
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