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OZET

EGRILIK TENSORUNUN AYRISIMLARI

Stimeyye Biigra KARTAL
Matematik Anabilim Dal
Eskisehir Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ocak, 2019

Damgman : Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

Bilindigi gibi Riemann egrilik tensorii ve buna bagh tanimlanan Ricci egriligi,
skaler egrilik, kesitsel egrilik gibi diger egrilikler, bir manifoldun geometrisini ve
topolojisini incelemekte kullanilan temel araglardir. Bu calismada oncelikle bu
egrilikler tanitilmigtir. Riemann egrilik tensoriiniin sahip oldugu cebirsel 6zelliklere
sahip (0,4)—tipindeki tensorlerin uzayi, Egrilik gibi tensorlerin uzay1 olarak
adlandirilir. Bu tezde bir Riemann manifoldu iizerindeki Egrilik gibi tensorlerin
uzaymin ayrigimlart incelenmigtir.  Bu ayrigima bagh olarak (0,4)—tipindeki
Riemann egrilik tensoriintin  Rm = Um + Zm + Wm  seklinde ayrisimi elde
edilmigtir. Bu ayrisimdaki Wm parcast Weyl Tensorii olarak adlandirilmigtir.
Riemann egrilik tensoriiniin bu ayrisgimdaki parcalar1 ile ilgili baz esitlik ve
teoremler verilmigtir. Son olarak Weyl tensoriiniin konformal invaryanthigi

gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Riemann egrilik tensorii, Rm Riemann egrilik tensorii, Ricci
egriligi, Weyl tensorii, Egrilik gibi tensorlerin uzayi, Konformal invaryantlik,

Tensorlerin ayrigimi.
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ABSTRACT

DECOMPOSITIONS OF CURVATURE TENSOR

Stimeyye Biigra KARTAL
Mathematics Department

Eskigehir Technical University, Graduate School of Sciences, January, 2019

Supervisor : Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI

It is known that Riemann curvature tensor and the other related curvatures
such as Ricci curvature, scalar curvature and sectional curvature are fundamental
tools while studying the geometry and topology of a manifold. Firstly we introduce
these curvatures in this study. The space of tensors of type (0,4) whose elements
have same algebraic symmetry properties of the Riemann curvature tensor is called
Space of Curvature Like Tensors. In this thesis the decompositions of the Space of
Curvature Like Tensors on a Riemann manifold is investigated. According to the
decomposition of Space of Curvature Like Tensors, the Riemann curvature tensor
is decomposed as Rm = Um + Zm + Wm. The part Wm in this decomposition
is called Weyl Tensor. Some equalities and Theorems related to the parts of the
decomposition of Riemann curvature tensor are given. Lastly, it is shown that the

Weyl Tensor is conformally invariant.

Keywords: Riemann curvature tensor, Rm curvature tensor, Ricci curvature, Weyl
tensor, Space of curvature like tensors, Conformally invariant, Decompositions of

curvature tensor.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINI

T, M
x(M)

(M)

M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzay1
M manifoldu {izerinde tanimli vektor alanlariin
kiimesi

M manifoldu {izerinde her mertebeden tiirevi var
olan fonksiyonlarin kiimesi

Kontraksiyon (biiziilme) operatorii

Riemann metrik tensorii

W vektor alaninin V' vektor alanina gore kovaryant
tlrevi

(1,3)— tipinden Riemann egriligi

(0,4)— tipinden Riemann egriligi

Skaler egrilik

Kesitsel egrilik

(1,3)— tipindeki tensorlerin uzay:

(0,4)— tipindeki tensorlerin uzay1

Weyl tensorii

Shouten tensorii

Einstein tensori

f fonksiyonunun Diverjans operatorii

f fonksiyonunun Hessiyen operatorii

f fonksiyonunun Laplasyen operatori

f fonksiyonunun Gradyant operatorii

Ricci egrilik tensorii
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1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

1.1 Vektor Alanlar:

Tanim 1.1.1

M, n-boyutlu C*°(M) manifold olsun.

TM = |_| T,M
xeM

ayrik birlesim kiimesine, M manifoldunun tanjant demeti denir. v € T'M igin,
v € T, M olacak sekilde x € M vardir.

Imr: 7mM¥ —» M
v — )=z, (veT,M ise)

IT fonksiyonuna, dogal izdiistim fonksiyonu denir.
Bilindigi tizere, M manifoldunun, bir p noktasindaki 7,M tanjant uzayi,

n—boyutlu bir reel vektor uzayidir. Ancak TM = || T, M tanjant demeti, bir
zeM
vektor uzay degildir (Bakinz, [3]).

Tanim 1.1.2

M manifoldunun, her bir p noktasma V(p) € T,M seklinde bir tanjant vektorii
yapistiran doniisiime, M manifoldu tlizerinde bir vektor alani1 denir. Bagka bir deyisle

M manifoldu tizerindeki V' vektor alani,
VieM—TM

olarak tamimlh ve

HOVIIdM

kogulunu saglar. Yani, her p € M i¢in, II(V(p)) = p olan bir fonksiyondur. Her
p € M icin,
Hfl(p) =T,M

olup T,,M tanjant uzayma, II nin p noktasina karsilik gelen lifi denir
(Bakiz; [3], [7])-



Tanim 1.1.3

M, n-boyutlu C*°(M) manifold olsun. M manifoldunun, (U, ¢) kartin1 alalim.
U C M acik alt kiimesi {izerinde;

2 .U = TU

p = a%l(p) a1 1y

fonksiyonu, bir vektor alanidir. Buna, (U, ¢) kartinda karsilik gelen 1. koordinat

vektor alani denir.

Benzer sekilde, U agig1 {izerinde 0 =2 vektor alanlar vardar.
81‘2’ 8%3 7 On
ok, 9 kiimesine, M manifoldunun U acig1 iizerinde koordinat catisi
oz’ axg ) 8$
denir.

V, M manifoldu tizerinde bir vektor alani olsun. p € U igin,

0 0 0
V(p) € TpM = Span {a—xllp, 8_;[‘2’p’ ey a_gjnlp}

seklindedir. O halde,

0 0 0
o7, ‘p+a2 ‘p‘i‘ +an8xn|p

olacak sekilde aq,as,...,a, € R sabitleri vardir. Aldigimiz her p noktasi, U agig

Vi(p) = Vo =a1-—

iizerinde degistiginde, ay, as, ..., a, katsayilar1 da degigir. Bu nedenle, p € U i¢in,

0 0 0
Vip) = vl(p) |p+vg<p> |p+ .. +v"(p) |p
0y 0a ox

olacak sekilde,
v U =R

fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Bu fonksiyonlara, V' vektér alaninin (U, ¢) kartina

gore bilegenleri ya da lokal koordinat fonksiyonlari denir ve asagidaki gibi gosterilir:

Eger v' : U — R fonksiyonlar siirekli ise V' vektor alanma (U, ) kartina gore
stireklidir denir. Eger v* : U — R fonksiyonlar tiirevlenebilir ise V' vektor alanina

(U, ) kartmna gore tiirevlenebilirdir denir. V' vektér alaninin, M manifoldu



tizerindeki tiim kartlara gore koordinat fonksiyonlar: siirekli ise V' vektor alanina
M manifoldu tizerinde siirekli denir. V' vektoér alaninin, M manifoldu tizerindeki
tiim kartlara gore koordinat fonksiyonlar1 C* ise V' vektor alanina, M manifoldu
tizerinde C*° denir (Bakiniz; [3], [8]).

Tanim 1.1.4

M manifoldu {izerindeki ttim C*°(M) vektor alanlarmin kiimesi, y(M) ile

gosterilir.
X(M) ={V | V, M manifoldu tizerinde C* vektor alani}

seklinde tamimlanir. y (M) tizerinde agagidaki cebirsel iglemler vardir:

i)pe M, ve VIV € x(M) igin,
(V+W)(p) =V(p) + W(p)

olup, (V + W) € x(M) dir.

ii) pe M, XA € R igin,
(AV)(p) = AV (p)

olup, A\V € x(M) dir.

iii) pe M, f € C*(M) igin,

(f-V)p) = flp)-V(p)

olup, f -V € x(M) dir. x(M) burada ilk iki isleme gore sonsuz boyutlu reel vektor
uzayl yapisina sahiptir. Ayrica, 3. igleme gore C°°(M) halkasi iizerinde bir

moduldiir.

Not 1.1.5 (Derivasyon)

V. C®(M) — C®(M)
fo= Vi)

doniigiimii, lineer ve Leibnitz sartini saglar ise, bir derivasyondur. Yani,

i) f,g € C>(M) olsun.

V(f+g9)=V(f)+V(g)



ii) A € Rve f € C*(M) olsun.

VA-f)=A-V()

iii) f,g € C*>°(M) olsun.

olur (Leibnitz kogulu).

Ayrica, M manifoldu tizerindeki her bir vektor alani, bir derivasyon belirlerken,

tersine her bir derivasyon da, C'*° vektor alan belirler.
Tanim 1.1.6 (Lie Braketi)

M manifoldu tizerinde V, W, C'* vektor alanlar1 ve f € C*°(M) fonksiyon iken,

V,W]: C(M) — C=(M)
[ = VW)

fonksiyonu,

V.WI(f) = VW) =W V()

esitiligi ile tanimlanir ve bir vektor alamidir (ayn1 zamanda derivasyondur). Burada
[V, W] terimine V' ve W vektor alanlarimm Lie Braketi denir (Bakinz; [3], [8]).

Teorem 1.1.7
Lie Braketi asagidaki 6zellikleri saglar:
i) Vi, Vo, Wi, Wo, VIV € x(M) olsun.
Vi + Vo, W] = [Vi, W]+ [Va, W]
[V, Wi+ Wa] = [V, Wh] + [V, Wy
ii) VW € x(M) ve A € R olsun.
AV, W] = AV, W]
[V.AW] = A[V, W]
Bu o6zellik, bi-lineer olarak adlandirilir.
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iii) V, W € x(M) olsun.
[V, W] =—[W,V]

iv) VW, Z € x(M) olsun.
V. [W, Z)] + W, [Z,V]] + [Z,[V,W]] = 0

Bu o6zellik, Jakobi dzdesligi olarak adlandirihr (Bakinz; [3], [8]).

1.2 Tensor Alanlar:

Tanim 1.2.1

r > 0,s > 0 tamsayilar ve V' bir vektor uzay: olmak iizere,
A: (V)" x V=R

dontigtimii, R—multi lineer ise tanimlanan A fonksiyonuna, V' vektor uzay: tizerinde

(r, s)—tipinde bir tensor denir. I (V) ile gosterilir ve
IT(V) ={A: AV vektor uzay1 tizerinde (7, s) — tipinde tensor}

seklinde tamimlanir. [7(V'), bilinen toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine gore
R—iizerinde bir reel vektor uzayidir.

M, n—boyutlu bir C*°(M) manifold olsun. p € M noktasi i¢gin, V = T,M
aliirsa,

A (TEM) % (T,M)* — R

R—multi lineer déniisiimiine, 7, M tanjant uzayi tizerinde (r, s)—tipinde tensor denir.

(M) = || 1(T.M)

zeM

ayrik birlegimine, tensor demeti denir. A € I7(M) olsun. En az bir p € M igin
A € II(T,M) olur. II(A) = p olarak tammlanan II déniisiimiine, dogal izdiigiim

doniisiimii denir.
Tanim 1.2.2

M, n—boyutlu bir C*°(M) manifold olsun. M manifoldu tizerindeki, (r,s)—

tipindeki tensor alani, her p € M noktasmma, (r,s)—tipinde tensor yapigtiran

5



dontistimdiir.
A M — I(M)
p = Alp) =4,
ve

Ay (TEM) x (T,M)* — R

fonksiyonu, R—multi lineer déniisiimdiir.
M manifoldu fizerinde, bir (U, ¢) kart1 alahm. Almnan bu karta gore, yukarida
tanimladigimiz A fonksiyonunun, bilesen fonksiyonlarii elde edelim. Burada, 7, M

tanjant ve 77 M kotanjant uzaylarmn tabanlar,

0 0 0
T.M =
p Sp&n{axl ’pv 8372 |p7 781_3 ’p}

Ty M = Span{dz'|,, da?|,, ..., dz"[,}

seklindedir. Hatta, dz'|, (aih,) = d0ij olur. p € U iken, A, = Aly(p) € I1(T,M)
Lj

dir. O halde, I7(T,M) nin tabani,

r i1 i2 4 —a —a 0
I{(T,M) = Span {dw b ® dz®], ® .. @ d™, ® 0z ;, & Ox;, oo ® zj, ‘p}

olup,

0 0

Ap = Z Ai.li?'“iT (p) . d{L‘il |p () d{L‘i2|p X ... dl’ir|p X @b, e =

J1J2---Js

ale |P ®

seklinde yazilir. Boylece (U, ¢) kartina gore,

Ajis U R
fonksiyonunu tamimlariz. Tanimlanan bu fonksiyonlara, (r,s)—tipindeki A tensor
alaninin koordinat fonksiyonu denir. Eger buradaki tiim koordinat fonksiyonlari,
C* fonksiyon ise buradaki A tensor alanina, C'*° ya da diizgiin tensor alani denir.
O halde M manifoldu iizerindeki tim (r,s)—tipindeki diizgiin tensor alanlarimin
kiimesi, S7(M) ile gosterilir ve

SU(M) ={A: A, M manifoldu iizerinde C*°(diizgiin) (r, s) — tipinde tensor alani}

S

seklinde tanimlamr. Q7 (M) kiimesi, sonsuz boyutlu bir reel vektoér uzayidir. Diger



yandan, her bir p € M igin, I7(T,M) kiimesi, n"** boyutlu reel vektor uzayidir.
Ancak IT(M) = || I}(T,M) tensor demeti, bir vektor uzay: degildir (Bakiiz; (3],

l. 15)). -
Not 1.2.3

M manifoldu tizerinde (r, s)—tipindeki C*° tensor alani igin farkli bir yorumlama

yapmak miimkiindiir. Bu yaklagima gore,
At (MY xX(MP = C=(M)

seklinde tanmimh her bir birlesene gore C°°(M)—lineer dontigiimiine, M manifoldu

tizerinde (r,s)—tipinde bir tensér alam olarak bakmak mimkiindiir (Bakimiz; (3],

(4], [5]).
Not 1.2.4 (Tensor Alanlarimin Yorumlanmasi)

Biz, caligmalarimizda genel olarak, (0, s) ya da (1, s)—tipinde olan tensor alanlari
ile ilgilenecegiz. Bu durumda, (1, s)—tipinde olan tensor alanlar: i¢inde farkli bir

yorumlama yapmak miimkiindiir. Ozel olarak;

A x(M) = x(M)
C*°(M)—lineer doniigiimi verildiginde, buna kargilik tek tiirli belirli,
A (M) x x(M) > C=(M)
(1,1)—tipinde tensor alam, her 8 € x*(M) ve her V € x(M) igin,
A, V) = 0(AV)) ... (%)

esitligi ile tanimlanir. Tersine M manifoldu tizerinde, (1, 1)—tipinde bir tensér alan

verildiginde, (x) esitligi yardimiyla buna karsilik,

A x(M)* = x (M)
C*°(M)—lineer doniigiimii tanimlanabilir.

Daha genel olarak, (1, s)—tipinde,

AXH(M) x x(M)* — C(M)

7



tensor alani verildiginde, buna kargilik tek tiirlii belirli (0, s + 1)—tipinde,

A x(M)* — x(M)

C®°(M)—multi-lineer doéniigiimii kargihik gelir. Bunun tersi de dogrudur. Yani,

A x(M) = x(M)
C°(M)—lineer doniigtimi verildiginde,
A (M) x x(M)* = C=(M)
(1, s)—tipinde tensor alanm karsihik gelir (Bakiz; [5], [7]).
Tamim 1.2.5 (Riemann Metrigi)
M diizgiin manifoldu iizerinde, g € SY(M) tipinde tensor alan verilsin.

g: xX(M)xx(M) — C*(M)
(X, Y) = g(X,Y)

Eger g metrik tensorii, her p € M noktasinda pozitif tanimli ve simetrik ise g
tensoriine, M manifoldu iizerinde Riemann metrigi denir. Buna gore, her p € M

noktasi i¢in, g metriginin belirledigi,
Gp : TyM x T,M — R
fonksiyonu,
i) Vv, # 0, Vv, € T,M igin,
9p(Vp, vp) > 0 (pozitif tanimhlik)
ii) Vv, w, € T,M igin,
9p(Up, wp) = gp(wy, vyp) (simetri)
ozelliklerini saglar. Burada (7),M, g) ikilisi, bir i¢ ¢arpim uzayidir.

M, bir manifold olsun. M manifoldu {izerinde, g Riemann metrigi verilsin. Bu

durumda, (M, g) ikilisine, Riemann manifoldu denir (Bakimz; [2], [3]).

8



Tanim 1.2.6

(M, g), Riemann manifoldu olsun. M manifoldu iizerinde, bagka bir § Riemann

metrigi verildiginde, § = A\?g olacak sekilde,
A M—=R

fonksiyonu mevcut ise g ve g metriklerine, konformal denk metrikler denir.

1.3 Levi-Civita Konneksiyonu

Tanim1.3.1
M diizgiin manifold olsun ve

Vi x(M)xx(M) — x(M)
(V, W) - V(V,W)=VyW

doniigiimii verilsin. Burada, VW ifadesine W vektor alaninin V' vektor alam

yoniindeki kovaryant tiirevi denir. Bu durumda,
D1) VW ifadesi, V vektor alanina gére C*°(M) lineerdir. Yani,
her f,g € C*(M), V1,V € x(M) igin,

VivitguW = fVy, W + gV, W
olur.
D2) VW ifadesi, W vektor alanina gére R—lineerdir.
Yani, \, u € R ve Wy, Wy € x(M) igin,

Vv()\Wl) + Vv<,uW2) = AV Wy + uVy Wy

olur.
D3) VW ifadesi, f € C*°(M) igin,

Vv(f-W)=(VHW+ fVyW



kosullar1 saglaniyorsa, V dontigiimiine, M manifoldu iizerinde bir konneksiyon denir
(Bakiiz; [1], [5]).

Teorem 1.3.2

(M, g), Riemann manifoldu tizerinde, asagidaki ozellikleri saglayan tek tiirlii
belirli bir V konneksiyonu vardir. Her VW, X € x(M) igin, agsagidaki 6zellikleri

saglar:

D4)

[V, W] =VyW —VyV  (Torsion — Free)

D5)
X <VW>=<VxVW>+4+<V,VxW > (Metrik Uyumluluk)

Bu tek tiirlii belirli V konneksiyonuna, M manifoldu iizerinde Levi-Civita

konneksiyonu denir (Bakimz; [1], [5]).

Not 1.3.3

T: x(M)xx(M) — x(M)
(V,W) = T(V,W)

dontigiimii verilsin. Buradaki, T'(V, W) ifadesi,
TV,W)=[V,W]=VyW +VyV
seklinde tanimlanir. 7'(V, W), (1, 2)—tipinde bir tensor alanidir ve bu tensor alanina

torsiyon tensor denir.

1.4 Kovaryant Tiirev

Tanim 1.4.1 (Tens6r Alaninin Kovaryant Tiirevi)

A, (0,2)—tipinde bir tensor alam olsun. Bu tensor alaniin kovaryant tiirevi,

VA X (M) x x(M) — x(M)

10



seklinde bir doniigiim olup, keyfi X € x (M) igin,

seklinde tanmimlanir. FEsitligin sag tarafinda bulunan ilk ifade, Vx, X yoniinde

tiirevdir. Yani,
(VxA)(Y1,Ys) = X(A(Y1,Y2)) — A(VxY:, Y2) — A(Y1, VxYa)
olarak yazariz. Burada, bir an i¢in A = g alirsak,
(Vxg)(Y1,Y2) = X(9(Y1,Y2)) — g(VxY1,Y2) — g(Y1, Vi Y2)
esitligi elde edilir. V, Levi-Civita konneksiyonunun metrik uyumluluk 6zelligi,
X(9(V1,Y2)) = g(VxY1,Y2) + (Y1, VxY2)

kullanilirsa, Vxg = 0 elde edilir. Bu esitlik bize, metrik uyumlulugun bagka bir

ifadesini verir.

Simdi bu tanimi, biraz daha genellegtirelim. A, (0, s)—tipinde tensor alani olsun.
Keyfi, X € x(M) i¢in,

VxA(Y1,Ys, . Ye) = X(A(V1, Ya, ., Ya)) = Y A(V1,Ya, . Yooy, VY, Vi, ., V)

1=1

seklindedir.

A, (1, s)—tipinde tensor alani olsun.
A x(M)* — x(M)

C*°(M)—multi lineer fonksiyondur. Keyfi X € x(M) igin,
VxAY1,Ys, ., Y) = X (AW, Y, . Y0)) = YA, Ya, o, Yoy, Vi Yy, Vi, L, Y5)
i=1

olarak tanimlanir. Burada Vy,
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seklinde dontigiimdiir.

Simdi VA dontigiimiinii tammlayalim. Burada, A, (0, s)—tipinde tensor alani
olsun. Keyfi, X € x(M) alalim.

(VA)X, Y1, Vs, 0, V3) 1= (Vi A)(Yi, Yo, o, Va) € C2(M)

olur. Buna gore,

VA : (M) = C=(M)

dontigiimii, C°°(M)—multi lineerdir. O halde, yukaridaki esitlik ile tanimlanan VA,
(0, s + 1)—tipinde tensor alanidir.

Simdi de benzer gekilde, A, (1, s)—tipinde tensor alani olsun.
(VA(X, Y1, Ys,...,Y) = (VxA) (Y, Ys, ..., YS) € C°(M)

olur. Buna gore,
VA: x(M)**h — C®(M)

doniigiimii, C*° (M )—multi lineerdir. O hélde, yukaridaki esitlik ile tanimlanan V A,
(1, s+ 1)—tipinde tensor alanmdir (Bakimiz; [5]).

Not 1.4.2

A, (0,2)—tipinde bir simetrik tensor alani iken, (VxA) tensér alami da

simetriktir. Yani,
Vx: SYUM) - SYM)
A —  VxA

seklindeki doniigiim igin,
(Vx )V, W) = X(A(V, W) = A(VxV, W) — AV, VxWV)
olarak tanimlanir. Benzer gekilde, (VxA)(W, V) teriminin esitini yazalim.
(VxA)(W, V) = X(AW,V)) = A(VxW, V) = AW, VxV)

olup,
(VxA) (V. W) = (VxA)(W,V)

seklindedir.
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1.5 Riemann Manifoldu Uzerinde Baz1 Diferansiyel
Operatorler
Bir manifold iizerinde, yonlii tiirev almanin bir¢ok yolu vardir.

f M — R fonksiyou ve M manifoldu tizerinde, bir Y vektor alani verildigi

zaman,

Vyf=df(Y)=Y(f)

gosterimi kullanihir. (M, g), Riemann manifoldu ve V, M manifoldu iizerinde,
Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda, M manifoldu iizerinde, basgka tiirev

operatorleri de tanimlamak miimkiindiir. Dikkat edilirse,
df - x(M) = C=(M)
(0,1)—tipinden tensor alanidir.

Tanim 1.5.1 (Gradyant)

M manifoldu iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, f : M — R olsun. f
fonksiyonu adina, gradyant vektor alani denilen ve gradf = V f geklinde gosterilen

bir vektor alani kargilik getirir. Her X € x (M) i¢in,

9(Vf, X) = X(f)
olarak yazilir. Burada X (f) = df (X) oldugunu ifade etmistik (Bakiz; [1], [5], [6])-
Tamim 1.5.2 (Hessiyen)

f: M — R fonksiyounu igin, (0,2)—tipinde adina f fonksiyonunun Hessiyeni

denilen ve V2f ile gosterilen tensor alani, asagidaki gibi tanimlanir.
Her XY € x(M) igin,
(VPHXY) = Vx(Y(f)) —df(VxY)
= X(Y(f) - (VxY)f

seklindedir (Bakiniz; [1], [5], |6]).
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Teorem 1.5.4
Hessiyen tensor alani, V2 f simetriktir (Bakiz; [1], [5], [6]).

ispat 1.54

(VZAXY) = X(Y(f)) = (VxY)f

(V2HY, X) =Y (X(f)) = (Vv X)f

yazdigimiz bu iki egitligi, taraf tarafa ¢ikaralim:
(VENXY) = (VY. X) = X(Y(S) = (VxY)f = Y(X(f) + (Vv X)f
Burada, Torsion-Free 6zelligini kullanirsak;

XY () —Y(X(f) = [X,Y]f
(VxY)f = (Vv X)f = [X,Y]f
olur. Bu iki ifadeyi egitlikte yerlerine yazalim.

(VPHXY) = (VPNHY, X) = [XY]f - [X.Y]f
=0

olup,
(VIOX,Y) = (V2N)(Y, X)

(V2f) simetriktir.
Lemma 1.5.5

Gradyant ve Hessiyen arasinda,
9(Vxgradf,Y) = (V*f)(X,Y)

seklinde bir iligki vardir.
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ispat 1.5.5
Bu esitligin saglandigini gorelim.
9(Vxgradf,Y) = Vxg(gradf,Y)—(VxY)f
= X(g(gradf,Y)) = (VxY)f
= X(Y(f) = (VxY)f
= (VH(XY)
olup istenilen elde edilir.

Tanim 1.5.6

AVAS %é(M) — SHM)
X —~ VX

dontigiimii, V' € x(M) olmak iizere;

VX: x(M) — x(M)
Voo (VX)(V) = VX

seklinde tamimlanir. Bu durumda, VX, (1, 1)—tipinde bir tensor alanidir.
Tanim 1.5.7

(M, g), Riemann manifoldu ve A, (1, 1)—tipinde tensor alani olsun. {ey, e, ..., €,}

ortonormal ¢ati olmak iizere, aldigimiz A tensor alaninin izi,
tr(A) = ZQ(A% ei)
i=1

seklinde tanimlamir. Burada A, (1, 1)—tipinde tensor alani yerine yine (1, 1)—tipinde

tensor alanm olan VX ic¢in iz,

tr(VX) = 2 g((VX)(e), )

olarak tanimlanir.
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Tanim 1.5.8

(M, g), Riemann manifoldu olsun. A, (0, 2)—tipinde tensor alani ve {ej, e, ..., €, }

ortonormal g¢ati olsun. Aldigimiz A tensor alani i¢in iz,
tr(A) =>_ Ale;e;)
i=1

seklindedir.

A, (0,2)—tipindeki tensor alanina, her XY € yx(M) igin,
A(X,Y) = g(A*X,Y)

esitligi ile (1,1)—tipinde olan A* tensor alani karsihk gelir ve bunlarm izleri, esit

olur. Yani,

try(A) = tr,(A%)
dir. O halde,
try(A%*) = ZQ(A#(% e;) = ZA(@,-, éi)
i=1 i=1
olur.

Tanim 1.5.9 (Diverjans)

(M, g), Riemann manifoldu ve X € x(M) olsun. Aldigimiz bu vektor alanimin
diverjansi, divX seklinde gosterilen bir fonksiyondur. {e;, es, ..., e,} ortonormal bir
¢at1 olmak iizere,

divX = tr(VX)

n

divX = > g(V.X, e).
i=1
seklinde tammlanir (Bakimz; [1], [5], [6]).
Tanim 1.5.10 (Laplasyen)

f+ M — R fonksiyon olsun. f fonksiyonunun laplasyeni denilen ve A f seklinde
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gosterilen Laplasyen dontigiimii, {e, s, ..., €, } ortonormal ¢atis1 yardimiyla,
Nf = tr(V3f)
= Z v2f(ei7 ei)
i=1

= Salaf) - (Vae)s
seklinde tammmlanir (Bakimz; [1], [5], [6]).

Not 1.5.11

Yukarida, (1,1) ve (0,2)—tipinden tensor alanlarimn izlerini tanimladik.
Iz doniisiimii, aslinda adina kontraksiyon denilen daha genel bir operatoriin 6zel

halidir. Bu iz tanimi yardim ile (1, s)—tipindeki tensor alanlarimin kontraksiyonunu

tanimlayabiliriz.

Tanim 1.5.12
i) A, (1,1)—tipinden tensor alani olsun. p € M igin,
A, T,M — T,M

fonksiyonu seklinde tanimlansin. A tensor alaninin kontraksiyonu, CA ile gosterilir.

Her p € M igin, T,M = Span{ey,es, ..., e,} ortonormal taban olsun. O halde, A
tensor alaninin kontraksiyonu,

CA |,=tr(4)) = Zg(Apeiv €)
seklinde tanimlanir (Bakiniz; [5]).

ii) A, (1, s)—tipinden tensor alam olsun. Her p € M igin,

T,M = Span{ei,es,...,e,} ortonormal taban olsun. Her i € {1,2,...,s} ve sabit

vektorler X iken j # i olmak iizere,

A(Xy, Xoy o, X1, —, Xy oo, X))
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(1,1)—tensor alanidir. C;A ile gosterilen kontraksiyon,
CA(Xy, Xo, oo, Xi1, Xing, oy X) = zn:g(A(Xl, Xoy oo, Xic1s €5, X, oo, Xs), €5)
j=1
olup, C;A, (0,s — 1)—tipinden tensor alanidir.
iii) Y vektor alaninin diverjansimin kontraksiyonla ifadesi,
divy = tr(VY) = C(VY) = Z g(V.Y, €)

seklindedir.

iv) A, (0,2)—tipinden simetrik tensor alaninin diverjansi,

(divA)(X) = Y (Ve A) (X, e)

)

olur (Bakinz; [5]).
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2 EGRILIKLER

Bu boliimde, kullanilacak bazi egriliklerin tanim ve teoremlerine yer verilmigtir.

2.1 Riemann Egrilik Tensorii

Lemma 2.1.1

(M,g), Riemann manifoldu ve M manifoldu itizerinde, V, Levi-Civita

konneksiyonu olsun.
R x (M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) —  R(X,Y,Z)
fonksiyonu,
R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —Vxy|Z

seklinde tanmimhidir. R fonksiyonu, (1, 3)—tipinde tensor alam olup, R fonksiyonuna,

Riemann egrilik tensorii denir (Bakiniz; [2], [6]).
Lemma 2.1.2
Keyfi X,Y,Z,V € x(M) igin, R egrilik tensorii agagidaki esitlikleri saglar:
1) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z;
2) g(R(X,Y)Z,V) = —g(R(X,Y)V, Z);
3) g(R(X,Y)Z,V) = g(R(Z,V)X,Y);
4) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (1. Bianchi Esitligi);

5) (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z, X)V + (VzR)(X,Y)V = 0 (2. Bianchi Esitligi)
(Bakiniz; [2], [6]).

ispat 2.1.2

1) R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z oldugunu gosterelim. Bunun i¢in énce, R(X,Y)Z

ifadesinin esitini yazarak baglayalim.

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ — VixyZ
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oldugunu biliyoruz. Burada, ilk iki terimin yerini degigtirelim:
R(X,Y)Z = =NyNxZ +VxVyZ =V ixy|Z

Simdi hepsini eksi parantezine alalim:
R(X,Y)Z = —(VyVxZ = VxVyZ +VxyZ)

Lie braketinin ozelliginden; V(xyjZ = —V|yx)Z seklinde yazarz. Bu ifadeyi

esitlikte yerine yazalim:
R(X,)Y)Z = —(VyVxZ - VxVyZ -V xZ)
Parantez i¢indeki ifadenin, kapali halini yazarsak,
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z
istenilen elde edilir.
2. ve 3. ozelliklerin saglandig: kolaylikla goriiliir.
4) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 oldugunu gosterelim:
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ = VxyZ

oldugunu biliyoruz. Bu esitligi kullanarak, R(Y, Z)X ve R(Z, X)Y ifadelerini sirasi

ile,
RY,Z)X = VyVzX -V;VyX — VX
R(Z,X)Z = VzVxY =VxVzY —VizxY
yazariz. Simdi bu {i¢ terimi taraf tarafa toplayalim:
R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Z =NVxVyZ —NyVxZ —Vixyv|Z
+VyVzX =V Vy X = Vy g X +VVxY = VxVzY — V7 Y
Bu esitlikte gerekli paranteze alma iglemi yapalim:
R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Z =Vx(VyZ —=VzY)
+Vy(VzX = VxZ)+Vz(VxY = VyX) = VixyZ
V721X — VizxY
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Burada, parantez icindeki ifadeler i¢in, Torison-Free 6zelligini kullanirsak,

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Z = Vx[Y, Z] + Vy|Z, X]

+V2[X, Y] — V[Xy]Z — V[Y,Z]X — V[Z7X}Y

elde edilir. Tekrar Torsion-Free 6zelliginden,

RX,Y)Z+R(Y,2))X + R(Z,X)Z = [X,[Y,Z]| + Y, [Z, X]| + [Z,[X, Y]]
olur. Burada,

(X, Y, Z)|+ [V, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] =0 (Jakobi 6zdesiligi)
oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazarsak:

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Z =0
[stenilen elde edilir.

5) (VxR)(Y,Z2)V + (VyR)(Z,X)V + (VZzR)(X,Y)V =0
oldugunu gosterelim. Burada,

(VxR)(Y, 2)V, (VyR)(Z, X)V, (VzR)(X,Y)V
ifadelerinin esitini yazmak i¢in kovaryant tiirevin tanimini kullanalim:

(VxR)(Y,Z)V = Vx(R(Y,Z2)V)—- R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ)V

“R(Y, Z)VxV

Torsion-Free 6zelliginden;
Vx(R(Y,Z)V) = R(Y,Z)VxV = [Vx,R(Y, Z)|V
olur. Esitlikte yerine yazarsak;
(VxR)(Y,Z)V = [Vx,R(Y,Z2)|V — R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ)V

elde edilir. Bu esitlik kullanilarak, (VyR)(Z, X)V ve (VzR)(X,Y)V terimlerinin

esitini sirasi ile yazalim:

(VyR)(Z,X)V = Vy(R(Z,X)V)— R(VyZ, X))V — R(Z,VyX)V
—R(Z,X)VyV
= [Vy,R(Z, XV = R(VyZ,X)V — R(Z,VyX)V
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ve

(VZR)(X,Y)V = Vz(R(X,Y)V)—-R(VzX,Y)V — R(X,VzY)V
—R(X,Y)VV
= [V R(X,Y)]V - R(V,X,Y)V — R(X,V;Y)V
dir. Buldugumuz ii¢ esitligi taraf tarafa toplayalim:
(VxR)(Y,2)V + (VyR)(Z, X))V + (VzR)(X,Y)V = [Vx,R(Y, 2)|V
—R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ)V + [Vy,R(Z,X)|V — R(VyZ,X)V
—R(Z,VyX)V +|Vz, R(X,Y)]V - R(VzX,Y)V — R(X,VzY)V

Simdi, Lie braketinin ve konneksiyonun 6zelliklerini kullanarak egitligi diizenleyelim:

“R(Y,VxZ)V — R(VzX,Y)V = R(VxZY)V — R(V;X,Y)V
= R(VxZ-VzX,Y)V
= R([X,Z],Y)V; (Torsion-Free ozelliginden)

—R(Z,VyX)V — R(VxY,Z)V = R(Y, X|, Z)V;
—R(X,VzY)V — R(VyZ X))V =R([Z,Y], X)V;
olarak elde edilir. Buldugumuz bu ifadeleri esitlikte yerine yazalim:
(VxR)(Y,Z2)V + (VyR)(Z,X)V + (VZzR)(X,Y)V = [Vx, R(Y, 2)|V
+[Vy,R(Z, X)|V + [Vz, RX, V)]V + R(X, Z],Y)V
+R([Z,Y],X)V + R([Y, X], Z)V
Torsion-Free ozelliginden,

(VxR)(Y,Z2)V + (VyR)(Z, X)V + (VzR)(X,Y)V = [V, [Vy, V]V

+[Vy,[Vz, Vx][V + [V, [Vx, Vy]]V

olup, Lie brakatenin Jakobi 6zdesliginden dolay;
Vx, [Vy, V[V + [Vy,[Vz, Vx]]V + [V, [Vx, Vy]]V =0

bulunur. O héalde,
(VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V +(VZzR)(X,Y)V =0

dir. Istenilen elde edilir.
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2.2 (0,4)-tipindeki Riemann Egrilik Tensorii

Not 2.2.1 (Metrik Yardimiyla Tens6r Tipini Degistirme)

Yukarida (1,3)—tipindeki R Riemann egrilik tensoriinden, metrik yardimiyla
(0,4)—tipindeki Rm egrilik tensoriine gegis yapmak miimkiindiir. Bu gegis, benzer
tipteki tiim tensor alanlar igin de yapilabilir. Yani burada, (M) uzay: ile 39(M)

uzayim eslemek miimkiindiir. 7' € S3(M) ve

T: x(M)xx(M)xx(M) — x(M)
(X,Y, 2) — T(X,Y,Z)

fonksiyonu verildiginde,
T(X,Y,Z2,V):=g(T(X,Y,Z),V)

esitligi ile,

/

T x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — C>(M)

(XY, Z,T) — T'(X,Y,Z,T)
(0,4)—tipinde tensor alam tanimlanir. Bu gekilde verilen,
33(M) — S4(M)
eslemesi, birebir ve ortendir (Bakimz; [6]).

Tanim 2.2.2

¢g Riemann metrigi kullamlarak, (1,3)—tipindeki R Riemann egrilik tensori,
metrik yardimi ile (0,4)—tipinde tensor alanina gegis yapalim. (0,4)—tipindeki

tensor alanini, Rm ile gosterelim. Bu tensor alani,

Rm: x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — C>(M)
(X,Y,Z,V) — Rm(X,Y, Z,V) = g(R(X,Y)Z,V)

seklinde tanimlanir (Bakiniz; 2], [6]).
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Teorem 2.2.3
Riemann egrilik tensorii Rm; asagidaki 6zellikleri saglar
i) X,Y,Z,V € x(M) i¢in, Rm ilk iki ve son iki terimine gore alternedir.
Rm(X,Y,Z,V)=—-Rm(Y, X, Z,V)
Rm(X,Y,Z,V)=—-Rm(X,Y,V,Z)
ii) X,Y, Z,V € x(M) igin, Rm ilk iki ve son iki terimine gore simetriktir.
Rm(X,Y,Z,V) = Rm(Z,V,X,Y)
i) X,Y, Z,V € x(M) icin,
Rm(X,Y,Z,V)+ Rm(Y,Z, X, V) + Rm(Z,X,Y,V) =0
olacak gekilde, 1.Bianchi 6zelligini saglar (Bakinz; [2], [6]).

Not 2.2.4

Rm, egrilik tensoriiniin yukarida verilen Ozelliklerini saglayan (0,4)—tipinde,
bagka tensor alanlari da mevcuttur. Bunlara egrilik gibi tensorler denir. Bu tip

tensor alanlarini, ileride ele alacagiz.

2.3 Kesitsel Egrilik

Tanim 2.3.1

(M, g), Riemann manifoldu olmak iizere,

Ry: x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X, Y, Z) = Ri(X,Y,Z)

seklinde verilen ve

ile tammlanan R; fonksiyonu, (1,3)—tipinde tensér alamidir. Bu tensor alanina,

standart egrilik tensorii denir (Bakiz; [2]).
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Tanim 2.3.2

ki(X,Y) =< Ri(X, Y)Y, X >=g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)%
R(X,Y) =g(R(X,Y)Y, X).

o CT,M, o= Span{X,Y}, 2—boyutlu alt-uzay olsun. Ayrica burada verilen X ve

Y ortogonaldir.
R(X,Y)

R =y

seklinde tanimlanan egitligine, ¢ diizlemine gore, Riemann manifoldunun kesitsel
egriligi denir. Ayrica, K, kesitsel egriligini, bagka tiirlii de ifade edebiliriz. Aldigimiz
X,Y ortonormal ise,

K,(X,)Y)=g(R(X,Y)Y,X)
olur (Bakimiz; [2]).

Not 2.3.3

K, kesitsel egriliginin, o C T,M diizleminin se¢iminden bagimsiz, sadece p

noktasinin se¢imine bagl olmasi durumunda,
K:M—R
fonksiyonu mevcuttur ve bu fonksiyon,
R=K- R,
esitligini saglar (Bakiniz; [2]).
Tanim 2.3.4

K, kesitsel egriligi, sabit ise ya da R = K - Ry olacak sekilde K € R sabiti varsa,

manifold sabit egrilikli uzay olarak adlandirilir (Bakiniz; [2]).
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2.4 Ricci Tensoru ve Einstein Tensoru

Tanim 2.4.1

Burada, {ej, es, ..., e,} lokal ortonormal gati olsun. (1,3)—tipindeki R, Riemann

egrilik tensoriiniin ilk kontraksiyonu,
(CIR)Y,Z) = tr(X = R(X,Y)Z)

= Y y(R(enY)Z. )

seklinde tanimlanir. C; R kontraksiyonu, (0,2)—tipinde bir tensor alani olup Ricci
tensorii olarak adlandirilir ve
Ric = ClR

olarak gosterilir.

O halde, Ric egriligi, (1,3)—tipindeki R, Riemann egrilik tensoriiniin izi
demektir.
Ric: x(M) x x(M) — C*(M)

tensorii, R, Riemann egriliginin simetri ozelliklerinden dolayn,

Rie(X,Y) = > g(R(e;, X)Y, e;)
i=1
= 2 9(R(X,e)e,Y)
i=1
seklinde tanimlanir. Verilen egitlikten de anlagilacagi iizere, Ricci tensorii, Ric
simetriktir. Yani,

Ric(Y,Z) = Ric(Z,Y)
dir. Burada, Ric tensoriine, (1, 1)—tipindeki,
ric: x(M) — x(M)

ric(v) = Z R(v,e;)e;

=1

tensor alam karsihik getirilebilir (Bakimiz; [2], [6]).
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Lemma 2.4.2

Her (1, s)—tipindeki A tensor alani igin,

fonksiyonu,

olarak yazilir (Bakiniz; [2]).
Tanim 2.4.3
Ricci tensoriin izi, skaler egrilik olarak adlandirilir.
scal = S = trRic

seklinde gosterilir ve

S = g(R(ei,e;)e;, )
0,]
olarak tanmimlanir (Bakimz; 2], [4], [6]).

Tanim 2.4.4 (Einstein Manifoldu)

(M, g), Riemann manifoldu olsun. Eger Ricci tensorii Ric, g metriginin bir kati

ise, yani her XY € x(M) i¢in,

Rie(X,Y) = \- g(X,Y)

esitligini saglayacak sekilde, A : M — R diizgiin fonksiyonu varsa, g metrigine

Einstein metrik denir. Bu durumda, M manifolduna, Einstein manifoldu denir.

Dikkat edilirse,
Ric(X,Y) =X -g(X,Y)

esitliginin izi alindiginda,

tr(Ric) = tr(A-g)
S = X-tr(g)
= An

elde edilir (Bakimiz; [1], [2]).
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Lemma 2.4.5

(1,3)—tipindeki R, Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tirevi ile igili

asagidaki esitlikler gegerlidir:
1) (VxR)(Y, Z)V = —(VxR)(Z,Y)V;
2) g(VxR)(Y, 2)V.U) = —g((VxR)(Y, Z)U,V);
3) g(VxR)(Y, 2)V.U) = g(Vx R)(V,U)Y, Z).

Dahas1 VX igin,
tr(VxRic) = 2 - div(Ric)(X)

esitligi vardir.
ispat 2.4.5

Burada,
tr(VxRic) = 2 - div(Ric)(X)

esitliginin saglandigini gorelim. {eq, ey, ..., €, } ortonormal gati olsun.
Ric=C|R
oldugunu biliyoruz. Burada, her iki tarafin X yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa;
VxRic=Vx(CiR)
olur. Simdi her iki tarafin izini alalim:
tr(VxRic) =tr(Vx(CiR))

Burada,

Ci(VxR) =Vx(CyR)
oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazalim:
tr(VxRic) = tr(C1(VxR))

C,(VxR) ifadesi i¢in, Ricci tensoriiniin tanimindaki egitlik kullanilirsa,

tr(VxRic) =Y g((VxR)(ei ))e;, e;)

i’j
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elde edilir. Burada, egrilik tensoriiniin 6zelligi olan 2. Bianchi Ozdesiligini

kullanalim:
(VxR)(es,ej)e; + (Ve,R)(ej, X)e; + (Ve,R) (X, e;)e; = 0
Ikinci ve iiciincii terimi, esitligin sag tarafina atalim:
(VxR)(ei,ej)e; = =(Ve,R)(ej, X)ej — (Ve, R)(X, ei)e;
Bu ifadeyi, tr(Vx Ric) esitliginde yerine yazalim:
tr(VxRic) = %g(—(veim(ej, X)ej — (Ve R)(X, ei)ej, e:)
= Zg( (Ve,R)(ej, X)ej, €;) +%9(—(VejR)(Xa ei)ej, €;)
Esitligin sagindaki ilk terimde yer degistirme yapalim:

r(VxRic) = Zg (Ve,R) (X, €j)ej,€) —i—Zg (Ve,R)(X, e)ej, )

Ikinci terimde, indis degisikligi yapalim:

VXRZC Zg X7€j>ejaei)+Zg(_(ve¢R)(Xa 6]’)61’,6]‘)

i’j

Ikinei terim icin yer degistirme yapalim:
tr(VxRic) = Zg (Ve,R)(X,¢ej)ej, e;) + Zg R)(X,e;)e;, €:)
= QZg (X, ej)e;,e;)
Buradan kontraksiyona gecelim:
tr(VxRic) = 22 Ci1(V,R)(X,e)
= 23 V., (CiR)(X,e)

= 23 (Vg Ric)(X, e)
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Diverjans tanimini kullanalim:
tr(VxRic) = 2div(Ric)(X)
Istenilen elde edilir.

Teorem 2.4.6 (Einstein Tensorii)

(M, g), Riemann manifoldu olsun.

S
G = Ric — —
ic— 59

fonksiyonu, M manifoldu tzerinde, (0,2)—tipinde tensor alanidir. Bu G tensor
alanina, Einstein tensorii denir. Keyfi bir Riemann manifoldu igin, Einstein

tensoriinlin diverjansi,

div(G) = 0

div(Ric) = div (§g>
seklindedir.
ispat 2.4.6

Lemma 2.4.5 de verilen, tr(VxRic) = 2-div(Ric)(X) esitligini ele alalim.
Burada, div(Ric)(X) terimini yalniz birakalim:

1
div(Ric)(X) = étr(VXRic)
Burada, Vx disar ¢ikar:
: . 1 :
div(Ric)(X) = §VX (tr(Ric))
tr(Ric) = S oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazalim:
: . 1
div(Ric)(X) = §VX(S)
Burada, S skaler egriliginin tanimini yerine yazalim:

div(Ric)(X) = % > (Ve S)g(X,e)

7

30



Simdi, dagitma iglemini yapalim:
. _ 1
div(Ric)(X) = 3 D (Ve(S9)(X, &) = S(Ve,9)(X, )

Burada, S(V.,9)(X,e;) ifadesindeki (V.,g) terimi, metrik uyumluluktan dolay:

sifirdir. Egitlikte yerine yazalim:

div(Ric)(X) = =>(V(Sg9)(X,e;) —0)

i

N —

Z vei(Sg)(X> ei)

)

DN | —

Diverjans tanimini kullanalim:
. . L.
div(Ric)(X) = Edlv(Sg)(X)

- a(E) o0

Esitlik her X i¢in saglandigindan, esitligin her iki tarafindan kaldiralim:

div(Ric) = div (gg)

Istenilen esitlik elde edilir.
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3 EGRILIK GIBI TENSORLERIN UZAYI

Bu boliimde, Egrilik gibi tensor alanlarinin uzaylarini tamimlayip bu tamimlara

baglh baz1 teoremlerin {izerinde durulmustur.

3.1 Ozel Bir Ornek

Vektor uzaymmin bir dekompozisyonu yani ayrigmasi, tercihen uygun bir ig
carpima gore, ortogonal olan alt alanlara dogrudan toplam ayristirma yoluyla
verilir. Oncelikle 2 x 2 tipinden simetrik matrislerin bilinen durumunu ele alalim.

Bu durumda, alinan matris, traceless(izsiz) ve trace(iz) pargalarina ayrigir.
Not 3.1.1

2 x 2 tipindeki simetrik matrislerin olusturdugu,

S:{<x y) : x,y,zER}
Yy z

x
uzayini ele alalm. A = ( Y

> € § simetrik matrisinin izsiz kismi, Z olsun. Bu
y z

durumda,

Z:A—ltrA-]
n

oludugu i¢in,

r—z 42z
7 = < 2 % ) elde edilir. A, simetrik matrisinin izi, U = ( (2) . > olarak
aliirsa,
A=U+7
: - a 0 s
seklinde ayrigir. Burada, U vektorii, U = {( 0 ) fa € R}uzaylna aittir.
a
. a b L
Z vektorii, Z = { ( ) ) ta,b e ]R} uzayina aittir.
—a
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Ustelik bu ayrisim, tiim kare matrislerin {izerinde tanimlanmig olan,
<UZ>=tr(U-Z)=0

iz i¢ ¢arpimina gore ortogonaldir. Yani, matrisler, birbirine diktir. Bu durumda,

S = U + Z olacak sekilde ayrisim s6z konusudur.

(M, g), Riemann manifoldundaki, (0,2)—tipinde tensor alanlari igin de aym

sekilde ayrisim yapilabilir. Ornegin;
S S
Ric=—g+ (Ric — —g>
n n

olup, burada izsiz kisim olan,

tr (Ric — §g) =0
n

olur.

3.2 R ve Rm Uzaylari

Tanim 3.2.1

R C $3(M) alt-uzayim asagidaki gibi tanimlariz.

R ={T € SL(M) | T tensér alan1, R, Riemann egriliginin 4 6zelligini saglar}
Buna gore, T' € R iken, her X\ Y, Z, V € x(M) igin,

1) T(X,Y,Z2)=-T(Y, X, Z)

2) g(T(X,Y,2),V) = —g(T(X,Y, V), Z)

3) 9(T(X,Y,2),V) = g(T(Z,V, X),Y)

4) T(X,Y, 2) + T(Y, Z,X) + T(Z,X,Y) =0
ozelliklerini saglar. R C I3(M) bir alt uzaydir. Ozel olarak, R € R alnabilir.

Simdi daha 6nce de igaret ettigimiz gibi M manifoldu iizerinde, (0,4)—tipinden

egrilik gibi tensor alanlarinin uzayi,
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Rm ={T € SY(M) | T tensor alanm, Rm egrilik tensoriiniin 3 6zelligini saglar}
ele alalim. Buna gore, T' € Rm iken, her XY, Z,V € x(M) igin,

1) T(X,)Y,Z,V)=-T(Y,X,Z,V)

2) T(X,Y,Z,V)=T(Z,V,X,Y)

HTX,Y, ZV)+TY, Z, X, V)+T(Z,X,Y,V)=0

ozelliklerini saglar. Rm C S9Y(M) bir alt-uzaydir. Ozel olarak, Rm € Rm
alabiliriz. Bizim asil amacimiz, Rm egrilik gibi tensorlerin uzaymin ortogonal
ayrigimin vermektir. Bunun i¢in, (0, 2)—tipindeki simetrik tensor alanlarmin, 6zel

bir ¢arpimina ihtiyacimiz var.
Tanim 3.2.2 (Kulkarni-Nomizu Carpimi)

A ve B, simetrik (0, 2)—tipinde tensor alanlari olsun. Kulkarni-Nomizu ¢arpimi,
(A e B) e Rm iken,

(Ae BY(X,Y,Z,T) = A(X,Z)B(Y,T)+ A(Y,T)B(X, Z)
—A(X,T)B(Y, Z) — A(Y, Z)B(X,T)

seklinde tanmimlamir. Burada anlagilacag tizere, (A e B) garpimi, (0,4)—tipinden

tensor alamdir (Bakimiz; [2]).
Lemma 3.2.3

Kulkarni-Nomizu ¢arpimi, her A, A", B € SY(M) ve A € C=(M) icin asagidaki

ozellikleri saglar:
1) Ae B e Rm;
2) (A+A)eB=AeB+ A eB;
3) (MA)e B=)\(AeB),
4) Ae B = Be A;

5) Vx(AeB)=(VyA) e B+ Ae(VyB).
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Ispat 3.2.3

1) Her bir bilesene gore, C°°(M)—lineer oldugunu ve Rm’ye ait 3 0Ozelligi

sagladigim gormek yeterlidir.
2. ve 3. ozelliklerin saglandigr kolaylikla goriiliir.
4) Ae B = Be A oldugunu gorelim.
(AeB)(X,Y,Z,T) = AX,Z)B(Y,T)+ A(Y,T)B(X,Z) - A(X,T)B(Y, Z)
—AY,Z)B(X,T)
= B(X,2)AY,T)+ B(Y,TYA(X,Z) — B(X,T)A(Y, Z)
—B(Y, 2)A(X,T)
seklindeki egitlikte,

(Ae B)(X,Y,Z,T) = (Be A)(X,Y,Z,T)

oldugu kolayca goriiliir. Bu egitlik, her XY, Z,T € x(M) i¢in saglandigindan,
esitligin her iki tarafindan kaldirihir. O halde,

AeB=DBeA
bulunur.
5) Vx(AeB) = (VxA)e B+ Ae(VxB) oldugunu gorelim.
(Vx(AeB)(X,Y,Z,T) = Vx((Ae B)(X,Y, Z,T))
Kovaryant tiirev tanmmmi kullanalim:
(Vx(AeB)(X,Y,Z,T) = Vx(AX, Z)B(Y,T)
YA(Y,T)B(X,Z) — A(X,T)B(Y, Z) — A(Y, Z)B(X,T))

Simdi, Vx kovaryant tiirevini dagitalim:
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(Vx(Ae B))(X,Y,Z,T) = Vx(AX,Z)B(Y.T))+ Vx(A(Y,T)B(X, Z))
—Vx(A(X,T)B(Y, Z)) — Vx(A(Y, Z)B(X,T))
= VxA(X,Z)B(Y,T)+ VxB(Y,T)A(X, Z)
+VXA(Y,T)B(X, Z) + VxB(X, Z)A(Y, T)
—VxA(X,T)B(Y,Z) — VxB(Y, Z)A(X,T)
—VxA(Y, Z)B(X,T) — VxB(X,T)A(Y, Z)

Bu esitlikte, A tensorii ve B tensorii ile baglayan ifadeleri, bir arada yazalm:
(Vx(Ae B)(X,Y, Z,T) = VxA(X, Z)B(Y,T) + Vx A(Y, T)B(X, Z)
—VxAX,T)B(Y, Z) — VxA(Y, Z)B(X,T) + Vx B(Y,T)A(X, Z)
+VXB(X, Z)A(Y,T) — VxB(Y, Z)A(X,T) — VxB(X,T)A(Y, Z)

Esitligin sag tarafinda, agik olarak yazilmig Kulkarni-Nomizu g¢arpimini, kapal

olarak yazalim:
(Vx(AeB)(X,Y,Z.T) = (VxA) o B(X,Y.Z.T) + A (VxB)(X,Y. Z.T)

Bu carpim, her XY, Z, T i¢in saglandigindan, esitligin her iki tarafindan kaldirilir.
O halde,
Vx(A ° B) = (VxA) o B + Ae (VxB)

Istenilen elde edilir.
Not 3.2.4
Kulkarni ¢carpimini, g metrigine de uygulayalim:
geg(X,Y,Z,T) = g(X,2)g(Y,T) + (Y, T)g(X, Z)

_g(X7T)g(K Z) - g(Y7 Z)g(X7T)
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olur. O zaman
geg( XY, Z,T) = 29(X, Z)g(Y,T) = 29(X, T)g(Y, 2)
2(9(X, 2)g(Y,T) — g(X, T)g(Y, Z))
= 29(Rmy(X,Y)T, Z)
= 2Rmy(X,Y, Z,T)

elde edilir. Burada, her XY, Z, T € x(M) igin esitlik saglandigindan, egitligin her
iki tarafindan kaldirilir. O halde, g @ g = 2Rm, esitligi elde edilir. Burada,

Rmy o x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X, Y, Z, T) — Rmy(X,Y,Z,T)

fonsiyonu,

Rm (XY, Z,T) = g(X,2)g(Y,T) — g(X,T)g(Y, Z)

seklinde tanimlanir.
Not 3.2.5 (Tensér Alanlarmda i¢ Carpim)
¢ Riemann metrigi, (r, s)—tipindeki tensor alanlarina, agagidaki gibi genisletilir:

g: SH(M) x SY(M) — C=(M)
(4, B) = g(AB)

TM tanjant demeti igin, {ej,es,...,e,} lokal bir ortonormal taban olsun.

(0,2)—tipindeki, 2 tane tensor alaninn ig garpimi,
g(A, B) = Z A(ei, €j) . B(ei, €j)
i,

esitligi ile tanmimlanir. Benzer sekilde,

g: SYM)xSY(M) — C°(M)
(A, B) — g(A,B)

TM tanjant demeti igin, {ej,es,...,e,} lokal bir ortonormal taban olsun.
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(0,4)—tipindeki, 2 tane tensor alaninn ig garpimi,

g<A7B) = Z A(ehej?eka 6[) . B(eiaej7€k7€l)

i7j7k7l

egitligi ile tanimlanir. Genel durumda,

g: SUM) xSYM) — C*(M)
(4, B) = 9(4A, B)

TM tanjant demeti igin, {ej,es,...,e,} lokal bir ortonormal taban olsun.

(0, s)—tipindeki, 2 tane tensor alaninin ig garpimi,

g(AvB) = Z A(eineiza'“aeis)'B(eineiza'“veis)

11,02, Ls

esitligi ile tanimlanir. En genel durumda,

g: SUM)xS(M) — C=(M)

S S

(4, B) = 9(4,B)

TM tanjant demeti igin, {ey, ea, ..., €, } ve T*M kotanjant demeti igin, {ef, e}, ..., %}

lokal ortonormal tabanlar olsun. (r, s)—tipindeki, 2 tane tensor alaninin i¢ garpima,

g(A,B) = > A(€5,, €55, €5 €Ciys Cigy v €y )

11,82,-++88,01,025- 507

* * *
“B(€],, €5, €5 €iys Ciyy v i)

esitligi ile tanmimlanir.

Lemma 3.2.6

1) Zm ={Aeg | A€ Sy (M) tensor alani, simetrik ve trA = 0} kiimesi, Rm

uzayinin bir alt-uzayidir.
2) Um =< g e g >= Span{g e g} kiimesi, Rm uzaynm bir alt-uzayidir.
Her, U e Um igin, U = h- (g e g), h € C*°(M) fonksiyonu vardir.

3) Rm uzaymin Zm ve Um alt-uzaylari, ortogonaldir. Yani, her Um € Um ve
Zm € Zm igin,
g(Um,Zm) =0

olur.
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Ispat 3.2.6

3) g(Um, Zm) = 0 esitligini gosterelim:

g(Um,Zm) =g(geg,Aeg)

olarak yazariz. (0,2)—tipinden aldigimiz A tensor alani simetrik ve izsizdir. ¢ ise
Riemann metrigidir. {ej,es, ..., e,} ortonormal gat1 olsun. (0,4)—tipindeki 2 tane

tensor alaninin i¢ ¢arpimindan,

glgeg. Aeg) = (geg)(eiej e e)- (Aog)(ese; en )
i,5,k,l

esitligi elde edilir. Simdi Kulkarni ¢arpimindan,

glgeg,Aeg) = "Zkl((g(ei’ ex)g(ej,er) + glej, er)gles, ex)

—g(ei,er)g(ej, ex) — glej, ex)gleis er)) - (Alei, ex)gle;, er)
+A(ej, e)g(ei, er) — Alei, er)g(ej, ex) — Alej, ex)glei, er))

olur. Burada,

g(geg,Aeg) = .Z];l(@g(e"’ ex)g(es; er) = 29(ei, er)gle;, ex))

- (Alei, ex)g(es, er) + Alej, er)gles, ex)
— Ales, 61)9(63'7 er) — A(% er)g(es er))

olur. Simdi, ifadeleri sirasi ile ¢arpalim. Hepsinin katsayis1 2 geldigi igin, 2
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parantezinde yazalim,

glgeg,Aeg) = 2.Z;Z(A(ei,ek)g(ez-,ek)g(ej,ez)g(ej,ez)
4,058,

+A(e;, e)g(ei, er)gle;, er)g(ei, ex)
—Alei, e1)g(ei ex)gles, egle;, ex)
—Alej, er)gles ex)gles, egles )
—Alei, ex)g(es en)gles, en)gles; er)
—Alej, en)g(ei, er)g(e; er)g(ei, ex)
+A(ei, en)g(ei, e1)g(e;, ex)g (e, ex)
—A(ej, er)gles e)gle;, ex)g (e er))

olur. Burada, A tensor alani i¢in ortak paranteze alma islemi uygularsak,

glgeg,A09)=2 3 ((Aleisex)(gles, er)g’ (¢, er)-g(ei, e1)g(ej, er)g(ej, e1))

+ (Alej, e)(g(ej, e1)g*(ei, er) — gles er)gles, ex)gle, ex))
+ (= Ales, er)(g(es, en)glej, en)gles, ex) — gles, e)g*(ej, ex))
+ (—A(ej, ex)(g(ei, er)g? (e, e1) — g*(ei, er)glej, er)))

egitligi elde edilir. Simdi, A tensor alani i¢indeki ortonormal tabanlarin indisleri
degistirilirse, esitligin sag tarafinda bulunan 4 terim de aym gelir. Yapacagimiz
biitlin indis degisikligini, esitligin sag tarafinda bulunan ilk terim i¢in diizenleyecegiz.

Biitiin terimleri, ilk terim haline getirelim:

Alej,e)(g(ej, e)g” (e, er) — glei, e)g(e;, ex)g(es ex))

ifadesi i¢in, j =i ve [ = k alalim:

Ales, ex)(g(es, ek)92(€j> er) — glei, er)g(es, er)gle;, er))
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Benzer sekilde,

Aleser)(g(es, €k)g<€j> 61)9(63', ex) — g(ei, 61)92(63‘7 er))

ifadesi i¢in, j =i ve [ = k alalim:

Ales, er)(gles, er) g’ (e, e) — glei, e)gles, ex)gles, e))
Aym sekilde,
Alej,er)(gles en)g’ (65, e1) — g*(ei, e)gle;, ex))

ifadesi i¢in, j = ¢ ve [ = k alahm:

Aleq,en)(g(ei, er)g?(ej, e1) — glei, e)gles, ex)g(e;, er))
O halde, buldugumuz bu ifadeleri, g(g ® g, A ® g) esitinde yerine yazalim:

g(geg, Aeg)=2 ”21”4 - Ales, ex)(g(es, ex) g (e, 1)
Z’]’ 9

—g(ei en)g(ej, er)glej, er))
olup,
g(geg, Aeg) =8 > Alei,ex)(g(es, er)g?(e;, 1)

Z'7j7k7l

—glei, er)g(ej,en)glej,er)) oo (%)
elde edilir. Simdi, d; durumunda i # k& durumunu kabul edip (#x*) esitliginde yerine

yazalim. Bu durumda, g(e;, ex) = 0 olur.

ggeg.Aeg) =83 Alei,er) (0~ glei er)glej er)glej, er))

i7j7k7l

;1 durumunda, j = [ kabul edip yukaridaki esitlikte yerine yazalim:

g(ge g, Aeg) =8 Aleier)(—glei e;)g(es, ex)gle;, €5))

i7j7k7l
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Burada, g(e;,e;) = 1 olur.

g(geg,Aeyg) = 84ZMA(€¢,€k)(—9(€u€j)9(€j»€k))

= 8 _Z];l —Alei, ex) - g(ei €5) - g(ej, €x)
VLY

A(e;, ex) teriminin yalmz kalabilmesi i¢in, ¢ = j ve j = k alinmasi gerek. Bu ise
miimkiin degildir, ¢iinkii bagtaki kabuliimiiz ¢ # k idi. O hélde, g(ge g, Aeg) =0

bulunur.

Diger traftan, d; durumunda ¢ = k durumunu kabul edip yukardaki (xx)

esitliginde yerine yazalim.

glgeg, Aeg) = 8 ZISIA(% ei)(g(ei e:)g*(ej, 1) — gles e)g(e;, €:)gle;, e1))
27‘77 )

= 8 'Z’;lA(ei,ei)(gQ(ej,el) —gles e)gles; ei)g(e;, er))
Z7j7 ’

Simdi, d;; durumunda, j = [ kabul edip esitlikte yerine yazalm.

glgeg, Aeg) = 83 8> Alese)(g°(ej,e5) — glei ej)g(es, ei)gle;, e5))

hhk,l 45,k

= 8> Ale,e)(1—g*(eirej))

/Z:7j7k7l

Burada, ¢ = j durumunda ifade direkt sifir gelir. i # j durumunda, A(e;, e;) ifadesi

gelir. Diyelim ki, ¢ # j olsun. Bu durumda g(e;, e;) = 0 dur.

glgeg,Aeg) = 8 > Alei,e;)(1-0)

Z'7‘7'7k:7l

= & Z A(6i7 61')
irjik,]
= 8-trA
bulunur. Burada, A simetrik ve izsiz oldugu i¢in,

g(geg,Aeg) =0

olup, istenilen egitlik elde edilir.
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Not 3.2.7

Zm ve Um alt uzaylarimin direkt toplami, Zm & Um C Rm alt-uzaydir. Bu
alt-uzaym dik tiimleyeni olan (Zm @ Um)* kiimesi de Rm nin bir alt-uzayidir. Bu

alt-uzay, Wm = (Zm & Um)* seklide gosterilir.
Teorem 3.2.8

Rm = Zm + Um + Wm seklinde dik ayrigima sahiptir. Bu durumda, keyfi
T € Rm aldigimizda,
T'=Um+Zm+Wm

seklinde 3 parcaya ayrigir. Ozel olarak, T = Rm alirsak,
Rm=Um+Zm+ Wm

ayrigimi elde edilir. (Bu yazilimdaki Wm parcasi, (M, g), Riemann manifoldunun

Weyl tensorii olarak adlandirilir. Bu pargaya daha sonra deginecegiz. )

Bundan sonraki amacimiz, (0,4)—tipindeki Riemann egrilik tensoriiniin,
Rm=Um+Zm+Wm

seklindeki ayrigiminda bulunan her bir parcay: tek tek irdelemektir.
Teorem 3.2.9 ((0,2)-Tipindeki Tens6r Alanlarimin Ayrigmi)

A={AeS3YM) | A, simetrik tensér alam} kiimesi I9(M) tensér uzaymm bir

alt-uzayidir.
Ay ={A e A|trA=0} olsun.
A ={ge Al \g, € C®(M)} = Span{g} olsun.
1) Ao ve A’ kiimeleri A kiimesinin bir alt-uzayidir.
2) Ay ve A’ alt-uzaylan diktir.
3) A= Ay + A seklinde dik olarak ayrigir.
ispat 3.2.9
1) Alt-uzay olduklan agik¢a goriiliir.
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2) Ay ve A’ niin dik olmasi demek, i¢ carpimlarimm sifir olmas: demektir.

Ay € Ay, A € A ve {e1, €9, ..., €, } ortonormal gat1 olsun.
9(Ap, A ZAO €, €;) (ez';@j)

Burada, tanim geregi,
Al(e;, e;) = Ag(ei,ej) = Aj;

seklindedir. O halde, i = j alirsak;
g(Ag, A = ; Aples,e;) - A
= A Z Ao(ei, €;)
= Atr(Ap)
=40
olup, Ay ve A’ parcalarinin dik oldugu goriiliir.

3) Keyfi, T € A, (0,2)—tipinde simetrik tensor alani olsun.

T=(T—#Mﬂ®+%w@m

seklinde yazilir.
1
Ty = (T — —tr(T)g) e A
n

ve

1 /

oldugundan dik ayrigimdir. O halde,
A=A+ A

olacak sekilde, A kiimesi birbirine dik olan Ay ve A" parcalarmim dik toplami seklinde

yazilir.
Teorem 3.2.10

1) A={A e QM) | A, simetrik tensor alani} kiimesi I9(M) tensor uzayimin

bir alt-uzayidir.
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2) A {izerinde,
v: A - Rm
A = V(A =Aeyg

seklinde tamimlanan W déniisiimii, lineer doniisiimdiir. Ustelik W(A) € Um + Zm
seklindedir.

3)
v*: Rm — A
T ~ v¥T)

doniigiimii, ilgili i¢ ¢arpimlara gére ¥ doniigiimiiniin adjointi olsun. Yani, her
T € Rm ve A € A igin,

g(A, ‘IJ*<T))%3 = g(\I/(A), T)C‘O

Sq
esitligini saglayan doniisiim olsun.
CricRm(X,Y) ==Y Rm(e; X, e;,Y) (= Ric(X,Y))

vardir. Burada,

dir.
Ispat 3.2.10
1. ve 2. giklarin ispati1 dogrudan elde edilir.

3) {e1.e, ..., e, } ortonormal ¢at1 olsun. g(V(A),T) i¢ carpimu,

g(V(A),T) = Z (Aeg)(eiej er e) T(e;,ej,ex e)

i7j7k7l

olarak yazilir. Burada, T'= Rm alalim:

g(V(A), T) = Z (Aeg)(eiej,ex er) - Rm(e;, ej,ex, €)

/L'Yj7k:7l
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Bu esitlikte, Kulkarni ¢arpimini kullanarak ifadeyi agalim:

g(U(A), T) = > (Alei,er)g(e;, er) + Aless er)gles, ex)

0,9,k,1
—Ales, er)g(ej, er) — Alej, ex)gles, er)) - Rmles, e, ex, )

Burada kullandigimiz g metrigi yerine kronecker delta yazalim:

g(V(A),T) = > (Alei,er)du + Alej, e)di. — Ales, €1)d;
i,7,k,l

—A(ej, ek)5iz) : Rmijkl

= > (A(es, er)d0Rmiji + Alej, e1)0i Rmijr

irjokel
—A(ei, 61)5ijmijkl - A<€j> €k)(5uRmijkz)
Simdi, kronecker deltasinin tanimimi kullanalim ve toplam semboliinii dagitalim:

g(V(A),T) = > Ales, er) Rmygry + Y Aley, er) Rmiza

i,5,k 1,5,

- Z A(ei, el)Rmi]’jl r— Z A(Bj, Gk)Rmi]’ki

0,9, 1,5,k

Yukarida tanimi verilen Cr;.Rm ifadesinin tanimindan,

ZA(% ek)Rmijkj = ZA(% 6k)ijijk = (CRicRm)(% ek) Z A(ei, €k);

i,5,k .5,k i,k

Z Alej, e)) Rmijy = (CricRm)(e;, e;) Z Alej,e);

i?j7l 7j7l

- Z A(ei7 el)Rmijjl = Z A(ez’, el)ijijl = (CRicRm)(eia 61) Z A<€i7 61);
il

4,7, 4,7,
— Z A(ej, ek)Rmij;ﬂ- = Z A(Gj, ek)Rmijik = (CRZCRTI’L) (6]', Gk) Z A(Gj, ek)
4,5,k .7,k 7.k

esitlikleri elde edilir. Buldugumuz bu ifadeleri g(W(A), Rm) esitliginde yerine

46



yazalim:
g(¥(A),T) = (CRz‘cRm)(ei,ek)%A(@uek)

+(CricRm)(e;j,e1) > Alej, er)

Jil

+(CricRm)(ei, 1) > Ales, )
il

+(CricRm)(e;,er) > Alej, ex)
.k
Burada, indisler degistirilirse, 4 tane ayni ifadeyi elde ederiz. Indis degistirerek

biitlin terimleri ilk terim gibi elde ederiz.

g(V(A), T) =4-CgriRm(e;,er) Z Ale;, ex)
ik

elde edilir. Simdi ifadeyi biraz diizenlersek,

g(V(A),T) = 4-CRicRm(ei,ek)Z];A(ei,ek)

= g(A, 4- CRiCRm)
U*(Rm) = 4-Cgi.Rm

bulunur. Yani,
g.(W(A), Rm) = g(A, 49" (Rm))

esitligi bulunur.
Teorem 3.2.11

1) Wm terimi, bir 6nceki teoremde tanimlamig oldugumuz ¥* doniigiimiiniin

gekirdegidir. Dolayisiyla, Rm egriliginin Wm pargast igin, Cg;.(Wm) = 0 olur.
2) Rm = Um+ Zm + Wm yazilhmindaki Um + Zm pargasi i¢in,

ni2 (Ric_ %0
(n—1)

Un+Zm=Ceg

O:

olmak iizere,

esitligi gecerlidir. Burada verilen C' tensorii, Schouten tensorii olarak adlandirilir.
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Ispat 3.2.11

1) Wm = Ker(¥*) oldugunu gosterelim. Wm = (Um + Zm)* oldugunu
biliyoruz. (0,4)—tipindeki keyfi 7" € Wm elemam ve (0, 2)—tipindeki keyfi, A € A

elemani i¢in,
g(T,¥(A) =g(T,Aeg)=0 (V(A) € Um + Zm oldugu igin)

ve

egitlikleri vardir. O halde,

olup T' € Ker(¥*) olur.

2) Um & Zm uzayma ait her T elemani i¢in, T = A e g olacak sekilde, A € A

eleman1 vardir. Bu nedenle,
Un+7Zm=Aeg

olacak sekilde, A simetrik tensor alani vardir. Bu ifadeyi, Rm = Um + Zm + Wm

ayrigiminda yerine yazarsak,
Rm=Aeg+Wm

esitligini elde ederiz. §imdi, birkag hatirlatmada bulunalim. {ejes,...,e,} lokal

ortonormal ¢at1 olmak iizere;

X = ZXzez

Y = Z Yie;
g(€i7 Y) = YZ
g<€i7X) = X

Ric = C'RicRm
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oldugunu biliyoruz. Simdi, yukarida Ric = Cg;.Rm esitligini, Rm i¢in kullanalim.
Rm=Aeg+Wm
esitliginde, her iki tarafin1 Cg;,. ile igsleme sokalim:
Cric(Rm) = Cgic(A e g+ Wm)
Burada, Cg;.(Rm) = Ric oldugu biliniyor. Esitlikte yerine yazalim:
Ric = Cric(Ae g+ Wm)
Chric ifadesini dagitalim:
Ric = Cpri.(A e g) + (CricWm)
Teoremde ki ilk maddeden dolayi, Cr;.Wm = 0 oldugu biliniyor. O halde,
Ric = Cri.(Aeyg)

esitligi elde edilir. Simdi Ric ifadesinin tanimini kullanabilmek i¢in, bize X, Y vektor

alanlar1 gerekli.
Ric(X,Y) = Cri(Aeg)(X,Y)

= Y (Aeg)(e;, X,e,Y)

7

olur. Bu egitlikte, Kulkarni ¢arpiminin ac¢ilimini kullanalim:

Ric(X,Y) = S2(A(es, e)g(X,Y) + A(X,Y)g(es, e:)

— Ale;, Y)g(X, e;) — A(X, ei)g(e;, Y))

Toplam semboliinii dagitalim:

Rie(X,Y) = 3 (Ales, €:)g(X, Y)) + 2_(A(X, Y)g(ei, €))

%

- ;(A(eia Y)g(X, ) = 2 (A(X ei)gles, V)

Bu egitlikte,

Zg(ei, e;)) =trg=n
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ve

Z Alei,e) =trA
seklindedir. Bu iki ifadeyi esitlikte yerlerine yazalim:
Ric(X,Y) = trA-g(X,Y)+n-A(X,Y)

= 2_(A(es, Y)g(X, e0)) = 2 (A(X, ei)gles, V)

Alt satirda bulunan terimleri yan yana getirirsek,
Ric(X,Y) = trA-g(X,Y)+n-AX,Y)
r ;(A(ei, Y)g(X,e) + A(X, €;)g(e;, Y))
= trA-g(X,Y)+n-AX,Y) - 24(X,Y)
= trd-g(X,Y)+ (n—2)A(X,Y)
olup, bu esitlik her X, Y icin saglandigindan, esitligin her iki tarafindan kaldiralim:
Ric=trA-g+ (n—2)A
Burada, A tensoriinii yalniz birakalim:

A:

n_2(Ric—trA-g)

Her iki tarafin izini alalim:

1
n—2

W@D:tr( (Rm-m%-@)

Izi dagitalim:

17(A) = — (tr(Ric) ~ tr(4) - 1r(9))

n —

Burada, tr(Ric) = S ve tr(g) = n oldugunu biliyoruz. Simdi, ¢rA ifadesinin egitini

bulalim: )
tr(A) = p— 2(3 —tr(A) - n)
S n-tr(4)
 on=2 n— 2
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Burada ifadesini, esitligin saginda yalniz birakalim:

& — tr(A) + "T'f—i(g‘)

(n — 2)tr(A) + ntr(A)
n—2

2(n — 1)tr(A)
n—2

Buldugumuz bu esitligi, A esitliginde yerine yazalim.

niQ (Ric_%'g>
(n—1)

Burada, A = C' oldugu acikca goriiliir.

A:

Teorem 3.2.12

(0,4)—tipindeki Rm egrilik tensoriiniin ayrigimindaki bilegenleri, agagidaki

gibidir.
S
i) Um = 2n(n — 1)g *9
1

ii) Zm = <Ric — §g) °g;

n—

1 S

iii) Wm = Rm — — (ch— = 1)g) oy
Ispat 3.2.12

i) Um e Um =< ge g >= Span{g e g} alahm. O halde, Um = f - (g ® g) olacak
sekilde, f € C>°(M) fonksiyonu vardir.

Zme Zm={Aeg| Ae QY (M) tensér alani, simetrik ve trA = 0} alalim. O
héalde, Zm = h - (A e g) olacak gekilde, h € C*°(M) fonksiyonu vardir.
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Un+Zm = f-(geg)+h-(Aeg)
= (f-g+th-A)ey

= B.g

olup, burada (0, 2)—tipindeki B tensor alani yerine, yine (0, 2)—tipindeki C' Shouten

tensoriinii yazalim:

1 S
Um+Zm = (Ric——-g)og
2(n—1)

n—2 n—1

1
= Rice g —

n—o9 geg

2(n —1)(n —2)

Daha énce, (0, 2)—tipindeki tensor alanlarmin ayrigimini vermisgtik. Burada bulunan

Ric, Ricci egriligi (0,2)—tipinde tensor alanidir. O halde,

Ric = Ricy + Ric
olarak ayrisir.

: 1 :

Ricy = Ric— —tr(Ric)g
n

s 1 :

Ric = —tr(Ric)g
n

seklindedir. Simdi bu terimleri, Ric esitliginde yerlerine yazalim:

1 1
Ric = (Ric — —tr(Ric)g) + —tr(Ric)g
n n

= (Ric — §g) + §g
n n
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Buldugumuz bu ifadeyi, Um + Zm esitliginde yerine yazalim:

S
2(n—1)(n —2

1
Un+2Zm = Rice g —

= L . —|—L Ric—§ °
B 2n(n—1)g (A n?)*d

Esitlikte bulunan ilk terim, Um pargasina; ikinci terim ise Zm parcasina denk gelir.

ii) Zm parcasini, ¢ sikkinda elde ettik.

iii) Rm = Um + Zm + Wm oldugunu biliyoruz. Burada, Wm ifadesini yalniz

birakalim:
Wm = Rm — (Um + Zm)

Burada,

Unm+Zm=Ceg

oldugu biliniyor. Esitlikte yerine yazalim:
Wm=Rm—-Ceg

O halde,
Wm = Rm —

esitligi elde edilir.

3.3 Weyl Tensérii ve Konformal Invaryanthig:

Tanim 3.3.1

Rm egrilik tensoriiniin ayrisgimindaki Wm parcasina, Weyl tensorii denir. Hatta,

bazen konformal egrilik tensorii olarak adlandirilir. Weyl tensorii, matematikte ve

fizikte pek cok uygulamasi olan bir tensoér alanidir.
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Teorem 3.3.2

n > 3 olmak iizere, her n—boyutlu (M, g), Riemann manifoldu igin,
i) g metrigi, sabit egrilige sahiptir. < Zm =Wm =0

ii) g metrigi, Einstein metriktir. < Zm =0

iii) g metriginin skaler egriligi, sifirdir. < Um =0

iv) Ric, =0 Um=2Zm=0.

ispat 3.3.2

i) (=) (M, g), Riemann manifoldu ve g metrigi, sabit egrilige sahip olsun. Bu
durumda, R = K - R; olacak gekilde, K € R sabiti vardir. Her XY, Z € x(M) igin,

RX,)Y,Z)=K - -R(X,Y,Z)
olur. Keyfi W € x(M) igin,
g(R(X,Y, Z),W) = g(K-R(X,)Y,Z),W)
= Kg(g(Y,2)X = g(2, X)Y, W)
= K(g(Y, 2)9(X; W) = g(Z, X)g(Y; W))
olur. Burada, Kulkarni-Nomizu ¢arpimindan,
g(R(X,Y,Z),W) = —K(geg)
= —K-2Rm;
= K'Rmy

olup, Zm ve Wm parcalar sifir olarak bulunur. Bu ifadenin tersinin de dogru oldugu

oldukca agiktir.
ii) (=) ¢ metrigi, Einstein metrik olsun. Yani Ric = Ag olacak sekilde,

A : M — R fonksiyonu mevcut olsun. Buna gore, her X, Y € x (M) igin,
Ric(X,Y) = Ag(X,Y)
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olur. Ayrica,

Riceg=)\geg

olur. Rm nin ayrisiminda bulunan parcalarin esitleri ile yerlerine yazalim:

Rm = Um+Zm+Wm

S 1
= ————geg+—— Rz’c—gg eg+Wm
) 2 n

2n(n — 1 n—
Wm ifadesini yalniz birakalim:

1 , S
n—2 (RZC_2(n—1)9) *J

Burada, Ric = \g ifadesini esitlikte yerine yazalim:

Wm = Rm —

1 4 S

Wm = Rm—n_2<RlC—mg).g
1 S

- Rm_n—2<Ag_2(n—1)g)°g
1 S

Esitligin sagindaki ikinci terim, Um parcasina karsilik gelir. Bu esitlikte, Zm pargasi

olmadigindan, Zm = 0 duir.

(<) Zm = 0 olsun.Yani,

1
Zm = (Ric—gg)ogzo
n

n—2
Burada, g
Ric— —g =0
n
olup,
_ S
Ric= —g
n
. S
olur. O halde, A = — alinirsa,
n
Ric=\g
olup, g Einstein metriktir.
iii) (=) ¢ metriginin skaler egriligi, sifir olsun. Yani, S = 0 olsun. Rm
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ayrigiminda yazalim:

S 1 . S
= O—I—n_ (Ric—0)eg+Wm
olup,
Rm = Rice g+ Wm
n— 2

Burada, Um = 0 oldugu kolayca goriiliir.

(<) Um = 0 olsun. Um pargasinin esiti,

S

olup burada g # 0 ve n # 0 oldugundan S = 0 olmalidir. O hélde, g metriginin

skaler egriligi, sifir olarak bulunur.

iv) (=) Ric, = 0 olsun. S = tr(Ric) oldugu biliniyor. Ric = 0 oldugunda,

S = 0 olmaldir. Rm ayrigiminda yerine yazalim:

S 1 S
s — | Rie — —=— 1474
fm 2n(n—1)g.g+n—2(RZC n_2g>og+ "
= Wm
olup, Um = Zm = 0 olur.

(<) Um =0 ve Zm = 0 olsun.

Bu durumda S = 0 olur.

Burada n # 0 ve g # 0 oldugundan,

S
Ric——g = 0
n

3|
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elde edilir. S = 0 oldugundan, Ric = 0 olur.
Not 3.3.3

Rm =Um + Zm + Wm ayrigimindaki parcalarin her biri,
3V (M) = {A: A, M manifoldu iizerinde C*, (0,4) — tipinde tensér alani}
uzayinin sonsuz boyutlu alt-uzayidir. Hatirlanacag lizere, T' € Rm tensor alani,

T:M—I)(M)=| | I)(T.M)

zeM

seklinde, tiim koordinat fonksiyonlari C'*°(diizgiin) olan bir doniigtimdiir. Yani, M

manifoldunun her noktasima, (0,4)—tipinde tensor yapistiran bir déniigiim olup,

p € M i¢in T(p) € IY(T,M) olur. Buna gére, T € Rm oldugundan,
T(p) : T,M x T,M x T,M x T,M — R

multi-lineer doniisiimii, Riemann egrilik tensoriiniin sagladigi simetri ozelliklerine
sahiptir. Bu tip multi-lineer déniigiimlerin uzay1, I9(7,M) tensér uzaymm bir alt-
uzayidir. Bu alt-uzayi, Rm, ile gosterelim. Buna gore Rm, C I(T,,M) alt-uzaymin

boyutu, n* ten kiiciik olur. Ayrica noktasal durumda,
Rmy, = Um, + Zm, + Wm,,

ayrisgimi s6z konusudur. Buradaki ayrisim parcalarinin boyutlar: i¢in bir tablo

olugturalim:

n  boyut(Rm,) boyut(Um,) boyut(Zm,) boyut(Wmy,)

2 1 1 0 0

3 6 1 ) 0

4 20 1 9 10

n n*(n*—1) 1 sn(n+1)—1 boyut(Rm,) — sn(n+1) — 2
Teorem 3.3.4

g = g - e % geklinde olan konformal denk metrikler icin, asagidaki esitlikler

saglanir.
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i) VxV = VxY — (Xg)Y — (Y)Z + g(X,Y)grade
i)
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — g(Vxgrady, Z)Y + g(Vygrady, Z)X
—9(X, Z)Vygrade + g(Y, Z)Vxgrady + (Y)(Zp) X — (X¢)(Zp)Y
—g(gradey, grady) - Ri(X,Y)Z + ((X¢)g(Y, Z) = (Y)g(X, Z)) - gradp
iii) Ric = Ric+ (A — (n— 2)||gradg|[2)g + (n — 2)e=¢V2(e¥)
iv)

g(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) - %g(gradcp, grady)(g e 9)(X,Y, Z,T)

+(V2p e g)(X,Y,Z,T)+ (Vyp-Ve)eg(X,Y, Z T)
egitlik her XY, Z T i¢in saglandigindan,her iki taraftan kaldirihr ve
¥R =R - %g(gradw,gradw)(g °g)+ (Vpeg)+ (Vp)eg
seklinde yazilir.
ispat 3.3.4
i) ViV = VxY — (X@)Y — (Y)Z + g(X,Y)gradyp

oldugunu gosterelim. (U, ) bir C*(M) kart olsun. § = e ?#¢g konformal denk

metrikler olsun.

Vxf=Dxf=Xf=df(X)
oldugunu biliyoruz.
p: M — R
e: M — R

fonksiyonlar1 ve

E 0

axi(e_w) = ari(e_wow_l(rl,rg,...,rn))
a -1 92 —1 )
= —2—|ym(porvt)e poy™ (4 (p)
87’7;
= 9 —2¢(p)
8352-6
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esitligi elimizde mevcuttur.
grady € x(M) ve her X € x(M) igin, g(grady, X) = X (¢) olsun.
29(VxY, Z) = Vxg(V, Z) + Vv §(X, Z) = V25(X,Y)
—9(X,[Y, 2]) = gV, [X, Z]) + 9(Z, [X, Y])
esitligi elimizde var (Kozsul formiilii). Simdi, § = e™?%g esitligini yerine yazalm:
2e7%g(VxY,Z) = Vx(e%g)(Y, Z) + Vy (e 2%9)(X, Z)
—Vz(e7g)(X,Y) — (e7*g)(X, [, Z])
—(eg) (Y, [X, Z]) + (e7*%9)(Z, [X,Y])

Burada, metrik ve katsayisim1 dagitalim:

2e2g(VxY, Z) = (Vxe 2)g(Y, Z) + e 2V xg(Y, Z)
+(Vye™?)g(X,Z) + e 2?Vyg(X, Z) — (Vz2e72)g(X,Y) — e 2V 29(X,Y)
—e 2g(X, [V, Z]) — e7*g(Y, [X, Z]) + e *%9(Z,[X,Y])

Esitligindeki bazi terimlerin karsiligini yazalim:

(Vxe™%)g(Y,Z) = —2e**Vxpg(Y,Z)
(Vye™)g(X,Z) = —2e*Vypg(Y,Z)
(Vze™2)g(X)Y) = —2e7%Vzpg(Y, Z)

Esitlikte yerlerine yazalim:

2e72g(VxY, Z) = —2¢ 2V xpg(Y, Z) + e 2V x(g(Y, Z))
—2e"**Vypg(X, Z) + e **Vy(9(X, Z)) + 2¢ 72V z209(X,Y)

—e V2 (9(X,Y)) — e g(X, [V, Z]) — e7*g(Y, [X, Z]) + e7*%9(Z, [X,Y])
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Her iki tarafta ortak olan e~2% katsayisini, sadelestirelim:
29(VxY, Z) = =2Vxpg(Y, Z) + Vx(9(Y, Z)) = 2Vyy(X, Z) + Vy (9(X, 2))

"‘QVZQOQ(XJ Y) - VZ(Q(‘X?Y)) - g(X= [Y7 Z]) - g<Yv [X7 Z]) +g(Z7 [Xv Y])

Burada,
Vxp = X(p);
Vyp = Y(p);
VZSO = Z(S0)7

olarak alalim. Esitlikte yerlerine yazalim:

29(VxY, 2) = =2X(p)g(Y, Z) + Vx(g(Y, Z)) = 2Y (p)9(X, Z) + Vy (9(X, Z))
F22(2)9(X,Y) = Va(g(X,Y)) = (X, 1Y; Z]) — (Y, [X, Z]) + g(Z,[X, Y]
Simdi, esitlikteki bazi1 terimlerin karsilhigin yazalim:
Y,Z] = VyZ-VzY;
(X,Z] = VxZ-VzX;

(X,Y] = VxY —-VyX;

veya
Vx(g(Y,Z2)) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ);
Vy(9(X,Z)) = 9(VyX,Z2)+g(X,VyZ);
-Vz(9(X,Y)) = —g(VzX,Y)—g(X,VzY)

Esitlikte yerlerine yazalim:
29(VxY.Z) = =2X(9)g(Y. 2) + 9(VxY, Z) + g(Y,Vx Z)
—2Y(9)9(X. Z) + 9(Vy X, Z) + g(X, Vy Z) + 2Z(p)g(X,Y)
—g9(VzX,)Y)—g(X,VzY) —g(X,VyZ —VzY)

—9(Y,VxZ —VzX)+9(Z,VxY — VyX)
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Son iki satirdaki metrik i¢indeki ifadeleri dagitalim:
29(VxY,Z) = =2X(p)g(Y, Z) + g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z)
—2Y(p)g(X, 2) + 9(Vy X, Z) + g(X, Vy Z) + 2Z()g(X,Y)
—g(VzX,)Y) —g(X,VzY) —g(X,VyZ) + g(X,VzY)
—9(Y,VxZ) +g(Y,V2X) +9(Z,VxY) — g(Z, Vy X)
Burada, birbirini gbtiiren terimler mevcuttur. Bunlar,

g<vXY7 Z)7g<vXZ7 Y)ug(vYX7 Z)?Q(VZXa Y)7g(vZY7X)

terimleridir. Bir de ayni olan iki terim mevcuttur. Bu, ¢g(Z, VxY') terimidir. Bunlar

g6z Oniine alinarak esitlikte yerlerine yazalim:
29(VxY,Z) = —29(X(9)Y. Z) — 29(Y (¢) X, 2))
+29(VxY,Z) + 2V z0g9(X,Y)

Esitligin sag tarafinda bulunan eksi igsaretlerini metrik i¢ine atalim:
29(VxY, Z) = 29(—= X ()Y, Z) + 29(-Y (9) X, Z)
+29(VxY,Z) + 2V z09(X,Y)

Her iki tarafta bulunan, 2 katsayisini sadelestirelim:

9(VxY,Z) = (=X ()Y, 2) + 9(-Y (9)X. Z)
+9(VxY,Z) + Vzp9(X,Y)

[lk ii¢ terimde ortak olan Z parantezine alalim:

9(VxY.Z) = g(=X(9)Y = Y(9)X + VxY.Z) + Vpg(X,Y)

Burada,
V2o =do(Z) = g(Z, V) = g(Z,grady)

61



olan ifadesini, egitlikte yerine yazalim:
9(VxY,Z) = g(=X(p)Y =Y ()X + VxY, Z) + g(Z, gradp)g(X,Y)
= g(=X(@)Y =Y(9)X + VxY, Z) + g(g(X,Y)grady, Z)
= g(—X(9)Y =Y ()X + VxY + g(X,Y)grady, Z)

elde edilir. Bu esitlik, her Z i¢in saglanacagindan, esitligin her iki tarafindan
kaldirirsak,

VxY = =X(p)Y =Y (p)X + VxY + g(X,Y)gradp

istenilen egitlik elde edilir.
ii)
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — g(Vxgrade, Z)Y + g(Vygradp, 2)X
—9(X, Z)Vygrade + g(Y, Z)Vxgrady + (Y¢)(Zp) X — (X¢)(Zp)Y

—g(gradp, gradp) - B (X, Y)Z + ((Xp)g(Y, Z) — (Y)g(X, Z)) - gradep

oldugunu gosterelim. Oncelikle, R egrilik tensoriiniin esitini biliyoruz. Bu esitlik

yardimi ile R ifadesinin esitini yazalim:
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ ~VixyZ

Oncelikle, V xVy Z teriminin esitini bulahm. Bunun icin, V X(@YZ ) olarak diistip,

Vy Z teriminin esitini bulmak i¢in, teoremin (i) sikkindan yararlanacagiz.
VvZ =VyZ =Y () Z — Z(9)Y + g(Y, Z)grady
Burada, VxVy Z terimindeki Vy Z ifadesine, P diyelim.
Vx(VyZ) = Vx(P)
Vx(P) = VxP—(Xp)P—(Pp)X + g(X, P)grady
Simdi, P diye adlandirdigimiz terimi yerine yazalim.

Vx(VyZ) = Vx(VyZ) — (X¢)(VyZ) = (VyZ2))X + g(X, Vy Z)grady
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Buldugumuz esitlikteki terimleri teker teker acalim. Ilk olarak, V X(@yZ )
teriminden baglayalim. Bu terimi agik olarak yazabilmek igin, teoremin (i) sikkini

kullanacagiz.
Vx(VyZ) = Vx(VyvZ = (Y9)Z = (Zp)Y + g(Y, Z)grady)
Simdi, Vx ifadesini dagitalim:
Vx(VyZ2) = VxVyZ = Vx((Y9)Z) = Vx((Z9)Y) + Vx(9(Y, Z)grady)
Buradaki bazi terimlerin a¢ilimini yazalim:
Vx((Ye)Z) = X(Yp)Z+(Y)VxZ;
Vx((Ze)Y) = X(Zp)Y + (Z9)VxY;
Vx(9(Y, Z)gradp) = g(VxY,Z)grady
+9(Y, VxZ)grady + g(Y, Z)V xgrady
Bu ifadeleri, Vy (Vy Z) esitliginde yerlerine yazalim:
Vx(VyZ) =VxVyZ - X(Yp)Z — (Yo)VxZ — X(Zp)Y
—(Ze)VxY +g(VxY, Z)gradp + g(Y, Vx Z)gradp + g(Y, Z)V xgrade

Simdi, ikinci terim olan (X¢)(Vy Z) teriminin acik halini yazalim. Terimin éniinde

eksi igareti oldugundan, kolaylik olsun diye 6niine eksi isareti koyarak esitini bulalim:
~(XQ)(Vy2) = ~(X)(VyZ — (Y)Z — (Zp)Y + g(Y, Z)grady)
Simdi (X¢) terimini dagitalim:
~(XP)(VyZ) = —(X9) (Vy Z) + (Xe) (Y ) Z)
+(X)((Zp)Y) — (Xo)(g(Y, Z)grady))
Simdi esitligi biraz daha diizenleyelim:
—(X9)(VvZ) = —(X)VyZ + (Xo)(Y¢) Z
HX@)(Zp)Y = (Xp)g(Y, Z)grady)
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Simdi, tgiincii terim olan ((@yZ)gp)X teriminin esitini bulalim. Burada, terimin
oniinde eksi igareti oldugundan kolaylik olsun diye 6niine eksi igsareti koyarak esitini

bulalim:
—(Vy2)p)X = =((VyZ = Y(9)Z = Z(9)Y + g(Y, Z)gradp)p) X
Simdi, eksiyi ve X terimini dagitalim:
~((Vy2)p)X = (Vv 2)p)X + ((Y(9)Z)) X

+((Z(@)Y)p) X — ((9(Y; Z)gradp)p) X

Esitligi biraz daha diizenleyip yazalim:
—(Vy2)p)X = —(VyZ)(9)X + (Yo)(Zp)X
+(Ze)(Yp)X — (g(Y, Z)gradp) () X
Son terim olan, g(X, Vy Z)grady teriminin esitini bulalim:
9(X,Vy Z)grade = g(X,VyZ = Y (p)Z — Z(¢)Y + g(Y, Z)gradyp)grady
Simdi grady terimini dagitalim:
9(X, VyZ)grade = g(X, VyZ)grady — ¢(X,Y () Z)grade
—9(X, Z(¢)Y )grade + g(X, g(Y, Z)gradp)grady
Esitiligi biraz daha diizenleyip yazalim:
9(X, Vy Z)grade = g(X, Vy Z)gradp — Y ()g(X, Z)grade

—Z(p)g(X,Y)grady + g(Y, Z)g(X, gradp)gradep
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Simdi, buldugumuz esitlikleri bir arada yazarak V xVyZ teriminin esitini yazalim:
VxVyZ =VxVyZ - X(YQ)Z — (YO)VxZ — X(Z9)Y — (Zp)VxY
+9(VxY, Z)gradp + g(Y, VxZ)gradp + g(Y, Z)V xgrade
—(Xo)VyZ + (Xp)(Y)Z + (Xo)(Ze)Y — (Xp)g(Y, Z)grady
—(Vy2) (@)X + (Yo)(Ze)X + (Z)(Yp) X — (9(Y, Z)gradp)(¢) X
+9(X, Vy Z)grade — (Y)g(X, Z)grady
—(Zp)g(X,Y)grady + g(Y, Z)g(X, grady)grady

VxVyZ ifadesinden, VyVxZ ifadesinin egitini yazalim:

VyVxZ =VyVxZ -Y(XP)Z — (XQ)VyZ - Y (Zp)X — (Z9)Vy X
+9(Vy X, Z)gradp + g(X, Vy Z)grady + g(X, Z)Vygradp
—Yo)VxZ + (Y)(X9)Z + (Y)(Zp) X — (Y)g(X, Z)grady
—(VxZ)(@)Y + (X)(Zp)Y + (Zp)(Xp)Y

—(9(X, Z)gradp)(p)Y + g(Y, VxZ)gradp — (X¢)g(Y, Z)grady
—(Zp)g(Y, X)grady + g(X, Z)g(Y, gradyp)grady

Ispat1 tamamlamak icin, son olarak @[X,y}Z teriminin egitini yazmamiz gerek.

Bunun i¢in teoremin (7) stkkin kullanalim:
VixyZ = VixnZ = X, Y](9)Z = (Zo)[X, Y] + g([X, Y], Z)grady

egitligi gelir. Bu esitlik ile bize gereken biitlin ifadeleri yazmig olduk. Simdi

ispatlamamiz gereken R(X,Y)Z ifadesinin esitini yazalim:

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z
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Buldugumuz esitlikleri yerlerine yazalim:

RIX.Y)Z =VxVyZ - X(YQ)Z — (YQ)VxZ — X(Zp)Y

—(Ze)VxY +g(VxY, Z)gradp + g(Y, Vx Z)grady + g(Y, Z)V xgrady

—(Xp)VyZ + (Xp)(Yp)Z + (Xp)(Zp)Y — (Xp)g(Y, Z)grady

—(VyZ2) ()X + (Y)(Zp) X + (Zp)(Yp) X — (g(Y, Z)gradp)(p) X

+9(X, VyZ)grady — (Y)g(X, Z)grade — (Z)g(X,Y )grady

+9(Y, Z)g(X, gradp)gradp — VyVxZ + Y (X@)Z + (Xo)VyZ + Y (Zp)X

+(Zp)Vy X — g(VyX, Z)gradp — g(X, Vy Z)grady — g(X, Z)Vygrade

+Yo)VxZ — (Yo)(Xp)Z - (Yo)(Zp)X + (Y)g(X, Z)gradp+

(VxZ2) (@)Y — (X@)(Zp)Y — (Zo)(X@)Y + (9(X, Z)gradp) ()Y

—g(Y, VxZ)grady + (X¢)g(Y, Z)gradp + (Zp)g(Y, X)grady

—9(X, Z)g(Y, gradp)grady — Vix v1Z + ([X,Y]p)Z

+(ZQD)[X7 Y] - g([Xv Y]’ Z)gradgp

Ifadeyi, biraz diizenleyelim:
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R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ - X(YO)Z+Y(Xp)Z

—(Yo)lVxZ+ (Xp)VyZ — X(Zo)Y +Y(Zp)X — (Zp)VxY

+(Ze)Vy X + g(VxY, Z)grady — g(Vy X, Z)gradey

+9(Y,VxZ)grady — g(X, Vy Z)grade + g(Y, Z)V xgrady

—g(X, Z)Vygradp — (Xo)VyZ + (Yo)VxZ + (X¢)(Y)Z

—(Yo)(Xp)Z + (Xp)(Zp)Y — (Y)(Zp)X

—(Xp)g(Y, Z)gradp + (Y¢)g(X, Z)gradp — (Vy Z)(¢) X

+H(VxZ)(@)Y + (Yo)(Zp)X — (X)(Zp)Y + (Zp)(Y )X

—(Zp)(X@)Y — (g(Y, Z)grade) () X + (9(X, Z)grade)(p)Y

+9(X, VyZ)grady — g(Y, Vx Z)gradp — (Y)g(X, Z)grady

+(Xp)g(Y, Z)gradp — (Z¢)g(X, Y )gradp + (Z¢)g(Y, X)grady

+9(Y, Z)g(X, gradyp)grady — g(X, Z)g(Y, grady)grady

—VixnZ + (X, Y]p)Z + (Zp)[X, Y] = g([X, Y], Z)gradyp
Elde ettigimiz bu esitlikte, birbirini gotiiren terimler mevcuttur. Bunlar,

g(Y,VxZ)gradey; g(X, Vy Z)grady; (X)(Ye)Z; (Xp)(Ze)Y;
(Yo)(Zp)X; (Xp)g(Y, Z)grade; (Ye)g(X, Z)grady;

(Zp)g(X, Y )grady; (Y)VxZ; (X¢)VyZ
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terimleridir. Bu ifadeleri esitlikte yok edelim:
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - VixyiZ - X(Y)Z +Y(Xp)Z
—X(Zo)Y +Y(Zp)X — (Zo)VxY + (Zp)Vy X
+9(VxY, Z)grady — g(Vy X, Z)grady + g(Y, Z)Vxgrade
—9(X, Z)Vygrade — (Vy Z)(0) X + (VxZ)(9)Y + (Zp)(Y ) X
—(Zp)(X)Y = (9(Y, Z)gradp)(9) X + (9(X, Z)grade) ()Y
+9(Y, Z)g(X, gradp)grade — g(X, Z)g(Y, gradp)gradp
+([X,Y]0)Z + (Z9)[X, Y] = g([X, Y], Z)grade
Simdi, esitlikte bazi terimlerin egitini yazalim:
—X(Y)Z+Y(Xp)Z = -[V, X|(9)Z = =[X,Y](p)Z
Bu esitlikte buldugumuz terim ile, [ X, Y](¢)Z terimi birbirini gotiiriir.
g([X.Y], Z)grade = g(VxY — Vy X, Z)gradp
= 9(VxY, Z)gradp — g(Vy X, Z)grady
olup bu terim ile, —g(VxY, Z)grady + g(Vy X, Z)gradp terimi birbirini gotiiriir.

(X, Y](Zp) = (Zo)VxY — (Ze)Vy X

olup, bu terim ile, —(Zp)VxY + (Zp)Vy X terimi, birbirini gétiiriirler. O halde
esitligimizin son hali,
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyiZ — X(Zp)Y +Y (Zp)X
+9(Y, Z)Vxgrady — g(X, Z)Vygradp — (Vy Z) ()X + (VxZ)(p)Y
+(Ze)(Yo)X = (Zo)(Xp)Y — (9(Y, Z)gradp)(p) X
+(9(X, Z)gradp)(p)Y + g(Y, Z)g(X, gradp)grady — g(X, Z)g(Y, gradp)grady

olarak bulunur. Ayrica, g(X,grady) = X(p) oldugunu biliyoruz. Bu esitligi, su
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terimler i¢in kullanacagiz,

9(Y, Z)g(X, grady)grady

9(X, Z)g(Y, grady)grady

g(Y, Z)(Xp)grady

9(X, Z)(Yp)grady

Simdi, bu ifadeleri, R(X,Y)Z esitliginde yerine yazalim:

R(X, Y)Z = VvaZ — VyVXZ — V[}Qy]z + g(Y, Z)ngradgo

—X(Ze)Y +Y(Zp)X — g(X, Z)Vygradp — (Vy Z)(p) X

HVxZ)(@)Y + (Zo)(Yo)X — (Zp)(Xp)Y — (g9(Y, Z)gradyp)(p) X

+(g(X, Z)grade)(p)Y + g(Y, Z) X (p)gradp — g(X, Z)Y (p)gradp

Ayrica,

Ri(X,Y)Z :=g(Y,2)X — g(X, Z2)Y

oldugunu biliyoruz. Bu esitligi kullanarak,

(9(Y; Z)gradep)(p) X + (9(X, Z)gradp) ()Y

= (Y, 2)X +g(X, 2)Y)(grady)(p)

= g(grady, gradp)Ry(X,Y)Z

elde edilir. Simdi, buldugumuz bu ifadeleri, R(X ,Y')Z esitliginde yerlerine yazalim:

R(X, Y)Z == VXVyZ - VYVXZ - V[)Qy]Z - X(ZQO)Y + Y(ZQO)X

+9(Y, Z)Vxgrady — g(X, Z)Vygradp — (Vy Z)(0) X + (Vx Z)(¢)Y

+HZp)(Yp)X — (Zo)(Xp)Y + (X¢)g(Y, Z)grady

—(Y)g(X, Z)grady — g(grady, gradp) Ry (X,Y)Z

Burada, R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy]Z oldugu biliniyor. Esitlikte
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yerine yazalim:
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + g(Y, Z)V xgrady — ¢(X, Z)Vygradyp
—X(Zp)Y +Y(Zp)X = (VyZ)(9)X + (VxZ) ()Y + (Zp)(Yp) X
—(Ze)(X@)Y + (X¢)g(Y, Z)grady — (Y)g(X, Z)grady
—g(grady, gradp) Ry (X,Y)Z
Ayrica, X(Z@)Y, Y(Z@)X, (VyZ)(9)X, (VxZ)(¢)Y terimleri icin,
—X(Z)Y + (Vx2) (@)Y = —g(Vxgradp, 2)Y

Y(Zp)X — (VyZ)(p)X = —g(Vygradp, 2)X

esitlikleri vardir. Buldugumuz bu ifadeleri, R(X ,Y)Z esitliginde yerine yazalim:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + g(Y, Z)V xgrady — g(X, Z)Vygradey
—g(Vxegrady, 2)Y — g(Vygradp, 2)X + (Z¢)(Yp) X
—(Zo)(Xp)Y + (Xp)g(Y, Z)grady — (Y)g(X, Z)grady
—g(grady, gradp) R (X,Y)Z

Bir hatirlatmada bulunahm, Y (f) = g(gradf,Y) oldugunu biliyoruz. Burada, her

iki tarafin X yoniindeki tiirevini alalim:
X(Yf) = X(g(gradf,Y))
= ¢(Vxgradf,Y) + g(gradf, VxY) (Metrik uyumluluk)
= g(Vxgradf,Y) + VxY(f)

olup,
9(Vxgradp, 2)Y = (X(Zg) = (VxZ)(¢))Y

= X(Zp)Y —(VxZ)(p)Y
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esitligi elde edilir ve bu esitligi,
9(Vygradp, 2)X = (Y(Z¢) = (Vy2)(9))X
= Y(Zp)X = (Vy2)(p)X
terimi i¢inde yazariz. Simdi, bu ifadeleri, R(X,Y)Z esitliginde yerine yazalim:
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + g(Y, Z)Vxgrady — g(X, Z)Vygradyp
—X(Ze)Y +(VxZ) (@)Y + Y (Zp)X = (VyZ)(p)X + (Zp)(Yp) X
—(Z9)(Xp)Y + (Xp)g(Y, Z)gradp — (Yp)g(X, Z)grady
—g(gradg, grady) Ry (X, Y)Z

Burada,

(X@)g(Y, Z)grade — (Y)g(X, Z)grade = ((Xp)g(Y, Z) — (Y)g(X, Z))grady

seklinde yazarz. Bu ifadeyi, R(X,Y)Z esitliginde yerine yazahm:
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + (Zp)(Y9)X — (Z¢)(Xp)Y
—g(Vxgrady, 2)Y + g(Vygrade, Z) X
—g(X, Z)Vygrady + g(Y, Z)V xgrade
(Xp)g(Y, Z) = (Y)g(X, Z))grady
—g(grady, grady) R (X, Y)Z

Istenen elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

iii) Ric = Ric+ (A — (n — 2)||grade]*)g + (n — 2)e"?V?(e¥)

oldugunu gosterelim. Burada ilk yapacagimiz sey, Ric tanimini kullanarak Ric
teriminin egitini bulmaktir. {é, é,...,€,}, g ye gore ortonormal gat1 olsun.
Buna gore, Ric tensorii;
n

Ric(X,Y) =Y g(R(X,&)&;,Y)

=1
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seklinde yazilir. Burada, § = e=%?g ifadesi, esitlikte yerine yazalim:
ch X,Y) Ze’% R(X,€)é;,Y)
e~2% katsayisini, toplam semboliiniin digina alalim:

Ric(X,Y) =e 2‘PZg R(X,é;)e;,Y)

=1

U fizerinde, e; = e %¢; seklindeki vektor alanlarimi alalim.  Bu durumda,

{e1, €9, ..., e, } kiimesi, U iizerinde g metrigine gore ortonormal bir ¢ati olur. Yani,
g(ei,e;) = oy

dir. Gergekten,
gleiej) = gle?e;, e %¢))

= e ¥-e%g(€é,¢€;)
= e %g(¢;,¢é;)

seklindedir. g = €%%§ esitligini kullanalim:

glei,e5) = e -e*g(&;,¢5)
- g(éivéj)
.

O halde, iddia ettigimiz esitlik dogrudur. Yani, ¢; = e%e; seklindedir. Simdi

buldugumuz bu terimi esitlikte yerine yazalim:

Ric(X,Y)=¢ 2¢Zg (X, ee;)e’e;,Y)
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olur. Burada, e? katsay1 olugu igin digar1 ¢ikaralim:

Ric(X,Y) = e 23 g(e?e?R(X, e;)e;,Y)

=1
= %) g(¢*R(X,e)e;,Y)
i=1

= e XY eg(R(X,e)e;,Y)
i=1

= e e 3 g(R(X, ei)e;, V)

=1

Burada, e 2% - ¢*¥ = 1 olup,

Ric(X,Y) = g(R(X,e)e;,Y)

=1

esitligi elde edilir. Burada, toplam semboliinii, ¢ metriginin i¢ine yazalim:

Ric(X,Y) = g()_ R(X,e)e;,Y)

i=1

Simdi, bize gerekli olan, Z}?(X, e;)e; teriminin egitidir.  Bu terimin egitini
i=1

bulabilmek i¢in, teoremin (i7) sikkinda verilen ifadeyi kullanalim. O halde,

ST R(X, e;)e; teriminin esiti,

i=1

n n n n

> R(X.e)e; =3 R(X,e)e; — 3 g(Vxgrady, e;)e; + 3 g(Ve,grady, e;) X
i=1

i=1 =1 i=1

— 2 9(X, &)V grade + ; g(ei, €;)V xgrady + ;(eiw)(ei@X

=1 i=
- ;(X ©)(eip)e; — ; g(grade, grady) - Ri(X, €;)e;

+ an(X ©)g(ei, e;)gradp — i(w)g(X , €;)gradyp

i=1 =1

seklinde bulunur. Simdi, baz1 terimlerin esitini agagida yazalim:

g(eiaei) = I;

n

> 9(Vxgrady,e;)e; = Vxgrady

i=1
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oldugu aciktir.

n

Y 9(X,e;)Ve,gradp = ;Vg(x,ei)eigradgp

i=1

= V n rad
_;1 g(X,ei)eig ¥

= Vxgradyp

seklindedir.

n

> gleie)Vxgradp = 3 1-Vygrady

=1 =1

= n-Vxgrady
olarak bulunur.
S(ep)o(X.ci) = Xy
S(Xg)egle = (Xg)grady,
S(egei = gleradp,c) = gradf
i(XsO)gradw = n-(Xy)grady

Simdi, gosterdigimiz bu terimleri, > R(X, ¢;)e; esitliginde yerlerine yazalim:
i=1

> R(X,e)e; = 3 R(X, e;)e; — Vxgradp + 3 g(Ve,grady, €;) X
i=1

i=1 i=1

—Vxgrady +n - Vxgrade + > (e;0)(e;0) X — (Xp)grady
i=1

—||grade| |2 ; Ri(X,e)e; +n - (Xp)grady — (Xp)grady

Benzer terimleri bir araya getirerek, esitligi biraz diizenleyelim:

n

Z R(X, €¢)€i = Z R(Xa ei)ei + (n - Q)ngradsﬁ + Z g(veigmd% ei)X

=1 i=1 i=1
n

+ Y (ei9) (i) X + (n — 2)(Xp)grady — ||grady][? gmx, e;)e;

=1
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n

elde edilir. Burada, > (e;p0)(e;¢)X teriminin esitini bulalim:
i=1

M=
M=

> (ep)ep)X =

=1 L

g(grad, e;)g(grad, e;) X

Il
o
Il
—

I
M=

g(grad, e;)? X

&
Il
—

= |lgradgl||*- X

Buldugumuz ifadeyi, 3" R(X, ¢;)e; esitliginde yerine yazalim:
i=1

n

Z R(X, €¢)€i = Z R(Xa ei)ei + (n - Q)ngradSO + Z g(veigmd% ei)X
=1 =1

=1

+lgrade|? - X + (n — 2)(Xp)grady — ||gradel|* 3~ Ri(X, e:)e;
i=1

(2

Burada Ry (X, e;)e; = g(es, e,) X — g(X, e;)e; tammim kullanirsak,

n n

> R(X,e)ei = Y R(X, ei)e; + (n — 2)Vxgradyp + > g(Ve,gradp, ;) X
=1

i=1 i=1
+llgrade|” - X + (n — 2)(Xp)grady — ||grade||? 2(glen )X — g(X, ei)er)

olur. Son terimde, toplam semboliinii ve katsayisini dagitalim:

n

> R(X, eie; =Y R(X,e)e; + (n —2)Vxgradp + > g(Ve,grady, e;) X
i=1 i—1

=1 1
+||gradep|[* - X + (n — 2)(Xp)grady — ||grade||* > g(e;, €)X
=1
+||gradep| > 37 g(X, e)e;
=1

Burada, g(e;, e;) = 1 dir.

n

> R(X,ei)e; = Y R(X, ei)e; + (n — 2)Vxgrade + 3 g(Ve,gradg, e;) X
=1 =1 =1

+||gradep|* - X + (n — 2)(X¢p)grade — ||grade|[> >° X
=1

+||grade||? ;g(X, ei)e;
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elde edilir. Son terimde, toplam semboliinii kullanarak,

n

g X,e)e, = X

i=1

X = n-X

i=1
egitlikleri bulunur. Simdi, esitlikte buldugumuz bu iki ifadeyi yerlerine yazalim:

n n

Z R(Xa 61')62' = Z R(X7 ei)ei + (n - 2)VXgradg0 + Z g(veigfad% ei)X
i=1

=1 =1
+llgrade|? - X + (n — 2)(Xp)grade — ||gradepl|* - n - X + ||gradg| X

Benzer ifadeleri bir araya getirerek ifadeyi toparlayalim:

Z R(X, €¢)€i = Z R(Xa ei)ei i (n - Q)ngradSO il Z g(veigmd% ei)X
=1 =1

=1

+(n — 2)(X¢)grade + (2 — n) - ||grade|[>X

Simdi, E@E(X ,Y') ifadesinde buldugumuz bu esitligi, yerine yazalim:

Ric(X,Y) = g(3. R(X, e;)e; + (n — 2)V xgrady

i=1
n

+ > 9(Ve,gradyp, ;) X + (n — 2)(Xp)gradp

i=1
+(2—n) - ||grade|[’ X, Y)

Burada, g metrigini dagitalim:

n

Ric(X,Y) = ; g(R(X,e)ei,Y) + (n — 2)g(Vxgrade,Y)

+ > 9(g(Vegradp, ;) X, Y)

+(n —2)(X)g(grade,Y) + (2 — n) - ||gradp|[*g(X,Y")

Buradaki bazi terimlerin esitini yazalim:

-

@
Il
—

g(R(X,e)e;, Y) = Ric(X,)Y);

-

s
Il
—

9(g(Vegradp,e;) X, Y) = (Dp)g(X,Y)
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Bu ifadeleri, /Rz\/c(X ,Y) esitliginde yerlerine yazalim:
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + (n — 2)g(Vxgradp, V) + (Ag)g(X,Y)

+(n —2)(Xp)g(grade,Y) + (2 — n) - |[gradel]*g(X,Y)

seklinde bulunur. Ric(X,Y) esitligindeki,
(n—2)g(Vxgrade,Y) + (n — 2)(Xp)g(grade, Y)

terimlerini kullanarak, bir egitlik elde edecegiz. Burada, g(gradp,Y’) = Y oldugunu

biliyoruz. Simdi, bu terimleri (n — 2) ortak parantezine alalim:
(n = 2)g(Vxgrade,Y) + (n = 2)(Xp)g(grade, V) = (n — 2)(g(Vxgrade,Y)

+(Xp)(Y))

Burada,
g(Vxgradp,Y) = X(Y) — (VxY)p

seklinde tanimhdir. Buldugumuz bu ifadeyi, egitlikte yerine yazalim:
(n —2)g(Vxgrade,Y) + (n — 2)(X)g(grade,Y) = (n = 2)(X (V)

—(VxY)(p) + (Xp)(Y))

Burada,
(n = 2)(X(Ye) = (VxY)(p) + (Xp)(Y)) = (n — 2)e”*V*(e”)(X,Y)
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Hessiyen tanimini kullanacagiz.

(V2N(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)(f)
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seklinde tanimlandigini biliyoruz. Bu tanim yardimi ile,
VA(e)(XY) = X(Y(e¥)) — VxY(e?)
= X(e?(Yp)) — VxY(e?)
= e X(Yo) + X(e?)(Yp) —e?(VxY)p
= ?X(Y) +e?(Xp)(Yp) = e?(VxY)p
= ?(X(Yp) + (Xp)(Ye) = (VxY)p)
egitligi elde edilir. Burada, son satirda e¥ parantezine aldigimiz ifade,
(n = 2)g(Vxgrade,Y) + (n — 2)(Xp)g(grade, Y)
ifadesinin esitinde buldugumuz ifadedir.
VAH(e)(X,Y) = e?(X (Vo) + (X@) (Vo) — (VxY)o)
Burada, her tarafi e? katsayisi ile bolelim:
e VA )(XY) = (X (V) + (X9)(Yo) — (VxY)p)
Bu da bizim gostermeye calistigimiz esitlik idi. Simdi Ez/c(X ,Y) esitini yazalim:
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + Npg(X,Y)
+(2 = n)|lgrade| Pg(X,Y) + (n — 2)e#V2(e#)(X,Y)
Gerekli parantezlere alalim:
Ric(X,Y) = Rie(X,Y) + (Dp — (n - 2)|Jgrade|)g (X, Y)
+(n —2)e ?V%(e?)(X,Y)
Bu esitlik, her XY igin saglanacagindan, her iki taraftan kaldirilir. O héalde,
Ric = Ric+ (Ap — (n — 2)||grade|[?)g + (n — 2)e ?V2(e?)
olup, istenilen esitlik elde edilmis olur.
iv) §(R(X,Y)Z,T) ifadesinin esitini bulacagiz. Oncelikle, R(X,Y)Z ifadesinin
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esitini yazalim:
J(R(X,Y)Z,T) = §(R(X.Y)Z — g(Vxgradp, Z)Y + g(Vygradp, Z)X
—9(X, Z)Vygradp + g(Y, Z)Vxgradp + (Y)(Zp) X — (X¢)(Zp)Y
—g(gradyp, grady) - B1(X,Y)Z + ((X¢)g(Y, Z)
~(Yo)g(X, Z)) - grade, T)
Burada, § = e~ ?%g oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazalim:
e 2g(R(X,Y)Z,T) = e 2°g(R(X,Y)Z — e 2°g(V xgradyp, Z)Y
+9(Vygradp, Z)X — g(X, Z)Vygrady + g(Y, Z)V xgrady
+(Y0)(Zp)X — (X)(Zp)Y — g(grady, gradp) R (X, Y)Z
+(Xp)g(Y, Z)gradp — (Y)g(X, Z)gradp, T))
Simdi, e~%%¢g terimini dagitalim:
e g(R(X,Y)Z,T) = e *g(R(X,Y)Z,T) — e *%g(g(V xgradp, )Y, T)
+e *g(9(Vyegradp, Z)X, T) — e *?g(g(X, Z)Vygrady, T)
+e %g(g(Y, Z)Vxgrade, T) + e *g((Y)(Zp) X, T)
—e 29((X)(Z)Y,T) — e *g(g(grady, gradp) Ry (X, Y) Z, T)
+e 2g((Xp)g(Y, Z)gradp, T') — e *°g((Y)g(X, Z)gradep, T)
e~2% katsayisi, her iki tarafta oldugu icin sadelestirelim:
g(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) - g(9(Vxgrade, 2)Y,T)
+9(9(Vygradp, 2)X,T) — g(g(X, Z)Vygradp, T)
+9(g(Y, Z)Vxgrade, T) + g(Y¢)(Z¢) X, T)

—9((Xp)(Zp)Y,T) — g(g(gradep, gradp) Ry (X, Y)Z,T)

+9((Xp)g(Y, Z)grade, T) — g((Y¢)g(X, Z)grade, T)
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Burada,
(g OQ)(X, Yv Zv T) = 2R1<X> Y7 Z7 T)

olup, R; terimini yalniz birakalim:
Ri(X.Y,2,T) = (g 0 9)(X. Y, 2,T)
Simdi,
g(g(grade, gradp) k1 (X, Y)Z,T) = g(|lgrade||* 1 (X, Y) Z,T)

esitliginde, R; teriminin kargiligini yerine yazalim:

1
ololsradi, gad) B (X, V)ZT) = el (50 00)(X,,2,7))

= Jllsradel P(g 2 9) (X, Y, 2,7)
Ayrica, bir 6nceki teoremde gosterdigimiz,
9(Vxgradp, 2)Y = X(Zp)Y = (VxZ)(9)Y;
9(Vygradp, 2)X = Y(Zp)X = (VyZ)(p)X
terimlerin kargiligini esitlikte yerlerine yazalim:
9(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) - g(X(Zp)Y — (VxZ)(¢)Y,T)
+(Y(Zp)X = (Vv Z)(0) X, T) = g(9(X, Z)Vygradp, T)
+9(9(Y, Z2)Vxgrade, T) + g((Yo)(Z¢) X, T)
~g((X¢)(Ze)V: T) ~ L laradgl*(g » 9)(X,Y, 2,T)
+9((X)g(Y, Z)grade, T) — g((Yp)g(X, Z)grade, T)

Burada,
9(9(X, Z)Vygradp, T) = g(X,Z)g(Vygrady,T);

g(9(Y, Z)Vxgradp,T) = g(Y,Z)g(Vxgrady,T)
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egitlikleri vardir. Ayni zamanda,
9(Vygrade,T) = Y(T'e) = (VyT)g;
9(Vxerade,T) = X(Tp)—(VxT)y
seklindedir. O halde,
9(9(X, Z)Vygrade, T) = g(X, Z)(Y(Tp) = (VyT)p);

9(g(Y, Z)Vxgrade, T) = g(Y,Z)(X(Tp) — (VxT)e)

esitlikleri elde edilir. Simdi buldugumuz bu ifadeleri, esitlikte yerlerine yazalm:
g(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) = g(X(Z)Y,T) + g(Vx Z)(¢)Y, T)
+9(Y(Z)X.T) = g(Vy Z)(0) X, T) — 9(X, Z)(Y(T) = (VyT)p)
+9(Y, Z)(X(Tp) — (VxT)p) + g(Y)(Zp) X, T)

~g((Xe)(Zp)Y,T) — 5 laradil (g  9)(X. Y, Z,T)

+9((X)g(Y, Z)gradp, T) — g((Y¢)g(X, Z)grade, T)

Ifadeyi biraz diizenleyelim;
9(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) = X(Zp)g(Y.T) + (VxZ)(0)g(Y. T)
+Y(Ze)g(X,T) = (Vy Z)(0)g(X,T) = Y(Tp)g(X, Z) + (VyT)(p)g(X, Z)
+X(T)g(Y, Z2) = (VxT)(0)g(Y, Z) + (Y)(Zp)g(X, T)

~(X)(Ze)g(Y.T) ~ L laradg|[*(g o g) (XY, Z,T)

+(Xp)g(Y, Z)g(gradp, T') — (Y)g(X, Z)g(gradep, T)
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Burada, g(grady,T) = T'¢ oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazalim:

g(R(X,Y)Z.T) = g(R(X,Y)Z,T) = X(Z¢)g(Y.T) = VxZ(¢)g(Y.T)
HY(Z9)g(X,T) = VyZ(p)g(X,T) = Y(Tp)g(X, Z) = VyT(9)9(X, Z)
+X(T)g(Y, 2) = VxT()g(Y, Z) + (Y)(Zp)g(X, T)
~(X@)(Zp)g(Y.T) ~ L laradgl*(g » 9)(X,Y, Z,T)
+HX)g(Y, 2)(Tp) — (Y)g(X, 2)(Tp)
Bize gerekli olan, (V?(y) @ g) teriminin esitidir. Bunu elde edelim:
(V2(¢)  9)(X,Y, T, Z) = V2p(X, T) - (Y, 2)
+V2(Y, Z) - g(X,T) = V*p(X, Z2) - g(V, T)
VoY, T) - 9(X, Z)
seklindedir. Yazdigimiz bu esitlikteki ifadelerin egitini yazalim:
V(@) (X,Y) = VxVyp—(VxY)p
= X(Yp) = (VxY)p
Diger terimlerde de ayni iglemler yapilarak,
V(Y. Z) = Y(Ze) = (VyZ)y;
Vie(X,Z) = X(Zp) = (VxZ)g;
VZe(Y.T) = Y(T¢) = (VyT)p
elde edilir. Bu yazdigimiz ifadeleri, (V2(p)eg)(X,Y, T, Z) esitliginde yerine yazalim:
(V2(p) 0 9)(X,Y. T, Z) = (X(Tp) — (VxT)p) - 9(Y, Z)
+Y(Z9) = (Vv 2)p) - g(X, T)
—(X(Zp) = (VxZ)p) - g(Y,T)

—(Y(Tp) = (VyT)p) - 9(X, Z)
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Metrikleri dagitalim:
(V2(e) @ 9)(X,Y,T,Z) = X(T) - g(Y. Z) — (VxT)p - g(Y, Z)
+Y(Zp) - g(X.T) = (VyZ)p - g(X.T) = X(Zp) - g(Y,T)
+(VxZ)p-g(V,T) =Y (Ty) - 9(X, 2) + (VyT)¢ - g(X, Z)

Buldugumuz bu esitligi, g(R(X,Y)Z, T) esitliginde yerine yazalim:
g(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) + (V*(¢) ® g)(X. Y, T, Z)
+(Y)(Ze)g(X, T) = (X)(Z)g(Y, T)

3 lleradg|*(g o 0)(X, Y, 2,7)
+(X)g(Y, 2)(Tp) — (Yo)g(X, Z)(Tp)
Son olarak bize, (V¢)? @ g terimi lazim. Bu terimin esitini bulalim:
(Vo) 0 g(X,Y,Z,T) = (Vy - V) g(X,Y, Z,T)

Kulkarni-Nomizu ¢arpimi kullanilarak gerekli iglemler yapilirsa,

(V)2 e g(X.Y, Z,T) = (Yo)(Zp)g(X.T) = (X)(Zp)g(Y, T)
+HX@)g(Y, 2)(T) — (Y)g(X, Z)(Tep)

esitligi elde edilir. Simdi, buldugumuz bu ifadeyi, g(R(X,Y)Z,T) esitliginde

yazalim:
g(R(X,Y)Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) + (V*(¢) ¢ 9)(X,Y, T, 2)
—%IlgradsOIP(g *9)(X,Y, Z,T) + (Vy)’ o g

Bu esitlik, her XY, Z, T igin saglandigindan, her iki taraftan kaldirihir. O halde,

esitligimizin son hali,
~ 1
¥R =R — Sg(gradp, gradp)(g e 9) + (Vo 0 9) + (Vi) e g

olur. Istenilen elde edilir.
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Teorem 3.3.5
Her n > 3 boyutu i¢in,

i) (M,g), Riemann manifoldu olsun. ¢ metriginin bir § Einstein metrigine

konformal denk olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
e?Ric+ (n —2)V*f =h-g
olacak gekilde, h € C™ ve ¢ € '™ fonksiyonlarinin var olmasidir.

ii) (M, g), Einstein uzay1 ve § = e *?g konformal denk metrikler olsun. Bu

durumda,

7§ Einstein metriktir & V?(e?) = Ag olacak sekilde u : M — R fonksiyonu

vardir.”
Ispat 3.3.5

i) (=) g metrigi, ¢ Einstein metrigine konformal denk olsun. O halde, g = e"?%¢

olur. g Einstein metrik oldugundan,
Ric(X,Y)=X-§(X,Y)

olacak sekilde A : M — R fonksiyonu vardir. O halde buradaki g, Einstein metriginin
esitini yazalim:

Ric(X,Y) = X-e 2g(X,Y)

Burada, her tarafi e=?¢ katsayisi ile bolelim:
¥ Ric(X,Y) = Ag(X,Y)
Ez?:, yerine teoremde egitini buldugumuz denklemi yazalim:
e*(Ric(X,Y) + Apg(X,Y) = (n — 2)||grade]g(X,Y)
H(n— 2)e P VAeA)(X, V) = Ag(X,Y)
Buradaki esitlik, her X,Y icin saglandigindan, esitligin her iki tarafindan kaldirlir.

e*(Ric + (Ap — (n = 2)||gradp][*)g + (n — 2)e™#V*(e¥)) = Ag
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e?¢ katsayisini dagitalim:
e** Ric + % N\ pg — ¢ (n — 2)||gradyp||?g + €**(n — 2)e ?V?(e¥) = \g

Esitligin sol tarafindaki terimlerde, metrik bulunan ifadeleri esitligin sag tarafina

atalim:

e** Ric + ef(n — 2)V?(e?) = A\g — €*? A\ pg + e**(n — 2)||gradyp||*g
Simdi, metrik parantezine alalim:

e Ric +e?(n —2)V3(e?) = (A — ** A o + e*(n — 2)||grady||?

¥ gradepi|”)g
Her iki tarafi e~% katsayisi ile carpalim:
e? Ric+(n-2)V3(e¥) = (e X — e %?e*? A\ p+e %e*(n — 2)||grady||?)g
= (e7PA —e? A p + e?(n — 2)||grade|*)g

Burada,
(e7%X —e? A g+ e?(n — 2)||grade][?) = h

olarak alabiliriz. O halde esitlik,
e?Ric+ (n—2)V3(e¥)=h-g
olarak elde edilir. Bu da, bizim gostermek istedigimiz esitliktir.
(<)e?Ric+ (n—2)V23(e?) =h-g

olacak gekilde, h € C°°(M) fonksiyon olsun. § = e *?g oldugunu ve § Einstein

metrik oldugunu gostermeliyiz.

Iddia: Aradigimiz konformal metrigi, § = e ?#g olarak alabiliriz. Bu durumda, §

metriginin, Einstein metrik oldugunu gostermek yeterlidir.
Ric = Ric+ (Mg — (n — 2)||grade|[})g + (n — 2)e 9V2(e?) ... (% * %)
egitliginin var oldugunu biliyoruz. Ayrica,
e?Ric+ (n—2)V3(e¥)=h-g
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oldugunu biliyoruz. O halde, bu esitlikte her iki tarafi e% katsayisi ile carpalim:
Ric+e #(n—2)V3(e?) =e ¥h-g

(% % %) olarak belirttigimiz egitlikte bilinen denklemi yerine koyalim:

Ric = ¢#h - g+ (¢ — (n — 2)|gradg|)g
Simdi, metrik parantezine alalim:

Ric = (e *h+ (Ap — (n — 2)||gradp]?))g
Burada, esitiligin sag tarafini, carpimlar: 1 olan e=2% ve e?% katsayilar ile carpalim:

Ric = e7%(e%e™%h + *(Ap — (n — 2)|gradg|[*))g
Gerekli iglemleri yaparsak,
Ric = e % (e?h + €% (Ap — (n — 2)||gradyp]?))g
elde edilir. Burada,
(€2h +e*(Ap — (n — 2)|[grady|[*)) = A
olarak alabiliriz. O halde esitlik,
Ric = e %%g

seklinde elde edilir. Biz, basta e ?%¢g = § oldugunu kabul etmistik. Bu durumda,

esitlik,
Ric = A\j

olup, ¢ bir Einstein metriktir.

ii) (=) ¢ Einstein metrik olsun. O halde, Ric = i - g olacak sekilde p: M — R

fonksiyonu vardir.

Ric = Ric+ (Mg — (n —2)||grade]|[?)g + (n — 2)e #V2(e?)
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oldugunu biliyoruz. O halde,

Ric+ (D¢ — (n = 2)|lgrade|*)g + (n — 2)e™*V*(e?) = u- g
olur. Ric = Ay - g yazabiliriz.

A9+ (D — (n—2)lgradg|P)g + (n — 2)e V2 (e?) = - §

olup, § ve g konformal denk metrik oldugundan, § = e~ 2%g seklindedir. Esitlikte

yerine yazalim:
Mg+ (D — (n —2)|[grade][*)g + (n — 2)e”#V*(e?) = p-e g
Burada, g metrigi bulunan terimleri, egitligin sag tarafina atalim:
(n=2)e™?V(e?) = p-e7*g — A\ - g — (Dp — (n = 2)|[grade|*)g
g metrigi parantezine alalim:
(n—2)e™?V2(e?) = (- e = A — (Dp — (n = 2)||grade]*) g

Esitligin sol tarafinda bulunan (n — 2)e~% katsayisini, sag tarafa atalim:

e¥

V) = (g e = 2= (B9 = (0= DlradelP) ) o

Burada,

((n — 2) (N L2 A — (A(p — (n — 2)||g1‘adg0||2)) —\

olarak alabiliriz. O halde esitlik,
V3(e?) = g
olup, istenen saglanmig olur.

(<) V2(e?) = \g olacak sekilde, A : M — R fonksiyonu var olsun. § Einstein

metrik oldugunu gormeliyiz.
Ric = Ric+ (Mg — (n— 2)||gradg|[*)g + (n — 2)e™V*(e?)
g Einstein metrik oldugundan, Ric = \;.g ve V?(e¥) = \g olup Ric esitlite yerine
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yazalim:
Ric =X - g+ (Ap — (n = 2)||grade|[)g + (n — 2)e ?Ag

Burada, g metrigi parantezine alalim:
Ric = (A1 + (Ap — (n — 2)|[gradgp|[?) + (n — 2)e ?\)g
Esitligin sag tarafini, carpimlar: 1 olan e ™2 ve 2% katsayilar ile carpalim:
Ric = e 2°(e® ) + €2 (A — (n — 2)||grady|?) + € (n — 2)e #A)g
Burada,
2\ + (A — (n — 2)||gradyp||?) + *?(n — 2)e ?A = p
olarak alabiliriz. O halde esitlik,

Ric = e 2¢gyu

olup, ¢ bir Einstein metriktir.

Teorem 3.3.6 (Weyl Teoremi)

1) Weyl tensorii, konformal denklik altinda invaryant kalr.
(0,4)— tipindeki tensér, Rm = Um + Zm + Wm ve
(0,4)— tipindeki tensor alani, Rm =Um+ Zm +Wm

olup,
Wm =e *Wm

olur.

2) M ", C°°(M) manifold olsun. ¢ metrik olsun. § = e ?#g konformal denk

metrikler olsun.

(1,3)— tipindeki tensor, R =U + Z + W ve

(1,3)— tipindeki tensor alani, R = U+Z+W



olup,

dir.

ispat 3.3.6

1) Rm(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) oldugunu biliyoruz.
ifadesini,

Rm(X,Y,Z,T)=g(R(X,Y)Z,T)
seklinde yazariz. Ayrica Rm tensorii gibi Rm de,
Rm =Um + Zm +Wm
seklinde ayrigir. Bu ayrigima,
Rm =Um S Zm + Wm

Wm = Rm —Um — Zm

~ ~ 1 o S .
Wm—Rm—n_2 (ch—mg) °g

seklinde vazariz. Simdi, Wm = e=2°Wm oldugunu gosterelim:

- - 1 [ S\ .
Wm-Rm—n_Q(ch—mg>og

Aymi sekilde Rm

oldugunu belirtmistik. Simdi bu esitligi biraz daha acalm. Burada § = e 2%g

oldugunu biliyoruz. Esitlikte yerine yazalim:

Wm = Rm —

Simdi, Rm teriminin esitini bulalm. Bunun i¢in,

1 i S —2p —2¢
n—o9 (Rlc—m'(e 9)) °(e77g)

N 1
¢**Rm = Rm — S g(gradp, gradp)(g e 9) + (V' 0 9) + (V)" e g

esitligini kullanacagiz. Burada, esitligin sag tarafin1 e=2# ile bolelim:

~ 1
o = 2R — 2 (Jglgradio, radi)(g 0) + (Vo 09) + (V) o)
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Esitligi biraz diizenleyelim:

—2p

Rm = e *Rm — ——||grady|[*(g @ g) + e 2 (Vip e g) + e 2 (Vy)* 0 g)

Buldugumuz esitligi, Wm esitliginde yerine yazalim:

—2¢

Win = =2 Rm — ——|lgradel[*(g » 9) + e (V3¢ 0 g)

#(Vp)eg—

n—2
Simdi, Ric ifadesinin esiti olan,

Ric = Ric + (8¢ — (n — 2)|lgrade|))g + (n — 2)e™?V*(e*)
esitligini, Wm esitliginde yerine yazahm:

—2¢

Wm = =2 Rm — —|lerade|[*(g . 9) + e - (V3p) o g

1
#(Ve)?e g — —(Ric+ Dpg — (n = 2)|lgrade||%g

S

+(n —2)e ¢V?3(e?) — -1

-(e7%%g)) @ (e7%%g)

Bu egitlikte parantezleri agarak yazalim:

—2¢p
Wm = e~ Rm — e—ugradsou (geg)+e 2 (VX)) ey

1 1
H(Vp) ey — —— - Rice (¢7g) — — - Dpg e (¢7*g)

1
o - (n = 2)[|gradg|[*g o (¢7*¢g)
1 1 S
. — —o\J2(p® —2p .

-(e7*%g) @ (e7*¥g)

Burada, S ifadesinin esitini bulahm. Normalde, S = trRic oldugunu biliyoruz. O

halde bu ifadeyi, S icin yazarsak,

S’ = t’l“g/é\ig
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olur. O halde bu egitligi kullanalim. Burada, Ric esitini yerine yazalim:
Ric = Ric+ (A — (n —2)||lgradp||?)g + (n — 2)e ?V?(e¥)
oldugunu biliyoruz. O halde S esitligi,
S = trg(Ric+ (Ap — (n = 2)[[grade|*)g + (n — 2)e™#V?(e?))
olur. Burada § = e=%¢g olup,
trg = tre—204 = eQ”trg
olur. Parantezi acalim:
S = e¥tr,(Ric) + e*try(ANp — (n — 2)||gradp||?)g + e*tr,((n — 2)e ¢V?(e?))

e?¥ parantezine alalim:

S = e2?(tr(Ric) + tr(Agg) — tr((n — 2)||gradyp||%g)

+tr((n — 2)e"?V?(e¥)))

S = e¥(S + Dptr(g) — (n — 2)|[grade| *tr(g)

+(n — 2)e #tr(V3(e?)))

Burada, tr(g) = n oldugunu biliyoruz.
S =e*(S+ Ap-n—(n—2)|gradg||? - n+ (n — 2)e ?tr(V2(e¥)))

Esitlik elde edildi. Burada, tr(V?(e?)) teriminin esitini bulalim. Bunun igin V?(e?)

teriminin ac¢iliminmi kullanacagiz.
V(e )(X,Y) = X(Y(e9)) — (VxY)(e?)
Burada ilk terim ile ikinci terimde yonlii tiirev alalim:

VA )(X,Y) = X(e9)(Ye) + e (X(Y ) — e?(VxY)(9)
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Ik terim icin islemi tekrarlayalim:
VA(ef)(X,Y) = e#(X9)(Yo) + e#(X(Yi)) — e?(VxY) ()
Hessiyen tanimini kullanalim:

VA(e)(X,Y) = e?(Xp)(Yo) + e (Vi) (X, Y)

Ayrica,
(Dp - Dp)(X,Y) = Vep(X)-Ve((Y)
= VXgD—f—vY(,D
= (X¢) Yy

Xp=VxpveYp =Vyp
oldugunu biliyoruz. Yerine yazalim:

VAH(e)(X,Y) = e?(Vxp)(Vyo) + e (Vi) (X,Y)

Burada,
(Vxp)(Vye) = (Vp)(Ve)(X,Y)

oldugunu biliyoruz. Yerine yazalim:
VA(e)(X,Y) = e?(Ve)(Ve)(X,Y) +e?(VZp)(X,Y)
= (Vo Vp)(X,Y) +e?(VZp)(X,Y)
= e?(VoP(X)Y) +e?(Vi)(X,Y)
Bu esitlik, her XY elemani i¢in saglanacagindan her iki taraftan kaldirilir. O halde,
VE(ef) = e (Vp)* + e#(V2p)
esitligi elde edilir. Elde ettigimiz bu esitligi, S esitliginde yerine yazalim:
S =e*(S+ Ap-n—(n—2)|gradp||? - n

+(n = 2)e~tr(e?(Ve)® + e#(V3p)))
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Simdi, tr ifadesini dagitalim:
S = e*?(S+ Agp-n— (n—2)||gradp]|> - n

+(n —2)e #tr(e?(Vp)?) + (n — 2)e~?tr(e?(V3p)))

(O]
Il

e*?(S+ Ap-n— (n = 2)||gradepl[* - n
+(n —2)e?e?tr((Ve)?) + (n — 2)e~?e?tr((V3)))
— (S + Dpn— (n—2)||gradg| - n
+(n = 2tr((Ve)?) + (n = 2)tr((V*p)))
Burada soyle bir hatirlatmada bulunalim:
Af = tr(V3f)
Ap = tr(Vi)
Bu esitligi , S esitliginde yerine yazalim:
S =e*(S+n-Ap—n(n—2)-||gradyp|?
+(n = 2)tr((Ve)*) + (n — 2)Ayp)
Simdi, esitini bulmamiz gereken, tr((V)?) terimi kaldi. Bu terimin esiti,
tr((Ve)*) = [lgrady]|*
olur. Buldugumuz bu ifadeyi, S esitliginde yerine yazahm:
§=e*(S+nh p—n(n—2)llgradgl]” + (n — 2)|lgrade||” + (n — 2)Ap)

Esitligi diizenleyelim:

S=e*(S+2n—1)Ap—(n—1)(n—2)-|grady|*
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Buldugumuz bu ifadeyi, Wm esitliginde yerine yazalim:

- —2¢
Wm = e Rm — ——||gradg|[*(g ¢ g) + e 7*(V?p) o g
—2¢ —2p
e (Vp) eg— — - Riceg— —— -Npgeyg
2% 5 )
o - (n=2)[lgradyl["g o g
e 2)e~PV2(e?
- 2)e V) o
e e2(S+2n—-1)Ap—(n—1)(n—2)-||gradpl||?
-+ . .g.
n—2 2(n—1)

Esitligini diizenleyelim. Bunun i¢in,

—2¢p —2p

(&
< (n = 2)||grady|[°g  gre—— -

(&

s (n—2)e V2 (c?) o g

ifadesinde (n — 2) katsayilarini sadelegtirelim:

- —2¢
Win = e Fom — = 5 lleradel[*(g e g) +e72¢(VZp) o g
—2¢ e 2
+e 2 (Vyp)* e g — - Rice g — -DNpgeg
n—2 n—2

+e2?||grady||*g @ g — e e ?(e?(V)? + e?(V3p)) o g

e 2 1 e 2 1
. S + .
n—2 2(n-1) n—2 2(n-1)

+ 2n—1)Apgeg

e (n—1)(n—2)-|[grade||?

+n—2 2(n—1)

94



Burada, ||grady]||? ortak parantezine alalim:

- —2¢

Wm=e - Rm+ ° 5~ llerade(*(g e g) + e (V) @ g
67290 —2¢

+e 2 (Vp)* e g — - Rice g — -Npgeyg
n—2 n—2

—e ¥ (Vp)>eg—e 2(Vip) ey

e 2 1 e 2

S + -Apgeg

2 20" T2

2
o llEradel? |

+e 5

Bu esitlikte birbirini gotiiren terimler mevcuttur. Bunlar,

—20
5 |lgrade||*(g ® g);

e 22(Vp) e g;

e 2?(Vyp)? e g;

e 2%
—5 Apge g,

terimleridir. Esitlikte bu terimleri sadelestirelim:

W 2. p e2 Ri e2¢ 1 g
e e g T o)
e~2% ortak paratezine alalim:
Wm = e % (Rm — - Rice g + L ! S)
n—2 n—2 2(n-—1)
Burada, .
1
Wm = Rm — . Ri - s
Ay e T T = 1)

oldugunu biliyoruz. O halde,
Wm = e 2 (Wm)

olup, istenilen egitlik elde edilmis olur.
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2) W = W oldugunu gosterelim:

Wm(X,Y, Z,V)=gW(X,Y,Z),V)
ve
Wm(X,Y, Z,V)=gW(X,Y,Z),V)
seklinde yazilir. Wm = e~2?(Wm) oldugunu gosterdik. O halde,
Wm(X,Y, Z,V)=gW(X,Y,Z),V)
e Wm(X,Y,Z,V)=g(W(X,Y,Z),V)

seklinde yazanz. Burada, Wm(X,Y, Z, V) nin esitini yazalim:

e GW(X,Y,2),V)=gW(X,Y,Z),V)

g = e ?¢ yerine yazalm:

e g (W(X,Y, Z),V) = gW(X,Y, 2),V)
Katsayilar1 sadelegtirelim:

gW(X.Y, 2),V) =g(W(X,Y,Z),V)
Simdi, esitligin sagindaki ifadeyi kargiya atalim:

Metrigin 6zeligini kullanalim:

g(W(X> Y> Z) - W(X> Y> Z),V) =0
Metrik non-dejenere oldugundan,

W(X,Y,Z) - W(X,Y,Z) =0
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olur. Bu esitlik her XY, Z icin saglanacagindan esitligin her iki tarafindan kaldirilir.

seklindeki istenilen esitlik elde edilir.
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