RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE
Spin? YAPISI VE DIRAC OPERATORU
Doktora Tezi

Ali Kemal ERKOCA

Eskigehir, 2019



RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE
Spin” YAPISI VE DIRAC OPERATORU

Ali Kemal ERKOCA

DOKTORA TEZI

Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Senay BULUT

Eskigehir
Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Mayis, 2019



JURI VE ENSTITU ONAYI

Ali Kemal ERKOCA 'nin "Riemann Manifoldlar:1 Uzerinde Spin’ Yapisi
ve Dirac Operatorii” baslikh tezi 24/05/2019 tarihinde, agagidaki juri tarafin-
dan degerlendirilerek “Anadolu Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Smav
Yonetmeligi'nin ilgili maddeleri uyarinca, Matematik Anabilim dalinda

Doktora tezi olarak kabul edilmigtir.

Unvani-Ad1 Soyadi Imza

Uye (Tez Damismanmi) : Doc. Dr. Senay BULUT ...,

Uye . Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI ...
Uye . Prof. Dr. Ayse BAYAR KORKMAZOGLU ...........
Uye . Prof. Dr. Cumali EKICI ...
Uye . Prof. Dr. Murat LIMONCU ...

Enstiti Muduri



OZET

RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE Spin” YAPISI VE DIRAC
OPERATORU

Ali Kemal ERKOCA

Matematik Anabilim Dal

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, May1s, 2019
Danigsman: Dog. Dr. Senay BULUT

Bu tez calismasinda yonlendirilebilir Riemann manifoldlar: iizerinde bilinen Spin®
spinor teorisine benzer sekilde Spin? spinor teorisinin kurgulanabilirligi arastirilmistar.
Oncelikle Spin”(n) grubu tanimlanmis ve bu grubun bazi 6zellikleri arastirilmistir.
Diisiik boyutlarda Spin?(n) grubu incelenmistir. Spin‘(n) grubunun temsilinden
hareketle Spin” (n) grubunun temsili verilmistir. Yénlendirilebilir Riemann mani-
foldlar iizerinde Spin” —yapis1 tamimlanmistir. Spin” (n) grubunun temsili kullanilarak
Spin” spinor demedi insa edilmistir. Daha sonra yonlendirilebilir Riemann mani-
foldu iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu yardimiyla Spin? spinor demedi iizerinde
kovaryant tiirev operatdrii tanimlanmistir. Bu kovaryant tiirev kullanilarak Spin”
Dirac operatorii tanmimlanmis ve bazi 6zellikleri arastirilmistir. Son olarak Spin”
Dirac operatoriiniin Schrédinger-Lichnerowicz tipindeki formiile benzer bir formiili

sagladig1 gosterilmigtir.

Anahtar Sézciikler: Spin”(n) grubu; Spin? Dirac Operatorii; Spinor Demedi;

Schrodinger-Lichnerowicz tipindeki formiil.
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ABSTRACT

Spin? STRUCTURE AND DIRAC OPERATOR ON RIEMANNIAN
MANIFOLDS

Ali Kemal ERKOCA

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May, 2019

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BULUT

T spinor theory similar to known Spin®

In this thesis, the constructability of Spin
spinor theory is investigated on the orientable Riemannian manifolds. Firstly, the
group Spin?(n) is defined and some properties of this group are studied. In low
dimensions, the group Spin’(n) is examined. With the aid of the representation of
the group Spin(n) the representation of the group Spin’(n) is given. The Spin? —
structure is defined on the orientable Riemannian manifolds. By using the repre-
sentation of the group Spin’(n), the Spin? spinor bundle is constructed. Then,
by the way of the Levi-Civita connection on the orientable Riemannian manifolds,
the covariant derivative operator is defined on Spin’ spinor bundle. By using this
covariant derivative, Spin” Dirac operator is defined and some properties of Spin”

Dirac operator is investigated. Lastly, Spin? Dirac operator is showned to provide

a formula similar to the Schrédinger-Lichnerowicz type formula.

Keywords: The group Spin®(n); Spin” Dirac operator; Spinor bundle

Schrédinger-Lichnerowicz-type formula.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: Tensor cebiri

: Kuadratik uzay

: (V, q) Kuadratik uzayima kargilik gelen Clifford cebiri
: Reel Clifford cebiri

: Kompleks Clifford cebiri

: Reel Spin grubu

: M manifoldu iizerindeki tanjant demedi

: M manifoldu tizerindeki kotanjant demedi

: (Spin(n) x S*)/+1 boliim grubu

: (Spin(n) x S* x S1)/+1 béliim grubu

: M manifoldu tizerindeki diizgiin vektor alanlar1 kiimesi

: V lizerinde ortogonal grup
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1. GIRIS

Yonlendirilmig Riemann ve yari-Riemann manifoldlar: iizerinde inga edilen
Spin ve Spin® manifoldlar1 hem matematikte hem de matematiksel fizikte yaygin
olarak caligilmaktadir [2-4,15,16]. Dirac operatori ilk olarak 1928 de P. A. M.
Dirac tarafindan tanmimlanmig ve fizikte genel rolativite teorisine énemli katkilar
saglamigtir. Spin(n) ve Spin®(n) grubunun spinor temsilleri spinor demedinin in-
sasinda 6nemli bir yere sahiptir. Spinor demedi iizerinde tanimlanan kovaryant
tiirev operatorii ve Dirac operatorii, M Riemann manifoldunun Levi-Civita kon-
neksiyonu yardimiyla tanimlanir. Spin ve Spin® yapisinin varligi M manifoldunun
baz1 topolojik 6zelliklerine bakilarak aragtirilmigtir [2]. Spin manifoldlarimin aym
zamanda Spin® manifoldu oldugu gosterilmigtir. Ayrica hemen hemen hermityen
manifoldlar iizerinde tanimlanan Dirac operatérii yardimiyla metrik kontak mani-
foldlar {izerinde de Dirac operatorii tanimlanmigtir [14].

[1] de verilen makalede merkezindeki elemanlarin karesi 1 olacak sekildeki
G kompakt Lie grubu iizerinde Spin®(n) grubu tammlanmistir. Daha sonra yon-
lendirilmis Riemann manifoldlar1 iizerinde Spin“(n) yapisi tanimlanmis ve bu yapiya
sahip olan manifoldlarin varligi irdelenmigtir.

Bu tezde [1] de verilen makaleden ve Spin® grubunun tanimlamsgindan hareketle
Spin”'(n) grubu tammlanmigtir. Spin” (n) grubunun temsili Spin‘(n) grubunun tem-
sili kullanilarak elde edilmistir ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Diisiik boyutlarda
Spin’(n) grubuna bakilmigtir. Spin” manifoldu tanimlanmig ve Spin”(n) grubunun
temsili yardimiyla Spin? spinor demedi insa edilmistir. Bu demet iizerinde kovaryant
tiirev operatorii yonlendirilmis Riemann manifoldu iizerindeki Levi-Civita konnek-
siyonu yardimiyla olusturulmustur. Daha sonra Spin” Dirac operatérii tanimlan-
mig ve bazi ozellikleri aragtirilmigtir. Son olarak Spin ve Spin¢ teorisinde bilinen

Schrodinger-Lichnerowicz formiiliine benzer bir formiil elde edilmigtir.



2. CLIFFORD CEBIRI

V' bir reel vektor uzay1 ve ¢ : V' — R non-dejenere kuadratik form olsun.
Burada b : V' xV — R non-dejenere simetrik bilineer form olmak iizere ¢(v) = b(v, v)
dir. Clifford cebiri agagidaki evrensel ozellikle karakterize edilir.

Cl(V,q) birimli ve birlesmeli bir cebir ve ¢ : V' — Cl(V,q) lineer gémme
doniigiimii 7(v)? = ¢(v) - 1 6zelligini saglasm. A herhangi birimli ve birlesmeli bir
cebir ise f(v)? = q(v) - 1 esitligini saglayan bir f : V — A lineer doniisiimii icin
tek bir f : Cl(V,q) — A cebir homomorfizmi vardir dyle ki asagidaki diyagram
degismelidir:

v
|
V,

CUV,

A

()
~—

Yani foi= f ve f, f nin genigletilmisidir. Cl(V, q) bu ozellikle tek tiirli belirlidir.
Yani B bagka bir birimli, birlesmeli cebir ve j(v)? = ¢(v) - 1 kogulunu saglayan

j 'V — B gomme doniisiimii olmak iizere ve yukaridaki evrensel 6zellik ayni za-
manda B i¢in saglaniyorsa o zaman h : Cl(V,q) — B cebir homomorfizmi vardir

oyle ki agagidaki diyagram degismelidir:

V

P

ClV,

LS}
~—

Onerme 2.0.1. Cl(V,q) ve B cebirlerii ve j ggmme dontgimlerine gore de izomor-

fiktir.

Kanat. Bunu gormek igin ¢ ve j test doniigtimlerini kullanalim. C1(V,q) ve B nin

evrenselliginden ¢ ve 7 cebir homomorfizmlerini elde ederiz.

v—. .B 1% B
| 5 |
ClL(V,q) Cl(V,q)

i ve j birbirlerinin tersidir. Ciinkii 7 yi test doniisiimii olarak kullamrsak (f = 7)



1% L CIU(V,q) 1%

e |

Cl(V.q) Cl(V,q)
Id ve ij, i nin genigletilmisidir.

(ij)i =i(ji) =ij =i

Genisletmenin tekliginden ij = I deiv,q) olur.

Benzer sekilde

V-8B V-8B
| |45
B B
(ﬁ) = Idp
Baéylece i ve 7, biri digerinin tersi olan izomorfizmlerdir. O]
V=R"veq(x)=af+a3+..+a}—a2,, —..—ax2,,, r+s=nolsun

Bu durumda ¢ non-dejenere kuadratik formdur. Bu durumda CI(R", q) yu Cl,  ile,
Cl,o1Cl, ile Cly,, yi de Cl, ile gosterecegiz.

Onerme 2.0.2. (V,b) bilineer form ve V nin bir taban: {ey, ea, ..., e, } ise i # j iken
b(ei,ej) = 0 olsun. O zaman CU(V,q) Clifford cebiri ey, es,...;e,, € V. C CIl(V,q)
elemanlar tarafindan dretilir ve e? = q(e;) -1 ve i # j iken e;ej +eje; = 0 esitlikleri

saglanar. CU(V,q) vektor uzayimin tabana
L ey (1<ip <ig<..<izg<n,1<s<n)

elemanlary tarafindan olusturulur.

Kamit. V. C Cl(V,q), CI(V,q) yu ¢arpimsal olarak tretir. {ei,...,e,}, V vektor
uzaymin bir tabani olsun. Boylece {ey, ...,e,}, CU(V,q) cebirini de iiretir. Ayrica
e =q(e;) 1 ve

(61' + 6j)2 = q(ei + €j) -1

3



e} + eie; + ejei+ € = qle;+ej) - 1
qle) -1+ ee; +eje; +qlej) -1 =qle; +ej) -1
1se
e;ej +eje; = 2b(e;,e5) - 1

dir. Buradan ¢ # j iken b(e;, e;) = 0 olacagindan e;e; + eje; = 0 sonucu elde edilir.

Burada 2" eleman CI(V, q) yu {iretir.

Sonug olarak dim(C1(V,q)) = 2" oldugundan 2" tane eleman bir taban olmak

zorundadair. O

1 birim olarak hareket eder ve
e2=1, 1<i<r

e2=—1, r+1<i<r+s=n
€i€j:—€j€i

dir.
Diigiik boyuttaki bazi 6rnekleri hesaplayalim.

Ornek 2.0.3.  ¢(x) = 22 formu alindiginda (R, q) kuadratik uzayina karsiik gelen
Clifford cebiri Cl} = Cly o dir.

{¢'} bu kuadratik uzay i¢in Sylvester tabani olsun. O zaman q(e’) = 1 olup
e? =q(e/)-1 =1 dir. Onerme 2.0.2 den dolayn Cl;, =< 1,¢' > dir. Her bir vy € CI,
elemans v, 71 € R i¢in

Y= 1+me
seklinde yazilabilir. Bu durumda tabanlar tizerinde

P Cli - ReR
1 = (1,1)
e = (—=1,1)



seklinde tanwymlanan ~, doniisimi bir cebir izomorfizmidir. Daha agik yazarsak

V1 (vol + 7€) = (o — 11,7 + M)

elde edilir.

Ornek 2.0.4. ¢(z) = —2? kuadratik formunu alrsak (R,q) kuadratik uzayma
karsilik gelen Clifford cebirini Cly = Cly; ile gdsterelim. {e} bu kuadratik uzay igin

Sylvester tabani olsun. O zaman q(e) = —1 olup

dir. Onerme 2.0.2 den dolayr Cly, =< 1,e > olur. Her bir v € Cly elemans ve

Yo, 71 € R i¢cin v = 79 - 1 + y1e seklinde yazilabilir. Bu sekilde tabanlar tizerinde

’QDl : Cll — C
1 — 1

e 1

olarak tamimlanan 1 donisimi bir cebir izomorfizmidir. 1 in ac¢ik ifadesi

Yi(vo - 1+7e) =y + i

dir. O halde Cly cebiri C kompleks sainlar cebirine izomorftur.

Ornek 2.0.5. 2 = (21, 25) € R? olmak iizere R? dizerinde q(x) = 234 23 formunu
aldigrmazda buna karsiik gelen Clifford cebiri Cly, = Clag olur. {€}, €4} bu kuadratik

uzay i¢in Sylvester tabani olsun. O halde

dir. Onerme 2.0.2 den dolaiy

/ / / /!



dir. Her bir v € Cl} elemant ve ¥y, 71,72, 712 € R igin

Y =014 v€] + 12e; + 12€1€)

olarak yazilabilir. O halde tabanlar izerinde

vy Cly, — R(2)

1 0
1 —
01
0 1
e} —
1 0
. 1 0
0 —1
N 0 -1
ele, —
1 0

seklinde tanimlanan ) déndisimi bir cebir izomorfizmidir. Bu donisimi agik

olarak yazarsak

Yo+ Y2 71— Y12
Vo0 - 1+ 7€) + Y€y + 12€y) =

Y1+ Y12 Yo — e

elde edilir. Yani Cl, cebiri R(2) cebirine izomorftur.

Ornek 2.0.6. = = (z1,25) € R? olmak tizere R? tizerinde q(z) = —a? — 3
kuadratik formuna karsiik gelen Clifford cebiri Cly = Clys dir. {e1,ea} bu kuadratik

uzay i¢in Sylvester tabany olsun. O zaman
qle;) = —1
olur. Ayrica €2 = q(e;) -1 = —1 dir. Onerme 2.0.2 den dolay:
Cly =< 1,eq,69,e169 >

olur. Her bir v € Cly elemany ve vo, V1,72, V12 € R i¢in

Y =" -1+ 7e + e+ 726162

6



olarak yazilabilir. Taban elemanlar: tizerinde doniisimi yazarsak

Yo Cly — H
1 =1
el =1
€ = 7
eies — k

olur. Gérilir ki vy doniisimi cebir izomorfizmidir. A¢ik olarak yazarsak

Ya(0 - 1+ 7161 + Y262 + Y12€1€2) = Yol + Y1i + Vo) + Y12k

olur. Sonug¢ olarak Cly cebiri H kuaterniyon cebirine izomorftur.

Ornek 2.0.7. Simdi de Cly; cebirini hesaplayalm. x = (x1, ) € R? olmak tizere
R? dizerinde q(x) = 23 — 23 kuadratik formunu digiinelim. Bu forma karsilik gelen
Clifford cebiri Clyy dir. {e,e'} bu kuadratik uzay i¢in Sylvester tabani olsun. O

halde

qle)=1 olup €?*=qle)-1=1 e
2 .1 =

q
qgle) = =1 olup e*=q(e) —1 dir.

Onerme 2.0.2 den dolay: Clip =< 1,e,€¢ ee’ > olur. Her bir v € Cly; eleman ve

Y0, V1, V2, V12 € R agin
¥ =" -1+ 71e+ e + yi2e€

olarak yazilabilir. Tabanlar tzerinde

wl,l : Cll,l — R(2)

10
1 —

01

01
e’ —

1 0

0 —1
e —

1 0

1 0
ee —

0 —1




dontistimiini yazarsak bir cebir izomorfizmi elde ederiz. Bu dontsimiin ac¢ik ifadesi

Yo+ Y12 Y1 — Ve
Yra(v0 - 1+ 7e +72¢" + 7igee) =

Y12 Yo — V12
olur. Ayrica Cly, = ClY dir.
Onerme 2.0.8. Simdi

]Rn % Cl’,"7s .o .o .o .o .o .. .. ..
dontistimini ele alirsak bu déntisim

€; = —€;

a: Cl.g - Ol
€iy-€ipy ale...e;) = (—e;)...(—e)

= <_1)k6i1'-'€ik

otomorfizmine genisler. Burada oo« = I dwr. Bu bize Cl, s nin ¢ift-tek ayrisimans

verir oyle ki

Cl, = {z € Cl,s|a(z) = z}
Cl., = {z € Cl, s|a(z) = —x}

olmak “izere

Cl,s = le,s a5} Ol},s
dir.

Kanat.
k:V = ClV,q)

k(v) = —i(v)

kosulunu saglayan bir doniigiim olsun. O zaman

oldugundan « : Cl, s — Cl, s tek bir cebir homomorfizmi vardir 6yle ki her v € V



i¢cin a0 i(v) = K(v) = —i(v) kogulu saglanir.

VvV —LCl(V,q)

N

Cl(V,q)

(aoaoi)(v) = (aoa)i(v) = alaoi(v))
= a(—i(v)) = —aoci(v) =i(v)
oldugundan o?, (V) C CI(V,q) kiimesi iizerinde birimlegir. Bu yiizden o? = [
dir. ]

Her Clifford cebiri o : Cl,. s — Cl, s involusyonunun yani sira bir de anti
involusyon tagir. Bunu goyle aciklayalim. A bir cebir ise x x y = y - x carpimi ile A
kiimesi tizerinde yeni bir A* cebirini tamimlayalim. (V, ¢) kuadratik formuna karsilik

gelen Clifford cebiri C1, s olsun. A* = CI; ; cebirini diigiinelim.
V5 A=l
lineer doniigiimii igin
i(v) xi(v) = i(v) -i(v) = i(v)? = q(v) - 1

iligkisi A* cebirinde de gegerlidir. O halde Clifford cebirinin evrensel 6zelliginden
tek bir
t:Cl.s — Cly

cebir homomorfizmi vardir dyle ki her v € V' i¢in
i(v) = toi(v)

kosulu saglanir.
V01,

N

Clr

T,s



~

: Cl, s — Cl, s dontisiimii i¢in agagidaki ozellikler saglanir.

t lineerdir.

e tot=1d

Vr,y € Cl, s i¢in t(zy) = t(y)t(z)

Vv € V igin t(v) = v
Yani t(e;) = €;, (1) =1 ve 1 < iy <ip < ... <ij <nigin
t(es€iy--.€5,) = €1y €, ---Eiy

olur.

Teorem 2.0.9.
(i) Clyo @ Clog = Clypio
(i1) Cly,, ® Clag = Clyiap

Kanat. Bu izomorfizmler sirasiyla agagidaki gibi tanimlanir:

T - Clo,n+2 — Cln’o X Clo}g

e o ®ees, 3<i<n+2 ise

mi(e;) =
1 ® ey, 1=1 ve 1 =2 1ise.
Ty 1 Clyyog — Cly, @ Clag
eia®@eheh, 3<i<n+2 ise
ma(e;) =

1® e, i=1 ve i =2 ise.

10



Yardimci Teorem 2.0.10. Asagidaki izomorfizmler mevcuttur.
1. R(n) @ R(m) = R(nm)
2. R(n) ®r C = C(n)
3. R(n) ®@r H = H(n)
/. CopC=CaC
5. CorH=C(2)

6. Hop H=R(4)

2.1. Kompleks Clifford Cebiri

Kompleks Clifford cebirleri, reel Clifford cebirlerinin aksine kompleks vek-
tor uzaylar1 iizerinde kompleks degerli non-dejenere kuadratik formlarla birlikte

tanimlanir. Bagka bir deyisle reel Clifford cebirlerinin komplekslegtirilmesidir. Yani

Cl, = Cl,, ®g C dir.

Ayrica
Cl,ep C = (I, ®rC
eRi = e®(-1)
izomorfizmi mevcuttur. Burada e? = —1 ve e/* = 1 dir.

Teorem 2.1.1. Cl,,,» = Cl,, ®c Cly dir.

Kamt. Cly,, ® Clyy = Cly490 izomorfizmini ve pozitif tanimli non-dejenere kom-
pleks kuadratik form ile negatif tanimli non-dejenere kompleks kuadratik formun
denkligini kullanirsak
Clprzs = Clys @r C= (ClL, @r Cly) ®r C
>~ Cl, g (Cly ®r C) = Cll, ®g Cly
~ Cl, @ (C®c Cly) = (Cll, ®x C) ®c Cl

= (Cln ®(C (Clg
elde edilir. n

11



Simdi Cly, Cly, Cl3, Cly cebirlerini hesaplayalim:

Ch = CLerC=2CerC=CaC

Cly, = Clhbor CER(2)®r C=C(2)

Cly; & Cli®cClh=(CaC)ecC(2)=C(2)aC(2)
Cly = Cly®cCly 2 C(2) ®c C(2) = C(4)

Bu izomorfizmlerden tiimevarim yontemiyle Cls,, = C(2") ve Cly, 41 = C(2")®C(2")
elde edilir.

Tanim 2.1.2. Kompleks n-spinorlarin vektor uzayr n = 2k veya n = 2k + 1 olmak

uzere

A,:C*=Cg..oC>
k tane

ile gasterilir.

Bu gosterim kullanilarak

n = 2k igin Cl,, = End(A,)
n =2k + 1 i¢in Cl,, = End(A,) & End(A,)

esitlikleri elde edilir.

2.2. Spin Grubu

Simdi norm fonksiyonunu

N: Cl, — C(l,

u = ua o t(u)

seklinde tammlayalim. Bazen N(u) = ||u|| seklinde gosterilecektir.

V =R" ve v; € V olmak tizere
Spin(n) == {vivy - - 'U2k|N(U7;) =1,v;, e R"} C Cl,

yi tamimlayalim. Bu grup Cl,, deki terslenebilir elemanlarin olusturdugu CU; de
garpimsal bir gruptur.

Simdi Spin(n) nin bagka bir kullamgh tanimim yapacagiz.

I'={ucClila(uw)zut €V, Vo € V}

12



ve

r=rncin
olsun.
Yardimc1 Teorem 2.2.1. I', C1; wn bir alt grubudur.

Kanat. (i) uy,us € I' = uwjug € T' oldugunu gosterelim.
a(ulug)x(ulug)’l = a(ul)a(ug)xuglufl = a(ul)(a(uQ)xugl)ufl eV

olup uquy € I' dur.
(ii) uw € I = u~! € T oldugunu gosterelim. Simdi

Zgl(u) V -V

r — alu)ru?

doniigiimiinii tanimlayalim. Bu doniigtim birebirdir. Ciinkii

1 1

a(u)zu™ = 0ise x = 0 dir. Ayni1 zamanda verilen her y € V igin a(u)zu™" =y

olacak sekilde z € V vardir. Yani

z=a(u yu=alu )yl

Bu da demek oluyor ki u=! € I" dir.

Simdi
Ad: T — GL(V)
u @(u)(x) = oa(u)zu™?
doniisiimiinii tamimlayalim. Bu dontigiim
Z{Vd(ulm)(x) = afuyug)r(ujuy) !
= afuy)a(ug)zuy uy!
= () Ad(uz)(z)uy!
—  Ad(uy) o Ad(us)(z)

egitligini sagladigindan bir grup homomorfizmidir.
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Yardimci1 Teorem 2.2.2. Z&(u) € O(V) dir, yani i¢ ¢arpima korur.

Kanat.

< Ad(u)(z), Ad(u)(z) > = < a(wzu, alw)zu ! >

Oyleyse Ad : T' — O(V') déniigtimii elde edilir.

eveV v#0 ve vel olsun.

a@zv! = —(wzv ! = —(vr)v!

= —(=(zv) =2 <v,z>)v!
= z4+2<v,x>vt

_ _ 9 <v,x>
= 2—<M>UEV

o ZZl(v), vt boyunca bir yansimadir.
;lvd(v)(v) =—vver v yani < v,z >= 0 icin ZEZ(U)(Q:) =z
vt boyunca bu yansimay1 Ref(v) ile gosterecegiz.
Yani Ref(v) = Zgi(v) dir.

—~

Yardimci Teorem 2.2.3. Ad: ' — O(V) donisimiinin ¢ekirdegi, sifirdan farkl

olan skalerlerden olusur.

Yardimcit Teorem 2.2.4. Ad:T' — O(V) ortendir.

Kamit. Cartan-Dieudonné teoreminden herhangi bir f € O(V') yansimalarin ¢arpimidir

soyle ki;

f = Ref(vi1)Ref(vg)...Ref(vy) dir. Ref(v)= Zlvd('v) oldugu igin
£ = Ad(v;)Ad(vs)...Ad(vy) = Ad(v1vs...v5)
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olur. Simdi I' nin yapisini agiklayalim.
u € T" olsun. A\Zl(u) € O(V) yansimalarin ¢arpimudir.
Ad(u) = Ref(vi)Ref(vs)...Ref(vy)
—  Ad(vy)Ad(vs)...Ad(vy,)
= Z&(vlvg...vk)

O zaman

;lvd(u_lvlw...vk) =1Id
u v vs...vp = sifirdan farkl skaler
U= AU 0, v; €V, v; 0, XER, AN#0
w=Alvilllloall-Noel| oy podp oy v 70, AF#0

lloa [ vzl " flowll?

o
U = pwiws..wg, w; €V, N(w)=1 p#0

O halde gunu yazabiliriz:
I'={\vve..op|v; €V, N(v;)) =1, A eR*}

ve
=TnNCIE = { vvy..v|v; €V, N(v;) =1, X e R}
Sonug olarak gordiik ki Ad : T® — SO(V') érten bir déniisiimdiir. Ad: [° — SO(V)

dir ve bu doniigiimiin ¢ekirdegi sifirdan farkli skalerlerdir. O]

N yi I’ ya kisitlayalim, yani N : I' — Cl,, olup

u = Mgk, v, €V, N(vy)=1, A#0
) = AURUg_1...03
aot(u) = A—vg)(—vk_1)...(—v1)

) = Aveevp s A=) (—vp_1)...(—v) = N2

elde edilir. Ayrica uy,us € I' igin N(ujuz) = N(uq)N(ug) dir.
Simdi

{ueClila(w)zu=t eV, z€Vign, N(u)=1}nCL

kiimesini g6z 6niine alalim. Bu kiime Spin(n) ile ¢akigir. Ciinkii ilk yerde u,

U = AU vq...0;, formunda olmak zorundadir.
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N(u) =1 kosulu A = +1 i gerektirir.

u € CI° oldugu icin k cift olmalidir.

Oyleyse

Spin(n) = {vive..v|v; €V, N(v;) =1}
= {ueCla(wruteV,Vx eV, Nu)=1}nCl®

olup son ifadeyi modifiye edersek
Spin(n) = {u € Cllluzu™' € V,Vz € V, ua o t(u) = 1} elde edilir.
Ad yi Spin(n) C T° a kisitlayabiliriz:
Ad : Spin(n) — SO(V)
Acgiktir ki Ad értendir. Biliyoruz ki ¢ekirdegi yalnizca sifirdan farkli skalerler olabilir.
Spin(n) de hangi skalerlerin oldugunu bulmak igin
V10g...09 = A (Spin(n) de bir skaler olsun)

alalim.

N(Ulvg...vgk) = N()\) = )\2
1=\

elde edilir. Tiim olasiliklar A = £1 iizerinedir ve her iki durumda g¢ekirdektedir.

2.3. Diigiik Boyutlarda Spin(n) Grubu

Spin(1), Spin(2), Spin(3), Spin(4) gruplarim hesaplayalim.
Spin(n) = {z € CI® | zvx~' € R",Vv € R", N(z) = 1}

Ornek 2.3.1. Spin(1) = {-1,1} ~ Z/27Z

Ornek 2.3.2. Spin(2) = U(1) oldugunu gésterelim.

Cly Clifford cebiri 4 eleman tarafindan tretilir. Bu elemanlar
17 €1,€2,€1€2
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dir. Ayrica bu elemanlar

=1, es=—1, eep=—ere;
esitliklerini saglar. Spin(2) de her eleman
r = al + bejesy
olarak yazilabilir.
T =al — beje,y
oldugu i¢in N(z) = a®> +b* wve N(z) =1 egitliginden a*> +b* =1 dir. O zaman

Spin(2), a®*+b* =1 olacak sekildeki x = al+beyey seklindeki elemanlardan olusur.

Spin(2) — U(1)
al +bejes — al +bi

dontisimint goz ontine alirsak Spin(2), U(1) e izomorfiktir.

Ornek 2.3.3. Simdi de Spin(3) e géz atalim. Cls Clifford cebiri, 8 eleman tarafin-

dan tretilir. Bu elemanlar
1,61, €9, €3, €162, €163, €263, €169€3
dir ve bu elemanlar

62 = —1, 61‘6]' = _€j€i7 1 S Z,] S 37 [ 7é j

)

esitliklerini saglar. Spin(3) grubundaki her eleman ise

r = al + bejey + cerez + deses
olarak yazilabilir.

T = al — bejes — cejes — deges

oldugundan dolay

N(@)=a*+V ++d&
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seklindedir. N(z) = 1 oldugundan dolays a* + b* + ¢ + d* = 1 esitligi saglanar.
O zaman Spin(3), © = al + bejes + cejes + deges elemanlarindan olusur oyle ki

a4+ +c+d?=1 dir

Spin(3) — SU(2)
€169 =i
ei€e3 =
€963 = k

dondisimii altinda SU(2) ve Spin(3) veya S* ile Spin(3) arasinda izomorfizm vardr.

Burada
1= , 1=

seklindedir.

Ornek 2.3.4. Spin(4) grubuna yakindan bakalim. Cly Clifford cebiri, 16 eleman

tarafindan dretilir. Bu elemanlar
1,e1, 62, €3, €4, €162, €1€3, €1€4, €2€3, €2€y4, €3€4, €1€2€3, €1€2€4, €2€3€4, €1€3€4, €1€2€3€4

seklindedir.

el =—1, ee;j=—eje;, 1<i,j<4,is#]
esitlikleri vardvr. O halde Spin(4) in herhangi bir eleman

T = a1l + aseies + azeies + aseses + aseszes + agesey + arerey + ageresesey,
seklinde yazilabilir.

e1eg i, e1e5 = j, eae3 > k, —eseq 1, egeq = j, —ere4 = K

ve

I= €1€2€3€4

alalim.

ij =k
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O zaman Yz €Spin(4) igin
r=u+Iv, urral +bi+cj+dk ve vedl+Vi+dj+dk

seklinde yazilabilir.
Yukaridak: esitlikleri kullanarak

(u+Iv)(u' + ') = uu’ + v’ + [(w’ 4 vu')
seklinde yazilir. Bu durumda,
N(u+1v) = (u+ v)(u + [v) = vt + vo + L(uv + va)

ve boylece

Nu+1Iv) =1

olmasu i¢in

wu+vo=1 ve uv+ovu=0 (2.1)

olmalidar.

Son olarak Spin(4) grubunun
u+Tv S (u+v,u—v)

1zomorfizmi altinda

Spin(3) x Spin(3)

carprmana izomorf oldugunu gérebiliriz. ¢ nin homomorfizma oldugunu gorelim:

Soyle ki 2.1 den dolay
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Nu+v)=(u+v)(u+v)=1 ve Nu-—v)=wu-v)(u—7)=1

olur ve
o((utv)-(u'+Iv")) = @ (uu/'+ov'+1(u'+vu')) = (u'+vv'+uv'+ou’, v +ov'—ur' —vu')

o(utv)-@(u'+Iv") = (u+v, u—v)-(u'4+0v", 0’ —0v") = (e’ +vv' +uv'+ou’ v’ +vv' —(uv'+ou'))

dir.

2.4. Spin®(n) Grubu

Tanim 2.4.1. Spint(n) grubu
Spin(n) := (Spin(n) x S')/{£1}

seklinde tanimlanar.
Spin®(n) grubunun elemanlar [g, z| denklik siniflaridir Gyle ki
(g,2) € Spin(n) x S* dir ve

(gv z) ~ (_gv _Z)
denkligi vardir. Simdi agagidaki homomorfizmleri tanimlayalim:

1

a. A : Spin(n) — SO(n) 2:1 érti donigiimii ve A(g)(v) = gvg~' olmak iizere

A Spinf(n) — SO(n) ve X°([g, z]) = A(g) dir.

b. i : Spin(n) — Spinf(n) dogal gbmme dontigiimi olmak iizere i(g) = [g, 1]
dir.

. j: ST — Spin®(n) gdbmme déniisiimii ve j(z) = [1, 2] dir.

)

d. [ : Spin°(n) — S' dontigiimii I([g, z]) = 2* seklindedir.

. p: Spin°(n) — SO(n) x S déniisiimii p([g, z]) = (A(g), z?) ile verilir. Bu-

)

radan, p = A\° x [ olur. Buradaki p, 2:1 ortii dontigiimiidiir.
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Boylece, biz asagidaki degismeli diyagrami elde ederiz Gyle ki satir ve siitun tam

dizidir.

Sl
J

1 — Spin(n) —— Spin°(n) +— 51 —=1

\
A€

SO(n)

Spin¢(n) grubunun Lie cebiri

spin®(n) = spin(n) @ iR

dir. Burada spin(n) =< e;e;|1 <i < j <n > dir. p nin tiirev doniisiimi, yani
Ps1 : Spinc(n) — so(n) @ iR

doniisiimii de p herhangi bir reel say1 ve E,3, af. girdisi —1, Ba. girdisi 1, diger tiim

girdileri sifir olan n x n tipinde matris olmak tizere

De1(enes, pi) = (2E,3, 2pi)

seklinde hesaplanir.

Ornek 2.4.2. Spin°(1) = U(1)
Ornek 2.4.3. Spin®(2) = U(1)
Ornek 2.4.4. Spin‘(3) = U(2)

Ornek 2.4.5. Spin¢(4) = {(M,N) € U(2) x U(2) | detM = detN} = U’

2.5. Spin’(n) Grubu
SpinT (n) grubu, Spin‘(n) grubuna benzer sekilde asagidaki gibi tanimlanir:
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Tamm 2.5.1. Spin® (n) grubu
Spin™ (n) := (Spin(n) x S* x S*)/{£1}.

seklinde tanimlanar.
Spin?(n) grubunun elemanlar [g, 21, z5] denklik simflaridir éyle ki

(g, 21,22) € Spin(n) x S x St i¢in

(9, 21, 2’2) ~ (—g, —Z1, —22)

denkligi ile verilir.

Simdi agagidaki homomorfizmleri tanimlayalim:
a. AT : SpinT(n) — SO(n) ve AT ([g, 21, 22]) = A(g) seklindedir.

b. i: Spin(n) — Spin® (n) dogal gémme doniigiimii olmak {izere

i(g) = [g,1,1] seklindedir.
c. j:S'x 8t — SpinT(n) gomme doniisiimii, j(21, 22) = [1, 21, 29] seklindedir.

d. 1 : SpinT(n) — S* x St déniisiimii [([g, 21, 22]) = (22, 2122) ile verilir.

@

. p: SpinT(n) — SO(n) x S* x S déniisiimii p([g, 21, 22]) = (M(g), 27, 2122) ile

verilir. Buradan, p = AT x [ dir. Buradaki p, 2:1 6rtii doniisiimiidiir.

Boylece, asagidaki degismeli diyagram elde edilir 6yle ki satir ve siitun tam dizidir.

St x St

TR

1 — Spin(n) —— SpinT(n) —— S x §' —=1

\ AT

SO(n)
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Ayrica agagidaki tam dizi de gegerlidir:
1 — Zy — SpinT(n) 25 SO(n) x S* x ' — 1.

Teorem 2.5.2. Spin®(n) grubu Spin°(n) x S* grubuna izomorfiktir.

Kanat. o doniisimiini agsagidaki gibi tanimlayalim:

Spin(n) x S' x S* 5 Spin¢(n) x S*

(9,21,22) = (9, 2], 2122)

Kolayca gosterilebilir ki ¢ 6rten bir homomorfizmdir ve ¢ nin g¢ekirdegi
{(1,1,1), (=1, -1, —1)} kiimesidir. Béylece, Spin’ (n) grubu Spin¢(n) x S grubuna

izomorfiktir. O

Spin(n) grubu kompleks Clifford cebiri Ci,, nin iginde, yani
Spin(n) C Spin¢(n) C Cl, oldugu igin, Cl, nin temsili x y1 Spin(n) grubuna kisit-
larsak spin temsili elde edilir. Bu & temsili, Spin”(n) nin temsiline genisletilebilir.
Spin®'(n) den [g, 21, 29] eleman1 ve herhangi bir 1) € A, spinoru icin, Spin?(n) nin
spinor temsili

kT Spin(n) — Aut(A,)
“T[ga 21, 2] = Z%Zzﬁ@)(m
ile verilir.

Onerme 2.5.3. Eger n = 2k + 1 tek ise k7 temsili indirgenemezdir.

Kanat. Varsayalim ki {0} # W # Agy1, Spin(n) nin invaryant alt uzay1 olsun.
Bu durumda k%(g, 21, 2] (W) € W olur. Yani, 2229k(g)(W) C W dir. Bu durumda,
her w € W icin, w’ € W elemam vardir dyle ki 222yk(g)(w) = w' olur.

k(g)(w) = ZQLw’ € W, yani k(g)(W) C W olup Spin(n) nin x temsili n tek

1 2 ..
oldugunda indirgenemez oldugu igin bu bir ¢eligkidir. Oyleyse Spin’(n) nin temsili
kT, n = 2k + 1 icin indirgenemezdir.

[]

Onerme 2.5.4. Ejer n = 2k ¢ift ise Aoy, spinor uzays, Aoy = AF, ® Ay, olmak

tizere ki parcaya ayrigir.
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Kanit. n = 2k durumunda Spin(n) nin Ay spinor uzayi, AJ, ve Ay, seklinde iki
pargaya ayrisir. Bu durumda, biz ziz0k(g)(A5,) C A ve 22296(9)(Ay) C Ag
durumlarim elde ederiz. Yani, k”[g, 21, 2] (A5,) € AS, ve kT[g, 21, 22](A5,) C A,
olur. Buradan, Spin”(2k) nin spinor uzay1 A, AJ, ve Ay, seklinde iki pargaya

ayrigir. Kolayca goriilebilir ki
KT Spin™ (n) — Aut(AF)

temsilleri indirgenemezdir. [

Spin?'(n) grubunun Lie cebiri,
spin’ (n) = spin(n) © iR © iR

seklindedir. Burada spin(n) =< e;e;|1 <i < j <n > dir.

Teorem 2.5.5. p,; : spin’ (n) — so(n) @ iR @ iR tirev déniisiimi, p ve p herhangi
reel sayilar ve Eqp, aff. girdisi —1, Ba. girdisi 1, diger tim girdileri sifir olan n x n

tipinde matris olmak tzere

P« (eaeﬂu ZP7 Zﬂ) - (2Eaﬁ7 2ZI07 Z(,O + ,LL))

dir.

Kamt. p dontisiimii
p: SpinT(n) — SO(n) x S x S!
l9,21,22] = (Mg), 21, 2122)
olmak iizere, Spin”(n) iizerinde bir () egrisi alalim.
v: [0,27] —  SpinT(n)
t —  (t) = [cost + sinteqnes, cos(pt) + isin(pt), cos(ut) + isin(ut)]
Buradan v(0) = [1, 1, 1] ve 4/(0) = [eaes, ip, ip] oldugundan

d

= %(POV)

t=0

P«1 (eaeﬁa 2p7 Z,u) = Px1 (7/(0))
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olur.

(po)(t) = (Mcost + sinteqes), cos2pt + isin2pt, cos(p + p)t + isin(p + p)t)

d

E(pov)z

= (A'(cost+sinteaeg), —2psin2pt+2ipcos2pt, —(p—i—u)sz’n(,o—i—u)t—l—i(p+u)cos(p+u)t>

d .
%(pofw = (2EaB72ZP>Z(p+N)>
t=0
olur. Yani
Pr(€ats, ip,ip) = <2Ea/37 2ip,i(p + u)) (2.2)
esitligini elde ederiz. O

Bu tiirev doniistimiiniin tersinin de
_ o 1 L 1
p*ll(Eaﬁ7 Lo, Z:u) — (560&65’ Elpa Z(:U' - §p>> (23)

oldugu kolaylikla goriiliir.

Teorem 2.5.6. k7, : spin” (n) — End(A,), T nin birimdeki tirevi
k1 (eaes, ip,ip) = K(eqes) + (2ip +ip)ld

seklindedir. Buradaki p ve p herhangi reel saylar ve k, Spin(n) grubunun Spin

temsilidir.

Kanat. kT temsili
kT SpinT(n) —  Aut(A,)
9,21, 2] = z{eak(g)
seklinde tammliydi. Simdi Spin® (n) iizerinde agagidaki sekilde bir y(t) egrisi alahm
oyle ki v(0) = [1,1,1] ve 7/(0) = (eqep, ip,in) olsun.
v: [0,2x] —  SpinT(n)
t =  7(t) = [cost + sinteqeg, cos(pt) + isin(pt), cos(ut) + isin(ut)]
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Simdi
. d
ra(eacs, ipin) = ki (7(0)) = — (k" 07|

oldugundan énce (k¥ o v)(t) yi hesaplayalm.

(kT oy)(t) = (cos(2pt) + isin(th)) (cos(ut) + isin(ut)) Kk(cost + sinteqes)

- (cos((2p + p)t) + isin((2p + ,u)t)) Kk(cost + sinteqep)

Burada t ye gore tiirev alacak olursak

%(&Toy) . <—(2p+u)sin((2p+u)t)+i(2p+u)cos((2p+u)t))/@'(cost—l—sinteaeﬁ)—l—

%[n(cast + sinteqeg)] (cos((?p + p)t) +isin((2p + u)t))
esitligini elde ederiz. ¢t = 0 aldigimizda

%(FLT o),y = (i(2p + k(1) + ff(ffaeﬂ))

= (2ip + ip)r(1) + K(eaep)

olur. Bu da demektir ki

K1 (eaep, ip,ip) = Kleqes) + (2ip +ip)ld (2.4)

Ornek 2.5.7. Spin” (1) = U(1) x U(1)
Ornek 2.5.8. Spin™(2) 2 U(1) x U(1)
Ornek 2.5.9. Spin(3) = U(2) x U(1)

Ornek 2.5.10. Spin”(4) 2 U’ x U(1)
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3. ASLI LIF DEMETLERI

Tanim 3.0.1. M diferensiyellenebilir bir manifold ve G bir Lie grubu olsun. P bir
diferensiyellenebilir manifold, P : P — M bir diizgiin orten doniisim ve
0:PxG— P, a(p,g) = p- g bir dizgin sag etki olmak uzere asagidaki kosullar

saglansin:
1. o, P nin liflerini korur, yani her p € P ve her g € G i¢in P(p-g) = P(p) dir.

2. {Lokal Triviallik Kosulu} Her bir xq € M igin xqo 1 iceren M iginde V' ag¢ik
kiimesi ve asaqdaki gibi tamamh ¥ : P~Y(V) — V x G diffeomorfizmi vardir
oyle ki

saglanar. Burada ¢ : P~H(V) — G doniigimi, her p € P~ (V) ve her g € G
16N

Y(p-g) =v(p)g

kosulunu saglar.
Bu durumda P ye G yapr grubuna sahip M dzerindeki asli lif demedi denir.

(V, W) ikilisi asli lif demedinin lokal trivializasyonu olarak adlandirilir ve
UV; = M olacak sekildeki {(V;,¥;)},es ailesi M in trivializasyon oOrtiisii olarak
jed
adlandirilir. M {tizerindeki asli lif demedini diyagram olarak G — P M veya

G — P — M seklinde gosteririz. Simdi baz1 érnekleri inceleyelim:

Ornek 3.0.2. M dzerindeki ¢arpim manifoldu, asikar asli lif demedidir. Burada
P:MxG— M birinci izdisim ve o((x,h),g) = (x,h) - g = (x, hg) hareketinden
olusur. Burada V = M olarak alwrsak, ¥, P~ (V) =P~ 1 (M) = M x G olur ki bu

da birim dondstumdiir.

Ornek 3.0.3. P=5"", G=7Zy={-1,1} ve o : S" ' x Zy — S™!

olp,g)=p-g= (xl,:r;Q, wnx) g = (wlg, e xg)

sag etki olsun. Yoringe uzaye M = RP"™ dir ve P : S*' — RP" ! bolim

dontisimi, yani
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P(p) = P(xt,...,x") = [z}, ..., 2"] olsun. Baéylelikle
Zy — 5" 5 RP !
RP"! dizerinde bir Zo—asli lif demedidir.

3.1. Gegis Fonksiyonlar:

M {izerindeki P : P — M G-asli lif demedini diiglinelim ve M nin trivializasyon

ortiistini sabitleyelim, yani (J V; = M olmak tizere {(V}, U,)};ecs lokal trivializasyon
jeJ
ailesini diigiinelim. Her bir ¥, yi (P,4;) olarak yazalm. Simdi de i,j € J ve

Vi N'V; # (0 oldugunu varsayalim. Her bir z € V; NV} i¢in ¢; ve 9; nin her ikisi de

P~(z) i homeomorfik olarak G nin iizerine tagir. Oyleyse

-1
(Vilp-1@)) © (¢i|7>1(x)) G =G

bir homeomorfizmdir.

-1
Ornek 3.1.1. ¢;(p) (wl(p)) , x tizerindeki P~(x) lifinde her p igin aym degeri

alir.

Ornekten yola ¢ikarak p, P~!(z) in herhangi bir elemani olmak iizere

gji(x) =1, (p) <¢Z(p)> ile tamimlanan
gii - VinV; =G

doniistimiini tanmimlayabiliriz. 1; ve v; ler siirekli ve G topolojik grup oldugundan

g;i de stireklidir.

Yardimci Teorem 3.1.2. Her bir x € V; NV} ve her g € G i¢in

-1
(Wibsw)o () (9) = (0)g
dar.
Kamt. (;lp-1(2)) " (g9) = p olsun. O zaman g = 1;(p) ve
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(Vslp-1(2)) © (¢i|p71(x))71(g) = ¢;(p) dir. Fakat p € P~!(z) oldugundan

gii(2)g = () (ki) " g = i () (i)~ (Wilp)) = ¥;(p)

olur ki bu da istenilen sonucu verir. O

-1
(¢j|7>1(x)> ° (d)i|731(x)) G—G

homeomorfizmi gergekte g;;(z) € G eleman ile olugturulan soldan ¢arpmadir.

Boylece

V;NV; # 0 oldugunda tanunlanabilen g;; : V;NV; — G doniigtimleri, M nin triviali-
zasyon ortisii {(V}, ;) };es ile iligkilendirilmis asli lif demedinin gegis fonksiyonlar

olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.3. VinV,Nn Vi, £ 0 vexeV,NV;NVj ise o zaman

9k (%)95:(x) = gri(x)
tir. Aynt zamanda
gii(z) = e
ve
9ij(x) = (gji(z))

olur.

29



4. ASLI LIF DEMEDININ KESITLERI

M lokal trivial asli lif demedinin taban uzayi olmak {izere V' C M acik alt
kiimesi olsun. V {izerinde tanimlanan asli lif demedinin bir kesidi s : V — P
siirekli dontisiimiidiir 6yle ki P o s = Idy dir. Yani bu kesit V' iizerinde her bir lifte
bir elemanin siirekli bir gekilde se¢imidir. Eger ¥ : P~1(V) — V x G bir asli lif
demedinin trivializasyonu ise sy (z) = ¥U~!(x,e) olacak sekilde sy : V — P lokal
kesidi tamimlanabilir. Bu durumda sy, ¥ : P~1(V) — V x G trivializasyonu ile
iligkilendirilmig kanonikal kesit olarak adlandirilir.

Asli lif demedi iizerindeki grup etkisi bize bu siireci agagidaki gibi ters ce-
virmemize olanak saglar.

Varsayalim ki V' taban uzayin bir alt kiimesi olmak iizere, P o s = Idy ve

dolaysiyla s : V' — P~1(V) lokal kesidi verilmig olsun.

PV)=JP @) = |J{s(2) - g: g€ G}

zeV zeV

oldugu i¢in ¥(s(z) - g) = (z, g) olacak gekilde
VP V)=V XxG

doniiglimiinii tanimlayabiliriz. (V, ¥) nin asli lif demedimizin lokal trivializasyonu
oldugunu gosterelim. W agikca birebir ve 6rtendir ve

U(s(x)-g) = (P(s(x) - g),¢(s(x) - g)) dir ki burada ¢(s(x) - g) = ¢ dir. Bdylece
U(s(x)-9)-g =P(s(x)-(99") = 99’ = Y(s(x)-g)g' yani her p € P~'(V) veher ¢’ € G
i¢cin ¥(p- ¢') = ¥(p)g’ dir. Geriye kalan tek sey ¥ ve W~! déniigiimlerinin siirekli
oldugudur. Simdi ¥~!(z,g) = s(x) - g dyle ki bu ifade (z,g) — (s(z),9) — s(x) - g
bilegkesidir ve dolayisiyla siireklidir. Son olarak W nin stirekliligini

¢ : P7Y(V) — G nin siirekliliginden elde edelim. Herhangi p = s(z)-g € P~1(V)
icin ¢¥(p) = ¥(s(x) - g) = g dir. O halde P(p) noktasinda, ¥ = (P,v’) ile ifade

edilen (V', ¥) trivializasyonunu segelim. O zaman

Y'(p) =Y ((s0oP)(p)-g) = (v osoP)(p))g
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olur. Oyleyse 1 nin siirekliliginden g = ¢/(p)(¢’ o s o P)(p)~* = ¢ (p) olur ki bu da

U nin siirekli oldugunu ifade eder. Aymi zamanda ¥~'(z,g) = s(z) - g oldugu icin

(V, W) trivializasyonu ile iligkili kanonikal kesit sy heniiz inga ettigimiz s dir.
Boylece bir asli lif demedinin lokal kesitleri ile lokal trivializasyonlar: arasinda

birebir bir egleme inga etmis olduk.

Teorem 4.0.1. Bir G-asli lif demedi P : P — M agikardiwr ancak ve ancak bu G-asli
lif demedi s : M — P global kesiti kabul eder.

Ornek 4.0.2. U, : P'(V}) = Vix G ve U; : P H(V;) = V; x G ler VinNV; # 0
olmak tizere G-asli lif demedinin iki lokal trivializasyonu olsun. Ayrica s; = sy, ve
s; = sy, ler iligkili kanonikal kesitler olsunlar. Agiktur ki her bir x € V; N'Vj igin ve

gji - VinV; — G gegis fonksiyonu olmak tizere

si(z) = s;(z) - gji(x)

dir.

Teorem 4.0.3. M bir dizgiin manifold, G bir Lie grubu ve {V;};es, M nin bir agik
ortist olsun. V; N'V; # 0 olmak dizere her bir 1,5 € J i¢in gj; - V,N'V; — G diizgiin
dontisiimiinin var oldugunu ve V; NV; NV, # 0 iken her x € V; N Vi NV igin

gkj<x>gji(x) = gri()

ozelligini sagladigine varsayalim. O zaman M tzerinde bir G—asli lif demedi vardar.

Ornek 4.0.4. M yonlendirilebilir Riemann manifoldu ise M nin dyle bir kartlamas:
vardir ki TM tanjant demedinin gegis fonksiyonlars SO(n) de deger alir. Bu gegis
fonksiyonlar: yardimayla SO(n)-asli lif demedi insa edilebilir. Bu demet Pso( ile

gosterilir.

4.1. Asli Lif Demedi Uzerinde Konneksiyonlar

o etkisi ve g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak iizere G — P oM , G—asli
lif demedi tizerindeki bir konneksiyon agagidaki ozellikleri saglayan P {izerinde g

degerli w 1-formudur.
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1. Her g € G i¢in (0,)*w = ady-1 ow, yani her g € G,p € P ve v € T, ,~1(P) icin
wp((ag)*pg_l(v)) = g_lwpg_l (U)g
2. Her A € g icin w(A*) = A, yani her g € G ve p € P ic¢in

wy(A¥(p)) = A

Burada Af, P iizerinde A tarafindan belirlenen temel vektor alamdir. Soyle ki g,
G Lie grubunun Lie cebiri olmak iizere ve A € g icin o(A)(p) = (0,)«(A) ile

tanmimlanan o(A) vektor alan bahsettigimiz A* dir.

Teorem 4.1.1. G matris Lie grubu ve bu Lie grubunun Lie cebri g olsun. Ayrica
M dizerinde G — P 5 M diizgiin G-asl lif demedini alalvm. Bu asli lif demedi i¢in
Ujes Vi = M olmak iizere {(V},V;)}jes trivializasyonlar ailesi olsun. Varsayalim ki
her bir j € J igin A;, V; tzerinde g—degerli 1—form ve V; NV, % 0 i¢in V; NV
tzerinde

A] = adgj_il [e] AZ + @Z_]

olsun. Burada gj; : VNV — G gegis fonksiyonu ve O = g3,0, G grubu igin Cartan
1-form © nan g;; ile geri ¢ekilmisidir.

O zaman s; : V; — P~ YV)), (V;,¥;) trivializasyonu ile iliskili kanonikal
kesit olmak iizere her bir j € J igin A; = sjw olacak sekilde P iizerinde bir tek w

konneksiyon formu vardar.

Bu teoremin bir sonucu da M iizerinde herhangi bir g-degerli 1—formun, yine
M fiizerinde agikar G—demedinde bir tek konneksiyon formunun M ye geri ¢ekilmisi
olmasidir. Bunun nedeni gudur ki global trivializasyon {M, ¥} yi segersek oyle ki
A; = adg;il o A; + ©,; kosulu saglanir.

Simdi P tizerinde bir w konneksiyon formu verilmis olsun. Her bir p € P i¢in

w ile belirlenmis 7,,(P) nin yatay alt uzayr Hor,(P) yi

Hory(P) ={v € T,(P) : wy(v) =0}
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olarak tanimlayabiliriz. Buradan da asagidaki esitlik gerceklesir:
T,(P) = Hor,(P) & Vert,(P)

Burada Vert,(P) = {v € T,P|3A € g i¢cin v = A*(p)} seklindeki dikey alt uzayidir.
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5. VEKTOR DEMEDI

M bir topolojik uzay olsun. M iizerinde ranki k£ olan bir reel vektér demedi,
m : E — M orten diferansiyellenebilir doniigimii ile birlikte E topolojik uzayidir

oyle ki agagidaki ozellikler saglanir:

e Her bir p € M igin E, = 7 '(p) C F kiimesi (F nin p iizerindeki lifi olarak

adlandirihir.) k—boyutlu reel vektor uzay:1 yapisina sahiptir.

e Her bir p € M icin M de p nin bir U komsulugu ve ® : 7=4(U) — U x R*
diffeomorfizmi (E nin U {izerindeki lokal trivializasyonu olarak adlandirilr.)

vardir Oyle ki agsagidaki diyagram degismelidir:

Y (U) 2 U x R¥
S A

Burada 7, 1. izdiisiim fonksiyonudur ve her bir ¢ € U icin ® nin F, ya

kisitlanigi £, dan {q} x R* 2 R¥ ya bir lineer izomorfizmdir.

M ve E diizgiin manifoldlar ise 7 diizgiin doniisiimdiir ve lokal trivializayonlar,
diffeomorfizmler olarak segilebilir. O zaman F ye diizgiin vektér demedi denir.
Bu durumda goriintiisii iizerine diffeomorfik olan herhangi bir lokal trivializasyonu
diizgiin lokal trivializasyon olarak adlandiracagiz.

Ranki 1 olan vektor demedi genellikle dogru demedi olarak adlandirilir. Kom-
pleks vektor demetleri benzer gekilde tanimlanir goyle ki; reel vektor uzayi, kompleks
vektor uzayi ile ve R* ise CF ile yer degistirir.

E uzayma demedin total uzayi, M ye demedin taban uzay1 ve 7 ye ise demedin
projeksiyonu deriz. Bu durumu F, M iizerinde bir vektor demedidir veya £ — M
bir vektor demedidir veya 7 : 2 — M bir vektor demedidir olarak yazariz.

Eger M nin tiimii iizerinde bir trivializasyon varsa(Buna F nin global triviali-
zasyonu denir), E ye bir asikar demet denir. Bu durumda E nin kendisi M x R¥ ye

homeomorfiktir.
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Ornek 5.0.1. {Carpim Demedi}
Kolay bir érnek olarak M herhangi bir topolojik uzay olmak tizere E = M x R* ve
T =m : M xRF = M seklinde birinci izdisiim déniisimii olarak alirsak ranks k

olan bir vektor demedi elde etmis oluruz.

Ornek 5.0.2. {Tanjant Demedi}

M diizgiin bir n-manifold ve T M bu manifoldun tanjant demedi olsun. Bu durumda
standart izdisim donisimi, her bir lif dzerindeki dogal vektér uzayr yapist ve tan-
jant demedi tizerindeki manifold yapisi daha once insa edilmigtir [8].

Dolapsiyla TM, M Aizerinde ranki n olan dizgin bir vektor demedidir.

Asgikar olmayan bir vektor demedi tabiki de birden fazla lokal trivializasyon
gerektirir. Simdi yazacagimiz yardimci teorem iki diizgiin lokal trivializasyonun

kesigimleri izerindeki bilegkesinin basit bir formunun oldugunu gostermektedir.

Yardimci1 Teorem 5.0.3. 7 : E — M diizgiin bir vektor demedi olsun ve varsaya-
hm ki UNV # 0 olmak dizere ® : 7Y (U) — U x R¥ ve ¥ : 77 (V) = V x R¥

doniisiimlert E nin iki dizgin lokal trivializasyonu olsun. O zaman
T7:UNV — GL(k,R)
donitisimi vardwr oyle ki
ol (UNV)xRY - (UNV) x RF
bileske dontisimi asagidake formdadur:
oW (p,v) = (p, 7(p)v)

Burada 7(p)v, k x k tipinde matris olan 7(p) nin v € R¥ vektorii tizerindeki genel

hareketini gostermektedir.
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Kamit. Asagidaki diyagram degigmelidir.

(UNV)xRFEL—7H(UNV)—2-(UNV) x RF

T A

unv

Burada ® ve ¥ déniigiimlerinin 7= (U N V) ye kisitlanigi s6z konusudur. Hemen
anlagilir ki 7y o (® o W~1) = 7 &yle ki bu ifade bir o : (UNV) x RF — R* doniigiimii
icin

do \II_l(p, U) = (P, U(an))

anlamia gelir. Ayrica sabitlenmis her bir p € U NV igin v — o(p,v), R* nin lineer
izomorfizmidir. Oyleyse o(p,v) = 7(p)v olacak sekilde k x k tipinde terslenebilir

7(p) matrisi vardir. Simdi sadece

7:UNV — GL(k,R)

doniigiimiiniin diizgiin oldugunu gostermek kaldi. Bunu gérmek i¢in 7(p) matrisinin
girdilerini T;(p) olarak yazalim oyle ki 7(p)v = T;(p)vjei olur. Not edelim ki
m/(p) = m'(o(p,e;)) dir. Burada e;, j. standart taban vektorii ve 7 : R¥ — R,
1. koordinata izdiigiim dontigiimiidiir. Boylelikle T; ler bileskeden dolay1 diizgiindiir.

Matris girdileri GL(k, R) tizerinde global diizgiin koordinatlar oldugu igin 7 diizgiin

bir doniisiimdyiir. O

Yardimci Teorem 5.0.4. Vektor Demedi Insa Teoremi
M diizgiin bir manifold ve asagidaki kosullar saglansin:
e Her bir p € M igin E, k—boyutlu reel vektor uzay,
E= 1] E,ver: E— M, E, nin elemanini p noktasina gotiren bir donisim

peEM
olsun.

o A indis kiimesi olmak tizere {Uy}aca, M nin bir agik ortisi,

e Her bir a € A igin @, : 774 (U,) — Uy X R ki bu déndisiimiin her bir E, ye

kusitlanasi E, den {p} x R* 2 R* ya lineer izomorfizmdir.
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o U,NUs # 0 olacak sekilde her bir o, f € A igin Top : Uy N Us — GL(k,R)
diizgiin bir dontsim oyle ki bileske dontisim

o, 0 @gl : (Uy NUg) x RY — (U, NUp) x R agsaqrdaki formdadar.
®, 0 ;' (p,v) = (p, Tas(p)v)

Bu durumda E tek bir dizgin manifold yapisina ve M tizerinde k rankly diizgin vek-

tor yapisina sahiptir. Ayrica © projeksiyon ve ®, diizgiin lokal trivializasyonlardar.

5.1. Vektor Demetlerinin Lokal ve Global Kesitleri

m : E — M, M manifoldu iizerinde vektér demedi olsun. FE nin kesiti, 7
doniigiimiiniin bir kesitidir; yani m o o = Id); kosulunu saglayan o : M — E siirekli
doniisiimiidiir. Ozel olarak bu, her bir p € M icin ¢(p) nin E, lifinin eleman oldugu
anlamina gelir. F nin bir lokal kesiti ise sadece U C M acgik alt kiimesi iizerinde
tammmh o : U — E kesitidir. Eger kesit M nin tiimiinde taniml ise bu durumda
kesit global kesit olarak adlandirilir. Belirtelim ki U C M iizerindeki E nin lokal
bir kesiti F|y kisitlanmis demedinin global kesiti ile aymidir. Eger M diizgiin bir
manifold ve E diizgiin bir vektor demedi ise, £ nin diizgiin bir kesiti lokal veya
global bir kesittir yani manifoldlar arasindaki bir doniisiim olarak diizglindiir.

E nin U C M fizerinde bir kesitinin bir doniigiim olarak kabaca tanimini ya-
parsak m o 0 = Idy olacak sekildeki siirekli olmasina gerek olmayan o : U — FE
doniistimiidiir. Ancak kesitten bahsedildigi zaman daima siirekli bir kesit anlagila-
caktir.

E nin bir sifir kesiti, her bir p € M i¢in
s(p)=0€E,

ile tanimlanan ¢ : M — E global kesitidir.
Eger E — M diizgiin bir vektor demedi ise E nin tiim diizgiin global kesit-

lerinin kiimesi I'(F'), noktasal toplama ve skaler ¢arpma altinda vektor uzayidir:
(€101 + c202)(p) = c101(p) + c202(p)
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Ek olarak, vektor alanlarindaki gibi eger f € C*°(M) ve 0 € I'(E) ise

(fo)(p) = f(p)a(p)

ile tanimlanan yeni bir fo kesitini elde ederiz.
Ornek 5.1.1. {Vektor Demetlerinin Kesitleri}

e M diizgiin bir manifold olmak tizere TM tanjant demedinin kesitleri M nin

vektor alanlaridur.

e E =M xRF carpim demedini alalm. O zaman E nin diizgiin kesitleri ile M
den R* ya diizgiin fonksiyonlar arasinda birebir esleme vardwr. Soyle ki, bir
F: M — RF fonksiyonu F(z) = (z, F(x)) ile tanamlanan F : M — M x RF
kesitini belirler. Bunun tam tersit de gecerlidir. Yani verilen bir F kesiti F
fonksiyonunu belirler. Ozel olarak, C=(M), dogal olarak M x R* asikar dogru

demedinin dizgin kesitlerinin uzaiyn ile karakterize edilebulir.

5.2. Lokal ve Global Catilar

E — M bir vektor demedi olsun. U C M acik alt kiimesi ve U iizerindeki
E nin lokal kesitleri 1,09, ..., 0, olmak tizere her bir p € U i¢in o1(p), ..., ox(p),
E, nin lineer bagimsiz elemanlar ise oy, ..., oy kesitlerine lineer bagimsizdir, denir.
Benzer sekilde her bir p € U i¢in o1(p), ..., ox(p) lar E, yi geriyorsa oy, 09, ..., 0y lar
E yi geriyordur denir. U iizerinde FE icin lokal bir ¢ati, E yi geren U iizerindeki
lineer bagimsiz lokal kesitlerin k—siralist (o4, ...,0) dir. Bdylece her bir p € U
icin (o1(p), o2(p), ..., ok (p)), E, lifi i¢in bir taban teskil eder. Eger U = M ise bu
cat1 global cat1 olarak adlandirilir. Ayrica her bir o; kesiti diizgiin ise bu kesitlerin
olugturdugu lokal veya global ¢at1 diizgiindiir denir. Kisaltma olsun diye (o4, ..., o)

yerine (o;) gosterimini kullanacagz.

Ornek 5.2.1. {Bir Carpim Demedi i¢in Global Cati}
E = M x R¥ carpim demedini alirsak R¥ icin standart taban elemanlar {ey, ..., ex},
E igin €;(p) = (p,e;) ile tanumlanan (&;) ¢atisine dretir. Eger M dizgin manifold

1se bu global ¢atr diizgiindiir.
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Ornek 5.2.2. {Lokal Catilar ve Lokal Trivializasyonlar}

Varsayalvm kiw : E — M diizgiin vektor demedi olsun. ® : 7= 3(U) — U xR¥, E nin
lokal trivializasyonu ise onceki drnekteki gibr aym fikri E i¢in lokal ¢atr insa etmekte
kullanabiliriz. 01,09, ...,0 : U — E dondisimlerini o;(p) = @ (p,e;) = @1 o €;(p)

tanime altinda olusturalim oyle ki

7 (U) —2>U x R* (U)—2>U x RF
\ l’” \ ]él
U U

olur. O zaman o; ler dizgindir c¢inki ® diffeomorfizmdir. Ayrica 7 o ® = 7
esitliginden

moo(p)=mo® (p,e;) =m(p,ei) =p
elde edilir. Oyleyse a; ler diizgiin kesitlerdir. (o;(p)) ler E, icin taban teskil eder.

Clinki ® yi lineer izomorfizm olarak E, den {p} x R* kusitlar ve

®(oi(p)) = (p, i)

olur ki (p,e;) ler {p} x R¥ i¢in taban teskil eder. Béylelikle (o;) lokal ¢atisinan ® ile

wiskili oldugunu soylemis oluruz.

Onerme 5.2.3. Bir dizgiin vektor demedi i¢in her dizgin lokal ¢atr yukaridaki

ornekte oldugu gibi dizgiin bir lokal trivializasyonla iliskilidir.

Kamt. U C M acgik alt kiime ve (0;), bu agik alt kiime {izerinde F igin diizgiin
bir lokal gat1 olsun. Simdi ¥ : U x R¥ — 771(U) déniisiimiinii asagidaki sekilde

tanimlayalim.

k
U(p, (v, 02 ..., Uk)) = Z v'oi(p)

Her bir p € U noktasinda (o;(p)) lerin E, igin taban olusturdugu gergegi ¥ nin
birebir ve 6rten oldugunu gerektirir ve kolay bir hesaplamayla gorebiliriz ki o; =
U o ¢; dir. Boylece ¥ nin diffeomorfizm oldugunu gosterirsek, ¥~ diizgiin lokal
trivializasyon olacaktir ki bu trivializasyonun iligkili yerel ¢atis1 o; dir.

U birebir ve érten oldugu i¢in onun diffeomorfizm oldugunu gostermek demek
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lokal diffeomorfizm oldugunu gostermek demektir. ¢ € U verilsin. ¢ nun 6yle bir

V' C M komsgulugunu secebiliriz ki iizerinde
O (V) =V xR

diizgiin lokal trivializasyonu vardir. Ayrica V' C U olmasin istersek V' nin uygun
elemanlarin istenilenler bozulmayacak gekilde kiimeden c¢ikartabiliriz. & diffeomor-
fizm oldugu icin ® o \IJ|VX]Rk déniisiimiiniin V' x R¥ dan V x R* ya diffeomorfizm

oldugunu gosterebilirsek o zaman
UV xRF = 77 H(V)

doniigiimii diffeomorfizmdir. So6yle ki

v
V xRk

V x RF LE7-1(V) 2>V x R¥

N

|4

: V — V xR bileske déniisiimii diizgiindiir

olur. Her bir ; diizgiin kesiti i¢in ®oo; }V

ve bdylece

®o0i(p) = (p,0}(p),07(p), .-, o (p))

olacak sekilde o}, 07, ...,0F : V' — R diizgiin fonksiyonlar1 vardir. Bu nedenle V' x R¥
lizerinde

®oW(p, (v',....v") = (p, (V' (p), .., v 07 (D))
diizgiindiir.

Simdi (® o ¥)~! déniisiimiiniin diizgiin oldugunu gosterelim. Unutmayalim
ki (o7 (p)) matrisi her bir p icin terslenebilirdir ¢iinkii (o,(p)) ler E, i¢in bir taban
tegkil eder. (77(p)) matrisi (o7

: 7(p)) nin ters matrisini gostersin. Bir matrisi ter-

sine gotiiren dontligiim diizgiin bir doniigiim oldugu i¢in Tg fonksiyonlar1 diizgiindiir.

Onceki paragraftan hesaplamalara devam edersek
(@0 W) p, (W' w?, ) = (p, (W'} (p), W' T (D), s W' ()
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doniisiimii ortaya c¢ikar ki bu dontigiim de diizgiin bir doniigimdiir. O]

Sonug 5.2.4. Diizgiin bir vektor demedi asikardir ancak ve ancak bu vektér demeds

diizgiin bir global ¢atr kabul eder.

Kanit. Ornek 5.2.2 ve Onerme 5.2.3 beraber diisiiniildiigiinde gosterebiliriz ki bir
U C M agik alt kiimesi {izerinde diizgiin lokal trivializasyon vardir ancak ve ancak
U fizerinde diizgiin bir lokal ¢at1 vardir. Bu sonu¢ da U = M oldugundaki 6zel

durumdur. O

5.3. Vektor Demedi Uzerinde Kovaryant Tiirev

Tanim 5.3.1. 7 : E — M vektor demedi ve T'(E), E nin dizgin kesitlerinin uzay:

olsun.
V: x(M)xT'(E) — TI(E)
(X,0) — Vxo

bilineer dontisimi asagidaki kosullary saghyorsa V ya E de bir konneksiyon denir.

1. Vxo, X bilesenine gire C®(M)-lineerdir. Yani f,g € C®°(M) ve X1, X5 €
X (M) olmak iizere
Vixi4gx,0 = fVx,0+4+9Vx,0o

dar.

2. 'V carpim kuraline saglar soyle ki; f € C(M) ise
Vx(fO') = fVxo+ (Xf)O'

esitligi saglanar.
Bu durumda V xo, X yoninde o man kovaryant tirevi olarak adlandurilur.

U C M agik kiimesi tizerinde lokal gat1 01, 09, ..., 0% olsun. O zaman X € x(M)
icin
k
VXO']‘ = Z Wij (X)O'Z
i=1

seklinde yazilabilir. Burada w;;(X) € C*(M) dir. Ayrica w;(fX) = fw;;(X)

oldugundan w;; ler U iizerinde 1-formlardir. 2 tane 1-form vardir. wy = (w;;) ye U
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tizerinde V nin konneksiyon formu veya konneksiyon potansiyelleri denir ve wy, U

tizerinde gl(k,R) degerli 1-formdur.

5.4. Cat1 Demedi

M n—boyutlu diizgiin bir manifold ise * € M deki bir ¢at1 T, M tanjant
uzaymdaki p = (01, 09, ..., 0,) sirall tabanidir. e; ler R” nin standart tabani olmak

tizere ve ¢ = 1,...,n i¢in herhangi boyle bir ¢ati p(e;) = o, ile tanimlanan
p:R*"—>T,M

dogrusal izomorfizmini verir.

Tersine, her p : R" — T, M izomorfizmi p = (04, 09, ...,0,) = (p(e1), ..., plen))
catisini verir. Simdi € M noktasindaki tiim ¢atilarin kiimesini L(M), ile gostere-
lim ve L(M) = |J L(M), olsun. Her bir p € L(M), C L(M) igin Pr(p) = =

zeM
doniisiimiinii tamimlayalim ve buradan

PL: L(M) — M

orten dontigiimiini elde ederiz. Simdi de GL(k,R) nin L(M) tizerindeki sag etkisi
olan

o L(M) x GL(k,R) — L(M)

déniigiimiini p = (o1, ..., 0n) € L(M), € L(M) ve g = (g5) € GL(n, R) olmak iizere
o(p,g) = p- g seklinde tanimlayalim.

Burada j =1,...,n ve

g g
p-g=<01 %) :
91 9n

dir. Ayrica p-(g192) = (p-g1)-g2 ve p-1 = p saglanir. Her p € L(M) ve g € GL(n,R)
i¢in tanmimdan

Pr(p-g) =PL(p)
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dir. Bir cat1 p: R™ — T, M izomorfizmi ile belirlidir. O halde herhangi
9= (g) € GL(n,R) elemam verildiginde

gle;) = 61’9;'

tanimi ile g : R” — R"™ bir doéniigiim olur. Bu durumda p - g catisi
p-g=pog:R—T,M
izomorfizmine karsilik gelir. Clinkid j = 1,...,n i¢in

(Pog)(e;) = pleigy) = Dle)g; = oigs = b
olur. Ele aldigimiz bu L(M) bir topolojiye ve manifold yapisina sahiptir ve o nin

yukaridaki tanimiyla birlikte
GL(n,R) — L(M) %5 M

M {izerinde diizgiin bir GL(n,R)—asli lif demedidir ve M nin g¢at1 demedi olarak
adlandirilir.

Simdi elde ettigimiz bu ¢at1 demedinin agiklarindan bahsedelim.
(U, ), p = (x',22,...,2") koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere M iizerinde bir kart

olsun.

¢ :P;HU) — ¢(U) x GL(n,R)

dontistimiinii agagidaki gibi tanimlayalim:
p=(01,...,04), x = Pr(p) € U noktasinda bir ¢at1 olsun. O zaman her bir

j=1,...,nicin

yazalim.

matrisi terslenebilir oldugundan dolay1
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0 = (1), A0)

tanimini yapabiliriz. Agiktir ki ¢ birebirdir ve herhangi A € GL(n,R), her bir
x € U noktasindaki en az bir cati ile eglesir. Bu da ¢ : P, (U) — o(U) x GL(k,R)
doniisiimiiniin birebir ve 6rten oldugu anlamina gelir.

Ayrica o(U) x GL(n,R) kiimesi R” x R” 2 R de agiktur.

Boylece U C L(X) agiktir ancak ve ancak (U, ), M tizerinde bir kart olmak
lizere 6(2/{ N PEI(U)) kiimesi @(’PL_I(U)> = o(U) x GL(k,R) de agiktir. L(M)
kiimesi de bu tanim altinda bir topolojik yapiya sahiptir.
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6. ASOSYE VEKTOR DEMEDI

o0:PxG— P, o(p,g)=p-g sag etki olmak iizere G — P 5 M diizgiin
bir G—asli lif demedi olsun. F' diizgiin bir manifold 6yle ki G bu manifold iizerinde

soldan etki etsin. ((g, €) € G x F elemanimin bu etki altindaki goriintiisii g - olarak

yazﬂacak.) O zaman

(PxF)xG — PxF
((0,8.9) = @& -9:=0@ 9,98

P x F iizerinde diizgiin sag etkidir [7]. P x F iizerinde agagidaki gibi bir denklik

bagintisi tanimlayalim.

(p1,&1) ~ (p2, &) & Jg € G, (p2,&) = (p1,61) - 9

(p, 19 ) yi igeren denklik sinifi

. ={p-9.97"-&:9€G}

dir. O zaman bu elemanlardan olugan kiimeyi

PxgF={p¢l:(p¢ePxF}

ile gosterelim. Bu sekilde olusan P x4 F' kiimesi {izerindeki boliim topolojisi

Q:PxF —PxgF, Q&) =[p¢

boliim doniisiimi ile belirlenen topolojidir. Ayni zamanda
PG P Xa F— M7 PG([paf]) = P(p)

doniigiimiinii tanimlayalim. Bu durumda Pg siireklidir ve herhangi bir x € M ve
p € P~ Y(x) igin
Po'(x) ={lp.¢]: €€ F}
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dir [7]. (V, W), P: P — M G-asli lif demedinin herhangi bir lokal trivializasyonu
ve s: V — PY(V) bir kesit ise ®(z, &) = [s(z),£] ile tammlanan

d:V xF—=P V)

déniisiimii homeomorfizmdir ve tersi ¥ : P~1(V) — V x F olmak iizere
U(s(x),€) = (,€) dir.

V;NV; # 0 olmak tizere (V;, ¥;) ve (V;, ¥,) trivializasyonlar ve g;; : V;NV; = G
gecis fonksiyonlari ise W; o W (z, &) = (x, gji(z) - €) ile verilen

VoWl (V,iNV)x F— (V;nV;) x F

dontigiimii diffeomorfizmdir [7]. Boylelikle P x¢ F' iizerinde tek bir diferansiyel-

lenebilir yap1 vardir. Bu durumda
Po:PxgF —M

ye P : P — M asli lif demedine karsilik gelen asosye lif demedi denir. Bunun &zel
bir durumunu ele alalim. Yani F' = V), iizerinde dogal diferansiyellenebilir yapisi
ile birlikte sonlu boyutlu vektor uzayi olsun. p : G — GL(V), G nin V iizerindeki
diizgiin temsili olsun. Bu durumda p, G nin V iizerindeki diizgiin sol etkisini ortaya
gikarir. <(g,v) —g-v= (p(g))(v)) O halde bu etki ile birlikte P : P — M asli

lif demedine kargilik gelen asosye lif demedi
P,: Px,V—=M

ile gosterilir ve p temsili yardimiyla P : P — X asli lif demedine kargilik gelen asosye
vektor demedi denir.

Bu durumda p € P~'(z) olmak iizere P, (x) = {[p,v] : v € V} lifi V nin bir
kopyasidir ve dogal bir vektor uzay1 yapisina sahiptir. Yani her a;,as € R ve her
v,V € V igin

ar[p, v1] + az[p, vo] = [p, a1v1 + agvo]
dir.
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Ornek 6.0.1. U(1) — P 2 M, keyfi U(1)—asli lif demedi olsun ve V = C (2-boyutlu
reel vektor uzayr olarak) alalim. Eger p : U(1) — GL(C), U(1) in C fzerindeki
herhangt bir temsili ise o zaman P, : P x, C — M asosye vektor demed: oyle
liflere sahiptir ki bu lifler C nin kopyasidir ve M tizerindeki kompleks dogru demedi
olarak adlandirilir. p : U(1) — GL(C) yi daha ag¢ik olarak yazacak olursak, her bir
g € U(1) ve z € Cicin (p(g))(2) = gz olarak alabiliriz.(Ejer g = €,0 < § < 27 ise
p(g), 0 derece dondirmedir.)Daha genel olarak tanimlamak istersek, herhangi bir n
tamsayise i¢in p : U(1) — GL(C) temsilini (p(g)) (z) = ¢"z olarak alabiliriz ve

boylelikle M tizerinde asosye vektor demedi elde etmis oluruz.

P : P — M G—asli lif demedi ve Pg : P XV — M asosye vektor demedi
olsun. Eger V, M in agik bir alt kiimesi ve her p € P~1(V) ve g € G i¢in

op-9) =g " o(p) (6.1)

esitligi saglanirsa ¢ : P~1(V) — V diizgiin doniigiimiine equivaryant doniigiim denir.

Boyle bir equivaryant doniisiim verildiginde p € P~1(x) olmak iizere
sg: V= PSH(V)

doniigiimii s, (z) = [p, ¢(p)] olacak sekilde tanimlanabilir. Bu durumda s, doniisiimii
diizgiindiir ve Pg o 54 = Idy esitligini saglar.

Tersine s : V — P51 (V), P xg V asosye vektér demedinin bir lokal kesiti
olsun. Bu durumda ¢, : P~ (V) — V déniigiimiinii agsagidaki gibi tanmimlayalim:

p e P (V) ise P(p) =z € V dir. Oyleyse s(z) € Pz'(V) dir ve

s(x) = [p, ¢s(p)]

olacak sekilde tek bir ¢4(p) € V elemam vardir 6yle ki (6.1) equivaryanthik kogulunu
saglar. Yani, ¢ : P~4(V) — V equivaryant doniigiimleri ve P xg V asosye vektor

demedinin s : V' — P5' (V) kesitleri arasinda birebir ve érten egleme vardir [7].
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6.1. Asosye Vektér Demedi Uzerinde Kovaryant Tiirev

P : P — M G—asli lif demedi iizerinde w konneksiyon 1-formu ve ¢ : P — V

lokal kesit olsun. Her bir p € P ve v € T,,(P) igin v/, v nin yatay kismi olmak iizere
(d9)p(v) = (dd)y(v")
seklinde d“¢ 1—formunu tanimlayalim.
p:G— Aut(V)

doniisiimii G nin V {izerindeki sol etkisi ve diizgiin homomorfizm olsun. g, G nin
Lie cebiri ve her bir A € g ve her bir v € V igin A -v yi asagidaki gibi tanimlayalim:

d tA d tA

A-v= E(e -v)|t:0 — E(p(e

)@,

Ayrica p, 0 g — End(V), p nun birimdeki tiirev doniigiimii olmak iizere

(M) @)y = pa(A)(0)

dir. Burada G matris Lie grubu ve p kapsama doniigimii ise her bir A € g igin
A - v = Av matris ¢arpimidir.

G nin bu etkisi yardimiyla P x, V asosye vektor demedi elde edilir. Bu
vektor demedinin kesitlerinin P — ) geklindeki equivaryant doniigiimler olarak
diistintilebilecegi gosterilmisti.

¢ : P — V equivaryant doniisiim ve w, g-degerli 1-form, ayrica p € P ve

v € T,(P) olmak {izere

seklinde tanimlanir.

Simdi iddia ediyoruz ki

d“¢=do+w- ¢
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esitligi dogrudur. Bunu kanitlamak icin her v € T,(P) icin

(d)p(v™) = (d),(v) + wp(v) - G(p)

oldugunu gostermek zorundayiz.
Iki taraf da v de lineer ve T,(P) = Hor,(P) ® Vert,(P) oldugu i¢in v nin
yatay ve dikey oldugu durumlar1 ayr1 ayr1 gozoniine almak bize yardimei olacaktir.

H

Simdi, v yatay kisim ise v = v ve w,(v) = 0 dir. Bu durumda zaten yukaridaki

esitlik saglanir. Varsayalim ki v dikey kisim olsun. O halde v = 0 olur ki bu da
yukaridaki esitligin sol tarafinin sifir oldugu anlamina gelir. 7] de gosterilmistir ki

v = A*(p) olacak sekilde bir tek A € g elemam vardir. Boylece

(d9)y(v) = (dd),(A*(p)) = A*(9)(p)

ve

olur. Oyleyse

esitligini kanitlamaliyiz.

A¥(¢)(p) yi hesaplamak icin 8(t) = p - exp(tA) olsun. O zaman
A (9)(p) = A (p)(¢) = B'(0)(¢) = (¢ 0 B)'(0)
Fakat (¢ o B)(t) = ¢(8(t)) = ¢(p - exp(tA)) = exp(—tA) - ¢(p) oldugundan
(0o B)(0) =—A-¢(p)

dir ki bu da gostermek istedigimiz geydir.
d“¢ dig kovaryant tiirevini koordinatlarda hesaplamak i¢in P : P — M G—asli
lif demedinin lokal kesiti veya trivializasyonunu almamiz gerekmektedir.

s : U — P7YU) kesitinin tamm kiimesi U nun aym zamanda M nin koordinat
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komgulugu oldugunu varsayalim ve asagidaki esitligi diigiinelim.

s (d“¢) = s*(dp +w - ¢) = 57(dP) + s7(w - )

= d(¢os) + (s°) - (605)

U tizerinde s*w : TU — g ayar potansiyeli i¢in A yazarsak

s*(d“¢) = d(¢pos) + A-(dos)

olur.
Simdi P iizerindeki w konneksiyon 1-formu yardimiyla £ = P x,V asosye
vektor demedi tizerinde V kovaryant tiirev operatorii tanimlayalim.

X € x(M) ve ¢ € I'(E) olmak iizere

Vx¢ = d“¢(X7)

esitligi ile verilen V doniigtimii bir konneksiyondur [2]. Burada X*, X vektor alaninin
yatay kaldirilmisidir. Bu konneksiyona £ = P x, V iizerinde w tarafindan belir-
lenen konneksiyon denir. Bu konneksiyon i¢in kullandigimiz yontem spinor demedi
tizerinde konneksiyon tanimlarken kullanilacaktir. Buradaki V nin lokal koordinat-
lardaki ifadesi U, C M, s, : U, — P ve X, U, iizerinde bir vektor alani olmak

uzere

Vx¢ =dpa(X) + Au(X) - ¢

olur. Burada

Ga =008y : Uy —V

ve

Aa(X) C Qo = P*I(Aa(X))(¢a)

dir. Acgik yazmak gerekirse

Vx¢ = d(ba(X) + P*l(Aa(X))(¢a)
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olur. £ = P x,V iizerindeki V kovaryant tiirevi [9] da ¢, € I'(S), X € x(M) olmak

tizere denklik siniflar1 yardimiyla

Vx¢ = [5,dpa(X) + Aua(X)d0]

seklinde tamimlanir. Burada U, C M i¢in s, : U, — P lokal kesittir. Ayrica bu

tanimlama secilen kesitten bagimsizdir.
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7. Spin?T —YAPISI

Tanim 7.0.1. (M™, g) yonlendirilmis Riemann manifoldu iizerinde bir Spin® —yapisi,
A 1 Pgpint(ny = Psom) diizgiin doniisiim olmak tizere bir Pgp,r () Spin® (n)—asli lif

demedidir oyle ki asaqidaks diyagram degismelidir:

PSpinT(n) X sznT(n) - PSpinT(n)

lmT lA

Pgo(n) X SO(TZ) PSO(n)

Béylece M manifolduna Spin™ —manifoldu denir.

Yukaridaki tanimdan
IT: PSpinT(n) — PSO(n) X Psiy g1

2:1 ortli doniigiimiinii insa edebiliriz.
Bir (Pgpint(n), A) Spin” —yapisi verildiginde, AT : Spin®(n) — SO(n) doniigiimii

bir izomorfizm indirger.
Pspint(n)/S' X S' 22 Pson).-
Benzer sekilde, Spin® (n)/gpinm) = S* x S yardimiyla,
Pspint(n)/Spin(n) = Pgi g1

izomorfizmi vardir.
i : Spin(n) — Spin’(n) kapsama déniisiimiinden dolay1, M iizerindeki her Spin
yapist Spin? —yapisi indirger. Benzer sekilde, Spinc(n) < Spin’ (n) kapsama déniisiimii

var oldugundan, M {izerindeki her Spin¢ yapisi bir Spin? yapisi indirger.
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8. SPINOR DEMEDI VE DIRAC OPERATORU

(M™, g) yonlendirilmis baglantili bir Riemann manifold ve Pso(,) — M, pozitif
olarak yonlendirilmis ortonormal ¢atinin SO(n)—asli lif demedi olsun. M iizerindeki
V Levi-Civita konneksiyonu, Pso,) asli lif demedi iizerinde, w : T Psom) — s0(n)
s0(n)—degerli konneksiyon 1—formunu belirler. U C M agik alt kiimesi ve
e : U = Psowm), Psowm) ¢ati demedinin lokal kesiti olsun. O zaman Pso(y) lizerinde

bu konneksiyon lokal olarak asagidaki gibi ifade edilir.
TU —== T Pso(ny —~— s0(n)

olmak tizere

TU —= - s0(n)
dir. Burada e = {ey, ..., e,}, ortonormal ¢at1 ve w® = wo e, = e¢*(w) alacak olursak
w® = ZQ(VQ, ej)EZ-j (81)

1<j

dir. Buradan X € x(U) olmak {izere

w(X) = g(Vxes e;)Ey

i<j
elde edilir. Burada E;, ij. girdisi —1, je. girdisi 1, diger tiim girdileri sifir olan n x n
tipinde matristir.
Simdi konneksiyonlar i¢in lokal bir formiil verecegiz. s: U — Pgiy g1,

Pgi, g1 —asli lif demedi {izerinde bir kesit olsun. O zaman
(A, B) . TP51X51 — ZREBZR
konneksiyon olmak iizere

TU =~ TPg o 22l iR @ iR

23



olur. Buradan da
(A,B)osx

TU iR @R

doniigiimiinii elde ederiz. Son doniisiimii asagidaki sekilde ifade edebiliriz:
s"(A,B)=(A,B)os,=(A,B)°:TU — iR®iR

A? B*® U kiimesi iizerinde tanimli {R—degerli 1—formlar olmak {izere

(A, B)* = (A®, B*) dir.

U —= Psom)

s

Pgiy 51
doniistimlerini diigiiniirsek
exs:U— Pso(n) X Pgiy g1

carpim demedi tizerinde bir lokal kesittir. Buradan

Psz'nT (n)
7 l’
II

UWPSO(TL) X P31><Sl

olur. Buradae x s, I iki kathi 6rtii doniigimii yardimiyla ex s kesitinin kaldirilmigidir.

w ve (A, B) konneksiyonlar1, Pson) X Pgixgt ¢arpim demedi {izerinde
w X (A, B) : T(PSO(n) X P51><Sl) — 50(71) @R PR

konneksiyonunu indirger. Simdi agagidaki diyagram degismeli olacak sekilde Pgy;,r ()

asli lif demedi tizerinde w x (A, B) konneksiyon 1—formunu tanimlayalim :

T PspinT (n) M)gpinT(n) = spin(n) ® iR @ iR

ln* lp*

T(Psom) X Psixst) (A5 so(n) @ iR @ iR
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Yani

Py © (w x (A, B)> - (w x (A, B)> o 1L,

esitligi saglanir.

Ayrica e X s lokal kesiti yardimiyla w x (A, B) konneksiyonunu U iizerine ¢eke-

biliriz. Yani

e

T Pspin () MspinT(n) = spin(n) @ iR ¢ R
(exs)« LH* lp*ld
s T(Psowm) * Psxst) ) so(n) ® iR @ iR

—

exs

diyagramlar1 degismelidir. w x (A, B) : TU — spin(n)®iR@iR lokal konneksiyon

formunu diigtindiigiimiizde degismeli diyagramdan

wx (AB) = (w < (A, B)) o (6X5).

— pilolwx (A B))ol(exs),
= pilo(wx (A DB))o(e xs,)
= o ((wee) x (4o
— pilo|wx (4, B)S)
= (Zi<j 9(Vei, ej) Eij, A%, Bs)
elde edilir.

Tamm 8.0.1. Bir Spin® spinor demedi,
S = PSpinT(n) X kT A,

asosye vektor demedi olarak tanimlanir. Burada x : Spin®(n) — GL(A,), Spin®(n)
nin spinor temsilidir. n = 2k durumunda spinor demedi, ST ve S~ seklinde ki alt
demede ayrilir oyle ki

S=S8* S>) S_, Si = PSpinT(n) X r+ AT:‘L:
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olur.

e X s kesiti yardimiyla U {izerindeki S spinor demedinin ¢ : U — S kesitini

v U — A, seklinde bir doniisiim olarak gosterebiliriz 6yle ki bu dontigiim

Y(pg) = kT (g ) (p) kuralim saglar. S spinor demedi iizerinde w x (A, B) konnek-
siyonu

V:I(S) 5 I(T*M ®S)

kovaryant tiirevini belirler 6yle ki bu kovaryant tiirev

Vi) = dip + k5 (w x (A, B))

ile verilir. Burada 7, : spin” (n) — End(A,), x” nin birimdeki tiirevidir.

—
~ _ exs

VY = dp+rl(wx(AB) )¢
= d+ kL (%Zg(Vei, e;)eiej, %AS, (B — %AS))w

1<j

= dp+ (%Zg(vei, ej)k(eie;) +2(3A%) + (B* — %AS)>¢

1<J

= dw -+ %Zg(Vez, ej)eiej . 1/1 + Asw + le/J — %ASQ/J

1<J

= dy+ 53 9(Vei,ej)eie; - + 3 A% + B

1<J

X € x(U) olmak tizere lokal olarak S spinor demedi tizerinde kovaryant tiirev

6X¢ = dy(X) + % ZQ(VX&', ej)ee; -+ %Asqﬁ + By

i<j
seklinde tanimlanir.

Onerme 8.0.2. X,Y € x(M) ve ) € I(S) olsun. S spinor demedi tizerinde tanim-

lanan V kovaryant tirevi asagidaki ozelligi saglar:
gy(X ) =X 6)/@/) + (VYX) 0
Kamt. Once (X -1)(p) ye anlam kazandiralim.
S = Pspint(n) Xur Ny = M
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olsun. Bu spinor demedindeki kesit
’QD M — PSpinT(n) X T An
seklindedir ve
olarak tanimlanir dyle ki (p) = x tir. ¥(x) := [p, o(p)] = [p-9, 9~ - (p)] oldugundan

biz bu kesitleri ayni zamanda

2 PSpinT(n) — A,

p — ¢

ve ¢(p.g) = g .p(p) olacak sekildeki equivaryant doniisiimler olarak diigiinebiliriz.
p:S0O(n) — Aut(R") standart temsil olmak {izere

Spin™ (n) Ay SO(n) & Aut(R™)

doniisiimlerinden elde ettigimiz po AT temsilini ele aldigimizda agagidaki izormorfizm
mevcuttur.

TM = PSpinT(n) X poAT R"

Yani X € x(M) ise X = [p, X (p)] = [p, v] olarak diigiinebiliriz. Bagka bir deyigle
X i Pgpinr(ny — R™ dir ve

[p.v] = [p.g, X(p.9)] = p-g.po N (g7 ") (v)] =

= [p.g, A (g7 ")) (@)] = [p-g. A (¢ ") (X ()]

esitligi vardir. Tiim bunlar1 gz 6niine alirsak (X - )(p) Clifford ¢arpimi

(X -¥)(p) == X(p) - ¥(p)

tanimu ile verilir. Simdi ise spinor demedimiz tizerindeki kovaryant tiirevi belirleyen
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mutlak diferansiyelimizi kullanarak
D(X - 9)

yi hesaplayalim. Mutlak diferansiyelin tanimindan yola ¢ikarsak

Dy = dyp + k5 (w x (A, B)) - ¢

dolayisiyla

D(X ) = d(X-¢)+rh(wx (A,B)) (X )
= dX Y+ X -dp+rL(wx (A B)) (X )
= dX Y+ X -dp+(y+is+ip)- X ¢
= dX Y+ X -dp+ (y+i(s+p)) X v
= dX Y+ X -dp+y - X -+ X-(i(s+p))
= AX P+ X dp+ Xy b+ N@)X) b+ X - (i(s+p)0)
= X -dp+X -y o+ X (i(s+p)) +dX ¢+ A(y)(X) ¥
= X|dY+wf(wx (A B) ¢ ) +dX -+ wIL0)(X) ¢

= X{d+rh(wx (A4,B)) ¢ ) +dX -+ A (w)(X) ¢

= X-Dy+ (VX) -9
esitligi elde edilir. (y+is+ip) € spin’ (n) @iR+iR vey-X = X -y-0+ A\ (y)(X) -
esitligi [2] de gosterilmisgtir. Bu da demektir ki bu mutlak diferansiyelin belirledigi

kovaryant tiirev

6}/(){'1/)) = X -Vyth + (VyX) - o

ozelligini saglar.
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Tanim 8.0.3. u Clifford ¢carpime olmak tizere

D=po¥V: I'S) % I(I"M&S) — D(TM®S) % T(S)

¥ = eV = Se@Ve = S Vet
i=1 = =

=1 =1

seklinde tanwmlanan D ye Spin® Dirac operatérii denir.

D Spin™ Dirac operatorii lokal olarak

D=3 e Vi (8.2)
i=1
ile ifade edilir ki burada {ej,...,e,}, M manifoldu tizerindeki lokal ortonormal

catidir.

D SpinT Dirac operatorii asagidaki ozellige sahiptir:

Teorem 8.0.4. f, dizgin bir fonksiyon ve 1» € I'(S), bir spinor alani olsun. O

zaman,

D(f -4) = (gradf - ) + fDY
esitligi saglanar.

Kamit. D Spin™ Dirac operatériiniin tanimim kullanarak D(f - 1)) yi asagidaki gibi

hesaplarz: .
D(f-v¢) = ;e Ve, (f )
- ;e (ei(f) -+ fVeh)
— ;ei(f)ei )+ fizzlei Ve
= (gradf) - ¢+ fDy
O
Onerme 8.0.5.

n

DX )= e+ (Ve X) = X - Dip+ 2Vt

=1
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Kanat.

D(X ) = iznjlei-%ei(xw)
_ z”jle ((VeiX)-erX : (%1&))
- ;e (Ve X) -9+ ;e X (Ve)
= e (VaX) 0= 32X e (Vo) + 320(X, ) - (V)

=1

e (Vo X) b — X - D+ 29 )
=1

Simdi S spinor demedi iizerindeki Laplace operatoriinii tanimlayalim.

Tanim 8.0.6. ¢ € I'(S) bir spinor alam olsun. Spinorlar izerindeki A Laplace

operatori
n

Ap==Y" (%eﬁei@b + dw(ei)%@w) (8.3)

i=1

tle tantymlanar.

8.1. Schrodinger-Lichnerowicz Tipinde Formiil

Dirac operatoriiniin karesi D? ve Laplace operatérii A, ikinci mertebeden diferen-
siyel operatorlerdir. D? — A farkim hesaplayarak Schrodinger-Lichnerowicz tipinde
formiil tiiretecegiz .

Y e(S) ve X, Y € x(M) olmak tizere v kovaryant tiirevinin egriligi RS
RY(X,Y ) = %)(6}/@/) - 63/6)(10 - %[X,Y]@ZJ

ile verilen End(S) degerli 2—formdur. Simdi R egrilik tensériine gére R® yi tanim-

lamak istiyoruz. Bunun icin asagidaki yardimei teoremi kanitlayalim.

Yardimci1 Teorem 8.1.1. p, SO(n) grubunun temsili olmak tizere
Rw = Py (Qw)

esitligi saglanar.
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Kamt. ¢ : P — A, spinorunu ve dy : TP — A,, doniiglimiinii diiginelim. Ayrica
T Psom) A s0(n) konneksiyon bir formu ve XY € (M) olmak iizere X* Y*
sirasiyla X, Y nin Z aracihigiyla yatay kaldirilmiglar: olsunlar. p temsili yardimiyla

olugturulan asosye vektér demedi iizerindeki kovaryant tiirevin
v = (D) (V")

seklinde verildigini ve

Dy = dip(Y) + Z(Y)y

tanimim diigiindiigiimiizde
v = (DY) (Y") = dp(Y™) = Y™ (¢)
olur. Simdi R*(X,Y )% yi hesaplayalim:

R Y)Y = V4V — VoV — Vit
= V(W) - V5 (X W) - [X.Y] ()
= avw) (0) —d(xw) ) () - KT )
X (V) - V(X)) - [X,Y] ()
XYW — (X, YT )
= () + e Y1) ) - T
= X Y)
= Z([x*,v7)

olur. Burada Q¥ = dZ + 1[Z, Z] = dZ oldugundan

Q4(X",Y7) =

= dZ(X* V") = X* (Z(Y*)) —Y* (Z(X*)) - Z([X*,Y*]) = —Z([X*,Y*O
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esitligini elde ederiz ki —Q¥(X*,Y™*) = Z([X*, Y*]) olur. Buradan da

—_—

RY(X, Y)Y = —Q¥(X* Y ) = —Q9(X*, Y*)¢

ifadesine ulagiriz. Burada QW&TY*), OY(X*Y*) ye karsilik gelen temel vektor
alamidir. Hatirlayalim ki 2 (/W) = W ise W ifadesi W ye karsilik gelen temel vektor

alani olarak adlandirilir. Buradan yola devam edecek olursak

— etW) _
W(?/J)(p) _ Zt%w(p t) ¥(p)
— im?” e*tW)w(p)—iﬁ(p)
50 t
e—tW) _
= Lim” )

Bu da demek oluyor ki

Simdi Q¥ : T Psogm) X T Psomy — s0(n), bilesenleri
0 =) QyE;
i<j

olan Levi-Civita konneksiyonunun egrilik formu olsun oyle ki

Qij : TPSO(n) X TPSO(n) — R dir.

QWX(AvB) . T(PSO(n) X Pslxsl) X T(Pso(n) X Pslxsl) — 50(n) PR P iR

olur. Yani

QAP =N "0, By + dA + dB

1<j

olur.

QWX(A’B) : Tpsme(n) X TPSpinT(n) — spin(n) ® iR @R
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wa(A,B) (X, Y) —

:p;l(Zﬂm(wm,H*<Y>>Eij,dA(H*<X>,H*<Y>),dB<H*<X>,H*<Y>>)

1<j

= %ZQU (H*(X ); H*(Y>)eiej@%dA(H*(X ), H*(Y))@(dB—%dA) (IL(X), IL,(Y))

1<j

1 1 1
wx(A,B) _ — * No b, ST * -
Q = DI (Q)eie; © STT(dA) © T (dB — 5dA).

i<j
Buradan S spinor demedi iizerinde elde ettigimiz, spin(n) @ iR @ iR-degerli R®

2—formu kullanilarak

1 1
RS, ) = §Zﬂijeiej Wt SdA Y +dB Y
i<j
esitligi elde edilir.
{e1,...,e,} ortonormal gat1 alani olsun, ;;(X,Y) = g(R(X,Y)e;, ¢;)
Levi-Civita konneksiyonunun egrilik formunun bilegenleri,

X = ZX FepveY = ZY e;, M iizerinde vektor alanlari olsun. O zaman {e, ... e"},

{e1,.. en} e dual olan cat1 olmak iizere
QZ‘J’(X7 Y) = g(R(X, Y)el-,ej)
= > g(R(X* e, Y'e)e;, €;)
k=1
= > X*'g(R(ex, e)e;, e5)
k=1
= X FX)(Y)g(Rler er)ei ¢))

N
Il
—

eH(X)e!(V)g(Rlex, er)es, ) +

B
—_

1
e"(X)e' (Y)g(R(ex, er)es, e;) — B Z

g(R(ex, er)es, e;) (e¥(X)e (Y) — el(X)e’“(Y))

b
—

Rklij (ek A el) (X, Y)

>
Il
—

N | = MI»—?[T\DI — N =T
=T F0s T
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elde edilir. Boylece, egrilik formu i¢in agagidaki lokal formiilii elde ederiz:

- ] n 1
Qwx(AB) _ ZZ Z Rklij(ek A el)eiej + §dA b
1<j k,l=1

ve R5(.,.) 2—formu agagidaki gibi hesaplanir:
Ie—< 1
R, )0 = Z;};Rw(ek AelJeies -4+ SAA- Y+ dB- Y.

S spinor demedi iizerindeki R® egrilik formunun yukaridaki ézelliklerini kulla-

narak asagidaki sonucu c¢ikartiriz:

Onerme 8.1.2. Ric M iizerindeki Ricci tensori olsun. O zaman, asagidaki iliski

saglanar:
iea - R3(X, eq )t = —%Rz’c(X) )+ %(X 2dA) -+ (X JdB) - (8.4)
a=1
Kamit. Asagidaki esitligi [2| de verilen esitlige benzer gekilde kanitlayalim:
iz z": Ryij (ek A el) (X, eq)eatie; - 0 = —2Ric(X) - ¢ (8.5)

a=1i<j k,I=1

Simdi bu esitligi gosterelim:

Tanimdan

iz En: R (ek A el) (X, ea)eaticj -1 =

a=1i<j k,I=1

= ZR:Z Zn: Ryaij (ek(X) i(fgz—el(x) ei(fil) €ati€j - Y

a=1i<j k=1

(sla ék:oc

Buradan da Rjiaij = Rijra Ve Raij = Rij esitliklerini kullanirsak

=SS Rt (a6~ 3OS Ry (X)eacre -

a=1i<j k=1 a=1i<j =1
elde edilir. Buradaki ikinci terimde | = k alalim ve R;jor = —Rijro esitligini kul-
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lanalim.

= ZZZRijkaek(X)eaeiej )+ ZZZRijkaek(X)eaeiej X

a=1i<j k=1 a=11i<j k=1

Dolayisiyla

= 2§:Z§:Rijka€k(X)eaei€j Y

o=1i<j k=1

olur. Bu ifadede a@ = i, @« = j ve @ # ¢, j olmasi durumlarini inceleyelim:

2S5 R () e

a=i i<j k=1 2

s ikje” €;€i€; .
+2) D > Rigie"(X) ejeie; v (8.6)

a=j i<j k=1 2
—eje;

12033 Rupac(X)eacie; -
ati,ji<j k=1
2. terimde once ¢ ile j nin rollerini degistirip R;jr; = Rk esitligini, daha sonra da

Rjiri = —Riji; esitligini elde ederiz. O halde ilk iki terimi diizenlersek

S R (06— 2SS (X 0

a=i i<j k=1 a=j j<i k=1

elde edilir. Bu iki terimden agagidaki bulunur:

-2 Z R(e;, e;)ex, ez)ek(X)ej ) = —2 Z g(R(ei,ej)Xkek,ei)ej )
i,7,k=1 i,j,k=1
= —QZg(R(ei, e;) X, ei)ej X
ij=1
O halde,
= —229 R(X, e;)e;, e])e] ) = —ZZg(Ric(X), ej)ej <) = =2Ric(X) -9
i,0=1 7j=1

esitligini elde ederiz.
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3. terim olan 2 Y >° 3" Rijrae”(X)eacie; - ¢ pargasin ele aldigimizda k indisi harig
ai,ji<jk=1
1, 7, « indisleri arasinda rolleri degistirirsek

2 (Rijkaek(X)eaeiej + Rjikaek(X)eaejei + Raikjek(X)ejeaei—i—

—|—R¢akjek(X)ejeiea + Rajkiek(X)eieaej + Rjakiek(X)eiejea> X0

sonucuna varirliz. Buradan da
(Rz’jka + Raik; + Rjaki) ek(X>ea€i€j )

ve

b <Rjz'ka = Rajkz’ -+ Riakj) €k (X)eaeiej . ¢

ifadeleri Bianchi esitliginden sifir olarak kargimiza c¢ikar.

Sonug olarak

z”:Z iRk“j (ek A el) (X, eq)eqtie; - ) = —2Ric(X) - ¢

a=1i<j k,I=1

esitligini elde ederiz.
Simdi

D e dA(X eq) 1p = (X 2 dA) 1) (8.7)

a=1
esitligini elde edelim.
Hatirlayacak olursak w bir k— form olmak {izere w nin bir vektor alam X ile
interior ¢arpimi

ixw:=X Jw

ile gosterilir ve ¢ € I ve Y; ler vektor alanlari olmak iizere

(ZXW) (}/17 }/27 (RS Yk—l) = W(Xa }/17 }/27 ) Yk—l)
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olarak tamimlanir. Burada da

(X | dA) (ea) = dA(X, ea)

olarak diigiinebiliriz. (X 1 dA) nmn 1-form oldugunu goz oniinde bulunduracak

olursak,
(X 5 dA) = vk
k=1

olarak yazabiliriz. Her iki tarafa da e, y1 uygulayalim. O zaman

(X J dA) (ea) = iYkek(ea) =Y°

k=1

olur. Y'* yerine egitini yazarsak

(xsa8) - (o) = So0a (.0

a=1

esitligini elde etmis oluruz. Benzer sekilde
D eq-dB(X,e.) 1= (X 2dB)-v (8.8)
a=1

esitligi elde edilir. O zaman, (8.5), (8.7) ve (8.8) yi kullanirsak, iddia edilen esitligi
elde ederiz. O

Simdi, Schrodinger-Lichnerowicz tipinde formiilii agsagidaki yolla tiiretebiliriz:

Onerme 8.1.3. s, M Riemann manifoldunun skaler egriligi ve dA = Q4, dB =
OF, Spin” —yapusi ile iligkili (S* x S')—demedi tizerinde (A, B) konneksiyonunun

1R & iR—degerli 2— formlary olsun . O zaman, asagidaki formiili elde edebiliriz:

D2¢:A¢+Zw+%dA-w+dB-¢.
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Kanat.

D* = D(Dy)
= D ( Z €; 661@/1)
=1
= Z D (Ci . 6611/1)
=1
= Z ej - %ej(el A (8.9)
i,j=1
= Z €+ Ve € - 661@0 +eje; - 6%6@1.1/)
ij=1
= Z g(Vejel-, ek)ejek . 66#& + Z ejei . 66].6617#
1,7,k=1 ij=1

Burada ilk terimde k = j, k # j durumlarim ve ikinci terimde ¢ = 5,7 # j durum-

larim ele alirsak

SN 9(Veeieiese; Ve + > g(Veyei ex)ejer - Vet

i=1 k=j i=1 k#j

-Fz:eeZ V€1V61¢+Zejez e,V
i#]

ifadesini ve buradan da 1. ve 3. terimi beraber diisiindiigiimiizde

n

E 9(Ve,ei,€;5) e]ej- @ZJ%—E ezez- e; Ve, =
ij=1
n

= — Z (dﬂ)(eﬂ%eﬂ/} + 661661'1#) = A¢
i=1

esitligini elde ederiz. k # j durumunda Levi-Civita konneksiyonunun metrik uyum-

luluk kogulunu kullanalim. O halde

Z Zg(vejei, ex)ejer - Ve, b =

i=1 j#k

= Z Z ejg<€i7 ek)ejek : 667;1& - Z Zg(ei> vejek)ejek ’ %eﬂﬁ

i=1 j#k i=1 j#k
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toplamini elde ederiz. Ilk terimin esiti

ZZQ g(e;, ex) ejek . %eiw =0

1=1 j#k

olur. Simdi asagidaki toplami hesaplayabiliriz:

Y 9(Veeien)ejer = —> glei, Veer)ejex

7k ik
= - ( Z g(ei, Ve,er)ejer + Z g(ei, vejek)ejek)
j<k k<j
= - ( > glen, Veer)eser+ > gler, Vekej)ekej)
<k j<k
- (Zg 627 ek e]ek‘ - Zg el7vek€j)€jek>
i<k i<k
v _ Z (ez, e;€k — Vskej) eje
i<k
= Zg<€ia[€k7€j])ejek
j<k

O halde j # k durumunda

Z ZQ(Vejei, ek)ejek : 6## = Z Zg(ez’, [ek, €j])€j€k : %w

i=1 j#k = 1 i<k
= E E ek,ej (ei,e)ejer - Ve,
i,l=1 j<k
n
l ~
= E E lex, ;] dueser - Ve,
il=1 j<k
n
. ~
= E E lex, e;]"ejer - Ve,
i=1 j<k
n
= > > ejer Vig e
i=1 j<k
= E :ejek ’ V[ekvej]w
j<k

esitligini elde ederiz ki burada j yerine i, k yerine j yazilirsa

Z €;€j - 6[3].’61.}”& = — Z €;€; 6[6]-,81-}1& (810)

1<j 1<j
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ifadesine egittir. Son olarak ¢ # j durumunu da diistinecek olursak

Z €;€; - 66.7661'77& = Z €;€; - €6j€€iq/) + Z €;€; * 6@-661@0

i#j i<j J<t
= Zejei . Vejveﬂ/} - Z ejei : Veiveﬂb
i<j i<j
= Z €;€; - (%ejﬁeﬂ/} - 6ei%ejw>
1<J

esitligini elde ederiz. Son esitligi ve 8.10 esitligini kullanirsak
O v v v o 1 S 1 S
D ejei( Ve, Ve,=Ve, Ve, =V e | = 5 > ejeiRS(ej ) = 5 > iR (e, ;)0
i<j irj ij
ifadesini elde ederiz. (8.9) daki esitlikten

D2¢ = A¢ + Z g(€j7 [€k7 6i])€iek66j¢ + Z €;€; (%eiﬁeﬂ/} - %ej%e,;d))
J,i<k 1<j
= Aw + Z eiej(veivejw r Vejveiw b V[ei,ej]w)

1<j

1
= Aw + 5 Z GiejRS(eZ—, €j)¢
1,3
elde edilir. (8.4) esitligini kullanarak ve e; ile garparak asagidaki sonuca variriz.

1 1 1
D% = Az/;—Z—lzi:eimc(ei)-w+zzi:ei.(einA).¢+§Zi:e,-.(einB).¢

1
_ A¢+Z¢+§dA-¢+dB-w.
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9. SONUC

M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu yardimiyla Spin ve Spin® spinor
demetleri iizerinde kovaryant tiirev ve Dirac operatorii tanimlanmigtir. Spin®(n)
grubundan hareketle Spin® (n) grubu tammmlanmgtir. Klasik Spin® spinor teorisine
benzer yaklagimla M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu yardimiyla Spin®—
yapist tamimlanmig ve Spin® (n) grubunun temsili kullamlarak Spin? spinor demedi
insa edilmistir. Daha sonra Spin? spinor demedi iizerinde benzer sekilde kovaryant
tiirev ve Spin® Dirac operatorii tanimlanmistir. Spin® spinor teorisinde gecerli olan
baz1 formiillerin Spin? spinor teorisinde gecerli oldugu gosterilmistir.

Spin’ —yapisina sahip olan manifoldlarin saglamasi gereken kosullarin ne oldugu
actk problem olarak kalmistir. Ayrica yari-Riemann manifoldlar iizerinde Spin®
yapisinin varligi bir arastirma problemidir. Tanimlanmis olan Spin? Dirac operato-

riiniin eliptiklik 6zelligi, self-adjointligi agik problemdir.
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