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ÖZET 

ADĠ DĠFERANSĠYEL DENKLEMLERĠN SĠMETRĠ DÖNÜġÜMLERĠ 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

ġEYMA TEMĠZEL 

BALIKESĠR ÜNĠVERSĠTESĠ FEN BĠLĠMLERĠ ENSTĠTÜSÜ 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

(TEZ DANIġMANI: YRD. DOÇ. DR. FĠGEN AÇIL KĠRAZ) 

BALIKESĠR,  AĞUSTOS - 2013 

 

            Diferansiyel denklemlerin çözümleri çeĢitli yöntemler kullanılarak 

bulunabilir. Bu tezde adi diferansiyel denklemlerin çözümleri için denklemin 

tanımlandığı manifoldu değiĢmez bırakan yerel dönüĢüm grubu olan Lie simetri 

grubu kullanıldı. Bu yöntem, diferansiyel denklemlerin yeni çözümlerinin 

oluĢturulmasında önemli rol oynar. Simetri grubu yardımıyla diferansiyel 

denklemlerin çözümleri daha kolay elde edilebileceği gibi yeni çözümler de elde 

edilebilir. Ayrıca adi diferansiyel denklemlerin mertebe indirgemesi ve kısmi 

diferansiyel denklemlerin değiĢken sayısının azaltılması hatta adi diferansiyel 

denkleme indirgenmesi yapılabilir. Bu yöntem tüm diferansiyel denklemlere 

uygulanabilir.  

 

            Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde adi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri ile ilgili birkaç çözüm yönteminden bahsedilmiĢ ve 

örnekler verilmiĢtir. Ġkinci bölümde temel kavramlar olan bir parametreli Lie 

grupları, sonsuz küçük dönüĢümler, değiĢmezlik Ģartı, Lie cebirleri hakkında bilgi 

verilmiĢtir. Üçüncü bölümde ise simetri dönüĢümlerinin adi diferansiyel 

denklemlere uygulanıĢı anlatılmıĢtır. Dördüncü bölümde ikinci mertebe adi 

diferansiyel denklemlerin simetri dönüĢümüne yer verilmiĢ. Bu bilgiler 

doğrultusunda birinci bölümde örnek olarak verilen ve dönüĢüm yapılarak 

çözülen adi diferansiyel denklemin simetri grubunun üreteci bulunup, Lie 

cebirinin üreteci belirlendi ve simetri dönüĢümü ile aynı çözüme ulaĢıldı. BeĢinci 

ve son bölümde ise birinci bölümde Adomiyan AyrıĢtırma yöntemi ile yaklaĢık 

çözümü verilen lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem olan Duffing 

denklemine simetri yöntemi uygulandı.  Lie grubunun üreteci bulunup Lie 

cebirinin üreteci belirlendi. Diferansiyel değiĢmezler metodu kullanarak denklem 

birinci mertebe adi diferansiyel denkleme indirgendikten sonra baĢlangıç değer 

problemi için bir çözüm elde edilmiĢtir. 

 

 

ANAHTAR KELĠMELER: bir parametreli Lie grupları, değiĢmezlik Ģartı, 

sonsuz küçükler, sonsuz küçük değiĢmezlik Ģartı, Lie cebiri, mertebe indirgeme, 

Duffing denklemi.  
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ABSTRACT 

SYMMETRY TRANSFORMATIONS OF ORDINARY DIFFERENTIAL 

EQUATIONS 

MSC THESIS 

ġEYMA TEMĠZEL 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. FĠGEN AÇIL KĠRAZ ) 

BALIKESĠR,  AUGUST 2013 

 

Solutions of ordinary differential equations are found by different method. 

In this thesis, Lie symmetry group which is local transformation group is left 

invariant described manifold of the equation is used for solutions of ordinary 

differential equations. This method plays on important role construction of new 

solutions of ordinary differential equations. Solutions of ordinary differential 

equations can be obtained more easily with the help of the symmetry group as 

well as new solutions can be found. Also, reduction order of ordinary differential 

equations, decrease number of variable of partial differential equations insomuch 

as partial differential equations can be reduced ordinary differential equations. 

This method can be applied all of ordinary differential equations. 

This thesis consists of five chapters. In chapter one, several of solution 

methods of ordinary differential equations are given with examples. In chapter 

two, is informed about one-parameter Lie groups, infinitesimal transformations, 

invariance condition, Lie algebras. In chapter three, symmetry transformations are 

applied to ordinary differential equation. In chapter four, symmetry 

transformations of second order ordinary differential equations are given. Also, 

the ordinary differential equation which was solved using a transformation in first 

chapter, is solved with symmetry theory and both solutions are found same. In 

chapter five, symmetry method is applied to Duffing equation which is a 

nonlinear second order ordinary differential equation and is given approximation 

solution with Adomian decomposition method in first chapter. Lie group operator 

and Lie algebra operator are found.  A solution is obtained for initial value 

problem after Duffing equation is reduced first order differential equation using 

differential invariants. 

KEYWORDS: one parameter Lie groups, invariant condition, infinitesimals, 

infinitesimal invariance condition, Lie algebras, order reduction, Duffing 

equation. 
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1. GĠRĠġ 

Adi diferansiyel denklemler, uygulamalı matematikte, fizikte ve 

mühendisliğin birçok alanında önemli rol oynamaktadır. Adi diferansiyel 

denklemlerin birçok çözüm yolu vardır. Bu çözüm yollarından biri de simetri 

dönüĢümlerini kullanarak yapılan çözümdür. 

1870’lerde Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından ortaya koyulan 

diferansiyel denklemin simetri analizi, Lie grubu adı verilen denklemin tanımlandığı 

manifoldu değiĢmez bırakan yerel dönüĢüm gruplarının bulunmasıyla diferansiyel 

denklemlerin yeni çözümlerini sistematik bir Ģekilde oluĢturulmasını sağlayan bir 

teoridir[1]. 

 Lie’nin çalıĢmalarının sonuçlarının zenginliği uzun süre fark edilememiĢ ve 

matematiksel modellerin diferansiyel denklemlerine Lie teorisinin uygulanması 

1960’lı yıllarda baĢlayabilmiĢtir. Daha sonraları L.V. Ovsyannikov’un çalıĢmaları bu 

konuya ilgiyi arttırmıĢ ve yazdığı [2] kitabı modern uygulamalı grup analizinin uzun 

süre temel kaynağı olmuĢtur. 

 Son yıllarda bu konuya ilginin iyice artması ile [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], 

[9]  kitapları yazılmıĢ ve bu konunun daha da geliĢmesine katkıda bulunulmuĢtur. 

 Adi diferansiyel denklemlerin çözümleri için simetri kullanımı bir anahtar 

gibidir[7]. Simetri dönüĢümlerini kullanarak yapılan çözüm yöntemi, diferansiyel 

denklemlerin yeni çözümlerinin oluĢturulmasında önemli rol oynar. Simetri grubu 

yardımıyla diferansiyel denklemlerin daha kolay çözümleri elde edilebileceği gibi 

yeni çözümler de elde edilebilir. Yüksek mertebeli adi diferansiyel denklemlerde, 

simetrilerini kullanılarak adi diferansiyel denklemlerin mertebeleri indirgenebilir. 

Ayrıca kısmi diferansiyel denklemlerin değiĢken sayısının azaltılması hatta adi 

diferansiyel denkleme indirgenmesi yapılabilir. Bu yöntem tüm diferansiyel 

denklemlere uygulanabilir. 
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Simetri teorisi ile diferansiyel denklemi integre etme problemi denklemi 

değiĢmez bırakan grubun bulunması problemine indirgenir[10]. Bu da simetri teorisi 

ile diferansiyel denklemi çözmenin en önemli avantajlarındandır. 

Bu bölümün devamında, lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin çözüm 

yollarından birkaçı incelenmiĢtir. 

Ġkinci bölümde, bir adi diferansiyel denklemin simetri ile çözülebilmesi için 

bilinmesi gerekli olan temel tanım ve teoremler verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde, adi diferansiyel denklemin simetri ile çözülebilmesi için 

gerekli olan değiĢmezlik Ģartı, değiĢmezlik Ģartından belirleyici denklemlerin elde 

edilmesi, belirleyici denklemlerin çözülmesiyle sonsuz küçük dönüĢümlerin 

bulunması, bulunan bu sonsuz küçük dönüĢümlerle Lie grubunun üretecinin 

oluĢturulması, Lie grubun üreteci yardımıyla Lie cebirinin bir boyutlu alt cebirlerinin 

oluĢturulması ve bu alt cebirler yardımıyla diferansiyel değiĢmezler metodu 

kullanılarak adi diferansiyel denklemin mertebe indirgenmesinin nasıl yapılacağı  

anlatılmıĢtır. 

Dördüncü bölümde, ikinci mertebe adi diferansiyel denklemlerin simetri ile 

çözümü daha kapsamlı bir Ģekilde anlatılmıĢtır. Ayrıca birinci bölümde verilen ve 

dönüĢüm yapılarak çözümü bulunan örneğe simetri dönüĢüm uygulanmıĢ ve aynı 

çözüme ulaĢılmıĢtır. 

BeĢinci bölümde ise özel bir denklem olan Duffing denkleminin simetri ile 

çözümü verilmiĢtir. Birinci bölümde Adomiyan ayrıĢtırma metodu ile yaklaĢık 

çözümü verilmiĢ olan bu denkleme üçüncü bölümde anlatıldığı gibi simetri 

dönüĢümü uygulandığında birinci mertebe adi diferansiyel denkleme indirgeme 

yapılmıĢ. Bu indirgeme sonucunda bulunan birinci mertebe adi diferansiyel denklem 

çözülerek farklı bir çözüm elde edilmiĢtir. 
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1.1 Adi Diferansiyel Denklemler 

            x  bağımsız değiĢken y bağımlı değiĢken olmak üzere   0,...,,,  nxx yyyx  

kapalı formda yazılabilen fonksiyonlara .n  mertebe adi diferansiyel denklem denir. 

Ayrıca, 

        0...210  nxnx yxayxayxaxa  ,   0xan
 

Ģeklindeki denklemlere .n  mertebe lineer adi diferansiyel denklemler denir. Burada, 

 xy
dx

dy
x ,  xy

dx

yd
xx

2

2

,...,  xy
dx

yd
nxn

n

  Ģeklindeki adi diferansiyellerdir. Bu tez 

boyunca adi diferansiyeller bu Ģekilde gösterilmiĢtir. Lineer olmayan adi diferansiyel 

denklemlere ise lineer olmayan adi diferansiyel denklemler denir. 

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemleri çözmek için birçok yol vardır. 

Bunlardan bazılarını inceleyelim. Bunun için denklemleri bağımlı değiĢkeni olmayan 

ve bağımsız değiĢkeni olmayan Ģeklinde iki gruba ayıralım.  

1.1.1 Bağımlı DeğiĢkeni Olmayan Denklemler 

            Bu tip denklemler, y  bağımlı değiĢkeninin türevlerini içeren fakat doğrudan  

y ’yi içermeyen denklemlerdir. Yani,  

                                                        0,...,,  nxx yyx                                             (1.1) 

Ģeklindedir. Denklem (1.1) formunda ise    xpxyx  ,    xpxy xxx  ,...,

     xpxy xnnx 1  dönüĢümü yapılarak denklem    0,...,,, 1   xnx pppx  formuna 

dönüĢür[11]. Böylece çözüm elde edilir. 

            1.1.1.1 Örnek: 22

xxxx yxyxy   adi diferansiyel denklemini çözümünü 

bulalım. 

             Bu denkleme pyx   ve xxx py   dönüĢümleri uygulanırsa 

22 pxpxpx    

denklemine dönüĢür. Bu denklemin her iki tarafı x ’e bölünürse, 

21
xpp

x
px    
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Ģeklinde Bernoulli diferansiyel denklemi elde edilir. Bernoulli denklemini çözmek 

için denklemin her iki tarafı 2p ’ye bölünürse 

xp
x

pp x   12 1
 

elde edilir. Buradan xx uppup   21   dönüĢümü yapılırsa denklem 

xu
x

ux 
1

 

birinci mertebe lineer diferansiyel denkleme dönüĢür. Denklemin tam diferansiyel 

olması için integral çarpanı 

x
ee x

dx
x

1ln

1




 


   

Ģeklinde bulunur. Denklemin her iki tarafını integral çarpanı ile çarptığımızda, 

1
1

1
11

2













 u

xx
u

x
u

x
x  

olur. Son denklemin integrali alınırsa 

xcxucxu
x

1

2

1

1
  

bulunur. Burada 1c  keyfi sabittir.
u

pup
11   olduğundan 

2

1

1

xxc
p


  olur. 

Son eĢitlikte 
xyp   yazılırsa 

                                                  
2

1

1

xxc
yx


 , 

2

11

ln
1

c
xc

x

c
y 



















  

2c  keyfi sabit olmak üzere denklemin genel çözümü bulunur. 
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1.1.2 Bağımsız DeğiĢkeni Ġçermeyen Denklemler 

            Bu tip denklemlerde x  bağımsız değiĢkeni açıkça verilmez. Yani denklem, 

                                                        0,...,,  nxx yyy                                             (1.2) 

Ģeklindedir. Denklem (1.2) formunda ise    xyyyp
dx

dy
 , , ,

2

2

dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

yd


 

,...

2

2

2
2

2

2

2

3

3












































dy

dp
p

dy

pd
p

dx

dy

dy

dp

dy

pd
p

dy

dp
p

dy

d

dx

yd
dönüĢümü yapılarak 

denklem  

0,...,,,
1

1















n

n

dy

pd

dy

dp
py  

Ģeklinde bir eksik mertebeden p  ve y  değiĢkenli yeni bir adi diferansiyel denkleme 

dönüĢür[11]. Buradan çözüm kolayca yapılır.   

           1.1.2.1 Örnek: xxxx yyyy  2  adi diferansiyel denklemini çözümünü bulalım. 

            Denklem x  değiĢkeni içermediğinden  yp
dx

dy
 , 

dy

dp
p

dx

yd


2

2

 dönüĢümler 

yapılırsa denklem  

pp
dy

dp
yp  2 

y
p

ydy

dp 11
  

lineer diferansiyel denkleme dönüĢür. Denklemin tam diferansiyel olması için 

integral çarpanı 

yee y
dx

y 


 ln

1

  

bulunur. Denklemin her iki tarafını integral çarpanı ile çarptığımızda, 

 
 




 dydy

y

yp
p

dy

dp
y 1  

                                                               1cyyp   
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y

cy
p 1
  

elde edilir. p
dx

dy
  olduğundan denklem  

y

cy

dx

dy 1
  

olur.  Sonuç olarak 

211 ln cxyccy   

1c  ve 2c  keyfi sabitler olmak üzere genel çözümü bulunur. 

            Bu yöntemler lineer adi diferansiyel denklemler için de kullanılır. Bir örnekle 

gösterelim.   

            1.1.2.2 Örnek:  0 yyxx  lineer adi diferansiyel denkleminin genel 

çözümünü bulalım. 

            Denklem x  değiĢkeni içermediğinden p
dx

dy
 , 

dy

dp
p

dx

yd


2

2

 dönüĢümleri 

yapılırsa denklem, 

0 y
dy

dp
p  

değiĢkenlerine ayrılabilir adi diferansiyel denkleme dönüĢür. Buradan 1k  keyfi sabit 

olmak üzere, 

1

2 kyp    

bulunur. Son eĢitlikte 
dx

dy
p   yazılıp integrali alınırsa 2k keyfi sabit olmak üzere, 

1

2 ky
dx

dy
 , 

21

2

1

2
lnln kxkyydx

ky

dy
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 bulunur. Sonuç olarak,             

           21

2 kekyy x  

genel çözümü elde edilir. 

 ġimdi de yukarıdaki iki tipte olmayan denklemler için bir yaklaĢım metodu 

verelim. 

1.1.3 Adomiyan AyrıĢtırma Metodu                                  

            Bu metod bir yaklaĢım yöntemidir ve lineer olmayan diferansiyel denklemler 

için analitik yaklaĢım verir. Bu çözüm genellikle sonsuz seri biçimindedir. Lineer ve 

lineer olmayan terimleri içeren, kendisi lineer olmayan bir adi diferansiyel operatör 

F  verilen fonksiyon da g  olmak üzere 

   xgxFu   

veya 

                                                       xgNuRuLu                                           (1.3) 

diferansiyel denklemini ve     zxuwxu x  00 ,  baĢlangıç Ģartlarını göz önüne alalım. 

Burada L  tersi alınabilen, diferansiyel denklemin en yüksek mertebeli türevini 

gösteren lineer operatör; R  lineer operatörden kalan lineer kısım; N  ise diferansiyel 

denklemin lineer olmayan terimidir[12]. 

 (1.3) denkleminin her iki tarafına soldan 1L  operatörü uygulanırsa, 

                                                gLNuLRuLLuL 1111                                   (1.4) 

Ģeklinde yazılabilir. (1.4) denklemi düzenlenirse 

                                                NuLRuLgLLuL 1111                                    (1.5) 

olur. Adi diferansiyel denklem birinci mertebeden ise lineer diferansiyel operatör 

   
dx

d
L  , 

Ģeklindedir. 
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Ġkinci mertebeden ise lineer diferansiyel operatör 

   
2

2

dx

d
L  , 

Ģeklindedir. Bu Ģekilde devam edilirse .n  mertebe lineer diferansiyel operatör 

   
n

n

dx

d
L   

Ģeklinde olur. Ġntegral operatörü ise 

   


x

dxL
0

1
, 

                                                            dxdxL

x x

 

0 0

1
                                           

Ģeklinde yazılabilir. (1.5) eĢitliğindeki lineer olmayan Nu  terimleri, 

                                                            





0n

nANu                                                   

serisine eĢit olup nA ’ler (1.3) eĢitliğindeki Adomiyan polinomlardır[13]. (1.5) 

denklemi u  için çözülürse, 

                                          NuLRuLgLzxwu 111                                   (1.6) 

bulunur. 





0n

nuu  ve  xgLzxwu 1

0

  eĢitlikleri (1.6) denkleminde yazılırsa,   

                                         















0

1

0

1

0

0 n

n

n

n

n

n ALuRLuuu                            (1.7) 

elde edilir. (1.7) eĢitliğinden  

0,

...

11

1

1

1

1

1

2

0

1

0

1

1















nALRuLu

ALRuLu

ALRuLu

nnn

 

bulunur[12],[14]. 
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 nA  Adomiyanının açık hali, 

 

 

   

...

!2
02

0

22

1
0

0

22

0

0

11

00

uf
du

du
uf

du

d
uA

uf
du

d
uA

ufA








































 

Ģeklindedir[12],[15]. Bu polinomların genel hali, 

0,
!

1

00

























 nu
d

d

n
A

k

k

k

n

n

n






 

olarak yazılabilir[12],[16]. Buradan çözüm fonksiyonu, 







0n

nuu  

Ģeklindedir[12]. 

1.1.3.1 Örnek:     00,0  xyAy  baĢlangıç koĢulları verilen  

03  yyyxx   

Duffing denklemini Adomiyan metod ile çözelim[12]. 

            
2

2

dx

yd
yLx  , yRy  ,

3yNy   olmak üzere denklemin operatör formu, 

                                                      NyRyyLx                                                 (1.8) 

olur.   dxdxL

x x

x  

0 0

1
 olmak üzere (1.8) denkleminin her iki tarafına soldan 1

xL  

operatörü uygulanırsa      xNyLxRyLzxwxy xx

11     olur. 





0n

nANy , 







0n

nyy  yazılabilir. Azxwy 0  yerine yazılırsa 0,1  nyn  için iterasyon 

formülü  














 
0

1

0

1

0

1

n

nx

n

nx

n

n ALyLy   biçiminde yazılabilir. Adomiyan 

polinomlar 0,
!

1

00

























 nyN
d

d

n
A

k

k

k

n

n

n






 olduğundan, 
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...

721447272
!4

1

36

33

3

2

04310

2

202

2

14

3

2

0210

3

03

2

2

0

2

102

1

2

01

3

00

yyyyyyyyyA

yyyyyyA

yyyyA

yyA

yA











 

Ģeklinde yazılabilir. Buradan, 

854873852838

3

1

3

1

4

673652636

2

1

2

1

3

452434

1

1

1

1

2

232

0

1

0

1

1

640

7

112

3

2240

47

2520

13

40320

1

80

3

240

17

144

5

720

1

8

1

6

1

24

1

2

1

2

1

xAxAxAxAAxALyLy

xAxAxAAxALyLy

xAxAAxALyLy

xAAxALyLy

xx

xx

xx

xx

























 

olmak üzere (1.8) denkleminin yaklaĢık çözümü 43210 yyyyy   olur. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

           Bu bölümdeki bilgiler adi diferansiyel denklemlerin simetri ile çözülebilmesi 

için gerekli tanım ve teoremlerden oluĢmaktadır. Bu bölümün iyi anlaĢılması, bundan 

sonraki bölümlerin daha iyi anlaĢılması için bir ön koĢuldur.  

2.1 Bir Parametreli Lie Grupları 

           Lie grupları grup özelliklerinden baĢka ek özelliklere sahip olan özel 

gruplardır. Bir Lie grubu temel grup özelliklerine ilaveten düzgün bir manifold 

yapısına sahiptir. Lie grupları ile ilgili aĢağıdaki tanımı verebiliriz[9]. 

           2.1.1 Tanım:  nxxxxx ,...,,, 321 , nR  n boyutlu Euclidean manifoldunda 

sürekli açık bir D  kümesinde uzanan  bir vektör olsun. jF fonksiyonları x  reel 

değiĢkenlerine sonsuz diferansiyellenebilir ve S  açık aralığında uzanan reel değerli, 

sürekli s  parametresinin analitik fonksiyonları olmak üzere dönüĢüm, 

  njsxFxT jjs ,...,2,1,,~   

Ģeklinde yazılabilir. sT  dönüĢümünün bir parametreli Lie grubu olması için gerek ve 

yeter koĢul bileĢke iĢlemi altında aĢağıdaki Ģartları sağlamalıdır.  

(i)  x~ ’yı kendi kendine dönüĢtüren bir 0ss   elemanı vardır.       

  njsxFxT jjs
,...,2,1,,~~

0
0   

Birim elemanın daima sıfır olacak Ģekilde düzenlendiğine dikkat ediniz. 

(ii) Her s  için x ’i, x~ ’ya dönüĢtüren invss   Ģeklinde bir tersi vardır.     

  njsxFxT inv

jjsinv ,...,2,1,,~   

(iii) BileĢke iĢlemi altında 321 sss
TTT   kapalı grubun üyelerinden oluĢan bir 

dönüĢüm üretir.  

(iv)Grup birleĢmelidir. 

   321321 ssssss
TTTTTT   
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2.2 DeğiĢmez Fonksiyonlar 

           Simetri teorisinin geliĢiminin merkezi bir değiĢmez fonksiyon yapısıdır. Bir 

grup altında değiĢmez olan bir fonksiyonun özelliği, yeni değiĢkenlerle fonksiyonun 

tamamen aynı okunmasıdır. DeğiĢmez fonksiyonlarla ilgili aĢağıdaki tanımı 

verebiliriz. 

           2.2.1 Tanım: nR  n boyutlu Euclidean manifoldunda  nxxxxx ,...,,, 321  

vektörü olmak üzere  x  fonksiyonunun   njsxFxT jjs ,...,2,1,,~   Lie grubu 

altında değiĢmez olması için gerek ve yeter koĢul  

                                                      xsxFx ~,~                                          (2.1) 

olmasıdır[9]. DeğiĢmezlik için s  parametresi dönüĢümden yok edilmelidir. Böylece 

fonksiyon yeni değiĢkenlerle aynı Ģekilde okunabilir. 

2.3 Bir Lie Grubunun Sonsuz Küçük (Infinitesimal) Formu 

            Bir parametreli Lie grubunun formu  nxxxxx ,...,,, 321   olmak üzere 

                                                           sxFx jj ,~                                                   (2.2) 

Ģeklindedir. Burada s  grup parametresidir. 00 s  birim elemanı, 

                                                           0,xFx jj                                                     

olur. Bu nokta dönüĢümünün kaynak noktasını göstermek için tilda kullanıldı. 0s  

noktasında (2.2) eĢitliğini Taylor serisine açılırsa 

  ...~ 2

0

















sO
s

F
sxx

s

j
jj     ,    nj ,...,3,2,1  

elde edilir. 0s  noktasında hesaplanan s grup parametresi ile ilgili jF türevlerine 

grubun sonsuz küçükleri(infinitesimals) denir ve genellikle 
j  ile gösterilir[9]. 

   
0

,
















s

jj sxF
s

x     ,    nj ,...,3,2,1  

j  vektörü , (2.2) grubunun vektör alanıdır. 
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2.4 Lie Serileri, Grup Operatörleri ve Fonksiyonlar için Sonsuz 

Küçük DeğiĢmezlik ġartı  

(2.1) eĢitliği ile verilen bir fonksiyonun değiĢmezlik Ģartını, pratikte 

uygulamak zordur. Çünkü jF , s  parametresine bağımlı ve genellikle lineer değildir. 

(2.1) Ģartından, dönüĢüm jF ’de yerine yazılmalı ve orijinal fonksiyondaki gibi 

okunabilecek Ģekilde düzenlenmelidir. Bu yöntem, karmaĢık fonksiyonların 

değiĢmezini bulmak için oldukça sıkıcı bir prosedürdür ve diferansiyel denklemlere 

uygulandığında daha da karmaĢık olur. DeğiĢmezlik için (2.1) denklemine eĢdeğer 

daha basit bir denkleme ihtiyaç vardır[9]. Bunun için  x~  analitik fonksiyonunda 

(2.2) eĢitliği yerine yazılırsa, 

                                                          sxFx ,~                                                (2.3) 

 olur ve (2.3) denklemini 0s  da Taylor serisine açalım.  

                                    ...
!2

~

0

2

22

0




























 ss s

s

s
sxx                       (2.4) 

Zincir kuralından,             

j

j

s

j

j

s Fs

F

Fs 





































00

,... 

yazılabilir. (2.4) eĢitliğindeki açılım,   fonksiyonunun Lie serileri gösterimi olur. 

Sonuç olarak (2.4) eĢitliği aĢağıdaki gibi yazılabilir. 

                             ...
!2

~
1

1

2
































j

j

j

j

j

j

xx

s

x
sxx                 (2.5) 

Burada ,..., 21 jj   keyfi indislerdir. Bu durumda değiĢmezlik Ģartını aĢağıdaki gibi 

yazabiliriz. 

    xx  ~  Ģartı sağlanması için gerek ve yeter koĢul 0



j

j

x
  

olmasıdır[9]. 

 ġimdi fonksiyonun değiĢmezliği için sonsuz küçük (infinitesimal) 

dönüĢümlerin kullanımını verelim.                
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 2.4.1 Teorem:  nxxxxx ,...,,, 321 olmak üzere  x analitik fonksiyonu, 

  njsxFxT jjs ,...,2,1,,~   Lie grubu altında veya  xj  nj ,...,2,1  sonsuz 

küçük dönüĢümleri altında değiĢmez olması için gerek ve yeter koĢul 

                                                            0



j

j

x
x                                                  (2.6)    

eĢitliğinin sağlanmasıdır[9].                      

            (2.6) denklemi, n  tane birinci mertebe adi diferansiyel denklemlerin otonom 

sistemini sağlayan 1n  tane  xi  karakteristik fonksiyonlarını yöneten birinci 

mertebe kısmi türevli diferansiyel denklemdir. Her  xi  fonksiyonu sT  grubu 

altında değiĢmezdir. 

  Grup operatörü  

 
j

j

x
xX



   

formundadır. X  ye ise  ’nin Lie türevi denir[9]. 

            (2.5) eĢitliği ile verilen Lie serisi, grup operatörü kullanılarak kısaca 

yazılabilir. Her analitik fonksiyon  

                                      ...
!3!2

~
32

 XXX
s

XX
s

Xsxx               (2.7) 

eĢitliğindeki gibi geniĢleyebilir. (2.7) Lie serisi üstel olarak  

                                                             xex sX ~                                              (2.8) 

Ģeklinde ifade edilebilir. 

            Sophus Lie’nin önerisi, (2.1) eĢitliği ile verilen karmaĢık, lineer olmayan 

sonlu değiĢmezlik Ģartını, (2.6) eĢitliğindeki lineer, sonsuz küçük Ģartı ile çok daha 

kullanıĢlı hale getirmekti. Ayrıca bir fonksiyon sonsuz küçük Ģartını sağlarsa sonlu 

Ģartını da sağlayacağı fikrini tanıtmaktı. Buradaki önemli nokta, lineer olmayan 

problemlere uygulanabilen Lie teorisine imkan vermektir. Lie grup teorisi çok yönlü 

bir çok disiplin olmasına rağmen (2.2) eĢitliği ile geliĢtirilmesi ve (2.8) eĢitliği ile 

sonuçlanması uygulamalardaki grupları anlamak ve kullanmak için ihtiyaç duyulan 

teorinin merkezidir[9]. 
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2.5    0 xX  Karakteristik Denklemin Çözümü  

             0











j

j

x
x   lineer birinci mertebeden kısmi türevli denklem 

                                         
       x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
n

n


 ...

3

3

2

2

1

1

                                 (2.9) 

Ģeklindeki 1n  karakteristikli birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin 

birleĢmeli bir sistemidir. Burada  nxxxxx ,...,,, 321  vektörüdür. (2.9) eĢitliğinin 

integralleri  

 xii     ,    1,...,3,2,1  ni  

olur ve bunlar Lie grubunun değiĢmezleridir. Bunlara benzerlik dönüĢümleri de 

denir. Her i  fonksiyonları , 
i ’nin her uygun değeri için eğrilerin(veya 

yüzeylerin) sonsuz bir ailesini ifade eder. Bu aile 
j  sonsuz küçükleri ile jF  grubu 

altında değiĢmezdir. Her sabiti   eğrisi grup altında ayrı ayrı değiĢmezdir[9]. 

2.5.1 DeğiĢmez Noktalar  

          F (veya 
j veya X ) grubu altında değiĢmez olan  nxxxxx ,...,,, 321  

noktaları içinde izole noktalar olabilir. Bu noktalar aĢağıdaki ifadenin köküne 

karĢılık gelir. 

  0xj  

Grubun değiĢmez noktaları,  

                                           x
ds

dx j
j

      ,     nj ,...,3,2,1                                 (2.10) 

denkleminin kritik noktalarıdır[9]. 
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2.6 Bir Grubun Sonsuz Küçüklerinden(Infinitesimals) OluĢturulması 

 nxxxxx ,...,,, 321  olmak üzere her  xG  analitik fonksiyonu X  grup 

operatörünün terimlerinde  

                                    ...
!3!2

~
32

 XGXX
s

XGX
s

XGsxGxG                  (2.11) 

Ģeklindeki gibi Lie serisine açılabilir. (2.11) eĢitliğinde   jxxG   olsun. Buradan 

(2.11) Lie serisi  

                   ...
!3!2

~
32

 jjjjj XxXX
s

XxX
s

Xxsxx    , nj ,...,3,2,1          (2.12) 

biçiminde yazılabilir. (2.12) serisi,  nxxxxx ,...,,, 321  olmak üzere  xj  için 

açıkça elde edilebilir. (2.12) eĢitliği,  

jsXj xex ~  

üstel bir dönüĢüm olarak gösterilebilir. Bu iĢlem, x  kaynak noktasının x~ hedef 

noktasına dönüĢümüdür. (2.12) eĢitliğinde verilen sonlu grubun Lie serileri formu, 

(2.10) karakteristik denklemlerin çözümü için nümerik algoritmanın temeli olarak 

kullanılır. 

            2.6.1 Örnek: Dönme(Rotasyon) Grubu 

            Bir dönme grubunun sonsuz küçükleri    xy,,   olsun. Bu grubu 

sonsuz küçüklerle oluĢturalım[9]. 

  Öncelikle operatörü yazalım, 

   
y

yx
x

yxX








 ,,  , 

olduğundan     

y
x

x
yX









  

bulunur. Ayrıca, 

                                            ...
!3!2

~
32

 XxXX
s

XxX
s

Xxsxx                    (2.13) 
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olduğundan, operatörün x üzerindeki operasyonları, 

                                         

 

   

    











































































...

,

,

,

yx
y

x
x

yXxXX

xy
y

x
x

yXxX

yx
y

x
x

yXx

                       (2.14) 

Ģeklinde bulunur. (2.14) eĢitliğinde bulunan ifadeler (2.13) denkleminde yerine 

yazılırsa, 

                                     ...
!4!3!2

~
432

 x
s

y
s

x
s

syxx                                     (2.15) 

olur. (2.15) eĢitliği x  ve y ’li terimlere göre düzenlenirse, 

                                 
















 ...

!5!3
...

!4!2
1~

5342 ss
sy

ss
xx                        (2.16) 

bulunur.  
 
 








0

2

!2

1
cos

n

nn

n

s
s  ve 

 
 












0

12

!12

1
sin

n

nn

n

s
s  olduğundan (2.16) eĢitliği 

                        sysx
ss

sy
ss

xx sincos...
!5!3

...
!4!2

1~
5342


















     (2.17)  

Ģeklinde yazılabilir.  

 Benzer Ģekilde operatörün y  üzerindeki operasyonları, 

                                                    

 
  

   





















...

,

,

,

,

yXyXXX

xXyXX

yXyX

xXy

                                          (2.18)  

biçiminde elde edilir. Ayrıca 

                                           ...
!3!2

~
32

 XyXX
s

XyX
s

Xysyy                    (2.19) 
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olduğundan (2.18) eĢitliklerinde verilen ifadeler (2.19) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

                                      ...
!4!3!2

~
432

 y
s

x
s

y
s

sxyy                                    (2.20) 

bulunur. (2.20)  eĢitliği x  ve y ’li ifadelere göre düzenlenirse, 

                  sysx
ss

y
ss

sxy cossin...
!4!2

1...
!5!3

~
4253


















           (2.21) 

elde edilir.  

 Sonuç olarak, (2.17) ve (2.21) eĢitliklerinden 

                                                     
sysxy

sysxx

cossin~
sincos~




                                           

elde edilmiĢ olur. Lie serileri dönme(rotasyon) grubunun sonlu formunu üretir. 

2.7 Çok Parametreli Gruplar 

           Çok parametreli gruplar yüksek mertebeden adi diferansiyel denklemler 

özellikle de kısmi türevli denklemleri(KTD) düĢündüğümüzde artar. Çok parametreli 

grubun sonlu formu aĢırı karmaĢık olabilir ve uygulamada nadir kullanılır. Ama çok 

parametreli bir grubun sonsuz küçük üreteci grubun parametrelerinin bağımsız 

üreteçlerinin basit bir lineer toplamıdır. Çok parametreli bir grubun analizini 

göstermek için n boyutlu izdüĢüm(projective) grubunu detaylı inceleyelim[9]. 

                                       
















 nj

xc

xbax
xT

k

k

k

jkj

j

jiz ,...,2,1,
1

~                      (2.22) 

burada k  indeksindeki toplam 1’den n ’ye kadardır. 

            ĠzdüĢüm grubunun bir özelliği de n boyutlu düzgün doğrulardan düzgün 

doğrulara bir dönüĢüm olmasıdır. Bu grup nnr 22   bağımsız grup parametresine 

sahiptir. (2.22) dönüĢümünün sonsuz küçük formunu belirleyelim. Her parametre, 

kendi parametresi ile orantılı bir scaler çarpan ile düzenlenirse 

                                          saa jj  , sbb jkjk   , scc kk                                 (2.23) 

olur.  
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(2.23) eĢitliğindeki ifadeler (2.22) grubunda yerine yazılırsa, 

                                      
 
 sxc

sxbax
x

k

k

k

jkj

j

j






1

~ ,     nj ,...,2,1                           (2.24) 

bulunur. (2.24) eĢitliğinin paydası ilk iki terimine göre binom serilerine açılırsa, 

                                    sxcsxbaxx k

k

k

jkj

j  1~ ,   nj ,...,2,1                  (2.25) 

olur. (2.25) eĢitliği en düĢük s parametresini içerecek Ģekilde düzenlenirse, 

                                sxxcxbaxx jk

k

k

jkj

jj ~ ,    nj ,...,2,1                      

bulunur. ĠzdüĢüm grubunun sonsuz küçükleri 

                                       jk

k

k

jkj

j xxcxbax  ,    nj ,...,2,1                        

Ģeklinde elde edilir. Çok parametreli bir grubun üreteci için her bir parametreli 

grubun katkısı vardır. Sonsuz küçükteki her sabit sonlu bir parametreli grubu ve grup 

üretecini gösterir. (2.22) dönüĢümü aĢağıdaki grup operatörleri ile nnr 22   tane 

bağımsız bir parametreli grupları tanımlar. 

                                   
j

a

x
X j




 , 

j

kb

x
xX jk




 ,  

j

jkc

x
xxX k




                     (2.26)             

2.8 Komütatör (Commutatör) 

 Grup operatörlerinin ilginç ve kullanıĢlı bir özelliği de komütatör ile ilgili 

kapalı bir küme olmasıdır. aX  ve bX  iki grup operatörünün komütatörü, 

                                                   abbaba XXXXXX ,                                   

Ģeklindedir[9]. Burada ),...,,( 21 nxxxx  olmak üzere 

                                            
j

ja

x
xX



  ,  

k

kb

x
xX



                                

olsun. Bu operatörlerin komütatörü, 
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j

k

k

k
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j

jba

x
x

x
x

x
x

x
xXX ,  
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jk

j
k

kj

k
j

xxxx 





































                                           

Ģeklinde olur. Burada komütatördeki ikinci türevler daima dıĢarı çıkar ve böylece 

sonuç yine birinci türevli bir Lie operatörü olur. Örneğin (2.26) eĢitliğindeki ilk iki 

operatörün komütatörü, 

                    


































jj

k

j

k

j

abbaba

xx
x

x
x

x
XXXXXX jjkjkjjkj ,        (2.27) 

bulunur.(2.27) eĢitliği  

 














kj

kjX

x
XX

j

jkj

a

k

j

k

ba

,0

,
,   

formuna indirgenir. Bir vektör uzayı formu olan (2.26) operatörlerine Lie cebiri 

denir. Bunun anlamı; çok karmaĢık olan, lineer olmayan,  çok parametreli 

dönüĢümleri düĢünerek bir grubun doğasını analiz etmektir. 

2.9 Lie Cebirleri 

            Lie cebirleri modern matematikte önemlidir. Bu uygulamalar, yüksek 

mertebeden adi diferansiyel denklemlerin indirgenmesinin yanı sıra çok parametreli 

grupların normları olan kısmi türevli denklemlerin indirgenmesinde önemli rol 

oynar. 

            2.9.1 Tanım:   njaaxxFxT r

njjaa r ,...,2,1,,...,;,...,~
1

1,...,1  r parametreli 

Lie grubunun rkX k ,...,2,1,   sonsuz küçük üreteçleri aĢağıda verilen özellikler ile 

r , r boyutlu bir Lie cebiri oluĢturur[9]. 

rcba XXX ,,  ve  ,  reel sabitler olsun. Ayrıca 0 ’da sıfır cebiri olsun. 

(i) r Lie cebiri, rkX k ,...,2,1,   sonsuz küçük üreteçlerinin temel kümesi tarafından 

r boyutlu vektör uzayının bir bazıdır. 

rba YYXX   ve abba XXXX   

(ii) Grup operatörlerinin komütatörü antisimetriktir. 

   abba XXXX ,,   
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(iii) Grup operatörleri toplamaya göre birleĢmelidir. 

    cbacba XXXXXX   

(iv) Grup operatörleri Jakobi özdeĢliğini sağlar. 

         0,,,,,,  acbbaccba XXXXXXXXX  

(v) Komütatör geniĢletilebilir. 

     cbcacba XXXXXXX ,,,    

            2.9.2 Örnek: (2.22) izdüĢüm grubunda 2n için komütatör tablosunu 

oluĢturalım[9].  

 (2.22) grubunda 2n  için,  

82.222 22  rrnnr  

parametreli bir grup oluĢturulur. Bu grup 

                           


















yaxa

ayaxay
y

yaxa

ayaxax
xT iz

21

876

21

543

1

~,
1

~              (2.28)  

biçiminde yazılabilir. 8 parametreli grubun sonsuz küçükleri Ģöyle bulunur. Herbir 

parametre s  skaleri ile çarpılıp (2.28) eĢitliğinde yerine yazılırsa 

saa 11  , saa 22  , saa 33  , saa 44  , 

saa 55  , saa 66  , saa 77  , saa 88  , 

 
 syaxa

sayaxax
x

21

543

1

~




 ,  

 
 syaxa

sayaxay
y

21

876

1

~




  

olur. Buradan paydalar ilk iki terimlerine göre binom serilerine açılırsa 

     syaxasayaxaxx 21543 1~  , 

     syaxasayaxayy 21876 1~   

bulunur.  
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Bu ifadeler en düĢük s terimine göre düzenlenirse 

                                    
 
 sayaxayaxyayy

sayaxaxyaxaxx

876

2

21

5432

2

1

~

~




                          (2.29) 

elde edilir.(2.29) grubunun sonsuz küçükleri, 

876

2

21

5432

2

1

ayaxayaxya

ayaxaxyaxa








 

Ģeklinde yazılabilir. Buradan Lie grup operatörü, 

          
y

ayaxayaxya
x

ayaxaxyaxaX








 876

2

215432

2

1
       (2.30) 

Ģeklinde elde edilir. (2.30) operatöründen,  

11 a  için 
y

xy
x

xX








 21 ,   12 a  için 

y
y

x
xyX









 22 , 

13 a  için 
x

xX



3 ,  14 a  için 

x
yX



4 ,   

15 a  için 
x

X



5 , 16 a  için 

y
xX



6 ,   

17 a  için 
y

yX



7 ,  18 a  için 

y
X




8  

Ģeklinde bir parametreli grup operatörleri elde edilir. Bulunan operatörlerle 

oluĢturulan komütatör tablosu, Tablo 2.1’de verilmiĢtir.       

 Lie cebirinin genel üreteci 

8

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1 XkXkXkXkXkXkXkXkX   

biçiminde yazılabilir. Burada 87654321 ,,,,,,, kkkkkkkk  keyfi sabitlerdir.   
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Tablo 2.1: Ġki boyutlu izdüĢüm grubunun komütatör tablosu   

,  
1X  

2X  
3X  

4X  
5X  

6X  
7X  

8X  

1X  0  0  
1X  

2X  
7

32

X

X





 

0  0  
6X  

2X  0  0  0  0  
4X  

1X  
2X  

7

3

2X

X





 

3X  
1X  0  0  

4X  
5X  

6X  0  0  

4X  
2X  0  

4X  0  0  
37 XX   

4X  
5X  

5X  
7

32

X

X

  

4X  
5X  0  0  

8X  0  0  

6X  0  
1X  

6X  
73 XX   

8X  0  
6X  0  

7X  0  
2X  0  

4X  0  
6X  0  

8X  

8X  
6X  

7

3

2X

X

  

0  
5X  0  0  

8X  0  

 

 2.9.3 Tanım: Komütatör tanımından operatörler değiĢmeli olduğundan her a ,

b için   0, ba XX  ise Lie cebiri değiĢmelidir(abelyandır) denir[9]. 

 2.9.4 Tanım: Her qX   ve rY   için komütatörü   qYX ,  ise rq  

olmak üzere rq   altcebirine, r ’nin ideal bir altcebiri denir[9]. 

 2.9.5 Tanım:
k , k boyutlu bir Lie cebir ve qk ,...,3,2,1  için 1k , k ’nın 

ideal bir altcebiri olmak üzere 

qq  1210 ...  

biçimindeki gibi alt cebirlerin bir zinciri varsa q  Lie cebirine q boyutlu 

çözülebilir bir Lie cebir denir[9]. Burada, 0  operatörsüz sıfır idealidir.  

             Çözülebilirlik Ģartı, q ’nın operatörlerinin qXX ,...,1 tabanında yazılmasıdır.  
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             Ġkinci ve yüksek mertebeden adi diferansiyel denklemlerin indirgenmesinde 

çözülebilir Lie cebirlerini kullanacağız. Bir adi diferansiyel denklemin mertebesinin 

indirgenmesi için simetri kullanımı, denklemi değiĢmez yapan çok parametreli 

grubun Lie cebirinin çözülebilirliğine dayalıdır. Burada asıl prensip, denklemin 

mertebesinin indirgenmesinin her seviyesi orijinal denklemin simetrileri olan 

dönüĢüm denkleminin simetrilerinin kullanılması ile baĢarılır[9].             
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3. ADĠ DĠFERANSĠYEL DENKLEMLERĠN SĠMETRĠ 

DÖNÜġÜMLERĠ 

   0,...,,,,  pxxxx yyyyx  .p  mertebe adi diferansiyel denklemini simetri ile 

çözebilmek için denklemi değiĢmez yapan grupları belirlememiz gerekir. Bunun için 

aĢağıdaki birkaç adımı bilmek yararlı olacaktır[9].  

 (i) sT nokta dönüĢümü .p  mertebeden türevleri içeren dönüĢümlere 

geniĢleyebilir. Bunun için sonsuz küçük dönüĢümlere ihtiyaç vardır.  

 (ii) Diferansiyel denklem geniĢlemiĢ grup kullanılarak dönüĢebilir. Denklem 

dönüĢümü, .p  geniĢlemiĢ grubun  pX  operatörünün terimlerine açılmıĢ bir Lie serisi 

olarak ifade edilebilir.  

 (iii) Diferansiyel denklem değiĢmezdir.    0pX  

  (iv) DeğiĢmezlik Ģartı grubun belirleyici denklemleri olarak bilinen,    ve   

için lineer kısmi türevli denklemlerin bir kümesine indirgenir. Birinci mertebe adi 

diferansiyel denklemler için belirleyici denklem sadece birinci mertebeden kısmi 

türevli denklem sistemidir. Fakat iki veya daha yüksek mertebe adi diferansiyel 

denklemler için belirleyici denklem 2 veya daha fazla mertebeden kısmi türevli 

denklem sistemidir.              

3.1 Türevlerine DönüĢen Fonksiyonların Yazımı  

            Bu bölüm ve diğer bölümlerde türevlerine dönüĢen fonksiyonlar, geniĢlemiĢ 

dönüĢüm grupları, geniĢlemiĢ sonsuz küçük dönüĢümler, geniĢlemiĢ grup 

operatörleri   alt indisi ile gösterilmiĢtir. Örneğin, düzlemdeki birinci geniĢlemiĢ 

grup 

 
 

  .,,,~
,,,~
,,,~

1~ syyxGy

syxGy

syxFx

xx 





 

Ģeklindedir. Burada  1  alt indisi ile birinci türeve dönüĢen bir fonksiyon gösterildi.                                     
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Grup parametresinin küçük değerleri için dönüĢüm, 

 
 

  .,,~
,,~
,,~

1~ xxx yyxsyy

yxsyy

yxsxx













 

formundadır. Bu Ģekilde .p  mertebe geniĢlemiĢ grubu ve sonsuz küçük dönüĢümlü 

formu yazılabilir[9]. 

3.2 Tam Diferansiyel Operatörü 

            Bir bağımlı bir bağımsız değiĢkenli tam diferansiyel operatörü 

 
px

xp

x

xxx
y

y
y

y
y

y
xDx

D
D



















 1...  

biçimindedir[9]. 

  0,...,,,,  pxxxx yyyyx  

.p  mertebe adi diferansiyel denkleminin tam diferansiyel operatörü ise 

 
px

xp

x

xxx
y

y
y

y
y

y
xDx

D
D






















 1...  

Ģeklindedir[9]. 

3.3 Değme(Contact) ġartları 

            GeniĢlemiĢ dönüĢüm grupları, değme Ģartları kullanılarak üretilebilir. Bir 

bağımlı bir bağımsız değiĢkenli birinci mertebeli dönüĢümler, 

0 dxydy x  

birinci mertebe değme Ģartını sağlamalıdır[9].Dahası bu bağıntı hem  yx,  kaynak 

hem de  yx ~,~  hedef uzayını sağlamalıdır. 

0~~~
~  xdyyd x  
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           Lie grupları hem kaynak hem de hedef uzayındaki bütün değme(tangency) 

Ģartlarını korur[9]. .p  mertebeye kadar türevlerin dönüĢümleri, 

    0~~~
...

,0~~~
,0~~~

~~11

~~~

~







 xdyyddxydy

xdyyddxydy

xdyyddxydy

xpxppxxp

xxxxxx

xx

 

Ģeklinde yazılabilir[9]. 

3.4 Düzlemde Lie Gruplarının GeniĢlemesi 

            Düzlemde Lie gruplarının geniĢlemeleri değme Ģartları kullanılarak bulunur. 

Lie gruplarının geniĢlemeleri de Lie grup özelliği taĢır. Böylece yüksek mertebe bir 

adi diferansiyel denklem yine yüksek mertebelere geniĢlemiĢ bir Lie grubu altında 

değiĢmez olur.  

3.4.1 Birinci Türevin Sonlu DönüĢümü 

            Ġki boyutlu, sonlu Lie nokta grubunu düĢünelim. 

                                                  
 
 













syxGy

syxFx
T s

,,~
,,~

                                             (3.1) 

(3.1) dönüĢümü, xydxdy   birinci türevini içererek geniĢleyebilir. Buradaki temel 

amaç, geniĢlemiĢ dönüĢüm grubunun da Lie grubunun özelliklerini sağlamasıdır. 

Böylece; dönüĢüm  xyyx ,,  teğet(tanjant) uzayında tersinir bir dönüĢümdür. Bunun 

için, birinci türevin dönüĢümü  

0 dxydy x
 

birinci mertebe değme Ģartını sağlamalıdır. Bu Ģart hem  yx,  kaynak koordinatları 

hem de  yx ~,~  hedef koordinatları sağlar öyle ki 

                                                         0~~~
~  xdyyd x                                                  (3.2) 

olur.  
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GeniĢlemiĢ dönüĢüm grubunu üretmek için (3.1) eĢitliğinde verilen fonksiyonların 

diferansiyelleri alınırsa, 

                                                    

dy
y

F
dx

x

F
xd

dy
y

G
dx

x

G
yd





















~

~

                                            (3.3) 

4-bağımsız kaynak değiĢkene  dydxyx ,,,  dayalı (3.1) ve (3.3) birleĢik dönüĢümü, 

4-bağımsız hedef değiĢkene  ydxdyx ~,~,~,~  dönüĢür. (3.2) değme Ģartı sağlandığında 

y , x ’in bir fonksiyonu olarak kabul edilir. (3.3) denklemleri, (3.2) eĢitliğinde yerine 

yazıldığında, 
xy~

~ için çözüm, pay ve paydanın dx ’e bölünmesi ile bulunur. 

dx

dy

y

F

x

F

dx

xd

dx

dy

y

G

x

G

dx

yd





















~

~



dx

dy

F

F

x

F

dx

dy

y

G

x

G

xd

yd



















~

~
 

Sonuçta birinci türevin sonlu dönüĢümü, 

                                                   1
~

~ 





 DFDG

yFF

yGG
y

xyx

xyx

x                                 (3.4) 

Ģeklinde yazılabilir. DönüĢüm fonksiyonları sadece x  ve y ’ye bağlı olduğundan D  

operatörü 

     
y

y
x

D x








  

formundadır. Birinci geniĢlemiĢ sonlu dönüĢüm grubu 

                                                       

 
 

  syyxGy

syxGy

syxFx

xx ,,,~
,,~
,,~

1~ 





                                           (3.5) 

ve 

                                                        1

1 ,,,


 DFDGsyyxG x                                 (3.6) 

bulunur[9]. (3.5) birinci geniĢlemiĢ sonlu dönüĢüm grubu bir Lie gruptur[9]. Bu 

dönüĢüm grubu yüksek mertebelere geniĢleyebilir. ġimdi .p  mertebe geniĢlemiĢ 

sonlu dönüĢüm grubunun nasıl bulunduğunu gösterelim.  
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3.4.2 Yüksek Mertebe Türevlerin Sonlu DönüĢümü 

  .1p  mertebeden geniĢlemiĢ grup 

                                          

 
 

  

  

      syyyyxGy

syyyxGy

syyxGy

syxGy

syxFx

xpxxxpxp

xxxxx

xx

,,...,,,,~
...

,,,,,~

,,,,~
,,,~
,,,~

11~1

2~~

1~

 









                          (3.7) 

Ģeklindedir[9]. (3.7) dönüĢümünün 

                                                     0~~~
~~1  xdyyd xpxp                                              (3.8) 

Ģeklindeki .p  mertebe değme Ģartını sağladığını kabul edelim. .p  mertebeden türevin 

dönüĢümü,  .1p  mertebe geniĢlemiĢ dönüĢümün türevinin alınması ile 

belirlenebilir. Yani 

                         
  

     

 
  

dy
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yd
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G

xd
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xp

xp

ppp
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1

1

111

~1

...

~

~
             (3.9) 

eĢitliği yazılabilir. (3.9) eĢitliğinin sağ tarafındaki ifadenin pay ve paydası dx ’e 

bölünürse, 

       

   1

1

111
~

1
...

~ 












DFDG

yFF

yGyGG
y p

xyx

pxypxypxp

xp

xp
 

bulunur. Buradan .p  geniĢlemiĢ grup  

                                            

 
 

  

  

  syyyyxGy

syyyxGy

syyxGy

syxGy

syxFx

pxxxxpxp

xxxxx

xx

,,...,,,,~
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,,,,,~

,,,,~
,,,~
,,,~

~

2~~

1~











                                (3.10)  

formunda yazılabilir[9].  
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Burada,       

                                          1

1,,...,,,,


 DFDGsyyyyxG ppxxxxp                        (3.11) 

olur[9]. 

 3.4.2.1 Teorem: (3.8) değme Ģartı ile üretilen (3.10) geniĢlemiĢ grubu bir Lie 

gruptur[9]. 

3.5 Türevlerin Sonsuz Küçük DönüĢümleri 

Türevlerin sonsuz küçük dönüĢümleri, sonlu dönüĢüm grupları ile bulunur. 

Sonsuz küçük dönüĢümler yüksek mertebelere geniĢleyebilir. Adi diferansiyel 

denklemlerin değiĢmez bırakan gruplar bulunurken denklemin mertebesi kadar 

geniĢlemiĢ sonsuz küçükler kullanılır.  Bunun için geniĢlemiĢ sonsuz küçük 

dönüĢümlerinin nasıl bulundukları hakkında bilgi verelim. 

3.5.1 Birinci Türevin Sonsuz Küçük DönüĢümü 

 (3.1) dönüĢümünün sonsuz küçükleri 

 
0

,





ss

F
yx ,  

0

,





ss

G
yx  

olmak üzere sonsuz küçük formu, 

 
 yxsyy

yxsxx

,~
,~








 

Ģeklindedir. syG   ve sxF   dönüĢümlerinin türevleri alınırsa  

   xyxxyxxx ysysys
y

G
y

x

G
DG  









 1 , 

 xyxyxxx yssys
y

F
y

x

F
DF  









 11  

elde edilir.                           
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Bu ifadeler (3.13) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

                             
 
 

 
 







Ds

Dsy

ys

ysy
DFDGy x

xyx

xyxx

x












11

~ 1
~                  (3.12) 

bulunur. (3.12) eĢitliğinin sağ tarafının paydasına binom seri açılımı yapılıp (3.12) 

eĢitliğinde yerine yazılırsa 

     ...11~ 1
~ 


 sDsDysDsDyy xxx  

olur. Bu ifade s  parametresini içeren en küçük mertebeye göre düzenlenirse, 

  DyDsyy xxx ~
~  

bulunur.  Düzlemde birinci geniĢlemiĢ sonsuz küçük grup  

 
 

  ,,,~
,,~
,,~

1~ xxx yyxsyy

yxsyy

yxsxx













 

 Ģeklinde yazılabilir[9]. Burada,      

                                 21 ,, xyxxyxxx yyDyDyyx                  (3.13)  

formundadır[9]. 

3.5.2 Yüksek Mertebe Türevlerin Sonsuz Küçük DönüĢümü 

             ,  sonsuz küçük grubunun yüksek mertebeye geniĢlemeleri aynı 

prosedürle üretilebilir.      111   pxpp syG   ve sxF   dönüĢümlerinin 

türevleri alınıp (3.11) eĢitliğinde yerine yazılırsa    

                                                   
  

 



Ds

Dsy
y

ppx

xp







1

~ 1
~                                          (3.14) 

bulunur. (3.14) eĢitliğinin sağ tarafındaki ifadenin paydası binom serilerine açılır ve 

s parametresini içeren en küçük mertebeye göre yazılırsa, 

   DyDsyy pxppxxp  1~
~  
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elde edilir. Buradan .p  mertebeye geniĢlemiĢ sonsuz küçük grup, 

 
 

  

  

  pxxxxppxxp

xxxxxxx
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yyyyxsyy

yyyxsyy

yyxsyy

yxsyy

yxsxx
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Ģeklinde yazılabilir[9]. Ayrıca, 

                                             DyDyyyyx pxppxxxxp  1...,,,,                       (3.15) 

olur[9] ve burada 

 
       

 xp

p

px
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p

xx

p

x

p

p
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y
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y

y
x

D
1

1111
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formundadır. 

3.6 Bir Lie Serisinde Bir Adi Diferansiyel Denklemin GeniĢlemesi-Adi 

Diferansiyel Denklemler için DeğiĢmezlik ġartı 

 Bir diferansiyel denklem, değiĢkenlerinin ve türevlerinin genel bir analitik 

fonksiyonu olarak davranabilir. Bir adi diferansiyel denklem için değiĢmezlik Ģartı, 

bir fonksiyonun değiĢmezlik Ģartı ile tamamen aynıdır. Bunun için aĢağıdaki teoremi 

verelim. 

 3.6.1 Teorem: pxxxx yyyyx ,...,,,,  değiĢkenlerinin bir diferansiyel fonksiyonu 

olarak davranan .p  mertebe adi diferansiyel denklem   0,...,,,,  pxxxx yyyyx   

           ...
!2

,...,,,~,...,~,~,~,~
2

~~~~  ppppxxxpxxx XX
s

sXyyyxyyyyx  

Ģeklinde Lie serilerine geniĢleyebilir. Burada  pX , p  defa geniĢlemiĢ grubun 

operatörüdür ve aĢağıdaki gibi gösterilir. 

       
px

p

xxx

p
yyyyx

X























  ...21  
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 Adi diferansiyel denklemin değiĢmez olması için gerek ve yeter koĢul 

                                                0,...,,,,  pxxxxp yyyyxX                                    (3.16)   

eĢitliğini sağlamsıdır[9]. (3.16) eĢitliği ile ilgili 1p  integral değiĢmezli karakteristik 

denklemler 

                      
         pxxp

px

x

x

yyyx

dy

yyx

dy

yx

dy

yx

dx

,...,,,
...

,,,, 1 
                (3.17) 

Ģeklinde yazılabilir[9]. 

3.7 Diferansiyel DeğiĢmezler Metodu ile Mertebe Ġndirgeme 

           Yüksek mertebe değiĢmezler (3.17) eĢitliğinin çözülmesinden ziyade ilk iki 

teriminden de üretilebilir. Örneğin; (3.17) eĢitliğinde 2p  için   02 X  Ģartının 

karakteristik fonksiyonları 

                              
         xxx

xx

x

x

yyyx

dy

yyx

dy

yx

dy

yx

dx

,,,,,,, 21 
                   (3.18)     

Ģeklindedir. (3.18) sisteminin üç değiĢmezi vardır. Bunlar, 

 yx,11  ,  xyyx ,,22  ,  xxx yyyx ,,,33   

Ģeklinde yazılabilir. Buradaki üçüncü değiĢmezi ilk iki değiĢmezin lineer bir 

birleĢimi olarak oluĢturabiliriz. Bu fonksiyon  ,  keyfi sabitler olmak üzere 

                                                 yxyyx x ,,, 12   ,                                   (3.19) 

   21 ,, XXX  operatörleri altında değiĢmez olan birinci mertebe bir adi diferansiyel 

denklemdir. (3.19) eĢitliğinin diferansiyeli alınırsa ve  sabit olduğundan, 

             
 

0
1122212





































y
y

xy
y

y
y

xDx

D
x

x

xxx 


        (3.20) 

bulunur. (3.20) denklemi,  ’nın her değeri için sağlanmalıdır.  
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Böylece üçüncü değiĢmez, 

                           xxx

x

x

xxx

yyyx

y
y

x

y
y

y
y

x

d

d
,,,3

11

222

1

2






























                   (3.21) 

bulunur. (3.21) eĢitliğinin sağ tarafı düzenlendiğinde, 

                                           xxxx yyxyxyyyx ,,,,,,, 213                         (3.22) 

yazılabilir. (3.22) eĢitliği bu Lie grup altında değiĢmez olan genel ikinci mertebe 

denklemdir[9]. 

             ,  grubu altında değiĢmez olan genel ikinci mertebe adi diferansiyel 

denkleminin çözülmesi problemi, 

 21

1

2

,




d

d
 

birinci mertebe adi diferansiyel denklemin çözümüne indirgenir. Sonuçta;  yx,1  

ve  xyyx ,,2 ,   1,,   birinci geniĢlemiĢ grubunun değiĢmezleri ise 
1

2





d

d
, 

    21 ,,,   ikinci geniĢlemiĢ grubunun değiĢmezleridir. Benzer Ģekilde, 
 
 21

2





d

dd
,

  
 31

2





d

ddd
, …,

 p
p

d

d
1

2




 .p geniĢlemiĢ grubun değiĢmezleridir[9]. 

           Bütün ikinci mertebe adi diferansiyel denklemler iki boyutlu bir Lie cebiri 

kabul eder, tam integrali kanonik forma dönüĢür[9].            

            3.7.1 Örnek: Çözülebilir iki boyutlu Lie cebir ile lineer olmayan üçüncü 

mertebe bir adi diferansiyel denklem olan  

                                           0,,,,  xxxxxxxxxxx yyyyyyyx                             (3.23)   

formundaki Blasius denklemini simetri ile çözelim[9]. 

             Blasius Denkleminin DeğiĢmez Grubu:           

             Blasius denklemini simetri ile çözebilmemiz için öncelikle denklemi 

değiĢmez bırakan grubu belirlemek gerekir. 
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Denklem üçüncü mertebe olduğundan üç kez geniĢlemiĢ grup operatörü kullanılır. 

DeğiĢmezlik Ģartı, 

        03213 

























xxxxxx yyyyx
X            

olduğundan 0




x
,

xxy
y





, 0




xy
, y

yxx





, 1




xxxy
 eĢitlikleri değiĢmezlik 

Ģartında yerine yazılırsa, 

                                                        032   yyxx                                          (3.24)             

bulunur. (3.24) denklemindeki  2  ve  3 ifadelerini bulalım. Bunun için (3.15) 

eĢitliğindeki 2p için, 

      DyDyyyx xxxxx  12 ,,,  

olduğundan  
     

x

xxx
y

y
y

y
x

D















111

1


  ve 

y
y

x
D x












  eĢitlikleri  2

formülünde yerine yazılırsa, 

             xxxyxxxyxyyxxyyyxxxxyxx yyyyyy  3222 32

2       (3.25) 

bulunur.  

            (3.15) eĢitliğinde 3p  için, 

      DyDyyyyx xxxxxxxxx  23 ,,,,  

olduğundan  
       

xx

xxx

x

xxx
y

y
y

y
y

y
x

D




















2222

2


  ve 

y
y

x
D x












  

eĢitlikleri  3  formülünde yerine yazılırsa, 

        432

3 333 xyyyxxyyyyyxxxyxyyxxxxxxyxxx yyyy    

                             22 369333 xxyxxxyyxxxxyyyxxxxxy yyyyyy              

                        
xxxxyxxxxy yyy  43                                                               (3.26) 

bulunur.  
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 2  ve  3 ifadelerinin (3.25) ve (3.26) eĢitliklerindeki karĢılıkları (3.24) 

denkleminde yerine yazılırsa, 

                            

   
   
   
   

  0433

69333

333

332

22

2

2

432

32











xxxxyxxxxyxxy

xxxyyxxxxyyyxxxxxy

xyyyxxyyyyyxxxyxyy

xxxxxxyxxxxxxyxxxy

xyyxxyyyxxxxyxxxx

yyyy

yyyyy

yyy

yyyyyy

yyyyyyyy











             (3.27) 

bulunur.(3.27) denklemi düzenlenirse, 

                                 

 

 

 
 
 
  043

6393

233

3

332

32

2

43

2













xxxxyxxxxy

xxxyyxxxyxyyy

xxxyxxxy

xyyyxyyxyyyyy

xxxyxyyxyyy

xxxxxxyxxxyxxxxx

yyy

yyyyy

yyy

yyy

yyy

yyyy













                         (3.28) 

olur. (3.28) değiĢmezlik Ģartı, (3.23) Blasius denkleminin bir çözümü y  olduğunda 

sağlanır. (3.28) eĢitliğindeki en yüksek türevin yerine xxxxx yyy   yazılıp tekrar 

düzenlenirse,                               

                                  

 
 
 
 
 

036

93

33

3

332

32

22

43

2













xxyxxxyy

xxxyxyxyyy

xxxxxxy

xyyyxyyxyyyyy

xxxyxyyxyyy

xxxxxxyxxxyxxxxx

yyy

yyyy

yy

yyy

yyy

yyyy













                        (3.29) 

bulunur. Bu değiĢmezlik Ģartının sağlanması için katsayılar sıfır olmalıdır.(3.29) 

eĢitliğindeki son iki terimden 0yy  ve 0y  olur. Bu kural (3.29) eĢitliğinde 

yerine yazılırsa 

                                

 
   
    0333

3

32

32







xxxyyxxxxxxy

xyyyxxyyyy

xxxxxxyxxxyxxxxx

yyyy

yyy

yyyy







                        (3.30) 
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elde edilir. (3.30) denklemindeki son ve sondan üçüncü terimden 0yy  ve 0yyy  

olduğundan denklem 

    03332  xxxxxxyxxxxxxyxxxyxxxxx yyyyyy   

Ģeklinde yazılabilir. Sonuç olarak Blasius denkleminin sonsuz küçükleri, 

                                                  

,033

,032

,0

,0

,0

,0

,0















xxxxy

xxxxxyxxxy

xxxxx

yyy

yy

yy

y

y

yy

y















                            (3.31) 

denklemlerini sağlar.  ve  ’nün kısmi türevli denklemlerinden oluĢan bu denklem 

sistemine grubun belirleyici denklemleri(determining equations) denir. 

 (3.31) belirleyici denklemlerinden, 

 xpy   0  

ve 

     xryxqxqyyy   0  

bulunabilir. Burada      xrxqxp ,, keyfi fonksiyonlardır. Ayrıca  xpxx  , 

 xpxxxx  ,  xpxxxxxx  ,    xryxq xxx  ,  xqxxy  ,  xqxxxxy   bulunur. 

Bu ifadeler (3.31) denklem sistemindeki son ve sondan ikinci denklemlerinde yerine 

yazılırsa, 

                    033033  xxxxxxxxy yprqypqy                  (3.32) 

ve 

                032032  xxxxxxxxxxxxxyxxxy pqypyqyy              (3.33) 

eĢitlikleri elde edilir. (3.32) eĢitliğinin sağlanması için, 

                                          033  rpq xxx  ve 0 xpq ,                                (3.34) 
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olmalıdır. (3.33) eĢitliğinin sağlanması için  

                                            02  xxx pq  ve 03  xxxxx pq                                (3.35) 

eĢitlikleri sağlanmalıdır. (3.34) ve (3.35) eĢitliklerinden, 

xxx pq   ve xxx pq 2  olduğundan   bxqqq xx  003  bulunur. Ayrıca,  

  abxxppbpq xx    bulunur. Burada ba, keyfi sabitlerdir. Dahası 

0033  rrpq xxx  olur. Sonuç olarak 

  bxaxp   , 

    byxryxq    

yazılabilir. (3.31) denklemlerinin çözümlerinden, 

by

bxa







 ,
 

sonsuz küçükleri bulunur[9]. Buradan Lie grubunun üreteci, 

 
y

by
x

bxaX








  

olur. Lie cebirinin üreteci aĢağıdaki gibi bulunur. 

0,1  ba  için 
x

X a




 , 

1,0  ba  için 
y

y
x

xX b









  

olduğundan Lie cebirinin genel üreteci, 

                                                        
ba XcXcX 21                                             (3.36) 

Ģeklinde elde edilir. Burada 21,cc  keyfi sabitlerdir.          

           aX  ve bX  operatörlerinin komütatörleri,    

  aba X
xxy

y
x

x
y

y
x

x
x

XX 














































, , 
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  aab X
xy

y
x

x
xxy

y
x

xXX 















































,  

Ģeklinde olup komütatör tablosu aĢağıdaki gibidir. 

 

 

Tablo 3.1: Lie cebirinin komütatör tablosu 

,  aX  bX  

aX  0 aX  

bX  aX  0 

 

Blasius denklemi çözülebilir iki parametreli bir grup altında değiĢmezdir. Grubun 

çözülebilir olması denklemin mertebesinin indirgenmesini garantiler. aX operatörü, 
aX , bX Lie cebirinin bir idealidir. Bu grupların kullanımı mertebe indirgemede 

önemlidir.            

             Ġlk Ġndirgeme: 

            (3.36) eĢitliğinde 0,1 21  cc  için aX  ideali ile indirgeme yapalım.  
aX 3  

üçüncü geniĢlemiĢ operatörünün karakteristik denklemleri 

                                            
00001

xxxxxx dydydydydx
                                    (3.37) 

Ģeklindedir. (3.37) karakteristik denklemlerinden 

                                                         y , xyG  ,                                               (3.38) 

benzerlik dönüĢümleri (değiĢmezleri) elde edilir[9]. Diferansiyel değiĢmezler metodu 

kullanarak verilen Blasius denklemini indirgeyebiliriz. Buradan, 

x

xx

x

x

xxx

y

y

y
y

x

y

G
y

y

G
y

x

G

D

DG




























, 

                              






 


xx

xxxxxx

yy

yyy

D

GD 1
2

2

2

2



 
3

2

x

xxxxx

y

yyyy 
                         (3.39) 
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bulunur. (3.39) denkleminde xxxxx yyy   yazıldı. (3.39)  eĢitliği düzenlenirse, 

                                              0

2

2

2














 D

DG

D

DG

D

GD
G                                  (3.40)  

elde edilir. Böylece Blasius denklemi bir basamak indirgenmiĢ oldu.               

            Ġkinci Ġndirgeme: 

            G,  yeni değiĢkenleri üstündeki xex b~ , yey b~  grubunun etkisini 

belirleyelim. 

                                                    be
~

, GeG b2~                                            (3.41) 

dönüĢümü (3.40) denklemini değiĢmez bırakır[9].   

0~

~

~

~
~

~

~
~

2

2

2
2

2

2

2






































 







 D
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GD
G b

 

(3.41) denkleminin grup operatörü aĢağıdaki gibi bulunabilir. 
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DGD 






















 221111 ,   0

21  , 







G

G
G

GX













 21  

Böylece (3.41) grubunun karakteristik denklemleri, 

                                                 
02









 dG

G

dG

G

dGd









                                  (3.42) 

Ģeklinde yazılır. (3.42) karakteristik denklemlerinden ikinci aĢamadaki benzerlik 

dönüĢümleri, 

                                                       
2


G

 , 


G
H                                              (3.43) 

elde edilir. 
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Mertebenin ikinci indirgemesini üretmek için diferansiyel değiĢmezler metodu 

kullanırsa 

                            
























G

G

G
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d

dG

G

d

dG
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d

dG
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HH

D

DH

23

2

1
2

1






























                   (3.44)  

elde edilir. Ġkinci türev terimini yok etmek için ilk indirgenmiĢ denklemi kullanarak 

(3.44) denkleminin sağ tarafı  











d

dGG

d
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dG
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D

DH

23

2
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d

dGG

d

dG

Gd

dG

Gd

dG

1
2

11

2

2













                                    (3.45) 

Ģeklinde düzenlenebilir. 

            (3.43) dönüĢümleri, (3.45) denkleminde kullanılarak Blasius denklemi, 

                                                    




 H

HHH

d

dH






2

2

2
                                          (3.46) 

birinci mertebe adi diferansiyel denklemine indirgenebilir. 

            Çözüm: 

            (3.46) denkleminin çözüm yörüngeleri verilen sınır Ģartları için belirlenebilir, 

 HFH
~

,~;1   

orijinal problemin çözümünde iki integrasyona daha ihtiyaç vardır. Ġlki, 

                                                        









21

1



G
F

d

dG
                                             (3.47) 

olur.  
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(3.47) eĢitliği düzenlenirse, 

                                                   
 

221

2 2

ln 

 GG
F

d

Gd









                                     (3.48) 

bulunur. (3.48) denkleminin çözümü, 

 


22
F

G
  

olur. Ġkinci integrasyon,  

 
c

yFy

dy
x  

2

2
 

Ģeklindedir. Burada c  integrasyon sabitidir. Sonuçta çözüm, 

 cHxYy ,
~

,~;  

 cH ,
~

,~   sabitleri, orijinal problemin üç sınır Ģartı ile bağlantılıdır[9].  
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4. ĠKĠNCĠ MERTEBE ADĠ DĠFERANSĠYEL 

DENKLEMLERĠN SĠMETRĠ ĠLE ÇÖZÜMLERĠ 

Ġkinci mertebe adi diferansiyel denklemlerin Lie simetrisi ile çözülebilmesi 

için ikinci geniĢlemiĢ grup altında değiĢmez olması gerekir. Bunun için ikinci 

geniĢlemiĢ sonsuz küçük grubu kullanılır. Bu bölümde ikinci mertebe adi 

diferansiyel denklemlerin Lie simetri teorisi ile ilgili çözümleri çeĢitli örnekler 

üzerinde anlatıldı. ġimdi ikinci geniĢlemiĢ sonsuz küçük grubunu bulmak için ikinci 

türevin sonlu dönüĢünden bahsedelim. 

4.1 Ġkinci Türevin Sonlu DönüĢümü 

 (3.5) eĢitliği ile verilen birinci geniĢlemiĢ sonlu dönüĢüm grubu 

                                                          0~~~
~~~  xdyyd xxx

                                             (4.1)                 

ikinci mertebede değme Ģartını sağlar. Ġkinci türevin dönüĢümü, (4.1) eĢitliğinde 

gösterilen diferansiyellerin alınması ile bulunabilir. Yani, 

                                        
     

dyFdxF

dyGdyGdxG

xd

yd
y

yx

xyyxx
xx

x






111~
~~ ~

~
~                         (4.2) 

olur. (4.2) denkleminin sağ tarafındaki ifadenin pay ve paydasının dx ’e bölünmesi 

ile ikinci türevin dönüĢümü  

     
   1

1

111
~~

~ 





 DFDG

yFF

yGyGG
y

xyx

xxyxyx

xx
x  

Ģeklinde elde edilir.  

 Ġkinci geniĢlemiĢ sonlu dönüĢüm grubu, 

                                                      

 
 

  

  ,,,,,~

,,,,~
,,,~
,,,~

2~~

1~

syyyxGy

syyxGy

syxGy

syxFx

xxxxx

xx









                                   (4.3) 

formundadır[9].  
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(4.3) eĢitliğindeki, 

                                                     1

12 ,,,,


 DFDGsyyyxG xxx                             (4.4) 

Ģeklindedir. Ġkinci geniĢlemiĢ grup bir Lie grubudur[9]. 

4.2 Ġkinci Türevin Sonsuz Küçük DönüĢümü 

            Ġkinci geniĢlemiĢ grubun sonsuz küçük formu, yaklaĢım kullanılarak 

bulunabilir.    11 syG x   ve sxF   dönüĢümlerinin türevleri alınıp (4.4) 

denkleminde yerine yazılırsa, 
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Dsy
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DFDGy
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xyxxx
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11

~ 111

1~~             (4.5) 

bulunur. (4.5) eĢitliğinin sağ tarafındaki ifadenin paydası binom serilerine açılır ve s  

parametresini içeren en küçük mertebeye göre yazılırsa, 

   DyDsyy xxxxxx  1~~
~  

elde edilir.  

Ġkinci geniĢlemiĢ sonsuz küçük grup, 

 
 

  

  ,,,,~

,,,~
,,~
,,~

2~~

1~

xxxxxxx

xxx

yyyxsyy

yyxsyy

yxsyy

yxsxx

















 

formundadır[9]. Ayrıca 

                                                 DyDyyyx xxxxx  12 ,,,  ,                                (4.6) 

Ģeklindedir[9]. 



45 

 

 (4.6) eĢitliğindeki, 

 
     

x

xxx
y

y
y

y
x

D















111

1


 ,  

y
y

x
D x












  

olduğundan ikinci geniĢlemiĢ sonsuz küçük,  

            xxxyxxxyxyyxxyyyxxxxyxx yyyyyy  3222 32

2          (4.7) 

bulunur[9]. Dikkat edelim ki  2 , 
xxy ’de lineerdir.  

4.3 Ġkinci Mertebe Adi Diferansiyel Denklemler ve Grubun Belirleyici 

Denklemleri 

 Genel ikinci mertebe adi diferansiyel denklem,                                                         

  0,,,  xxx yyyx  

    21 ,,,   sonsuz küçükleri ile iki kez geniĢlemiĢ grup altında değiĢmez olması 

için gerek ve yeter koĢul 

                                                                02 X                                                   (4.8) 

olmasıdır. (4.8) eĢitliğini  

      0212 




















xxx yyyx
X   

Ģeklinde yazabiliriz. Burada  1 ve  2 , (3.13) ve (4.7) eĢitlikleri ile verilenlerdir. 

DeğiĢmezlik Ģartı, verilen ikinci veya daha yüksek mertebeden bir denklemi 

değiĢmez yapan grubu belirlemek için kullanılır.   

               4.3.1 Örnek: En basit ikinci mertebe adi diferansiyel denklemi 

                                                                  0xxy                                                  (4.9)                                                                                                                                                                 

değiĢmez yapan grubu bulalım[9]. 
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(4.9) denklemini değiĢmez bırakan grup,   

      0212 




















xxx yyyx
X   

değiĢmezlik Ģartının sağlanması halinde bulunabilir. Bu değiĢmezlik Ģartındaki kısmi 

türevler alınırsa, 

0




x
, 0




y
, 0




xy
, 1




xxy
 

bulunur. Bu değerler değiĢmezlik Ģartında yerine yazılırsa, 

                                                            022  X                                             (4.10) 

olur. (4.7) eĢitliğinde verilen  2  değeri (4.10) denkleminde yazılırsa, 

                                        
   

  032

22

3

2





xxxyxxxyxyy

xxyyyxxxxyxx

yyyy

yy




                          (4.11) 

bulunur. Verilen denklem 0xxy  olduğundan (4.11) değiĢmezlik Ģartı, 

                                   022 32  xyyxxyyyxxxxyxx yyy                       (4.12) 

Ģeklinde yazılabilir. xy  niceliği, 0xxy  ’in çözümlerinin ailesi tarafından kapsanan 

sınırlı keyfi değerler alabilir. Böylece değiĢmezlik Ģartı, (4.12) denklemindeki her 

katsayısının sıfır olması halinde sağlanır. Buradan, 

                                                       

0

,02

,02

,0









yy

xyyy

xxxy

xx









                                                (4.13) 

  ve  ’nün 4 lineer kısmi türevli denklem sistemi olan grubun belirleyici 

denklemleri elde edilir. 

            (4.13) belirleyici denklemleri bilinmeyen sonsuz küçüklerin bulunduğu lineer 

kısmi diferansiyel denklemlerin bir kümesini oluĢturur. Bütün durumlarda, bütün 

çözümler için genel bir yol yoktur. ÇeĢitli teknikler kullanılabilir.  
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          Bu sistem tipik olarak ortaya çıkan çözümlerin sınıfları oldukça kısıtlı olarak 

belirlenebilir. Bu nedenle kuvvet serisi çözümü daha kullanıĢlıdır. Kuvvet serileri 

sonsuz küçüklerin bir ya da daha fazlası için kısaltılmıĢı iyi bir olasılıktır. Örneğin 

aĢağıdaki formdaki gibi üçüncü mertebe serileri deneyelim[9]. 

        
3

10

2

9

2

8

3

7

2

65

2

4321

3

10

2

9

2

8

3

7

2

65

2

4321

ybxybyxbxbybxybxbybxbb

yaxyayxaxayaxyaxayaxaa








       (4.14) 

Burada
ii ba , , 10,...,1i keyfi sabitlerdir. (4.14) eĢitliğindeki sonsuz küçüklerin (4.13) 

belirleyici denklemlerindeki kısmi türevleri aĢağıdaki gibi bulunur. 

2

98

2

7542 232 yaxyaxayaxaax   

2

109

2

8653 322 yaxyaxayaxaay  , 

yaxaaxx 874 262  , 

yaxaaxy 985 22  , 

yaxaayy 1096 622  , 

2

98

2

7542 232 ybxybxbybxbbx  , 

2

109

2

8653 322 ybxybxbybxbby  , 

ybxbbxx 874 262  , 

ybxbbxy 985 22  , 

ybxbbyy 1096 622   

Bulunan ifadeler (4.13) denklemlerinde yerine yazılırsa 

                         

0622

,02226222

,02624422

,0262

1096

9851096

874985

874









yaxaa

yaxaaybxbb

yaxaaybxbb

ybxbb

yy

xyyy

xxxy

xx









              (4.15) 

elde edilir. (4.15)  denklemleri x  ve y ’nin kuvvetlerine göre düzenlenirse 

                                 
     

     

0622

,0262222

,0246422

,0262

1096

9108956

897845

874









yaxaa

yabxabab

yabxabab

ybxbb

                     (4.16) 
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bulunur. x  ve y  değiĢkenleri tamamen bağımsızdır. x  ve y ’nin katsayıları ayrı ayrı 

sıfır olursa (4.16) sağlanır. Sonuç olarak, 

0109876  aaaaa , 

                                              0109874  bbbbb ,                                      (4.17) 

45 ab  , 56 ab   

elde edilir. (4.17) eĢitliklerindeki sonuçlar (4.14) denklemlerinde yerine yazılırsa, 

2

54321

5

2

4321

yaxyaybxbb

xyaxayaxaa








 

0xxy  denkleminin sonsuz küçükleri bulunur[9]. Bunlar sekiz bağımsız parametreli 

düzlemde izdüĢüm (projective) dönüĢümleridir.  

 4.3.2 Teorem: Ġkinci mertebeden bir diferansiyel denklemi değiĢmez bırakan 

lineer bağımsız grup operatörü sayısı sekizi geçemez[10]. 

            4.3.3 Örnek: (Sonsuz küçükleri logaritmalar içeren lineer olmayan ikinci 

mertebe bir adi diferansiyel denklem)  

                                                       0
1

 y

xxx ey
x

y                                           (4.18) 

lineer olmayan ikinci mertebe adi diferansiyel denklemin simetri grubunu[9] ve 

genel çözümünü araĢtıralım.  

             (4.18) denklemi, 

                                             y

xxxxxx ey
x

yyyyx 
1

,,,                           (4.19) 

Ģeklinde yazılabilir. DeğiĢmezlik Ģartı, 

                                          0212 




















xxx yyyx
X                   (4.20) 

olduğundan 

         
2x

y

x

x



, ye

y





, 

xyx

1





, 1




xxy
 

değerleri (4.20) Ģartında yerine yazılırsa, 
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  02

1

2
 






x
ey

x

y

x
                                   (4.21) 

bulunur.(4.21) denkleminin tam yazımı, 

                                      

  

   
  032

22

1

3

2

2

2







xxxyxxxyxyy

xxyyyxxxxyxx

xyxxyx

y

x

yyyy

yy

yy
x

ey
x








                       (4.22) 

Ģeklindedir. (4.22) bağıntısında, y

xxx ey
x

y 
1

 yazılırsa, 

                                    

  

   

  0
1

32

22

1

3

2

2

2















x

y

xyxyxyy

xxyyyxxxxyxx

xyxxyx

y

x

y
x

eyy

yy

yy
x

ey
x








                    (4.23) 

bulunur. (4.23) değiĢmezlik Ģartı düzenlendiğinde, 

                                         

 

0
2

2

32

2

32

2























xyyx

y

xyyy

x

y

y
x

xxxy

y

xyxx
x

yy
x

ye
xx

e
x















                            (4.24) 

elde edilir. xy , (4.19) çözümlerinin ailesini sağlayan xy  değiĢimleri ile keyfi değerler 

alır. (4.24) denklemindeki her katsayı ayrı ayrı sıfır ise değiĢmezlik Ģartı sağlanır. 

Sonsuz küçükler, 

                                           

 

.0

,0
2

2

,032

,02

2









yy

y

xyyy

y

y
x

xxxy

y

xyxx
x

x

e
xx

e
x















                              (4.25) 

belirleyici denklemlerini sağlar.  



50 

 

(4.25) denklemlerinin çözümlerini Ģöyle bulabiliriz[5]. 

     xqyxpxpyyy   0 , 

 p  ve q  keyfi fonksiyonlardır. 

           
ye hiçbir zaman sıfır olamayacağından ilk iki denklemdeki 

ye ’li ifadelerin 

katsayıları sıfır olmalıdır. Yani, 

0y  ve 02  yx   

olur. 0y  ve   0xp olduğundan      xqxqyxp    olur. Ayrıca 

(4.25)’deki üçüncü eĢitlikten, 

00
2

2  yy

y

xyyy
x




 , 

 xAyyy   0  ve    xByxA   

bulunur. xx q  olduğundan 02  yx   ifadesinde bulunanlar yerine yazılırsa, 

        0202  xAxByxAxqxyx   

olur. Buradan da   0xA  ve    xqxB x2  yazılabilir.  xqx2  olur. Bulunan 

ifadeler (4.25) eĢitliklerinden ikincisinde yerine yazılırsa, 

0032
22


x

q
q

x

q
e

xx

x
xx

y

y
x

xxxy 





 

bulunur.  Son eĢitlik düzenlenirse, 

00
2











x

x
x

xx
x

q
q

x

q

x

q
q  

elde edilir. Bu durumda, IRbb
x

q
q

x

q
q xx 








 ,0  olmalıdır. Denklemler 

çözülürse, 

axqaxq
x

dx

q

dq

x

q
qx lnlnlnlnln0   

                                                           axqee axq  lnln
                             (4.26) 
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olur. b
x

q
qx   ve  integrant çarpanı 

x
ee xdx

x
1ln

1

 

  olduğundan çözüm, 

                                             xbxqdx
x

b
dxq

xx
ln

1













                            (4.27) 

olur. a  ve b  keyfi sabitlerdir. (4.26) ve (4.27) eĢitliklerinden, 

  xbxaxxq ln  

yazılabilir.  

  xbxaxxq ln   

ve 

  xbbaxqx ln2222    

bulunur. 

           (4.25) denklemlerinin çözümü, 

                                                  
 

   xba

xxbax

ln222

,ln








                                   (4.28) 

formundadır. (4.28) eĢitliklerinden Lie grubunun operatörü ise  

                                     
y

xba
x

xxbaxX








 ln222ln                 (4.29) 

Ģeklindedir. Lie cebirinin üreteci aĢağıdaki gibi bulunur.(4.29) eĢitliğinde 

0,1  ba  için 
yx

xX a









 2 , 

1,0  ba  için  
y

x
x

xxX b









 ln12ln  

olduğundan Lie cebirinin genel üreteci ise 

                                                        
ba XcXcX 21                                             (4.30) 

Ģeklindedir. Burada 21,cc  keyfi sabitlerdir. 
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(4.30) eĢitliğinde 0,1 21  cc  için  
yx

xX a









 22   Lie cebirinin ikinci geniĢlemiĢ 

karakteristik denklemi,  

                                                  
xx

xx

x

x

y

dy

y

dydy

x

dx

22 






                                    (4.31) 

yazılabilir. (4.31) karakteristik denklemlerinden 

                                                        xxyu  , 
yexv 2                                           (4.32) 

benzerlik dönüĢümleri(değiĢmezleri) elde edilir. 

 Diferansiyel değiĢmezler metodunu kullanarak denklemi indirgeyebiliriz. Buradan 

 x

y

x xyxe
y

v
y

x

v
Dv 









 2 , 

yy

xxxxx

x

xxx xeey
x

xyxyy
y

u
y

y

u
y

x

u
Du 

























1
, 

 
u

xe

xyxe

Du

Dv
y

x

y





 2

2
 

                                                         u
du

dv
 2                                                  (4.33) 

birinci mertebe adi diferansiyel denklemi bulunur. (4.33) eĢitliğinin integrali alınırsa, 

                                                    1

2

2
2 k

u
uv                                                (4.34) 

1k    keyfi sabit olmak üzere denklemi elde edilir. (4.32) eĢitliğindeki u , v  değerleri 

(4.34) denkleminde yerine yazılırsa,         

                                                12

2 2
2

4
k

x
ey

x
y y

xx                                           (4.35) 

elde edilir. (4.35) adi diferansiyel denkleminin çözümü, 

 kyxFy ,,  

k keyfi sabit olmak üzere kapalı formunda bulunur. 
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  ġimdi de lineer bir adi diferansiyel denklemi simetri ile çözelim. 

 4.3.4 Örnek: 0 yyxx  adi diferansiyel denkleminin genel çözümünü 

simetri teorisi ile bulalım. 

             Bu denklemin simetri ile çözülebilmesi için değiĢmez olduğu grubun 

üretecini belirlememiz gerekir.  Bunun için   yyyyyx xxxxx  ,,,  olmak üzere  

                                       0212 




















xxx yyyx
X                      (4.36)    

değiĢmezlik Ģartını sağlamalıdır. (4.36) eĢitliğindeki kısmi türevler  

0




x
, 1




y
, 0




xy
, 1




xxy
 

olduğundan bu değerler (4.36) Ģartında yerine yazılırsa, 

                                                              02                                                 (4.37) 

bulunur. (4.37) eĢitliğindeki  2 değerinin (4.7) eĢitliği ile verilen karĢılığını yerine 

yazalım. 

                                       
   

  032

22

3

2





xxxyxxxyxyy

xxyyyxxxxyxx

yyyy

yy




                      (4.38) 

(4.38) denkleminde yyxx   yazılırsa, 

                                        
   

  032

22

3

2





xyxyxyy

xxyyyxxxxyxx

yyyy

yy




                     (4.39) 

elde edilir. (4.39) denklemi y ’nin türevlerine göre düzenlenirse, 

                                        
 

  02

322

32




xyyxxyyy

xyxxxyxyxx

yy

yyyy




               (4.40) 

bulunur.  
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(4.40) eĢitliğinin sağlanması için, 

                                                

0

,02

,032

,02









yy

xyyy

yxxxy

xyxx

y

yy









                                   (4.41) 

belirleyici denklemleri bulunur. (4.41) denklemlerinin çözümünü Ģöyle yapabiliriz, 

                                              xbyxaxayyy   0                       (4.42) 

 xa  ve  xb  keyfi fonksiyonlardır. Ayrıca,  

 xaxxy  ,    xbyxa xxxxxx   

 bulunur. Uygun olan değerler (4.41) denklemlerinin üçüncüsünde yerine yazılırsa, 

                                         xaxyyxyyy 202    

                                                                 xpyxaxy  2  

                                                                   xqyxpyxax  2                 (4.43) 

bulunur.  xp  ve  xq  keyfi fonksiyonlardır.  Dahası    xpyxa xxxxy  2  olur. 

Uygun ifadeler (4.41)’un ikinci denkleminde yerine yazılırsa, 

      032 yxxxy y           0324  yxaxbyxaxpyxa xxxxxxx       (4.44) 

olur. (4.44) denklemi y ’nin katlarına göre düzenlenirse, 

                                                    023  xbxpyxaxa xxxxx                         (4.45) 

bulunur. (4.45) eĢitliğinin sağlanması için 

                                               0 xaxaxx ,     02  xbxp xxx                          (4.46)  

olmalıdır. Ayrıca, 

02  xyxx yy   

denkleminde (4.42) ve  (4.43) sonsuz küçüklerinin değerleri yerine yazılırsa, 
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        0222 22

22





yxbyxayxpyxa

xqyxpyxaxqyxpyxa

xxx

xxxxxxxx
              (4.47) 

olur. (4.47) denklemi y ’nin katlarına göre düzenlenirse, 

                                   022  xqxqyxbxpyxaxa xxxxxxxxx ,            (4.48) 

elde edilir. (4.48) eĢitliğinin sağlanması için 

                          0 xaxa xxxx ,     02  xbxp xxx ,     0 xqxqxx             (4.49) 

olmalıdır.(4.46) ve (4.49) denklemlerinin çözümünden sonsuz küçükleri bulabiliriz. 

      x

xx ecxaxaxa 10   , 

      x

xx ecxqxqxq 20  , 

olur. (4.46) ve (4.49) eĢitliklerinden,  

   xbxp xxx 2 , 
 

   
 

22

xp
xbxb

xp xxx
xxx

xx  , 

yazılabilir. 

 
 

   

22

xxxx

xx
xx

x

b
xp

xb
xp   

   xbxp xxx 2  

olduğundan 

      4

2

34 cecxbxbxb x

xxxx   

bulunur. (4.46) eĢitliğinden  

      5

2

302 cecxpxbxp x

xxx   

elde edilir. Bulunan         xqxpxbxa ,,,  ifadelerinin karĢılıkları (4.42) ve (4.43) 

denklemlerinde yerine yazılırsa, 

                                              
  xxx

xx

ecycecyec

cecyec

25

2

3

2

1

4

2

31








                               (4.50) 
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sonsuz küçükleri bulunur. (4.50) sonsuz küçük grubu ile Lie grubunun üreteci, 

                      
y

ecycecyec
x

cecyecX xxxxx









 25

2

3

2

14

2

31
             (4.51) 

Ģeklinde yazılabilir. Lie cebirinin üreteci ise aĢağıdaki gibi bulunur.(4.51)grubunda, 

11 c  için 
y

ye
x

yeX xx









 21 ,  12 c  için 

y
eX x




2 , 

 13 c  için 
y

ye
x

eX xx









 223 ,   14 c  için 

x
X




4 , 

15 c  için 
y

yX



5  

bir parametreli operatörleri bulunur. Buradan Lie cebirinin genel üreteci 

                                     5

5

4

4

3

3

2

2

1

1 XaXaXaXaXaX                            (4.52) 

Ģeklindedir. Burada 54321 ,,,, aaaaa  keyfi sabitlerdir. 

 

Tablo 4.1: Lie cebirin komütatör tablosu 

,  
1X  

2X  
3X  

4X  
5X  

1X  0 3X  0 1X  
1X  

2X  
3X  0 0 2X  

2X  

3X  0 0 0 32X  0 

4X  
1X  

2X  
32X  0 0 

5X  
1X  

2X  0 0 0 

 

 (4.52) eĢitliğinde 14 a  ve 05321  aaaa  için ikinci geniĢlemiĢ 

operatörle indirgemeyi yapalım.  
x

X



4

2  Lie cebirinin ikinci geniĢlemiĢ 

karakteristik denklemi, 
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0001

xxx dydydydx
 ,                                      (4.53) 

Ģeklindedir.  (4.53) karakteristik denklemlerinden, 

yu   ve xyv   

benzerlik dönüĢümleri elde edilir. Diferansiyel değiĢmezler metodu ile mertebeyi 

indirgeyerek çözümü yapalım. Buradan denklem, 

xx

x

xxx y
y

v
y

y

v
y

x

v
Dv 














 , 

xx y
y

u
y

x

u
Du 









 , 

                                                   
v

u

y

y

y

y

Du

Dv

xx

xx                                             (4.54) 

birinci mertebe ayrılabilir diferansiyel denkleme dönüĢtü. (4.54) denklemi integre 

edilirse, 

uduvdv
v

u

du

dv
  

                                                                1

22 kuv   

                                                                1

2 kuv                                       (4.55) 

bulunur. (4.55) denkleminde yu   ve xyv   yazılırsa, 

                                                              1

2 ky
dx

dy
                                          (4.56) 

elde edilir. (4.56) denkleminin çözümü, 

21

2

1

2
lnln kxkyydx

ky

dy



,             

                                                          xekkyy 21

2                                   

21,kk keyfi sabitler olmak üzere elde edilmiĢ olur. 
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5. DUFFING DENKLEMĠNĠN SĠMETRĠ ĠLE ÇÖZÜMÜ  

            Duffing denklemi, sönümlü(damped) ve devamlı(driven) osilatörler modeli 

olarak kullanılan ikinci mertebe lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir. 

Denklemi,  xyy  , x  anındaki yer değiĢtirme; 
xy  hız ; 

xxy  ivme; w,,,,   

sabitler olmak üzere 

wxyyyy xxx cos3    

ile verilmektedir. Duffing denklemi ile detaylı bilgiler [17] kaynağından elde 

edilebilir. 

=0, α=1, =0 durumunda elde edilen 

03  yyyxx  ,         00,0  xyAy
 

 Duffing denkleminin simetri çözümünü yapalım. 

               0,,, 3  yyyyyyx xxxxx   denkleminin çözülebilmesi için   02 X  

değiĢmezlik Ģartını sağlanmalıdır. Bunun için, 

                                       0212 




















xxx yyyx
X                        (5.1) 

olmalıdır. (5.1) eĢitliğindeki kısmi türevler alınır,     

0




x
, 231 y

y





, 0




xy
, 1




xxy
 

ve bu ifadeler değiĢmezlik Ģartında yerine yazılırsa, 

                                                     031 2

2   y                                                (5.2) 

bulunur.  2 ’nin (4.7) eĢitliğinde verilen karĢılığı (5.2) denkleminde yerine yazılırsa, 

                             
     

  032

2231

3

22





xxxyxxxyxyy

xxyyyxxxxyxx

yyyy

yyy




                       (5.3) 

eĢitliği elde edilir. 
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 (5.3) eĢitliğinde 3yyyxx   yazılırsa, 

                          
     

     032

2231

333

22





yyyyyy

yyy

xyxyxyy

xxyyyxxxxyxx




                     (5.4) 

bulunur. (5.4) eĢitliği düzenlenirse, 

                      
 
    02332

2231

323

332





xyyxxyyyxyyxxxy

xyxyxx

yyyyy

yyyyy




          (5.5) 

elde edilir. (5.5) denkleminin sağlanması için 

                                

  02231

,0332

,02

,0

332

3









xyxyxx

yyxxxy

xyyy

yy

yyyyy

yy









              (5.6) 

Ģeklinde belirleyici denklemler bulunur. (5.6) belirleyici denklemlerinden sonsuz 

küçükler aĢağıdaki gibi bulunabilir. 

                                             xbyxaxayyy   0                          (5.7) 

ve  

 xaxxy   

olduğundan bunları (5.6) denklemlerinin ikincisinde yerine yazılırsa, 

     xpyxaxa xyxyyxyyy  222   

                                                                            xqyxpyxax  2          (5.8) 

ve 

   xpyxa xxxxy  2 ,    xbyxa xxxxxx   

bulunur. Bu ifadeler 0332 3  yyxxxy yy   eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

                                03324 3  yxayxaxbyxaxpyxa xxxxxxx              (5.9) 
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elde edilir. (5.9) eĢitliği y ’nin katlarına göre düzenlenirse, 

                                          0332 3  yxayxaxaxbxp xxxxx                   (5.10) 

elde edilir. (5.10) eĢitliğinin sağlanması için 

                       0  ise   0xa ,     02  xbxp xxx ,     0 xaxaxx
              (5.11) 

olmalıdır. Dolayısıyla  xb  ve    xqyxp   yazılabilir.  Ayrıca, 

 xbxx  ,  xpy  , 0yy ,    xqyxp xxxxxx    

olduğundan bunlar   02231 332  xyxyxx yyyyy   denkleminde 

yerine yazılırsa, 

                                 
         

        022

31

33

2





xbyxpyxybyxp

xqyxpyxqyxp

xx

xxxx




                       (5.12)               

elde edilir. (5.12) denklemi y ’nin katlarına göre düzenlenirse, 

                    0232 32  yxbxpyxqyxbxpxqxq xxxxxx       (5.13) 

bulunur. (5.13) eĢitliğinin sağlanması için y ’nin katsayıları sıfır olmalıdır. Buradan 

      0  ise   0xq ,     0 xqxq xx ,     02  xbxp xxx ,     0 xbxp x     (5.14) 

eĢitlikleri elde edilir. (5.14) eĢitliklerinden,     0 xbxp x  eĢitliğinin her iki 

tarafının x ’e göre türevini alınırsa 

   xpxb xxx  , 

bulunur. (5.11) denkleminden     02  xbxp xxx  olduğundan  

                                                      0xpx   ve   1cxp                                       (5.15) 

yazılabilir. Ayrıca, (5.14) ve (5.15) eĢitliklerinden 

        211 cxcxbcxbxpxb xx   

 bulunur.  
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    02  xbxp xxx  ve   0xpx  olduğundan  

    20 cxbxbx   

yazılabilir. Burada 2c  keyfi sabittir. Böylece simetri grubunun sonsuz küçükleri, 

                                                                
0

2







 c
                                                     (5.16) 

Ģeklinde elde edilmiĢ olur. (5.16) eĢitliğinden Lie grubunun üreteci ise 

                                                            
x

cX



 2

                                                  (5.17) 

formundadır. Lie cebirinin üreteci aĢağıdaki gibi bulunur.(5.17) eĢitliğinde, 

12 c  için 
x

X



1  

olduğundan Lie cebirinin genel üreteci ise 

                                                               
1

1XaX                                                  (5.18) 

1a  keyfi sabit olmak üzere Ģeklinde elde edilir. 

 (5.18) eĢitliğinde 11 a  için  
x

X



1

2  Lie cebirinin ikinci geniĢlemiĢ 

karakteristik denklemi, 

                                                        
0001

xxx dydydydx
                                    (5.19) 

olur. (5.19) karakteristik denkleminden 

                                                              yu   ve xyv                                         (5.20) 

benzerlik değiĢkenleri elde edilir. Diferansiyel değiĢmezler metodu ile mertebeyi 

indirgeyerek çözümü yapalım. Buradan, 

33 uuyyy
y

v
y

y

v
y

x

v
Dv xx

x

xxx  













 , 
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vy
y

u
y

x

u
Du xx 









 , 

                                                       
v

uu

du

dv 3
                                               (5.21) 

değiĢkenlerine ayrılabilen adi diferansiyel denklem elde edilir. (5.21) denkleminin 

çözümü, 

1

422 22 kuuv    

1k  keyfi sabit olmak üzere denklemi yazılabilir. Burada (5.20) dönüĢümü 

uygulanırsa,                                               

                                                      1

422 22 kyyyx                                          (5.22) 

olur. Burada       00,0  xyAy  Ģartları yerine yazılırsa, 

                                                          42

1 2 AAk                                              (5.23) 

bulunur. (5.23) sabiti, (5.22) denkleminde yerine yazılırsa,                                     

                                                 42422 222 AAyyyx                                 (5.24) 

elde edilir. (5.24) eĢitliği düzenlenirse,  

                                               

 
21

2244

2












yAyA

dy
dx


                            (5.25) 

olur. (5.25) eĢitliğinde cosAy    ve dAdy sin  dönüĢümü yapılırsa, 

                                               
21

222 cos
22

1 
















AA

d
dx                            (5.26) 

bulunur. (5.26) eĢitliği düzenlenirse, 

21

2222 cos
22

1 


















AAA

d
dx  
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21

222 cos1
2

1 


















AA

d
dx  

 
21

2

2

2
212 sin

22
11 






















A

A
A

d
dx  

elde edilir. m
A

A


 2

2

22 


 diyelim. Böylece denklem, 

                                            
    212212 sin11 



mA

d
dx


                                  (5.27) 

olur.   2
1

2sin1


 m  binom serisine açılırsa, 

  ...sin
8

3
sin

2

1
1sin1 4222

1
2 


 mmm  

  ...
2

4cos
2cos2

2

3

32

3
2cos

4

1

4

1
1sin1 22

1
2 










 
 mmmm  

elde edilir. Bu ifade (5.27) denkleminde yerine yazılır ve integrali alınırsa, 

 






dmmm

A
dx 




















 ...

2

4cos
2cos2

2

3

32

3
2cos

4

1

4

1
1

1

1 2

212
 

   



















 





dm

mm

A
dx ...

2

4cos
2cos2

2

3

32

3
2cos

44
1

1

1 2

212
 

 
Cmmmmm

A
x 











 ...4sin

256

3
2sin

32

3

64

9
2sin

8

1

4

1

1

1 222

212




 

bulunur. Burada C  integral sabittir. 

cosAy   olduğundan 









A

y
arccos denklemde yerine yazılırsa,              

 
C

A

yAy
mm

A

y
mm

A
x 














































 ...

2

32

3

8

1
arccos...

64

9

4

1
1

1

1
2

22

22

212
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elde edilir. Ġntegral sabitini bulmak için    Ay 0  koĢulunu kullanabiliriz. Buradan, 

 














 ...

64

9

4
1

1

1 2

212

mm

A
C  

bulunur.  

Sonuç olarak, 

  




































 

 A

y
mm

A
x arccos...

64

9

4

1
1

1

1 2

212
 

                         
  



























 ...

2

32

3

8

1

1

1
2

22

2

212 A

yAy
mm

A
                         (5.28) 

olur. 
2

2

22 A

A
m






  değeri (5.28) eĢitliğinde yerine yazılırsa, 

         
  







































































 









 A

y

A

A

A

A

A
x arccos...

1256

9

18

1
1

1

1
2

2

2

2

2

212
  

                
  



























 




































 ...

2

1128

3

116

1

1

1
2

222

2

2

2

2

212 A

yAy

A

A

A

A

A 








  (5.29) 

 

çözümü elde edilir.      

(5.29) çözümü, Duffing Denkleminin simetri metodu kullanılarak birinci 

mertebe adi diferansiyel denkleme indirgenerek çözülmesiyle elde edilmiĢtir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Lineer olan veya olmayan bütün adi diferansiyel denklemleri simetri 

dönüĢümleri ile çözümü yapılabilir. Bu tezin birinci bölümünde genel çözümü 

verilen lineer bir adi diferansiyel denkleme dördüncü bölümde simetri dönüĢümü 

uygulanarak aynı sonuç elde edilmiĢtir. Yine birinci bölümde lineer olmayan Duffing 

denkleminin Adomiyan metodla yaklaĢık çözümü verilmiĢ. BeĢinci bölümde ise aynı 

Duffing denklemine simetri yöntemi uygulanmıĢ ve denklem birince mertebe 

diferansiyel denkleme indirgenerek baĢlangıç değer problemi için bir çözüm elde 

edilmiĢtir. Bu indirgeme yapılırken denklemi simetrik bırakan Lie grubuna ait Lie 

cebirinin bir boyutlu alt cebirlerinden yararlanılmıĢtır. BaĢka alt cebirler kullanılarak 

yeni indirgemeler yapılabilir.  
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