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Danisman : Yrd. Dog. Dr. Omer Faruk CETIN

Bu calismada p-degerli fonksiyon smiflar1 {lizerinde tanimlanan lineer operatorler
incelendi ve Orneklendirildi. Ayrica, bu lineer operatdrler kullanilarak olusturulan
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SIMGELER ve KISALTMALAR LiSTESI

R

Z

*

U

RS (2)
4,(n)

N

S, (n,a)
C,(n,a)
K, (n;a,B)
OK ,(n;a, B)
2,

S'(@)
C'(a)

K'(a. B)

Reel Sayilar Kiimesi

Tam Sayilar Kiimesi

Sayma Sayilar Kiimesi

Dogal Sayilar Kiimesi

Kompleks Sayilar Kiimesi
U={z:zeC ve |7/ <1} birim diski

U \{0}
f(z) karmasik fonksiyonunun reel kismi

p-degerli analitik fonksiyonlar sinifi

analitik ve tinivalent fonksiyonlar smnifi

o mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi
o mertebeden konveks fonksiyonlar smifi
a tipli B mertebeden konvekse yakin fonksiyonlar smifi

a tipli B mertebeden quasi-konveks fonksiyonlar smifi
p-degerli (multivalent) meromorf fonksiyonlar sinifi

o mertebeden meromorf yildizil fonksiyonlar smifi
o mertebeden meromorf konveks fonksiyonlar smifi

a tipli B mertebeden meromorf konvekse yakin fonksiyonlar sinifi



vi

OK'(a,B) «a tipli B mertebeden meromorf quasi-konveks fonksiyonlar sinifi

L Gamma fonksiyonu

h(0)=1, R{h(z)}>0 (zeU) sartlari saglayan U’ da konveks ve

iinivalent olan / fonksiyonlarm sinifi

N



1. GIRIS

U birim diskinde regiiler olan bir f(z) fonksiyonu alindiginda w € U olmak iizere
f(z) =w esitligi i¢in asagidaki durumlar gegerlidir:

a) Birden fazla ¢6zliimii yoktur

b) p’den fazla ¢ozliimii yoktur

c¢) Bazi durumlarda en fazla p tane ¢oziimii vardir

Bu ii¢ durumda f(z), U birim diskinde sirasiyla iinivalent (yalinkat), p-valent

(multivalent ya da p-degerli), mean p-valent (ortalama p-degerli) olarak adlandirilir.

20. vyiizyilin baglarinda {inivalent fonksiyonlarla ilgili ¢alismalar geometrik

fonksiyonlar teorisi seklinde yeni bir calisma alani olarak yon kazanmis ve

giiniimiize kadar gittikce artan bir ilgiyle devam etmistir. ‘Univalent fonksiyonlar’’

kavrami U birim diskinde tanimli fonksiyonlarin bire-bir doniisiim olmasi

anlamindadir. U da analitik ve normalize edilmis yani f(0)=0, f'(0)=1 ve

f (z):z+ianz” seklinde Taylor serisine sahip olan fonksiyonlarin olusturdugu
n=2

smiftan *‘z,z,eU olmak tlzere f(z,)=f(z,) olmasi sadece ve sadece
z, = z, olmasin1 gerektirir’’ sartin1 saglayan fonksiyonlara U da tinivalent fonksiyon

denir.

Bir fonksiyonun 6zellikle {inivalent ya da multivalent olup olmadig: arastirmacilar

icin merak konusu olmustur. Bunun i¢in ilk ¢aligsmalar 1900’lerin baslarinda Koebe

tarafindan yapilmistir. f(z) = fonksiyonunun tinivalent oldugunu ilk olarak

(1-2)

Koebe ispatlamis ve bu fonksiyona Koebe fonksiyonu adi verilmistir.

Bu alanin baslica ve en 6nemli problemlerinden bir tanesi ge¢misi 1916 yila

dayanan Bieberbach tahminidir. Bieberbach, iinivalent olan her bir fonksiyonun



Taylor katsayilar1 igin |an|£n esitsizliginin var oldugu tahmininde bulunmus ve
|a,| <2 esitsizliginin dogrulugunu gostermistir. 1923°de Loewner |a,|<3; 1955°de
Garabedian ve Schiffer |a4|£4; 1968’de Pederson ve Ozawa |a6|£6; 1972°de
Pederson ve Schiffer |a5| <5 olmas1 gerektigini ispatlamistir. 1985 yilinda ise Louis

De Branges bunu genellestirerek |an| <n oldugunu ispatlamistur.

Bir fonksiyonun multivalent olup olmamasi yani f(z)=w esitliginin p’den fazla

kokiiniin olmamasi ile ilgili ilk caligmalar 1935°de Cartwright ile baglamistir. Daha
sonra 1940°da Spencer, 1950-1960 yillar1 arasinda W.K.Hayman degisik caligmalar
yapmistir. Son 50 yilda oOzellikle Duren, Goodman, Libera, Miller, Silverman,
Ruschweyh, Salagean, Srivastava, Owa ve daha bir¢ok bilim adami tarafindan

calismalar yapilmistir.

Bu fonksiyonlar iizerinde integral operatorleri Alexander, 1915; Libera, 1965;
Bernardi, 1969; Miller, 1978; Jung et al., 1993 tarafindan tanimlanmis olup 1999
yilinda K.I.Noor , 2001 yilinda J-L. Liu, 2001 ve 2004 yillarinda Liu ve Srivastava
ayrica 2004 yilinda Liu ve Owa bu integral operatorlerini gelistirmislerdir. (Yuan et

al., 2008) meromorf fonksiyonlar lizerinde integral operatorii tanimlamislardir.

Bu fonksiyonlar iizerinde tiirev operatorii ilk olarak Ruscheweyh tarafindan
tanimlanmistir. Daha sonra (Salagean, 1983) bir tiirev operatorii tanimlamis olup bu
tiirev operatoriinii (Al-Oboudi, 2004) gelistirmistir ve (Raducanu and Orhan, 2010)
tarafindan en genel halini almistir. Meromorf fonksiyonlar iizerinde 1991 yilinda
B.A.Uralegaddi ve C.Somanatha, 1993 yilinda M.K.Aouf ve H.M.Hossen tiirev

operatorleri tanimlanmiglardir.

Diger lineer operatorler ise Carlson and Shaffer 1984; H.Saioth, 1996; Srivastava and
Attiya, 2007; Liu, 2008; Wang et al, 2009, tarafindan tanimlanmistir.



P-degerli Meromorf fonksiyonlarla ilgili olarak da (Srivastava et al., 2008) lineer

operator tanimlamiglardir.

Tanmimlanan bu lineer operatdrler kullanilarak p-degerli fonksiyonlar sinifinin degisik

altsiniflar1 tanimlanmastir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Tamm: Bir D c C bolgesinin her i¢ noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlara,

D de analitik ya da regiiler fonksiyonlar denir ( Nehari, 1952).

2.2. Tanmm: Bir f fonksiyonunun bir B bdlgesindeki aykiriliklar1 sadece kutup
noktalari ise f, B de meromorf bir fonksiyondur denir (Bagkan, 1998).

2.3. Tammm: Bir f(z) fonksiyonu bir D c C boélgesinde bire-bir ise yani; her bir
u,veD i¢cin f(u)= f(v) olmasi sadece ve sadece u =v olmasmni gerektiriyor ise

f(z) fonksiyonuna, D de linivalent ya da yalinkat fonksiyon denir ( Nehari, 1952).

U birim diskinde tinivalent olan
f(2) :Z+Zakzk
k=2

bi¢cimindeki tiim analitik fonksiyonlarin sinifini S ile gésterecegiz.

24. Tamm: U={z:zeCvelz/<1} birim diskinde analitik olan bir f(z)

fonksiyonu alalim. Eger Vw e U icin f(z)=w esitliginin en fazla p tane kokii varsa
f(z) fonksiyonuna U da p-degerli ya da multivalent fonksiyon adi verilir (Kiihnau,
2002)

U birim diskinde analitik olan ve normalize edilmis
f@)=z"+>a,,2", (p.neN={,23,.1}), (2.1)
k=n

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu siuf 4,(n) ile gosterilecektir. 4,(1)=4, ve

A4 = A ile gosterilecektir.



2.5. Tamm: Bir ze Dc C 1i¢in, z den ¢ikan her 151n ile D nin arakesiti, dogru

parcasi veya bir 151n ise, D bolgesine z noktasina gore yildizil denir (Marx, 1932).

2.6. Tanim: U ={z:z€C ve |Z| <1} bolgesinde analitik ve goriintii kiimesi yildizil

olan fonksiyonlara, U’ da yildizil fonksiyonlar denir ( Marx, 1932).

2.7. Teorem: Bir f(z)e S fonksiyonunun U’ da yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

#'(2)
R L0 >0,(Vz V), 2.2
{f(z)}> (VzeU) (2.2)

olmasidir (Szego and Polya, 1954).

2.8. Tammm: f € 4, (n) olmak iizere eger f* fonksiyonu,

iﬁ(%j>a, O0<a<p;zel), (2.3)

kosulunu sagliyorsa f(z) fonksiyonuna p-degerli « mertebeden yildizil fonksiyon

denir ve bu tiir fonksiyonlarin sinifi S, (n,a)ile gosterilir. Ozel olarak p=1ve n=1

icin S(a) ile gosterilir (Srivastava et al., 2005).

2.9. Tamm: Ac R’ ve x,y €A olsun. AeR, (0<A<1) igin
1-A)x+AyeA

oluyorsa, A bolgesine konveks bolge denir (Goodman, 1983).

2.10. Tammm: U bdlgesinde analitik olan ve goriintii kiimesi konveks olan

fonksiyonlara, U ° da konveks fonksiyonlar denir (Nehari, 1952).

2.11. Teorem: Bir f(z)e S fonksiyonunun U ’ da konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul



()
RI+——=;>0,(VzelU), 2.4
{+f,(z)}> (VzeU) (2.4)

olmasidir (Robertson, 1953).

2.12. Tamm: f € 4, (n) olmak tizere eger

ER(I+Z?;(ZZ))]>0¢, O0<a<p;zel), (2.5)

kosulunu sagliyorsa f(z) fonksiyonuna p-degerli a mertebeden konveks fonksiyon

denir ve bu tir fonksiyonlarin smifi C, (n,a) ile gosterilir. Ozel olarak p=1 ve

n=11i¢cin C(a) ile gosterilir (Srivastava et al., 2005).

2.13. Tanmim:

zf'(2)
g(2)

Kp(n;a,ﬂ)z{f:feAp(n), SR[ J>ﬁ , geSp(n,a)} (2.6)

O0<a<p, 0<B<p, zel),
seklinde tanimlanan smifa o tipli f mertebeden konvekse yakin fonksiyonlar smifi

denir. Ozel olarak p=1 ve n=1 icin K(a,B) ile gosterilir (Irmak and Piejko,

2005).

2.14. Tamim:

OK (ma,B)=1f:fed,(n), R % >p, geC,(na) 2.7)
gz

O0<a<p;, 0<B<p, zel),

seklinde tanimlanan smifa o tipli g mertebeden quasi-konveks fonksiyonlar smifi
denir. Ozel olarak p=1 ve n=1i¢in QOK(a,B) ile gosterilir (Irmak and Piejko,
2005).



2.15. Tamm: U' ={z:zeC ve 0<|z|<1}=U\{0} delinmis agik birim diskinde

taniml1 ve analitik olan
f@)=z7"+>a,z"" (2.8)
n=l

seklindeki p-degerli fonksiyonlarin smaifi z; ile gosterilecektir. Bu tiir

fonksiyonlara p-degerli (multivalent) meromorf fonksiyonlar adi verilir (Srivastava

et al., 2008).

Ozel olarak

f(2)=z"+ ianzn (2.9)

seklindeki fonksiyonlarin sinifi zp ile gosterilecektir. p =1 i¢in ise Z

kullanilacaktir.

2.16. Tanim: Bir f € 2 fonksiyonu

ER(Z?((ZZ))]<—0¢ (zeU; 0<a<]) (2.10)

sartin1 saghyorsa U da a mertebeden meromorf yildizil fonksiyon denir ve bu tiir

fonksiyonlarin smifi S*(a) ile gdsterilir (Yuan et al., 2008).

2.17. Tanim: Bir f € X fonksiyonu

i}%(l+%j<—a (zeU; 05a<]) (2.11)

sartin1 sagliyorsa U da a mertebeden meromorf konveks fonksiyon denir ve bu tiir

fonksiyonlarm sinifi C™(a) ile gdsterilir (Yuan et al., 2008).



2.18. Tanim: Bir f € X fonksiyonu i¢in

m(%]«ﬁ (zeU; 0<a<L,0<B<1) (2.12)
g\z

olacak sekilde g e S'(a) fonksiyonu varsa f fonksiyonuna « tipli § mertebeden

meromorf konvekse yakin fonksiyon denir. Bu tiir fonksiyonlarmn smifi K*(a, f) ile

gosterilir (Yuan et al., 2008).

2.19. Tanim: Bir f € X fonksiyonu i¢in

i}{(%]<—ﬁ (zeU; 0<a<L;0<B<]) (2.13)
g(z

olacak sekilde ge C(a) fonksiyonu varsa f fonksiyonuna « tipli f mertebeden
meromorf konvekse benzer fonksiyon denir. Bu tiir fonksiyonlarin smifi QK" (e, )

ile gosterilir (Yuan et al., 2008).

2.20. Tamm: f(z)=z"+) a,, 7" (peN={,23,..}) (2.14)
k=1

ve g(z)=2"+>.b,, 2" (peN={,23,.}) (2.15)
k=1

olmak tlizere
f(2)*xg(z)=(f*g)Nz)=z"+ i a,, b, 7" =(g* ) (2) (2.16)

islemine Hadamard Carpimi (veya konvolusyon toplami) denir (Mostafa and Aouf,

2009).

2.21. Tanmm: (Cauchy- Schwartz Esitsizligi): (a,) ve (b,) iki kompleks say1

dizisi olsun. Bu say1 dizileri i¢in

§|akbk|ng'i|ak| 2.\/ki|bk| . (meN) (2.17)
k=1 =1 =1

dir (Duren, 1983).




2.22. Tammm: (Maksimum Modiil Teoremi): f , smirli bir D bdlgesinde sabit

olmayan analitik ve D da siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda | f (z)|

maksimum degerini D bdlgesinin sinirinda alir. Burada D , D bolgesinin kapanigidir.

(Orhan, 2002)

2.23. Tanim: (Cauchy-Tiirev Formiilii)): w= f(z) fonksiyonu bir y kapal

cevresinin iginde ve iizerinde analitik olsun. Eger a, y ni i¢inde bir nokta ise,

" /()
f ()—2mj (2.18)

a)n+]

dir (Baskan, 1998).

2.24. Tamim: (Gamma Fonksiyonu): Gamma I" fonksiyonu her z e C\{Z w{0}}
igin

[(z)= Te"ﬁ"dr (R(z)>0) (2.19)

0

seklinde tanimlanir.

I'z+1)=zI(z2) (2.20)
seklindedir (Srivastava and Choi, 2001).

2.25. Tamim: (Beta Fonksiyonu): Beta [ fonksiyonu her m,n e C\{Z {0} }icin
1

Blm,n)= [t (1—1)"dt (R(m)>0; R(n)>0) (2.21)
0

seklinde tanimlanir. Ozellikle, Gamma ve Beta fonksiyonlar1 arasinda asagidaki gibi
bir iligki vardir:

L (m)l'(n)

plm.n)= ['(m+n)

(2.22)
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Eger, m,ne N ise

_T(m)(n) _ (m=D)(n-1)!

TC(m+n)  (m+n-1)! (223)

B(m,n)

seklindedir (Srivastava and Choi, 2001).

2.26. Tanim: (Pochhammer sembolii): A,veC ve I' gamma fonksiyonu olmak

uzere

(A), =AY {1 (v=0:4 1O, (2.24)

I'(A) AA+D)...(A+n-1) (v=neN; 1€C).
seklinde tanimlanir (Cho et al., 2004).

2.27. Tammm: (Kesirsel Mertebeden Integral): Bir f{z) fonksiyonunun & (& > 0)

mertebeden kesirsel integrali

D (f(2)) =% [fO-07"d (zev) (2.25)

ile tanimlanir.

Burada f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin, orjini kapsayan basit baglantili bir
bolgesinde analitiktir. Eger z—¢ > 0 ise, log(z—t)gercel alinarak (z—¢)°" teriminin

katlilig1 kaldirilir (Owa, 1978).

2.28. Teorem: f(z)e€ A,(n)olsun. Bu durumda; VzeU igin f(z) fonksiyonunun

0 (0 >0) kesirsel mertebeden integrali,

DA (f(2) = —L s KL 04D | ap | ovs, (2.26)

I E— a
C(p+8+1) | 4 pT(k+5+1) °

olur (Cetin, 1997).

Ispat: f(z2)e A,(n) olsun. 2.27.Tanim’in kullanilmasiyla



1 f f(t)\
L)y (z—1)"°

|+ i a,t*

1 e
_r(5>j (z—1)"°

0

1
T I(5)

D (f(2))=

O C—

1 [ p 5-1 Z k 5-1
:ﬁ{!t (z—t)dt+ Y ath (z—1) a’t}}

k=n+p

olur. Burada

t”(z—t)‘“de{

11

i t*(z —t)‘s"lak}dt}

k=n+p

0

I=[t"G=ty"dt ve J=[t'(G-1)"dt
0 0

diyelim ve once J integralini ¢ozelim.

J:J.tk(z—t)‘s_]dt
0

integrali i¢in

uz=z—t = dt=-zdu ve t=z(l-u)

seklinde degisken degisimi yapilirsa,

1
J= zk+5Iu5"](1— u)* du
0
elde edilir. Beta fonksiyonundan
!
J:Zk+5ﬁ(5’k+1)zzk+6 kr(é)
I'(k+o6+1)

yazilir. Eger, “Es. 2.29” daki ifadede

I — Zp+5ﬁ(5’p+1) — Zp+5 p'r(é)

'(p+o+1)

bulunur. Boylece / integrali de ¢oziilmiis olur. “Es. 2.29” ve “Es. 2.30” dan

!
k() 4,z
I'(k+6+1)

p+o | 0
z p'T(0) N

D (f(2)) =

r@ | rp+s+) 53,

k= p almirsa :

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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0

! !
= L + z Lakzk—‘” ZP+5
L(p+o+1) S5, T(k+5+1)

elde edilir. Bu da “Es. 2.26” y1 vertir.

Ornek: f(z)=z+z+z’olsun. f(z) fonksiyonunun & :% kesirsel mertebeden

integralini bulunuz.

Coziim:

p! . i K'T(p+o+1) Jep | oo

b ))_m o pIT(k+o+1) "

yazilmasiyla

ifadesinde p=1ve 6 =

1
2
k'F(1+ ! +1)
-2 -

1 L
D (f(z) =———— 2|
F(1+ +1) k 21'F(k+2+1)
\ k'F 5
Dz(f(Z))— 5 Z z?
| (k+ J
2 2
5
. ik!r(J s
=—— |1+ z?
o | )
4 L
a2 3| 2 ,
= ! 1+ 2 zZ+ 2 z? ZE
3Wr r(2+3] r(3 3]
4 2
(2] a2 3
= ! 1+ 2 zZ+ 2 z? ZE
Wel (3] a3
4 | 2 \2 22 2
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elde edilir.

2.29. Sonu¢: f(z)e€ A(n) olsun. Bu durumda; VzeU i¢in f(z) fonksiyonunun

0 (0 >0) kesirsel mertebeden integrali;

s A - KITQ2+8)
DAU@=r075 {1+kz,,‘;]r(k+5+1)a" } 23D

olur.

Ispat: 2.28.Teorem de p=1 almirsa, A4 (n)= A(n) olur. Bu ise, istenen ispat igin

yeterlidir.

2.30. Tamim: (Kesirsel Mertebeden Tiirev): Bir f(z) fonksiyonunun 6 (0 <6 <1)

mertebeden kesirsel tirevi

D (f(z ))—@d—ff(t)(z t'dt, (zeU) (2.32)

ile tanimlanir.

Burada f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin, orijini kapsayan basit baglantili bir
bolgesinde analitiktir. Eger z—¢ >0 ise, log(z—1)gercel almarak (z—¢)° teriminin

katlilig1 kaldirilir (Owa, 1978).

2.31. Teorem: f(z)e A,(n)olsun. Bu durumda; VzeU igin bir f(z) fonksiyonunun

0 (0L <1) kesirsel mertebeden tiirevi,

D (f(2) ==L y, ©Hp=0+h,

— P s P (2.33)
T(p-6+1) | &, pTk—6+1) "

olur ( Cetin, 1997).
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Ispat: 2.28.Teorem’in ispatinda & yerine —§ alinir ve 2.30.Tamim’daki kesirsel

mertebeden tiirev tanimi kullanilirsa, istenen elde edilir.

Ornek: f(z)=z+z*+z'olsun. f(z) fonksiyonunun & :% kesirsel mertebeden

tirevini bulunuz.

Coziim:

0 ' _
. K-8+ iy | ps

DU =5 50 S, pIT k=5 +1)

ifadesinde p =1 ve 6 =— yazilmasiyla

D2(f(2)= —2
ra—f+n

1
2
1
{ ; KIN(1+—-+1)
2
“1'1“k——+1
(k= +1)

Bl "'r( ] e
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elde edilir.

2.32. Sonug: f(z) € 4(n) olsun. Bu durumda; VzeU i¢in bir f(z) fonksiyonunun

0 (00 <1) kesirsel mertebeden tiirevi,

; e & KICR-8) .
Dz(f(Z))—F(z_é){szn‘,ﬂ—r(k_aﬂ)ak } (2.34)

olur.

Ispat: 2.31.Teorem’de p =1 alinrsa, 4,(n)= A(n) olur. Bu ise, istenen ispat igin
yeterlidir.

2.33. Sonug¢: f(z) € A,(n) olsun. Bu durumda, Vze U igin
! = k) -
D (f =L |14 3 KR =0 iy | o, (2.35)
I(p=90) | &5, p'I'(k=0)
olur.

Ispat: 2.31.Teorem’in ispatinda § yerine 1+3 almirsa, istenen kolayca goriiliir.

2.34. Sonug: f(z) € A(n) olsun. Bu durumda; Vze U i¢in

1+5 _ z”’ - k!T(1-0) s
D. (f(z))_l“(l—é){Han‘;,—F(k—é) a } (2.36)

olur.

Ispat: 2.33.Sonug’ta p =1 alinirsa, 4,(n)= A(n) olur. Bu ise, istenen ispat igin

yeterlidir.

2.35. Tanmm: 2.30.Tanim’mn kosullar1 altinda, bir f{z) fonksiyonunun m+¢o

mertebeden kesirsel tirevi
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D" (f(z ))— :(f(2), (ze€U; meN)

ile tanimlanir.(Owa, 1978).

(2.37)

2.36. Tamm: Bir f(z) € 4,(n) fonksiyonunun, g. mertebeden tiirevi

p! © !
f(q)(z) —_ & ray k! akzk—q ,
(p —q)' i (k=q)!
(p2gin.peN",geN)
seklinde tanimlanir (Chen et al., 1997).

Bu tanimda dikkat edilirse:
q=0 = [9(2) =f(2)

df (Z)

g=1 = [V(2) = =12

g=m = ") - L

dir.

2.37. Sonug: 2.31.Teorem’de o =0 alinirsa, 2.36.Tanim’daki

olur.

2.38. Sonu¢: 2.33.Sonu¢’da 6 =0 alinirsa, 2.36.Tanim’daki

olur.

2.39. Tanim: (Ruscheweyh Tiirevi):

(2.38)

g =0 haline denk

g =1 haline denk

f(z) € A, fonksiyonunun (n+ p —1). mertebeden Ruscheweyh tiirevi

)(n+p—1)

z? (Z"_] f(2)
(n+p-1!
ile tanimlanir (Kumar and Shukla, 1984).

D" f(2) =

, (n>—p,neZ)

(2.39)
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2.40. Sonug: * igslemi “Es. 2.16” daki Hadamard Carpmini gostermek tizere

Dn+p—] 7) = Z * z 240
&= @ (2.40)

dir.

2.41. Sonug: 2.39. Tanim’da
p=1n=0i¢cin D’f(z)= f(z2),
p=n=1 i¢in D'f(z)=2zf"(2)

olur.

2.42. Sonug: f(z)e A, fonksiyonunun (n+ p—1). mertebeden Ruscheweyh tiirevi

ile (n+ p). mertebeden Ruscheweyh tiirevi arasinda

(D" f(2)) =+ p)D™? f(2)—nD" f(2)
seklinde bir iligki vardir.

Ornek: f(z)=z+) a.z*, olmak iizere f(z) nin 3. mertebeden Ruscheweyh
k=2

tirevini bulunuz.

Coziim: f(z) nin 3. mertebeden Ruscheweyh tiirevini bulmak i¢cin “Es. 2.39” daki
ifadede p =1, n =3 olarak alinirsa,

Z(sz(Z))(3)

Df(z)==—7,

- )
2(322 +> (k+2).a,.z"" ]
k=2
3!
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z(6z+ i(k+2).(k+ 1).ak.zk]

3!

z(6+ i(k+2).(k+1).k.ak.zk]

3!
= z+é2(k+2).(k +1)k.a, z"
k=2

elde edilir.

2.43. Sonug: f € Z icin n. mertebeden Ruscheweyh tiirevi

D"f(z)= ﬁ* f(z), (neN) (2.41)
z{ n!
= §+ ki;c(n,k)akzk
dir. 7
Burada c(n.k) = (n + : + 1] _(n+D(n :/21)('" +k+1) . (heN) dir

0

.. 1 .
Ornek: f(z)=—+ Zakz" olmak tlizere f(z) nin 3. mertebeden Ruscheweyh
z

k=0

tirevini bulunuz.

Coziim: f(z) nin 3. mertebeden Ruscheweyh tiirevini bulmak igin

I & .
D' f(z)=—+ ZC(n, k)a,z* ifadesinde n=3 yazilirsa
Z k=0

D'f(z)= 1, ic(3,k)akzk
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i“ (4+k)
= (k+1)! i
1 4.5

4.5.6
=—+da)+—az+——a,z" +..
z 2! 3!

elde edilir.

2.44. Tamim: (Salagean Operatorii): Bir f(z)e A fonksiyonunun Salagean

operatori altindaki goriintiisii
D'f(z)=f(z), D'f(z2)=2f"(z) ve
D'f(z)=D(D"f(z)) (neN={1,23,..})

seklinde tanimlanir.

f(2)= Z+Zakz" olarak alinirsa, f(z) fonksiyonunun n. mertebeden Salagean

operatorii altindaki goriintiisii

D"f(z)=z+) k'az* (neN,=NuU{0}) (2.42)
k=2

olur (Salagean, 1983)

f(z)e A, oldugunda ise D" f(z)=p"z" + z k"akzk ifadesine  f(z)

k=p+1

fonksiyonunun Salagean tipli lineer operator altindaki goriintiisii denir.

2.45. Tamm: Bir f(z) e A fonksiyonunun integral operatorii:

e rar,  (vzeUses-1) (2.43)
0

J(f(2) =

seklinde tanimlanir ( Libera, 1965).
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Ornek: f(z)=z+z’+z’olsun. f(z) fonksiyonunun ¢ = % icin J_(f(z)) operatdrii

altindaki goriintiisiinii bulunuz.

1
Coziim: “Es. 2.43”de c= 5 yazilirsa

L (@)= e S0

=LIL.(t+t2+t3)dt

2Z]/2 d \/;

¥4

I(t”2+t3/2+t5/2)dt
0

= 2Z]/2
N S I
5

elde edilir.

2.46. Tamm: Bir f(z) € 4,(n) fonksiyonunun integral operator,

J.,(f(2) = c:—f’jf-‘ F@)dt  (VzeUse>—p) (2.44)

seklinde tanimlanir ( Miller, 1978).

Ornek: f(z)=z"+2z° olsun. f(z) fonksiyonunun ¢ =2 igin J, z)) operatdrii
(”p

altindaki goriintiisiinii bulunuz.

Coziim: “Es. 2.44” de ¢ =2 yazilirsa
4 ¥4
Lo (f() = [ (e
0

N PP
—;!t.(f +26)dt
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elde edilir.

2.47. Teorem: f(z) e A,(n) olsun. Bu durumda,

0

J.,(f(2) = {H > j:fc? akz""’}z”, (VzeU;c>-p), (2.45)

k=n+p

olur ( Cetin, 1997).

Ispat: f(z) e 4,(n) olsun. 2.4.Tanim ve 2.46.Tamim’dan :

J., (f(2) = c:—cp [ r@ar

gl

0 k= n+p

Azl

k=n+p 0

+k =
= ak
c+p k,,+pc+k

+
g

k=n+p
bulunur. Boylece, “Es. 2.1” deki gibi tanimlanan bir f{z) fonksiyonunun integral

operatori de elde edilmis olur.

2.48. Sonug: f(z) € A4, (n) olsun. Bu durumda,

ctl 2k, (VzeUses-1) (2.46)

Jc(f(z)):z+k§]k+c

olur.

Ispat: 2.47. Teorem’in ispatinda p =1 alinirsa, istenen ispat elde edilir.
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2.49. Teorem: Bir f(z) € 4,(n) olsun. Bu durumda,
W D), (D)) =, (D2 (1)),
G) DI, (f2)) =/, (D (f()),

i) D (J.,(f2)) =, (D7 (f(2)),
dir ( Cetin, 1997).

Ispat: f(z)e A,(n) fonksiyonunun integral operatdri,

J.,(f@)=z"+] j:pakz", (VzeU;c>-p) (2.47)
’ +c

k=n+1

0 (0 >0) mertebeden integrali,

0 ! .
— |1+ Z —k.r(p+5+1) akzk_p zP*?, (2.48)
I'(p 5 +1) i, PIT(k+6+1)

0 (0<6 <1) mertebeden tiirevi,

0 | — S
_2 |y kKT (p-o6+1) a,z7 |27 (2.49)
F( —5 1) k:n+pp!r(k_5+1)

ve 1+ (0<6 <1) mertebeden tiirevi,

D’ (f(2) =
DI (f(2)=

145 _ p! K'I'(p—0) a z* P57
D (f(2) = —( 5 {Hk;p—p o) } (2.50)

olduklarm1 “Es. 2.45”, “Es. 2.26”, “Es. 2.33” ve “Es. 2.35” den biliyoruz.
“Es. 2.47” ve “Es. 2.48” deki ifadelerden,

D p! S kN PT(p+SHD ey | s
D/, (1)) = T(p+35+1) {1+k;pp!(k+c)r(k+5+l)ak } > (231

\(

D¢ (c+p)
( (f( ))) (c+p+5)F(p+6+1)

© [
ey k'T(p+5+1)(p+c+9) a7 |77 (2.52)
(k+c+8T(k+6+1)

k=n+p
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oldugu goriiliir. “Es. 2.51” ve “Es. 2.52” den (1)-sikkinin ispat1 kolayca elde edilir.
Yine; (i1)-sikk1 i¢in “Es. 2.47” ve “Es. 2.49”, (iii)-sikk1 i¢in de “Es. 2.47” ve “Es.

2.50” kullanilarak istenenlere kolayca varilir.

2.50. Tamm: f ve g fonksiyonlar1i U da analitik olsun. Eger
w(0) =0,

w(z)| <l (zeU) ve [f(z)=g(W(z)) (zeU) olacak sekilde w(z)
Schwarz fonksiyonu varsa f(z), g(z) fonksiyonuna subordinatedir denir ve f < g

veya f(z)<g(z) (zeU) seklinde yazilir.

g fonksiyonu U birim diskinde iinivalent ise f < g olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart

f(0)=g(0) ve f(U)c g(U) olmasidir (Cho et al., 2004).

2.51. Tanom: X ve Y bos olmayan kiimeler olsun. X~ in her elemanmna ¥Y’nin bir
elemani karsilik getiren bir kurala X” den Y’ye bir operatdr veya doniisiim denir

(Musayev ve Alp, 2000).

2.52. Tanim: X ve Y ayn K cismi iizerinde iki lineer uzay (vektor uzayi) ve

L: X — Y operatorii verilsin. Eger Vx,ye X ve Va,p € K i¢in
L(ax+ By)=al(x)+ BL(y) oluyorsa L operatdriine lineer operatér denir (Musayev

ve Alp, 2000).

2.53. Tanim: (Hurwitz-Lerch Zeta Fonksiyonu): ®(z,s,a) ile gosterilen Hurwitz-

Lerch Zeta fonksiyonu, acC\Z;

z|<1 iken, s € C;

z|=1 iken, R(s)>1 olmak
lizere

ZVI

DO(z,s,a) = i (2.53)

= (n+a)

seklinde tanimlanir.
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Bu tanimdan

n—1 k
(I)(z,s,a):z”q)(z,s,n+a)+z z -, (neN;aeC\Zg) (2.54)
im0 (k+a)

oldugu agiktir (Srivastava and Choi, 2001).

2.54. Teorem: U birim diskinde analitik olan f(z)=z+ Zakzk , seklindeki bir f
k=2

fonksiyonu
m—l 1 zelU 2.55
ver T Y (2:33)

sartini sagliyorsa f(z) e S dir (Ozaki and Nunokawa, 1972)
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3. MATERYAL ve YONTEM
(Caligmada materyal olarak makale, tez ve kaynak kitaplar kullanilmistir. Makaleler
ve tezlere Erzincan Universitesi Kiitiiphanesi ve YOK veri tabani kullanilarak

ulagilmistir.

Calisma konusu ile ilgili tamimlar, teoremler ve sonucglar oOrneklendirilerek

sunulmustur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve SONUCLAR

4.1. Yildiznl, Konveks, Konvekse Yakin ve Quasi-Konveks Fonksiyon Siniflari

4.1.1. Tanim: A(0) =1, ER{h(z)} >0 (zeU) sartlarini saglayan U da konveks ve

iinivalent olan / fonksiyonlarinin smift N ile gosterilsin.

Bu durumda Ap nin bir altsmifi olan

p-n\ f(2) (4.1)

(0<n<p; heN;zeU)

S,,(n;h>={f:feA,,, #(Zf '(”—n]w(z)}

seklinde tanimlanan smifa n. (0 <n < p) mertebeden p-degerli yildizil fonksiyonlar

sinifi denir.

Ozel olarak

({22 J-s.0mn

4.2)
£0£n<p; O<a<l; zeU; ha(z):G+Z] EN]
—Z
seklinde gosterilir (Cho et al., 2004).
4.1.2. Tammm: 4, nin bir altsinifi olan
A

C,,(n;h)={f¢feA,,, (1+ , —nj<h(2)}

p—n /' (2) (4.3)

(0<n<p;heN;zel)
seklinde tanimlanan siifa n. (0 <7 < p) mertebeden p-degerli konveks fonksiyonlar

sinifi denir.
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Ozel olarak

C,,LU;GZT]:C,,(n;ha)

(4.4)
£0£n<p;0<aél;zeU; ha(z):G+Z] EN]
—Z
seklinde gosterilir (Cho et al., 2004).
4.1.3. Tanim: Ap nin bir altsmifi olan
1 (zf'(2)
K (n,0;h,k)=fe€A :FJgeS (n;h), ——| ——=-0 |<k(z
,(1.6:h.k) {f ,:3g €S, (1:h) p_é(g(z) ] ()} ws

0<n, 6<p; h,keN;zelU)
seklinde tanimlanan sinifa p-degerli konvekse yakin fonksiyonlar smifi denir (Wang

et al., 2009).

4.1.4. Sonu¢: Her konveks fonksiyon agik olarak konvekse yakindir. Daha genel
olarak, her yildizil fonksiyon konvekse yakindir. Her konvekse yakin fonksiyon
univalenttir. Yani C,(0;4) < S,(0;4) < K,(0,0;4,k) = S biciminde kapsam bagmtisi

vardir.

4.1.5. Tanim: Ap nin bir altsmifi olan

(4.6)

OK (17,5;h,k)={feAp:EIgeCp(n;h), ! [(Zf:(z))'—csjw(z)}
3 p-o( g2

0<n, 0<p; hkeN; zeU)

seklinde tanimlanan sinifa p-degerli quasi-konveks fonksiyonlar sinift denir (Wang

et al., 2009).

4.2. Lineer Operator 1

4.2.1. Tanim: /° : 4 - A olmak iizere, tek parametreli integral operatorler ailesi,
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I°(/)=)=~ rz(;) j(log(fn f@dt (c>0;f €A (4.7)

seklinde tanimlanir. (Jung et al., 1993).

4.2.2. Sonuc: “Es. 4.7” de log (;] =u seklinde degisken degisimi yapilarak gamma
fonksiyonunun tanimindan

I°(f)z)=z+ i(%) az" (4.8)

elde edilir.

Ornek: f(z)e A olmak iizere f(z)=z +§x/§zz +§z3 olsun. Bu durumda

1/2 1/2
1 .. .» (2) 2 =, (2) 1, 4 , 1
o=—1cin / Z)=z+| — .—\/EZ +| — —zZ =z+ it —=z
7 ¢ (/)=) 3) '3 4) '3 337 32

L A2 1
9

=z+ zt+

22 21
o =1 icin I z =Z+—.—\/§ZZ+—.—Z
¢ (f)(=2) 33 23
2V 2 2V 1 8 1
=2 icin I’ =z+|=| SN2+ S| ==z —2+—2
o =2 lgin I'(f)(z)=z (3] 3V (4] 3° 277 12
olur.

4.3. Lineer Operator 2

43.1. Tamm: fe€A4 ve A>-1l;u>0olmakiizere P/:4— A operatorler ailesi

i D T ()]
ﬂﬂ)‘%nmy @%&n f(&)dt (4.9)
zz+kw2(i‘:;€]ﬁak2k A>—Lu>0;fe A (4.10)

ile tanimlanir (Chun-Y1 et al., 2005).
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4.3.2. Sonug: 4.3.1 Tanim’da 6zel olarak A =1i¢in lineer operator 1 elde edilir. Yani

Bf(z)=z+ Z(ﬁ] 4,2 =1"(f)(2)

dir.

Ornek : f(z) € 4 olmak iizere f(z)=z +§x/§zz +§z3 olsun. Bu durumda

A=0,u=1 igin Pf(z)_z+— _f

. . 2 2 ’ 2 2
A=1,u=21¢in P f(z)=z+ 33 2z° +

4 27 12
3V 2 3V 1 32 3

A=2,u=21icin P f(z)=z+|=| SN2 +|=| =2 =z+ P +—=z
# ¢in 51(2) (4] 3 (5) 3 8 25

olur.

4.4. Lineer Operator 3
4.4.1. Tamm: A >-1, u>0 ve f € 4 olmak iizere Q) : 4 > A operatorler ailesi

z

0! f(2) = ( ]%jﬂ (I_Zj f(0)dt (4.11)

B 1“(2U+/,t+1)Z I'(A+k) 4,7
B TA+) ZST+p+k)

A>-Lu>0;f€A
ile tanimlanir (Chun-Y1 et al., 2005).

A>-1, u>0vefed,ign

p (pHAtp-D o, o
Ql,pf(z>—( Al ]jr (1 ] f(t)dt (4.12)
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:Zp+r(/1+u+p)z C(A+k) 0
I'(A+p) k,,+]F(/1+u+k)

seklindedir.

Ornek: f(z)e A olmak iizere f(z)=z +§x/§zz +§z3 olsun. Bu durumda

A=0,u=1 icin Q&f(z)zz+%.§\/zzz 2 =z+— \/_Z + Z

Ll
33

A=1,u=2 igin 01 f(z) = z+ L&) (@2\/522 r@ 1 3]

rQ)\reo) 3 r(6) 3
V2,01,
=z+—z +—zZ
3 10
g =2 icin 02 ()= LO[TA 2 50 TO) 1,
A=2,u=21i¢m Q, f(z) +F(3)'(F(6).3\/§ I3 ]
=Z+%\/522+£z3
5 15

olur.

4.4.2. Sonug: Q; operatdrii igin

2(01,1(2)) = (p+u+A-DOL f(2)~(u+A-DQL, f(2)

esitligi vardir.
4.4.3. Sonug: Ozel olarak u =1 i¢in Q) f(z) = P/ f(z) dir.

4.4.4. Sonug: Q) lineer operatdrii kullanilarak 4 nin altsmiflari olan

S, (@)={fed:0!feS(@) (0<a<D)}

C, (@)={fed:0{feCa) 0<a<D)
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K, (a.p)={f 4:0!f cK(@.p) (0<e.f<])

OK, (a.B)={feA4:0!f 0K (a.B) (0<a,B<D)}

siniflar tanimlanmistir (Chun-Y1 et al., 2005).
4.5. Lineer Operator 4

4.5.1. Tanim: f e A olmak {izere Salagean operatoriiniin en genis hali olan
D}, :A— A operatori 0< u<A<1 ve meN={L2,...} olmak tizere

D;, f(2)=f(2)

D,, f(2)=D,, f(2)=Auz’ ["(2) + (A- Wz () + (1= A+p) f(2)

seklinde tanimlanir.

Bu durumda
D, f(z)=D,, (D} f(2)) dir.

Buradan

0

D, f(z)=z+ ) [1+Auk + A - p)(k-1)] a,z* (4.13)

k=2

dir (Raducanu and Orhan, 2010).

4.5.2. Sonu¢: A =1,u=0 olmast durumunda “Es. 2.42” deki Salagean operatorii
elde edilir. =0 durumunda ise (Al-Oboudi, 2004) tarafindan tanimlanan operator

elde edilir.

4.5.3. Sonug¢: Bu operator kullanilarak asagidaki sekilde bir sinif tanimlanmaktadir:
0<y<l ax1 k20 ve 0<B <l ve G(z)=(1-y)D}, f(2)+yz(D}, f(2)) olmak

tizere, bir f € A fonksiyonu eger

iﬁ{aw—(a—l)}> k aw
G(z)

-

+p
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sartin1 saghyorsa S; (7,a,k, ) smifindandir denir.

4.6. Lineer Operator S (Carlson-Shaffer Operatorii)

4.6.1. Tamm: (a), ve (c), Pochammer semboliinii gostermek ilizere 4 tzerinde

¢(a,c;z) fonksiyonu

#(a,c;z) = i%zk“ (4.14)

k=0 k
(zeU; aeR,ceR\Z; Z;):{O,—l,—Z,...})

seklinde tanimlansin.

Bu durumda

L(a,c): A—> A lineer operatorler ailesi

L(a,c)f(z2)=dla,c;2)* f(z) (zeU; fed) (4.15)

ile tanimlanir.

Yani

L(a,e)f(z)=z+ i Ei;"anﬂznﬂ , (zeU) (4.16)

olur (Carlson and Shaffer, 1984).

c>a>0 ise L(a,c)f(z) nin integral gosterimi

1

L(a,c)f(2) = fu"f(uZ)du(u) (4.17)
0! (1- u)c—a—]

du, ([, Beta fonksiyonu) ve
Bla,c—a)

seklinde olup, burada du(u)=

jdu(u) =1 dir.
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4.6.2. Sonu¢: c+1>0 ve J_ f(z), “Es. 2.41” de tammlanan integral operatori
olmak tizere

c+1 7

Lc+Le+2)f(z) =" j fdi=J f(2) (4.18)

dir.

4.6.3. Sonug¢: L(a,c) operatorii i¢in

Z(L(a,c)f(z)), =al(a+1,c)f(z)—(a-1)L(a,c) f(z) (4.19)

esitligi vardir.

4.6.4. Sonug: Ozel olarak
L(a,a)f(2)=f(2), L2, f(2) =z"(2), L(3,Df(2) :Zf'(Z)“‘%ZZf”(Z),

ve neN, =NU{0} igin L(n+1,1)f(z)=D"f(z) ,(D", Ruscheweyh tiirevi)
dir.

Ornek: f(z)e A olmak iizere f(z)= li olsun. L(2,3)f(z) ’yi bulunuz.
—Z

Coziim:

L(2,3)f(2)=¢(2,3;2) * f(2)
AN E
(5% (2]

olur.
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Ayrica

2(L(2,3)f(2)) =2.L(3,3)f(2)-(2=1).L(2,3)f(z)  esitliginin

gosterelim. Once esitligin sol tarafi i¢in

(2 ) 26kt
z(L(2,3)f(z)) = .(;(HZ) ] ;‘(k+2) yazilrr.

Esitligin sag tarafin i¢in

2.L(3,3) f(z) - (2-1).L(2,3) f(2) = 2.($(3.3;2) * f(2)) —(i 7 i 2)

dogrulugunu

Zk+l]

_ S @Zkﬂ % S Zk+l _ C 2 Zk+l
‘2'((;(3» ] (Z ]] ;(mz)

elde edilir. Boylece esitligin dogrulugu bir 6rnek iizerinde gosterilmis olur.

4.7. Lineer Operator 6

4.7.1. Tamm: (a), ve (c¢), Pochammer sembolini gostermek tzere A4,(1)=4,

tuzerinde ¢,(a,c;z) fonksiyonu

¢p(a,c;z>=i%z“"

k=0 k
(zeU; a,ce R\Z; Z;):{O,—l,—Z,...})

seklinde tanimlansin.

Bu durumda

L, (a,c):4,—> A, lineer operatorler ailesi

L,(a,0)f(2)=¢,(a,c;2)* f(2) (z€U; fed)

(4.20)

4.21)
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seklinde tanimlanir (Cho et al., 2004).
Ornek: f(z) e A4, olmak iizere f(z)=z>+2z’+3z* olsun. L,(1,3) f(z) ’yi bulunuz.

Coziim:

L,(1,3)1(2) = ¢,(1,3;2)* £ (2)

= 22:(3— ] (zz+2z3+3z4)

re re
— 2 F(l) 3 F(l) 4 g2 3 4
—Z+@Z+@Z (z +2z +3Z)
I'(3) I'Q3)

:(zz +lz3 +lz4j*(z2 +227° +3Z4)
3 6

4.7.2. Sonug: L (a,c) operatdrii igin

z(L,(a,0) f(z))' =aL,(a+1,¢)f(z)~(a-p)L,(a,c)f(z) (4.22)

esitligi vardir.

4.7.3. Sonug: Ozel olarak

L(a.a)f(2)= 1), L(p+Lp)f() =2 f)
ve ne N, =NuU{0} i¢in
L,(n+p,D)f(z)= D" f(z) (n>-p)(D", Ruscheweyh tiirevi) (4.23)

olur.
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4.7.4. Sonuc: Carlson—Shaffer operatorii L(a,c) ile Ruscheweyh tiirev operatorii

D*: 4— A alindiginda

D f(z) = # s f()=LA+L1)f(z) (fedr>-1) (4.24)

elde edilir.
L,(a,c) lineer operatorii, Carlson-Shaffer operatorii L(a,c)’ nin genis bir hali ve
kesirsel mertebeden tiirev operatérii D’ den olusmaktadir (Srivastava and Owa,

1987).

4.7.5. Sonug: L (a,c) genel lineer operatorii kullanilarak 4, nin bir altsinifi olan

z(L (a,c)f(z ’
Se.p;A,B)y=1f:f€d, IMECICONC) -1 (i (4.25)
’ P p-n L,(a,0)f(2) 1+ Bz

0<n<p; —-1<B<A<L;zel)
n. (0 <n < p) mertebeden yildizil fonksiyonlar simifi tanimlanmaktadir.
Ozel olarak
S...ip;,=-D) =S, (1;p)

2(L,(a,0)f(2)) 426
=1f:fed, ve R (p 4 ) >n (0<n<p; zel) (4.26)

L,(a,c)f(2)

dir (Srivastava and Patel, 2005).

4.7.6. Tamm: L, (a,c) genel lineer operatdril kullanilarak 4, nin baska bir altsmifi
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U [(L@ar@) | 144

P (A4;Bn,p)=<sf:fe€A ve <
o (ABn,p)=3f:f€Ad, o = Ul s

(4.27)

0<n<p; —=1<B<A<L;zel)

ile tanimlidir (Aouf et al., 2008).
4.8.Lineer Operator 7

4.8.1. Tamm: (a), ve (c), Pochammer semboliinii gostermek iizere A,(n)

uzerinde ¢, ,(a,c;z) fonksiyonu

¢, (a,c;z)=2"+ i%zk”’ (4.28)

(zeU; aeR,ceR\Z; Zgz{O,—l,—Z,...})

seklinde tanimlansin.

Bu durumda

L, (a,c):4,(n)—> A,(n) lineer operatorler ailesi

L, (a,0)f(2)=9, ,(a,c;2)*f(z) (zeU; feAd,(n) (4.29)
ile tanimlanir (Xu and Aouf, 2009).

. =1
Ornek: f(z)e€ 4,(4) olmak iizere f(z)=z"+ zz—kz’”z olsun. L,,(1,2) f(z)’yi
k=4

bulunuz.

Céziim: Oncelikle ¢, 4(1,3;z) yi bulahm.

9, 4(1,2;2) = z "‘i%zk”
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I'(k+1)
- I'(D) Sk
F(k+2)
['(2)
222+i 1 Zk+2
i k+1
olur.
Buradan
< 1 1
L ,1,2)f(z)= 1,2;2)* f(z)=z" 2oz 2+ z ..
24(L2)f(2)=¢, ,(1,2;2)* f(2) kz T 1) s 76
elde edilir.

4.8.2. Sonug: Ozel olarak L, (a,0)=L,(a,c), L(a,c)=L(a,c) dir.

4.8.3. Sonug: L,  (a,c) operatéri igin

2(L,, (@0 f (Z))’ =alL, ,(a+1,0)f(z)=(a-p)L, ,(a,0)f(2) (4.30)

esitligi vardir.

4.8.4. Sonug¢: Ozel olarak

L, (a,a)f(z)=f(2)

zf'(2)
p

L,.(p+Lp)f(z)= ve L, ,(A+p,)f(2)=D"""f(z) (A>-p) dir.

4.8.5. Sonug: J,  (f(z)) “Es.2.44” deki integral operatdrii olmak tizere

L, ,(a,0)f(2) L, (a0, ,/)z)

z

< h(z) ise

< h(z) dir.
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4.8.6. Tamm: p,neN, 6 >0,a>0, c#0,-1,-2,... ; h(z), U da analitik, tinivalent,
konveks ve h(0)=1 seklinde bir fonksiyon olsun. L, (a,c) operatérii kullanilarak
Tp, ,(a,c,0;h) simfi tanimlanmaktadir soyle ki:

f(z) e 4,(n) fonksiyonu

L,(@0fG) L (a+Lof@)

(1-5)—2" h(z) (4.31)

sartint saghyorsa T, (a,c,8;h) smifindandir denir (Xu and Aouf, 2009).

4.8.7. Tamm: 6 >0, A >-p, —1<B<A<I olmak tizere f(z) € 4,(n) fonksiyonu

DY f(z) (DY f(2) 144z
(1-9) +5 <
z? z? 1+ Bz

sartint saghyorsa H(p,n,A,0, A, B) smifindadir denir (Xu and Aouf, 2009).

(4.32)

4.8.8. Sonuc: “Es. 4317 de a=A+p, c=1 ve h(z)= 1+ 4z

alimirsa “Es. 4.32”
1+ Bz

elde edilir.

4.8.9. Sonug: f(z)eT, (a,c,6;h) ve J, ,(f(z)) “Es.2.44” deki integral operatorii

Lp, . (@ c)(']c,pf)(z)

olmak tizere

<h(z) dir.

4.9. Lineer Operator 8

4.9.1. Tamm: “Es. 4.20” deki ¢, (a,c;z) fonksiyonuna karsilik

p

_z
(1 _ Z)ﬂ.+p

¢,(a,c;2)* ¢} (a,c;2) = (A>-p) (4.33)

esitligini saglayan bir ¢ (a,c;z) fonksiyonu verilsin. Bu durumda T/ (a,c): 4 — 4
lineer operatorler ailesi

T)(a,c) f(2) = ¢y(a,c;2)* f(2) (4.34)



40

(@aeR,ceR\Z;;A>-p;zeU;fed)

seklinde tanimlanir (Cho et al., 2004).

Ornek: f(z) € 4, olmak iizere f(z)=2z"+2z*+32" +4z°... olsun. 7,7(2,3)f(z)yi

bulunuz.

Coziim: Oncelikle ¢,(2,3;z)yi bulalim.

)y i

1 0),

e I ) N )
G 3, O
r@) I re)

o T@ T 5 TQ) .,

rey- re re- o

rée) TG TIQ)

$3(2,3;2) = Z

2 2 2
=2 +=+=2+22+

3 3
z

dir. Bu durumda ¢,(2,3;2)*¢!(2,3;2) = = = lz olacak sekilde ¢)(2,3;z)
—Z —Z

yi bulalim.

2 3
(z3+—z4+—25+—26+...]*(z +bz" +cz +dz” + ) z
3 1-z
3
z3+%z4 EZS %zé+ ==
3 4 -z
242 4+27,CS R e S B
olur.

Buradan bzé, c:i, aV:é ,... elde edilir.
2 2 2
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Yani ¢)(2,3;2)=2’ +§Z4 +iz5 +§Z6 +... dir.
2 2 2

Bu durumda

I7%(2,3)f(2) = 4] (2,3;2) * f(2)

:(23 +§Z4 +ﬂz5 +§Zé +...j>1<(z3 +2z" +32° +4z2° +)

=2 +3z+62° +10z° +...

olur.

4.9.2. Sonug: T (a+1,c) ile T} (a,c) arasinda

2T (a+1,0)f(2)) =aT, (a,c) f(z)—(a—p)T, (a+1,¢) f(2) (4.35)

seklinde bir iligki vardir.

4.9.3. Sonug¢: Ozel olarak

V4

T,(p+LDf(2)=f(2) ve T,J(p,l)f(Z)Z% dir.

4.9.4. Sonug: T (a,c) operatdrii igin

2T (a,0) f(2)) = (A+ p)T, " (a,0) f(2) = AT} (a,¢) f (2), (4.36)

esitligi vardir.

TH'(u+2,1) (A>-1; u>-2) operatdri (Choi et al, 2002) tarafindan

tanimlanmaistir.

4.9.5. Sonug:

T p’l(a,c) genel lineer operatorii kullanilarak A4,’nin  asagidaki  altsinifi

tanimlanmaktadir:
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!

1| 2(THa.0)f(2)

St (mpsh)y={f:fed, ve n |<h(z) 4.37

’ » Y | o @) (4.37)
(0<n<p; heN;zelU)
Ozel olarak
St (mp;L=1)=S!.(;p)

z(T*(a,c) f(z ' 4.38
=4y/f:/ed, ve R (z( )f()) >n (0<n<p; zel) (4.38)
T (a,c)f(z)

dir.

4.9.6. Sonug: F, 14, > 4,

E(N=F, (@ =222 [0 f@de (u20) (4.39)

integral operatorii olmak iizere, f € Sj, s p;h) ise F,(f)e Sic (n; p;h) dir

(Yuan et al., 2008).
4.10. Lineer Operator 9 (Srivastava-Attiya operatorii)

4.10.1. Tamm: /' € 4, b e C\Z, ve s € C olmak tzere bir G, ,(z) fonksiyonu
G, ,(2)=(1+by[®(z,5,b)-b"" |, (z€U) (4.40)

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon kullanilarak

J, ,(f):4— A lineer operatorii
I o (fN2) =G, ,(2)* f(2) (4.41)
(zeU;feA;beC\Zg VeseC)

seklinde tanimlanir.
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Bu durumda

J, () —z+2(}c+’;] (4.42)

olur (Srivastava and Attiya, 2007).

Ornek: f(z)e A olmak iizere f(z)= —log i+ z , s§=2 ve b=1 olsun. Bu
z

durumda J, ,(/)(z)” i bulunuz.

2> seklinde yazilabilir. Boylece

Coziim: f(z)—%logl_'_z z

=z4+=+—2+—2+

elde edilir.

4.10.2. Sonu¢: f e 4, beC\Z, ve s € C olmak lizere “Es. 4.41” ve “Es. 4.42” den

Ji o ()2 =lim{J ,(f)(2)} dir.

4.10.3. Sonu¢: f € A ve zeU olmak iizere “Es. 4.41” ve “Es. 4.42” den

Jo o (F)N2) = f(2), (4.43)
Ji o ()(2) = !@dt = A(f)(2), (4.44)
Ji(f)z) = %:[f(f)dt =L(f)(2), (4.45)
Ji, (f)N2) = l;r—/if(t)ty"dt =L,(f)2), (r>-D (4.46)
ve

Lo =2+ 3 2 s =1 () @>0) (447



44

dir. Burada A(f), L(f), L,(f), I°(f) integral operatdrleri olup sirasiyla

Alexander, 1915; Libera, 1969; Bernardi, 1969 ve Jung et al., 1993 tarafindan

tanimlanmaistir.

4.10.4. Sonuc: f € A4, z, t, el (j=1,..,n),neN ve beC\Z, olmak iizere

Ty o)) = j det d, (4.48)
Jn,o(f)(Z)zl%];%l %! ft) ¢ dt, | --dt, (4.49)
T (e =L j jr e (4.50)
e

,,,,(fx)—(”b)"fll [ nl!tb]f(t)dtdt e, 4.51)

“Es. 4.42” den
1+ b

o ()2 = 7, (N0t (4.52)

0

elde edilir.
“Es. 4.52” nin her iki tarafinin z’ye gore tiirevi alinirsa,
2 J s () =A+D) (SN2 =bT,, (S)(2) (4.53)

elde edilir.

4.10.5. Sonug: fe A, b>0, a<[0,]) olmak ilizere
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h(z):1+(l_2“)z+ 2d-a) ve —J“j’b(f)(Z)iO (j=0,1)
1-z (1-2)[1+b+(1-20—b)z] z
ZJ;,b(f)(Z)

olsun. Bu durumda <h(z) (zeU)

I o ()(2)
ise J ., ,(f)z)eS(a) dur.

4.11. Lineer Operator 10

4.11.1. Tanim:

Srivastava-Attiya operatdriniin genel hali olan J, ,(f):4, — A4, lineer operatori
zeU;feAp ;beC\Z, ,s€C, peN olmak iizere

S (N2 =G, ,(2)* f(2) (4.54)

ile tanimlanir.

Burada

G, . ,(2)=(1+b)[® (z,5,b)-b" ], (z€U) (4.55)

ve

2 p+l

O (zsbymtr—t T L (4.56)
? b (1+4b) (2+b)

olmak tiizere “Es. 4.54” , “Es. 4.55” ve “Es. 4.56” dan

J (f)2)=z"+ 1+h janz”p (4.57)
’ ~\n+1+b

elde edilir (Liu, 2008).

Ornek: f(z)€ 4, olmak iizere f(z)=2z"+2z*+32+4z°... ve s=2, b=1 olsun.

Bu durumda J, ,(f)(z)’ 1 bulunuz.

Coziim: “Es. 4.57”de s =2, b=1 ve a, =n+1 yazilirsa
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T Y e R

+4°° (n+1)
 (n+2)
8 12 6
= +52+ S50+

elde edilir.

4.11.2. Sonu¢: p =1 durumunda Srivastava-Attiya operatorii elde edilmektedir.

4.11.3. Tamm: Bir f(z)e 4, fonksiyonu, AeC;peN\{l} veh(z)e N olmak

uzere

A

(1-4)
p(p-1)

2T () + 272(J L, f @) <h()

sartni sagliyorsa 7, , (4;4) smifindandir denir (Liu, 2008).

4.12. Lineer Operator 11

4.12.1. Tanmm: zeU; f € Ap ;beC\Z, ,s€C, peN olmak iizere

7. (2)=2z" +Z[p+k+b] pek (4.58)

k=1

fonksiyonu verilsin. Hadamard ¢arpimi yardimiyla

Zp
(1 _ Z)l+p

esitligini saglayan fj;f’ (z) fonksiyonu tanimlansm. Bu durumda J f,f’ (f):4, >4,

L@)* [ (2) = (zeU;A>-p) (4.59)

lineer operatorii
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L@ =1 @) f(2)  (zeUsfed,) (4.60)

ile tanimlanir.

“Es. 4.58”, “Es. 4.59” ve “Es. 4.60” dan

S (A+p) p+b ' T
JAr =z + ( k a .z’ 4.61
s,bf(Z) z ; k' [p+k+b] ptk ( )

(zeU ve (v), Pochhammer sembolii)

elde edilir (Wang et al., 2009).

Ornek: f(z)ed olmak iizere f(z)= l—Z ~=z+z +z +.. fonksiyonu
verilsin.A=1,s=1 ve b=1 i¢in Ji’,ff(z) > 1 bulunuz.
Coziim: “Es. 4.61” de A=1,s=1 ve b=1 yazilirsa
1
(2) .
1] 1]f(Z) —Z+z . k > k+1Zk :
=4 iﬂzﬂﬁl
o k+1
I NE WS L
elde edilir.
4.12.2. Senug: J/, ile J'/ arasinda
(T (D)) = (4B L f(2)=bIE S (2) (4.62)

seklinde bir iligki vardir.

4.12.3. Sonug: J/ operatdril igin

2(JELF@)) = (p4 AP f(2) = ATE0 £ (2) (4.63)
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esitligi vardir.
4.12.4. Sonug: J.",(f)durumunda Srivastava-Attiya operatdrii elde edilir.

4.12.5. Sonug: J/ lineer operatdrii kullanilarak 4, nin altsiniflari olan

SErh)={f 4, T [ €S, b))

Cloymhy ={f € 4,: 05/ f €C,(m:h)}
KPm.8sh k) ={fed,:J"0 f €K, (1.8:h,k))
OK'P(n.0:hk)={fed,: J:If € OK,(n.8:h,k)}

seklinde siniflar tanimlanmaktadir.

4.12.6. Sonug: J_ ,(f(z)) “Es. 2.43” deki integral operatorii olmak tizere
i) feShrmh) ise J,,(f) €Skl (n;h)

ii) £ e Cl/ (s h) ise J, ,(f) e CLy (nsh)

iii) /e K/ (1,6 h,k) ise J, () e K} (1,6;h,k)

iv) f € OK/ (0,8;h,k) ise J, ,(f)e OK["[/(n,5;h,k)

dir (Wang et al., 2009).

4.13. Lineer Operator 12

4.13.1. Tanim:

fe Zp icin D" tiirev operatorii

D’f(2)=f(2)

(ZP+ J;(Z)) (4.64)

D'f(z)=z"+) (p+k+Daz" =
k=0
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ve en genel hali

D"f(z)=D(D"" f(z)):z_p+i(p+k+l)"akzk , (neN) (4.65)

ile tanimlanir (Liu and Srivastava, 2004).

. 1 & . .
Ornek: f(z)=—+) a,z" olmak iizere f(z) nin D’tiirev operatdrii altindaki
Z k=0

goriintlistinii bulunuz.

Coziim: “Es. 4.65” deki ifadede p =1, n =3 yazilirsa
D f(z)= 1, D (k+2)’az*
Z k=0

1
=—+2'aq,+3az+4 a2’ +..
z

elde edilir.

4.13.2. Sonuc¢: f ezp olmak {izere f” nin (n+1). mertebeden tiirevi ile n.

mertebeden tiirevi arasinda

(D" f()) =D ()= (p+DD"f(2) (4.66)
seklinde bir iligki vardir.

4.13.3. Tanm: zeU; -1<B<A<1; peN; neN olmak iizere, bir f(z)ezp

fonksiyonu

(D) +p
Bz (D" f(2)) +Ap

}<1 (4.67)

sartin1 saghyorsa R, (A4, B) smifindandir denir (Liu and Srivastava, 2004).
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4.13.4. Sonug: J, :Zp%zp,

I () = —— jt”"” f@ydt  (VzeU;ce>0)

integral operatdrii olmak iizere

f(z)eR, (4,B) ise J. (f)z)€R, (4,B) dir.

4.14. Lineer Operator 13

4.14.1. Tanim:

1

fn(Z):W

(n>-1) olsun ve fnT# fonksiyonu

1" 1) = >0

esitligini saglayacak sekilde tanimlansin. Bu durumda

I,: Z - Z integral operatdrler ailesi

L, f(=1.2*f(), (fe2)

ile tanimlanir.

“Es. 4.69” ve “Es. 4.70” den

)k+]
1)k+]

elde edilir (Yuan et al., 2008).

1,,f(2)= + z (u a,z" , ((K), Pochhammer sembolii )

. 1 &
Ornek: f(z)e Z olmak iizere f(z)=—+ z kz* olsun.
z

Bu durumda 7, ,(f)(z)’ yi bulunuz.

Coziim: “Es. 4.71” de n=4 ve u=1 yazilirsa

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)
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1, () >—;+28“‘k ¢

T(k+2)

T 1.5 k ¢
; I'(k+6) @k Z+ZM%%M+$%+®%+$
['(5)

11 2, 3

+ z+ z0+ o+
z 3456 45.6.7 5.6.7.8

elde edilir.

4.14.2. Sonug: / ile 7, , arasinda

n+l,u

2(1,0,f(2)) =+ DI, f(2)~(n+ D), /() 4.72)
seklinde bir iligki vardir.

4.14.3. Sonug: [,  ile [, ., arasinda

2(1,,1(2)) = pd, o f () ~(u+DI,, f(2) (4.73)

seklinde bir iligki vardir.

4.14.4. Sonug: J.: D >Y",

J(f)z) = f+1 It"f(t)dt (VzeU;c>0) (4.74)
Z0

integral operatdrii olmak iizere

el f(2) = (c+ DI, J (/) +2(1,, 7. ()=) (4.75)
dir.

4.14.5. Sonug: /, , lineer operatorii kullanilarak Z nin altsmiflar1 olan

D) S, ()={f:fe) vel, feS(a) (O<a<l)
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i) C ()={f:fe) vel, feC (@) (0<a<D)
i) K, (a.p)={f:fe) vel, feK (a.f) (0<a<l;0<p<D)
iv) 0K, (. p)={f:fey, vel, feOK (@ p) (0<a<l; 0<B<I)}

seklinde smiflar tanimlanmaktadir.

4.15. Lineer Operator 14

4.15.1. Tamm: (a), ve (c), Pochammer semboliinii gostermek tizere z: iizerinde

¢,(a,c;z) fonksiyonu

¢,(a,c;2)=2" +z(“)" - (4.76)
1 (¢),

(z eU; a,ceR\Z,; Z,= {0,—1,—2,...})

seklinde tanimlansin.

Bu durumda

L, (a,c): Z; — Z; lineer operatérler ailesi

L(a,0)f(2)=¢,(a,c;2)* f(2) (zeU; fe), ) (4.77)

ile tanimlanir (Liu and Srivastava, 2001).

Ornek: f(z)e),  olmak iizere f(z)=z"+) kz'* olsun. L,(1,3)f(2)yi
k=1

bulunuz.

Coziim: Oncelikle ¢,(1,3;z) ’yi bulalim.

( )k k+2

¢,(1,3;2) =z~ +Z(3)
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T(k+1)

-2 - r(l) k+2
" Z T(k+3)~

Q)

k=4

=7 +Z(k+1)(k+2) :

Buradan

k+2

L,(1,3)f(2)= ¢, (L3;2) % f(z) =2~ +i(k+l)(k+2)

olur.

4.15.2. Sonuc: L(a,c) operatori igin

2(L,(a,00f) @) =aL,(a+1,¢)f(z)-(a+ p)L,(a,c) /() (4.78)

esitligi vardir.

4.153. Tanm: p,keN, c¢Z,, ¢, =exp (%) olmak tzere f,,(a,c;z)
fonksiyonu
/i (a,c2)=— Zg (L,(a.0)f(e]2)) == (er; ) (4.79)

ile tanimlanir (Srivastava et.al., 2008).

4.15.4. Sonu¢: k=1 icin f, (a,c;2) =L, (a,c)f(z) dir

Ornek: f(z)e 22 olmak iizere f(z)=z"+ Z:nz'”2 olsun. f, (1,3;z)’ yi k=2

n=1

ve k =3 i¢in bulunuz.
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Coziim: k =2 olsun. Bu durumda ¢, =exp (%) =—1 olur. Boylece
1< , .
f2(132)= - 2D (L,1,3) /()7 2))
j=0

:%[LZ(IJ) f(@)+L,(1,3)f(=2)]

1[1 2 s 6 1 2 5 4, S }
== t—=zZt+t—z +—z RN —z ——2z +
2122 23 34 45 2 23 34 45
:%+iz4+126+228+...=Z_2+z_2(k—_l) z*

2 34 56 78 = (2k-k

olur.

i
Simdi ise k£ =3 olsun. Bu durumda &; =exp (%j olur. O zaman

f2,3(1,3; z) :§i832j (L2(1,3)f(832j2))

= %[Lz (1,3)f(z)+e*"" L, (1’3)f(ez”i/3z) +e AL, (1’3)f(e4m'/32)]

=—+—z +—2z'+

12 4 , 10 , 16 Z]O+...=Z_2+i 6k —2 3k
2 34 67 9.10 353k +1)

olur.

4.15.5. Tamm: heN,zeU ve Sfoxla,c;z) #0 olmak tlizere bir f(z)ez;

fonksiyonu

~ Z(Lp (a,c)f(z))’
pf;a,k(a’C; z)

< h(z) (4.80)

sartin1 sagliyorsa z: . (a,c;h) smifindandir denir (Srivastava et.al., 2008).

4.15.6. Tamm: z €U, —1<B<A<1 olmak ilizere bir f(z)e z; fonksiyonu
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(1,00 /) + L@ (@) |
‘Bz(Lp(a,c) 1(2)) +4pL,(a,0)f ()

<1 (4.81)

sartin1 sagliyorsa H, (p; 4, B) smifindandir denir (Srivastava et.al., 2008).

4.15.7. Sonug: z:k(a,c;h) “de k=1 ve h(z)= T—;Z , (-1£B<A<1) alinirsa
? — Dbz

H,.(p;A4,B) elde edilir.

4.15.8. Tamm: heN,zeU ve ge z:k(a,c; ) olmak iizere bir f(z)e ZZ,
fonksiyonu

~ Z(Lp (a,c)f(z))

h(z 4.82
rg,(a,c;z) <) (352

sartin1 saghyorsa K, (a,c;h) sifindandir denir (Srivastava et.al., 2008).

4.15.9. Sonu¢: K ,(a,c;h) smifinda p=k=a=c=1 ve h(z)= almirsa

1+z
1-z

meromorf konvekse yakin fonksiyonlar smifi elde edilir.

4.15.10. Tamm: «a>0,heN,zeU ,ge z:k(a,c; hy ve g, (a+l,cz)#0

olmak iizere bir f(z) e z; fonksiyonu

!

» z2(L,(a+1,0)f(2)) 1o z(L,(a,0)f(2))

< h(z) (4.83)
rg,(a+lcz) pg,(a,c2)

sartin1 saghyorsa K, (a;a,c;h) smifindandir denir (Srivastava et.al., 2008).
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4.15.11. Lemma: f < z;k(a,c;h) ise

_ pr,k’ (a’c; Z)
pr,k(aaC; z)

dir.

< h(z) (4.84)

Ispat: “Es. 4.79” dan

foila,c;elz)=— Zg (L, (a.0)f(]"2)) (jel{0,1,...k—1})

—Jjr k-l

gk zg(mﬂ)p(L (a, C)f(8m+] ))

= g,;j”fp,k(a,c; z)

\(

[l (a,cz)=— kz 1 (L (a,0) f(]2))

=

yazilir.

Dolayisiyla

_M 1< g7z (Lp(a,c)f(glgz))

pfp,k(aaC;Z) kj:O pfp,k(a,C;Z)
1 elz(L (a,c)f(elz ’
__1&82(L, @) f (/) .85
k= pfp,k(aaC;gle)
olur. f e z:k (a,c; h) oldugundan
ez(L (a,c)f(glz ’
t=(L,( )f(," ) < h(z) (jel0,l,...k—1}) (4.86)
pfp,k (a’c; g/iz)
dir. “Es. 4.85” ve “Es. 4.86 dan
B pr,k’ (a,c;2)

< h(z) elde edilir (Srivastava et al., 2008).
pr,k (a,¢;z)
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