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1. GİRİŞ 

U  birim diskinde regüler olan bir ( )f z  fonksiyonu alındığında w U olmak üzere 

( )f z w  eşitliği için aşağıdaki durumlar geçerlidir: 

a) Birden fazla çözümü yoktur 

b) p’den fazla çözümü yoktur 

c) Bazı durumlarda en fazla p tane çözümü vardır 

Bu üç durumda ( )f z , U  birim diskinde sırasıyla ünivalent (yalınkat), p-valent 

(multivalent ya da p-değerli), mean p-valent (ortalama p-değerli) olarak adlandırılır. 

20. yüzyılın başlarında ünivalent fonksiyonlarla ilgili çalışmalar geometrik 

fonksiyonlar teorisi şeklinde yeni bir çalışma alanı olarak yön kazanmış ve 

günümüze kadar gittikçe artan bir ilgiyle devam etmiştir. ‘‘Ünivalent fonksiyonlar’’ 

kavramı U birim diskinde tanımlı fonksiyonların bire-bir dönüşüm olması 

anlamındadır. U da analitik ve normalize edilmiş yani (0) 0f  , (0) 1f    ve 

2
( ) n

n
n

f z z a z




   şeklinde Taylor serisine sahip olan fonksiyonların oluşturduğu 

sınıftan ‘‘ 1 2,z z U  olmak üzere 1 2( ) ( )f z f z  olması sadece ve sadece 

1 2z z olmasını gerektirir’’ şartını sağlayan fonksiyonlara U da ünivalent fonksiyon 

denir. 

Bir fonksiyonun özellikle ünivalent ya da multivalent olup olmadığı araştırmacılar 

için merak konusu olmuştur. Bunun için ilk çalışmalar 1900’lerin başlarında Koebe 

tarafından yapılmıştır. 
 2( )
1

zf z
z




 fonksiyonunun ünivalent olduğunu ilk olarak 

Koebe ispatlamış ve bu fonksiyona Koebe fonksiyonu adı verilmiştir.  

Bu alanın başlıca ve en önemli problemlerinden bir tanesi geçmişi 1916 yılına 

dayanan Bieberbach tahminidir. Bieberbach, ünivalent olan her bir fonksiyonun 
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Taylor katsayıları için na n  eşitsizliğinin var olduğu tahmininde bulunmuş ve  

2 2a   eşitsizliğinin doğruluğunu göstermiştir. 1923’de Loewner 3 3a  ; 1955’de 

Garabedian ve Schiffer 4 4a  ; 1968’de Pederson ve Ozawa 6 6a  ; 1972’de 

Pederson ve Schiffer 5 5a   olması gerektiğini ispatlamıştır. 1985 yılında ise Louis 

De Branges bunu genelleştirerek na n  olduğunu ispatlamıştır.  

Bir fonksiyonun multivalent olup olmaması yani ( )f z w  eşitliğinin p’den fazla 

kökünün olmaması ile ilgili ilk çalışmalar 1935’de Cartwright ile başlamıştır. Daha 

sonra 1940’da Spencer, 1950-1960 yılları arasında W.K.Hayman değişik çalışmalar 

yapmıştır. Son 50 yılda özellikle Duren, Goodman, Libera, Miller, Silverman, 

Ruschweyh, Salagean, Srivastava, Owa ve daha birçok bilim adamı tarafından 

çalışmalar yapılmıştır. 

Bu fonksiyonlar üzerinde integral operatörleri Alexander, 1915; Libera, 1965; 

Bernardi, 1969; Miller, 1978; Jung et al., 1993 tarafından tanımlanmış olup  1999 

yılında K.I.Noor , 2001 yılında J-L. Liu, 2001 ve 2004 yıllarında Liu ve Srivastava 

ayrıca 2004 yılında Liu ve Owa bu integral operatörlerini geliştirmişlerdir. (Yuan et 

al., 2008)   meromorf fonksiyonlar üzerinde  integral operatörü tanımlamışlardır. 

Bu fonksiyonlar üzerinde türev operatörü ilk olarak Ruscheweyh tarafından 

tanımlanmıştır. Daha sonra (Salagean, 1983) bir türev operatörü tanımlamış olup bu 

türev operatörünü (Al-Oboudi, 2004) geliştirmiştir  ve (Raducanu and Orhan, 2010)  

tarafından en genel halini almıştır. Meromorf fonksiyonlar üzerinde 1991 yılında 

B.A.Uralegaddi ve C.Somanatha, 1993 yılında M.K.Aouf ve H.M.Hossen türev 

operatörleri tanımlanmışlardır. 

Diğer lineer operatörler ise Carlson and Shaffer 1984; H.Saioth, 1996; Srivastava and 

Attiya, 2007; Liu, 2008; Wang et al., 2009, tarafından tanımlanmıştır.                      
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P-değerli Meromorf fonksiyonlarla ilgili olarak da (Srivastava et al., 2008) lineer 

operatör tanımlamışlardır. 

Tanımlanan bu lineer operatörler kullanılarak p-değerli fonksiyonlar sınıfının değişik 

altsınıfları tanımlanmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Tanım: Bir  D     bölgesinin her iç noktasında türevlenebilen fonksiyonlara, 

D de analitik ya da regüler fonksiyonlar denir ( Nehari, 1952). 

2.2. Tanım: Bir f fonksiyonunun bir B bölgesindeki aykırılıkları sadece kutup 

noktaları ise f, B de meromorf bir fonksiyondur denir (Başkan, 1998).          

2.3. Tanım: Bir f(z) fonksiyonu bir  D     bölgesinde bire-bir ise yani; her bir 

,u v D  için ( ) ( )f u f v  olması sadece ve sadece u v  olmasını gerektiriyor ise 

f(z) fonksiyonuna, D de ünivalent ya da yalınkat fonksiyon denir ( Nehari, 1952). 

U birim diskinde ünivalent olan  

2
( ) k

k
k

f z z a z




   

biçimindeki tüm analitik fonksiyonların sınıfını S ile göstereceğiz. 

2.4. Tanım: { :  ve z 1}U z z    birim diskinde analitik olan bir ( )f z  

fonksiyonu alalım. Eğer w U   için ( )f z w  eşitliğinin en fazla p tane kökü varsa 

( )f z  fonksiyonuna  U da  p-değerli ya da multivalent fonksiyon adı verilir (Kühnau, 

2002) 

U birim diskinde analitik olan ve normalize edilmiş   

( ) , ( , {1,2,3,...}),p k p
k p

k n
f z z a z p n







    
 

(2.1) 

şeklindeki fonksiyonların oluşturduğu sınıf ( )pA n  ile gösterilecektir. (1)  p pA A ve 

1  A A ile gösterilecektir. 
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2.5. Tanım: Bir  z D     için, z den çıkan her ışın ile D nin arakesiti, doğru 

parçası veya bir ışın ise, D bölgesine z noktasına göre yıldızıl denir (Marx, 1932). 

2.6. Tanım: { :  ve z 1}U z z    bölgesinde analitik ve görüntü kümesi yıldızıl 

olan fonksiyonlara, U ’ da yıldızıl fonksiyonlar denir ( Marx, 1932). 

2.7. Teorem: Bir ( )f z S    fonksiyonunun U’ da yıldızıl olması için gerek ve yeter 

koşul 

( ) 0, ( ),
( )

zf z z U
f z
 

    
     

(2.2) 

olmasıdır (Szegö and Polya, 1954). 

2.8. Tanım: ( )pf A n   olmak üzere eğer f  fonksiyonu, 

( ) ,         (0 ; ),
( )

zf z p z U
f z

 
 

     
   

 (2.3)
 

koşulunu sağlıyorsa ( )f z  fonksiyonuna p-değerli    mertebeden yıldızıl fonksiyon 

denir ve bu tür fonksiyonların sınıfı ( , )pS n  ile gösterilir. Özel olarak 1p   ve 1n   

için ( )S   ile gösterilir (Srivastava et al., 2005).
 

2.9. Tanım: 2    ve ,x y  olsun.  ,  0 1   için  

(1 )x y     

oluyorsa,   bölgesine konveks bölge denir (Goodman, 1983). 

2.10. Tanım: U bölgesinde analitik olan ve görüntü kümesi konveks olan 

fonksiyonlara, U ’ da konveks fonksiyonlar denir (Nehari, 1952). 

2.11. Teorem: Bir ( )f z S  fonksiyonunun U ’ da konveks olması için gerek ve 

yeter koşul 
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( )1 0, ( ),
( )

zf z z U
f z
 

        
(2.4) 

olmasıdır (Robertson, 1953). 

2.12. Tanım: ( )pf A n   olmak üzere eğer  

( )1 ,         (0 ; ),
( )

zf z p z U
f z

 
 

       
 (2.5)

 
koşulunu sağlıyorsa ( )f z  fonksiyonuna p-değerli    mertebeden konveks fonksiyon 

denir ve bu tür fonksiyonların sınıfı ( , )pC n   ile gösterilir. Özel olarak 1p   ve 

1n  için ( )C   ile gösterilir (Srivastava et al., 2005).
 

2.13. Tanım:  

( )( ; , ) : ( ),     ,   ( , )
( )p p p

zf zK n f f A n g S n
g z

   
  

      
    (2.6) 

(0 ;   0 ,   ),p p z U        
şeklinde tanımlanan sınıfa   tipli   mertebeden konvekse yakın fonksiyonlar sınıfı 
denir. Özel olarak 1p   ve 1n   için ( , )K    ile gösterilir (Irmak and Piejko, 

2005). 

2.14. Tanım: 

 ( )
( ; , ) : ( ),    ,   ( , )

( )p p p

zf z
QK n f f A n g C n

g z
   

             
 (2.7) 

(0 ;   0 ,   ),p p z U        
şeklinde tanımlanan sınıfa   tipli   mertebeden quasi-konveks fonksiyonlar sınıfı 
denir. Özel olarak 1p   ve 1n  için ( , )QK    ile gösterilir (Irmak and Piejko, 

2005). 
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2.15. Tanım:  * :   0 1 \{0}U z z ve z U     delinmiş açık birim diskinde 

tanımlı ve analitik olan 

1
( ) p n p

n
n

f z z a z


 



 
 

(2.8)
 

şeklindeki p-değerli fonksiyonların sınıfı n

p  ile gösterilecektir. Bu tür 

fonksiyonlara p-değerli (multivalent) meromorf fonksiyonlar adı verilir (Srivastava 

et al., 2008).  

Özel olarak 

0
( ) p n

n
n

f z z a z






    (2.9) 

şeklindeki fonksiyonların sınıfı   
p  ile gösterilecektir. 1p   için ise    

kullanılacaktır.  

2.16. Tanım: Bir f   Σ  fonksiyonu   

( )    ( ;  0 1)
( )

zf z z U
f z

 
 

      
 

 (2.10) 

şartını sağlıyorsa U da   mertebeden meromorf yıldızıl fonksiyon denir ve bu tür 

fonksiyonların sınıfı *( )S   ile gösterilir (Yuan et al., 2008). 

2.17. Tanım: Bir f   Σ  fonksiyonu   

( )1    ( ;  0 1)
( )

zf z z U
f z

 
 

        
 (2.11) 

şartını sağlıyorsa U da   mertebeden meromorf konveks fonksiyon denir ve bu tür 

fonksiyonların sınıfı *( )C   ile gösterilir (Yuan et al., 2008). 
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2.18. Tanım: Bir f   Σ  fonksiyonu için 

( )    ( ;  0 1;0 1)
( )

zf z z U
g z

  
 

        
 

 (2.12) 

olacak şekilde *( )g S   fonksiyonu varsa f fonksiyonuna   tipli   mertebeden 

meromorf konvekse yakın fonksiyon denir. Bu tür fonksiyonların sınıfı ( , )K    ile 

gösterilir (Yuan et al., 2008). 

2.19. Tanım: Bir f   Σ  fonksiyonu için 

( ( ))    ( ;  0 1;0 1)
( )

zf z z U
g z

  
  

         
 (2.13) 

olacak şekilde ( )g C   fonksiyonu varsa f fonksiyonuna   tipli   mertebeden 

meromorf konvekse benzer fonksiyon denir. Bu tür fonksiyonların sınıfı *( , )QK    

ile gösterilir (Yuan et al., 2008). 

2.20. Tanım:  
1

( )    ( {1, 2,3,...})p k p
k p

k
f z z a z p







    
 

(2.14) 

ve            
1

( )    ( {1,2,3,...})p k p
k p

k
g z z b z p







    
 

(2.15) 

olmak üzere   

1
( ) ( ) ( )( ) ( )( )p k p

k p k p
k

f z g z f g z z a b z g f z



 



        (2.16) 

işlemine Hadamard Çarpımı (veya konvolusyon toplamı) denir (Mostafa and Aouf, 

2009). 

2.21. Tanım: (Cauchy- Schwartz Eşitsizliği):  ( )ka   ve ( )kb   iki kompleks sayı 

dizisi olsun. Bu sayı dizileri için   

2 2

1 1 1
. ,        ( )

m m m

k k k k
k k k

a b a b m
  

      (2.17) 

dir  (Duren, 1983). 



9 
 

     
 

2.22. Tanım: (Maksimum Modül Teoremi):  f , sınırlı bir D bölgesinde sabit 

olmayan analitik ve D  da sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda ( )f z  

maksimum değerini D bölgesinin sınırında alır. Burada D , D bölgesinin kapanışıdır. 

(Orhan, 2002) 

2.23. Tanım: (Cauchy-Türev Formülü):  ( )w f z  fonksiyonu bir   kapalı 

çevresinin içinde ve üzerinde analitik olsun. Eğer ,  a   nın içinde bir nokta ise, 

( )
1

! ( )( )
2 ( )

n
n

n f zf a dz
i z a 

   (2.18) 

dir (Başkan, 1998). 

2.24. Tanım: (Gamma Fonksiyonu):  Gamma   fonksiyonu her  \{ {0}}z     

için 

 1

0

( )           ( ) 0t zz e t dt z


       (2.19) 

şeklinde tanımlanır.  

( 1) . ( )z z z        (2.20)  

şeklindedir (Srivastava and Choi, 2001). 

2.25. Tanım: (Beta Fonksiyonu):  Beta    fonksiyonu her  , \{ {0}}m n    için 

 
1

1 1

0

( , ) (1 )          ( ) 0;  ( ) 0m nm n t t dt m n                                                (2.21) 

şeklinde tanımlanır. Özellikle, Gamma ve Beta fonksiyonları arasında aşağıdaki gibi 

bir ilişki vardır: 

( ) ( )( , )
( )
m nm n
m n

  

 

 (2.22) 
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 Eğer, ,m n  ise 

( ) ( ) ( 1)!( 1)!( , )
( ) ( 1)!
m n m nm n
m n m n

    
 
   

 (2.23) 

şeklindedir (Srivastava and Choi, 2001). 

2.26. Tanım: (Pochhammer sembolü): ,v   ve   gamma fonksiyonu olmak 

üzere 

1                                       ( 0; \{0}),( )( )
( 1)...( 1)         ( ;  ).( )v

vv
n v n




   
  

         


 

 (2.24) 

şeklinde tanımlanır (Cho et al., 2004). 

2.27. Tanım: (Kesirsel Mertebeden İntegral): Bir f(z) fonksiyonunun  ( 0)    

mertebeden kesirsel integrali 

1

0

1( ( )) ( )( ) ,     ( )
( )

z

zD f z f t z t dt z U 


   

   (2.25) 

ile tanımlanır. 

Burada f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin, orjini kapsayan basit bağlantılı bir 

bölgesinde analitiktir. Eğer 0z t   ise, log( )z t gerçel alınarak 1( )z t    teriminin 

katlılığı kaldırılır (Owa, 1978). 

2.28. Teorem: ( ) ( )pf z A n olsun. Bu durumda; z U    için f(z) fonksiyonunun  

  ( 0)    kesirsel mertebeden integrali, 

! ! ( 1)( ( )) 1 ,
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


  

 

   
        

   (2.26)  

olur (Çetin, 1997). 

İspat:  ( ) ( )pf z A n olsun. 2.27.Tanım’ın kullanılmasıyla 
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  1
0

1 ( )( )
( ) ( )

z

z
f tD f z dt

z t






    (2.27) 

 1
0

1
( ) ( )

p k
kz

k n p
t a t

dt
z t 



 


 
      

  


  

 

1 1

0 0

1 ( ) ( )
( )

z z
p k

k
k n p

t z t dt t z t a dt 




 

 

            
   

        

1 1

0 0

1 ( ) ( )
( )

z z
p k

k
k n p

t z t dt a t z t dt 




 

 

            
 

 
olur. Burada 

1

0

( )
z

pI t z t dt      ve     1

0

( )
z

kJ t z t dt      

diyelim ve önce J  integralini çözelim.  

J t z t dtk
z

   ( ) 1

0

 (2.28) 

 integrali için    

          ve  (1 )uz z t dt zdu t z u        

 şeklinde değişken değişimi yapılırsa, 

J z u u duk k    1

0

1

1( )      

elde edilir. Beta fonksiyonundan 

! ( )( , 1)
( 1)

k k kJ z k z
k

   


  
  

  
 (2.29) 

yazılır. Eğer, “Eş. 2.29”  daki ifadede     k p  alınırsa : 

! ( )( , 1)
( 1)

p p pI z p z
p

   


  
  

  
  (2.30) 

bulunur. Böylece I  integrali de çözülmüş olur. “Eş. 2.29” ve “Eş. 2.30” dan 

! ( ) ! ( )( ( ))
( ) ( 1) ( 1)

p
k p

z k
k n p

z p kD f z a z
p k


  

  

 
 

 

  
         

  



12 
 

     
 

  ! !
( 1) ( 1)

k p p
k

k n p

p k a z z
p k



 


 

 

 
        

  

elde edilir. Bu da “Eş. 2.26” yı verir.  

Örnek: 2 3( )f z z z z   olsun. ( )f z  fonksiyonunun 1
2

   kesirsel mertebeden 

integralini bulunuz. 

Çözüm: 

! ! ( 1)( ( )) 1
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


  

 

   
        

   

 ifadesinde 1p   ve 1
2

   yazılmasıyla 

1 13 112 2

2

1! (1 1)1! 2( ( )) 11 1(1 1) 1! ( 1)
2 2

k
z

k

k
D f z z z

k

 



    
  

      
 

  

1 33
12 2

2

5!
1 2( ( )) 1
5 3
2 2

k
z

k

k
D f z z z

k

 



       
              

  

 
33

1 2

2

5!
1 21

33
24

k

k

k
z z

k




       
       

  

 
3

2 2

5 52! 3!
1 2 21

3 33 2 3
2 24

z z z


               
               

 

 
3

2 2

5 52 3!
1 2 21

5 5 7 5 53 .
2 2 2 2 24

z z z
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3
2

24 4 241
5 353

z z z


       
elde edilir. 

2.29. Sonuç: 1( ) ( )f z A n  olsun. Bu durumda; z U   için f(z) fonksiyonunun 

  ( 0)    kesirsel mertebeden integrali; 

1
1

1

! (2 )( ( )) 1 ,
(2 ) ( 1)

k
z k

k n

z kD f z a z
k


 

 

 
 

 

  
       

   (2.31) 

olur. 

İspat:  2.28.Teorem de  1p   alınırsa,  1( ) ( )A n A n  olur. Bu ise, istenen ispat için 

yeterlidir.   

2.30. Tanım: (Kesirsel Mertebeden Türev): Bir f(z) fonksiyonunun  (0 1)    

mertebeden kesirsel türevi  

0

1( ( )) ( )( ) ,     ( )
( )

z

z
dD f z f t z t dt z U
dz

 


  
   (2.32) 

ile tanımlanır. 

Burada f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin, orijini kapsayan basit bağlantılı bir 

bölgesinde analitiktir. Eğer 0z t   ise, log( )z t gerçel alınarak ( )z t   teriminin 

katlılığı kaldırılır (Owa, 1978). 

2.31. Teorem: ( ) ( )pf z A n olsun. Bu durumda; z U   için bir f(z) fonksiyonunun 

  (0 1)    kesirsel mertebeden türevi; 

! ! ( 1)( ( )) 1 ,
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


 

 

   
        

    (2.33)  

olur ( Çetin, 1997). 
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İspat:  2.28.Teorem’in ispatında     yerine     alınır  ve 2.30.Tanım’daki kesirsel 

mertebeden türev tanımı kullanılırsa, istenen elde edilir.  

Örnek: 2 3( )f z z z z   olsun. ( )f z  fonksiyonunun 1
2

   kesirsel mertebeden 

türevini bulunuz. 

Çözüm:
  

! ! ( 1)( ( )) 1
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


 

 

   
        


 

ifadesinde 1p   ve 1
2

   yazılmasıyla 

1 13 112 2

2

1! (1 1)1! 2( ( )) 11 1(1 1) 1! ( 1)
2 2

k
z

k

k
D f z z z

k





    
  

      
 


 

 

13
1 2

2

5!
1 21
3 1
2 2

k

k

k
z z

k





       
              


 

 

13
1 2

2

5!
1 21

1
22

k

k

k
z z

k




       
       


 

 

1
2 2

5 52! 3!
1 2 21

1 12 3
2 22

z z z


               
               

 

 

1
2 2

5 52 3!
1 2 21

5 5 5
2 2 22

z z z
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1
2

22 121 2
5

z z z


     
 

elde edilir.
 

2.32. Sonuç: 1( ) ( )f z A n  olsun. Bu durumda; z U   için bir f(z) fonksiyonunun 

  (0 1)    kesirsel mertebeden türevi, 

1
1

1

! (2 )( ( )) 1 ,
(2 ) ( 1)

k
z k

k n

z kD f z a z
k


 

 

 


 

  
       

   (2.34)  

olur. 

İspat:  2.31.Teorem’de  1p   alınırsa,  1( ) ( )A n A n  olur. Bu ise, istenen ispat için 
yeterlidir.   

2.33. Sonuç: ( ) ( )pf z A n  olsun. Bu durumda, z U   için 

1 1! ! ( )( ( )) 1 ,
( ) ! ( )

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


   

 

  
      

   (2.35) 

 olur. 

İspat:  2.31.Teorem’in ispatında     yerine  1   alınırsa, istenen kolayca görülür. 

2.34. Sonuç: 1( ) ( )f z A n  olsun. Bu durumda; z U   için 

1 1

1

! (1 )( ( )) 1 ,
(1 ) ( )

k
z k

k n

z kD f z a z
k


 

 

 
 

 

  
      

   (2.36) 

olur. 

İspat: 2.33.Sonuç’ta 1p   alınırsa,  1( ) ( )A n A n  olur. Bu ise, istenen ispat için 

yeterlidir.  

2.35. Tanım: 2.30.Tanım’ın koşulları altında, bir  f(z) fonksiyonunun m   

mertebeden kesirsel türevi 
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0( ( )) ( ( )),      ( ;   )
m

m
z zm

dD f z D f z z U m
dz

      (2.37) 

ile tanımlanır.(Owa, 1978). 

2.36. Tanım:  Bir  ( ) ( )pf z A n  fonksiyonunun,   q.  mertebeden türevi 

( ) ! !( ) ,
( )! ( )!

q p q k q
k

k n p

p kf z z a z
p q k q


 

 

 
 

 
(2.38)  

 ; , ,p q n p q     

şeklinde tanımlanır  (Chen et al., 1997). 

Bu tanımda dikkat edilirse:  
(0)0    ( ) ( )q f z f z       

(1) ( )1    ( ) ( )df zq f z f z
dz

     

( ) ( )    ( )
m

m
m

d f zq m f z
dz

     

dir. 

2.37. Sonuç: 2.31.Teorem’de  0  alınırsa, 2.36.Tanım’daki  0q   haline denk 

olur.     

2.38. Sonuç:  2.33.Sonuç’da  0  alınırsa, 2.36.Tanım’daki  1q    haline denk 

olur. 

2.39. Tanım: (Ruscheweyh Türevi):  

( ) pf z A  fonksiyonunun ( 1).n p   mertebeden Ruscheweyh türevi  

 ( 1)1
1

( )
( )

( 1)!

n pp n
n p

z z f z
D f z

n p

 
  

 
,     ,n p n    (2.39) 

ile tanımlanır (Kumar and Shukla, 1984). 
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2.40. Sonuç:   işlemi “Eş. 2.16” daki Hadamard Çarpmını göstermek üzere  

1 ( ) ( )
(1 )

n p
n p

zD f z f z
z

 
 


 (2.40) 

dir. 

2.41. Sonuç: 2.39. Tanım’da 

1,  0p n   için  0 ( ) ( )D f z f z , 

1p n    için  1 ( ) ( )D f z zf z  

olur. 

2.42. Sonuç: ( ) pf z A  fonksiyonunun ( 1).n p   mertebeden Ruscheweyh türevi 

ile ( ).n p  mertebeden Ruscheweyh türevi arasında 

  1 1( ) ( ) ( ) ( )n p n p n pz D f z n p D f z nD f z          

 şeklinde bir ilişki vardır. 

Örnek: 
2

( ) ,k
k

k
f z z a z





   olmak üzere ( )f z  nin 3. mertebeden Ruscheweyh 

türevini bulunuz. 

Çözüm: ( )f z  nin 3. mertebeden Ruscheweyh türevini bulmak için “Eş. 2.39” daki 

ifadede 1,  3p n   olarak alınırsa, 

 (3)2
3 ( )

( )
3!

z z f z
D f z   

 

(3)
3 2

2

.

3!

k
k

k
z z a z






  
 


 

 

(2)
2 1

2

3 ( 2). .

3!

k
k

k
z z k a z
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 2
6 ( 2).( 1). .

3!

k
k

k
z z k k a z





 
   

 


 

 2
6 ( 2).( 1). . .

3!

k
k

k
z k k k a z





 
   

 


 

 
2

1 ( 2).( 1). . .
6

k
k

k
z k k k a z





     

elde edilir. 

2.43. Sonuç: f   için  n. mertebeden Ruscheweyh türevi   

1

1( ) * ( ) ,  ( )
(1 )

n
nD f z f z n

z z  


  
 
(2.41)

 
( )11 ( )

!

nnz f z
z n

 
  

 
 

0

1 ( , )    k
k

k
c n k a z

z





     

dir. 

Burada  
1 ( 1)( 2)...( 1)( , ) ,    ( )

     ( 1)!
n k n n n kc n k k

n k
      

     
    dir. 

Örnek: 
0

1( ) k
k

k
f z a z

z





   olmak üzere ( )f z  nin 3. mertebeden Ruscheweyh 

türevini bulunuz. 

Çözüm: ( )f z  nin 3. mertebeden Ruscheweyh türevini bulmak için  

0

1( ) ( , )    n k
k

k
D f z c n k a z

z





  ifadesinde 3n   yazılırsa 

3

0

1( ) (3, ) k
k

k
D f z c k a z

z
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0

1 4.5...(4 )
( 1)!

k
k

k

k a z
z k






 

  

 2
0 1 2

1 4.5 4.5.64 ...
2! 3!

a a z a z
z

      

elde edilir. 

2.44. Tanım: (Salagean Operatörü): Bir ( )f z A  fonksiyonunun Salagean 

operatörü altındaki görüntüsü  
0 ( ) ( )D f z f z ,  1 ( ) ( )D f z zf z   ve  

 ( ) ( )n nD f z D D f z     {1, 2,3,...}n   

şeklinde tanımlanır. 

2
( ) k

k
k

f z z a z




   olarak alınırsa, ( )f z  fonksiyonunun n. mertebeden Salagean 

operatörü altındaki görüntüsü 

2
( )n n k

k
k

D f z z k a z




     0 {0}n     (2.42) 

olur (Salagean, 1983)  

( ) pf z A  olduğunda ise  
1

( )n n p n k
k

k p
D f z p z k a z



 

    ifadesine ( )f z  

fonksiyonunun Salagean tipli lineer operatör altındaki görüntüsü denir. 

2.45. Tanım:  Bir ( )f z A   fonksiyonunun integral operatörü: 

1

0

1( ( )) ( ) ,     ( ; 1)
z

c
c c

cJ f z t f t dt z U c
z


      (2.43) 

 şeklinde tanımlanır ( Libera, 1965). 
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Örnek: 2 3( )f z z z z   olsun. ( )f z  fonksiyonunun 1
2

c   için ( ( ))cJ f z operatörü 

altındaki görüntüsünü bulunuz. 

Çözüm: 
 
“Eş. 2.43” de 1

2
c   yazılırsa

 

1
2

1 1/ 2
2 0

3( ( )) . ( )
2

z

J f z t f t dt
z


   

2 3
1/ 2

0

3 1 .( )
2

z

t t t dt
z t

    

1/ 2 3/ 2 5/ 2
1/ 2

0

3 ( )
2

z

t t t dt
z

    

2 33 3
5 7

z z z    

elde edilir. 

2.46. Tanım:  Bir ( ) ( )pf z A n fonksiyonunun integral operatörü,                        

1
,

0

( ( )) ( )       ( ; )
z

c
c p c

c pJ f z t f t dt z U c p
z


      (2.44) 

 şeklinde tanımlanır ( Miller, 1978). 

Örnek: 2 3( ) 2f z z z   olsun. ( )f z  fonksiyonunun 2c   için , ( ( ))c pJ f z  operatörü 

altındaki görüntüsünü bulunuz. 

Çözüm:
 
“Eş. 2.44” de 2c   yazılırsa

 

2,2 2
0

4( ( )) . ( )
z

J f z t f t dt
z

   

 2 3
2

0

4 .( 2 )
z

t t t dt
z
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2 38
5

z z   

elde edilir. 

2.47. Teorem: ( ) ( )pf z A n olsun. Bu durumda, 

 , ( ) 1 ,   ( ; ),k p p
c p k

k n p

c pJ f z a z z z U c p
k c




 

 
       

  (2.45) 

olur ( Çetin, 1997). 

İspat: ( ) ( )pf z A n  olsun. 2.4.Tanım  ve  2.46.Tanım’dan : 

  1
,

0

( ) ( )
z

c
c p c

c pJ f z t f t dt
z


 

 

  

1 1

0

z
c p k c

kc
k n p

c p t t a dt
z


   

 

      
 

  

  1 1

0 0

z z
c p k c

kc
k n p

c p t dt a t dt
z


   

 

  
   

   
   

  0

c p c k t z

kc
tk n p

c p t t a
z c p c k

  

 

 
    


 

 

p k
k

k n p

c pz a z
k c



 


 

   

bulunur. Böylece,  “Eş. 2.1” deki gibi tanımlanan bir  f(z) fonksiyonunun integral 

operatörü de elde edilmiş olur.    

2.48. Sonuç: 1( ) ( )f z A n  olsun. Bu durumda, 

 
1

1( ) ,    ( ; 1)k
c k

k n

cJ f z z a z z U c
k c



 


     

    (2.46)  

olur.  

İspat:  2.47.Teorem’in ispatında  1p     alınırsa, istenen ispat elde edilir.  



22 
 

     
 

2.49. Teorem:  Bir ( ) ( )pf z A n   olsun. Bu durumda, 

(i)              , ,( ) ( ) ,z c p c p zD J f z J D f z    

(ii)             , ,( ) ( ) ,z c p c p zD J f z J D f z   

(iii)            1 1
, ,( ) ( ) ,z c p c p zD J f z J D f z  

 
dır ( Çetin, 1997). 

İspat: ( ) ( )pf z A n  fonksiyonunun integral operatörü,  

 ,
1

( ) ,    ( ; )p k
c p k

k n

c pJ f z z a z z U c p
k c



 


     


 

(2.47) 

  ( 0)    mertebeden integrali, 

! ! ( 1)( ( )) 1 ,
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


  

 

   
        


 

(2.48) 

  (0 1)   mertebeden türevi, 

! ! ( 1)( ( )) 1
( 1) ! ( 1)

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


 

 

   
        

  (2.49) 

ve 1   (0 1)     mertebeden türevi, 

1 1! ! ( )( ( )) 1
( ) ! ( )

k p p
z k

k n p

p k pD f z a z z
p p k

 
 


   

 

  
      


 

(2.50) 

olduklarını  “Eş. 2.45”, “Eş. 2.26”, “Eş. 2.33” ve “Eş. 2.35” den biliyoruz.   

“Eş. 2.47” ve “Eş. 2.48” deki ifadelerden, 

  ,
! !( ) ( 1)( ) 1 ,

( 1) !( ) ( 1)
k p p

z c p k
k n p

p k c p pD J f z a z z
p p k c k

 
 


  

 

    
         


 

(2.51)  

ve  

  ,
( )( )

( ) ( 1)c p z
c pJ D f z

c p p


 
 

 
    

  

                     ! ( 1)( )!
( ) ( 1)

k p p
k

k n p

k p p cp a z z
k c k

 
 


 

 

     
      
   (2.52)  
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olduğu görülür.  “Eş. 2.51”  ve “Eş. 2.52” den  (i)-şıkkının ispatı kolayca elde edilir.  

Yine;  (ii)-şıkkı için  “Eş. 2.47”  ve “Eş. 2.49”,   (iii)-şıkkı için de  “Eş. 2.47”  ve “Eş. 

2.50” kullanılarak istenenlere kolayca varılır.  

2.50. Tanım:  f  ve g fonksiyonları U da analitik olsun. Eğer 

(0) 0,w  ( ) 1  ( )w z z U    ve  ( ) ( ( ))   ( )f z g w z z U   olacak şekilde  w(z) 

Schwarz fonksiyonu varsa  f(z), g(z) fonksiyonuna subordinatedir denir ve f g  

veya ( ) ( )    ( )f z g z z U   şeklinde yazılır.  

g fonksiyonu U birim diskinde ünivalent ise f g olması için gerek ve yeter şart 

(0) (0)f g  ve ( ) ( )f U g U  olmasıdır (Cho et al., 2004). 

2.51. Tanım:  X  ve Y boş olmayan kümeler olsun. X’ in her elemanına Y’nin bir 

elemanını karşılık getiren bir kurala X’ den Y’ye bir operatör veya dönüşüm denir 

(Musayev ve Alp, 2000). 

2.52. Tanım:  X  ve Y aynı K cismi üzerinde iki lineer uzay (vektör uzayı) ve  

:L X Y operatörü verilsin. Eğer ,   ve ,x y X K      için  

( ) ( ) ( )L x y L x L y       oluyorsa L operatörüne lineer operatör denir (Musayev 

ve Alp, 2000). 

2.53. Tanım: (Hurwitz-Lerch Zeta Fonksiyonu): ( , , )z s a ile gösterilen Hurwitz-

Lerch Zeta fonksiyonu,  0\ ; 1 iken, ;  1  iken, ( ) 1a z s z s         olmak 

üzere 

0
( , , )

( )

n

s
n

zz s a
n a





 
   (2.53) 

şeklinde tanımlanır. 
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Bu tanımdan 

 
1

0
0

( , , ) ( , , ) ,   ; \
( )

kn
n

s
k

zz s a z z s n a n a
k a






      
     (2.54) 

olduğu açıktır (Srivastava and Choi, 2001). 

2.54. Teorem: U  birim diskinde analitik olan 
2

( ) ,k
k

k
f z z a z





    şeklindeki bir  f  

fonksiyonu  
2

2

( ) 1 1 ,   ( )
[ ( )]
z f z z U
f z


     (2.55) 

şartını sağlıyorsa ( )f z S  dir (Ozaki and Nunokawa, 1972)
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Çalışmada materyal olarak makale, tez ve kaynak kitaplar kullanılmıştır. Makaleler 

ve tezlere Erzincan Üniversitesi Kütüphanesi ve YÖK veri tabanı kullanılarak 

ulaşılmıştır. 

Çalışma konusu ile ilgili tanımlar, teoremler ve sonuçlar örneklendirilerek 

sunulmuştur.  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve SONUÇLAR 

4.1. Yıldızıl, Konveks, Konvekse Yakın ve Quasi-Konveks Fonksiyon Sınıfları 

4.1.1. Tanım:  (0) 1,   ( ) 0  ( )h h z z U      şartlarını sağlayan U da konveks ve 

ünivalent olan  h  fonksiyonlarının sınıfı   N  ile gösterilsin.  

Bu durumda pA  nin bir altsınıfı olan  

 1 ( )( ; ) : ,   ( )
( )

(0 ;  ;  )

p p
zf zS h f f A h z

p f z
p h N z U

 




  
       

   


 (4.1) 

şeklinde tanımlanan sınıfa . (0 )p    mertebeden p-değerli yıldızıl fonksiyonlar 

sınıfı denir. 

Özel olarak 

 1; ;
1

10 ;  0 1;  ;  ( )     
1

p p
zS S h
z

zp z U h z N
z









 

 

        
             

 (4.2) 

şeklinde gösterilir (Cho et al., 2004). 

4.1.2. Tanım: pA  nin bir altsınıfı olan  

 1 ( )( ; ) : ,    1 ( )
( )

(0 ;  ;  )

p p
zf zC h f f A h z

p f z
p h N z U

 




  
        

   



 

(4.3) 

şeklinde tanımlanan sınıfa . (0 )p    mertebeden p-değerli konveks fonksiyonlar 

sınıfı denir. 
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Özel olarak 

 1; ;
1

10 ;  0 1;  ;  ( )
1

p p
zC C h
z

zp z U h z N
z









 

 

        
             

  (4.4)  

şeklinde gösterilir (Cho et al., 2004). 

4.1.3. Tanım: pA  nin bir altsınıfı olan  

 1 ( )( , ; , ) :   ( ; ),  ( )
( )

(0 ,  ;  , ;  )

p p p
zf zK h k f A g S h k z

p g z
p h k N z U

   


 

  
         

   



 

(4.5) 

şeklinde tanımlanan sınıfa p-değerli konvekse yakın fonksiyonlar sınıfı denir (Wang 

et al., 2009). 

4.1.4. Sonuç: Her konveks fonksiyon açık olarak konvekse yakındır. Daha genel 

olarak, her yıldızıl fonksiyon konvekse yakındır. Her konvekse yakın fonksiyon 

ünivalenttir. Yani 1 1 1(0; ) (0; ) (0,0; , )C h S h K h k S    biçiminde kapsam bağıntısı 

vardır. 

4.1.5. Tanım: pA  nin bir altsınıfı olan  

 1 ( ( ))( , ; , ) :   ( ; ),  ( )
( )

(0 ,  ;  , ;  )

p p p
zf zQK h k f A g C h k z

p g z
p h k N z U

   


 

   
         

   



 

(4.6) 

şeklinde tanımlanan sınıfa p-değerli quasi-konveks fonksiyonlar sınıfı denir  (Wang 

et al., 2009). 

4.2. Lineer Operatör 1 

4.2.1. Tanım: :I A A   olmak üzere, tek parametreli integral operatörler ailesi,  
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1

0

2( )( ) log ( )     ( 0; )
( )

z zI f z f t dt f A
z t


 




           (4.7) 

şeklinde tanımlanır. (Jung et al., 1993). 

4.2.2. Sonuç: “Eş. 4.7” de log z u
t

   
 

 şeklinde değişken değişimi yapılarak gamma 

fonksiyonunun tanımından 

2

2( )( )
1

k
k

k
I f z z a z

k








     
   (4.8) 

elde edilir. 

Örnek: ( )f z A  olmak üzere  2 32 1( ) 2
3 3

f z z z z    olsun. Bu durumda 

1
2

   için 
1/ 2 1/ 2

1/ 2 2 3 2 32 2 2 1 4 1( )( ) . 2 .
3 3 4 3 3 3 3 2

I f z z z z z z z           
   

 
 

1   için 1 2 3 2 32 2 2 1 4 2 1( )( ) . 2 .
3 3 4 3 9 6

I f z z z z z z z     
 

2   için 
2 2

2 2 3 2 32 2 2 1 8 1( )( ) . 2 .
3 3 4 3 27 12

I f z z z z z z z           
   

 

olur. 

4.3. Lineer Operatör 2 

4.3.1. Tanım: 1; 0f A ve      olmak üzere :P A A
   operatörler ailesi  

1
1

0

( 1)( ) log ( )
( )

z zP f z t f t dt
z t


 
 





         

 
(4.9)

 

  
2

1 k
k

k
z a z

k








     
                 ( 1; 0; )f A      (4.10)     

ile tanımlanır (Chun-Yı et al., 2005). 
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4.3.2. Sonuç: 4.3.1 Tanım’da özel olarak 1  için lineer operatör 1 elde edilir. Yani 

1
2

2( ) ( )( )
1

k
k

k
P f z z a z I f z

k


 





     
  

dir. 

Örnek : ( )f z A  olmak üzere  2 32 1( ) 2
3 3

f z z z z    olsun. Bu durumda 

0  , 1   için 1 2 3 2 3
0

1 2 1 1 2 1( ) . 2 .
2 3 3 3 3 9

P f z z z z z z z     
 

1  , 2   için 
2 2

2 2 3 2 3
1

2 2 2 1 8 2 1( ) . 2 .
3 3 4 3 27 12

P f z z z z z z z           
     

2  , 2   için 
2 2

1 2 3 2 3
2

3 2 3 1 3 2 3( ) . 2 .
4 3 5 3 8 25

P f z z z z z z z           
     

olur. 

4.4. Lineer Operatör 3 

4.4.1. Tanım: 1,  0  ve  f A      olmak üzere :Q A A
   operatörler ailesi  

1
1

0

( ) 1 ( )
   

z tQ f z t f t dt
z z


 
 

  



       
  


 

(4.11)
 

  2

( 1) ( )
( 1) ( )

k
k

k

kz a z
k

  
  





    
 

      

     ( 1; 0; )f A      

ile tanımlanır (Chun-Yı et al.,  2005). 

1,  0 ve pf A      için  

1
1

,
0

1
( ) 1 ( )

   p+ 1

z

p

p tQ f z t f t dt
z z


 
 

  




            
  (4.12) 
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1

( ) ( )
( ) ( )

p k
k

k p

p kz a z
p k

  
  



 

    
 

      

şeklindedir. 

Örnek: ( )f z A  olmak üzere  2 32 1( ) 2
3 3

f z z z z    olsun. Bu durumda 

 

0  , 1   için 1 2 3 2 3
0

1 2 1 1 1 1( ) . 2 . 2
2 3 3 3 3 9

Q f z z z z z z z     
 

1  , 2   için 2 2 3
1

(4) (3) 2 (4) 1( ) . . 2 .
(2) (5) 3 (6) 3

Q f z z z z   
        

      2 32 1
3 10

z z z  
 

2  , 2   için 2 2 3
2

(5) (4) 2 (5) 1( ) . . 2 .
(3) (6) 3 (7) 3

Q f z z z z   
        

      2 32 22
5 15

z z z  
 

olur. 

4.4.2. Sonuç: , pQ
 operatörü için  

  1
, , ,( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )p p pz Q f z p Q f z Q f z  

              

eşitliği vardır.  

4.4.3. Sonuç: Özel olarak 1   için 1 1( ) ( )Q f z P f z   dir. 

4.4.4. Sonuç: Q
  lineer operatörü kullanılarak A  nın altsınıfları olan  

 , ( ) : ( )  (0 1)S f A Q f S
          

 , ( ) : ( )  (0 1)C f A Q f C
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 , ( , ) : ( , )  (0 , 1)K f A Q f K
             

 , ( , ) : ( , )  (0 , 1)QK f A Q f QK
             

sınıflar tanımlanmıştır (Chun-Yı et al.,  2005). 

4.5. Lineer Operatör 4 

4.5.1. Tanım: f A  olmak üzere Salagean operatörünün en geniş hali olan 

:nD A A   operatörü 0 1     ve {1,2,...}m  olmak üzere 

0  ( ) ( )D f z f z   

1 2 ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )D f z D f z z f z zf z f z               

şeklinde tanımlanır.  

Bu durumda  

 1 ( )  ( )n nD f z D D f z  
   dir. 

Buradan 

 
2

 ( ) 1 ( )( 1) nn k
k

k
D f z z k k a z   





       (4.13) 

dir (Raducanu and Orhan, 2010). 

4.5.2. Sonuç:  1  , 0   olması durumunda “Eş. 2.42” deki Salagean operatörü 

elde edilir. 0   durumunda ise  (Al-Oboudi, 2004) tarafından tanımlanan operatör 

elde edilir. 

4.5.3. Sonuç: Bu operatör kullanılarak aşağıdaki şekilde bir sınıf tanımlanmaktadır:  

0 1,  1,  0k      ve 0 1   ve  ( ) (1 )  ( )  ( )n nG z D f z z D f z       olmak 

üzere, bir f A  fonksiyonu eğer 

( ) ( )( 1)
( ) ( )

zG z zG zk
G z G z
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şartını sağlıyorsa ( , , , )nS k     sınıfındandır denir. 

4.6. Lineer Operatör 5 (Carlson-Shaffer Operatörü) 

4.6.1. Tanım: ( )ka  ve  ( )kc  Pochammer sembolünü göstermek üzere A  üzerinde 

( , ; )a c z  fonksiyonu  

1

0

( ) ( , ; )
( )

kk

k k

aa c z z
c








  (4.14) 

  0 0;   , \ ;   0, 1, 2,...z U a c                                         

 şeklinde tanımlansın.  

Bu durumda 

( , ) :L a c A A    lineer operatörler ailesi 

( , ) ( ) ( , ; ) ( )    ( ;   )L a c f z a c z f z z U f A     (4.15) 

ile tanımlanır.  

Yani 

1
1

1

( )( , ) ( )  ,  ( )
( )

nn
n

n n

aL a c f z z a z z U
c







    (4.16) 

olur (Carlson and Shaffer, 1984). 

0c a   ise ( , ) ( )L a c f z  nin integral gösterimi   
1

1

0

( , ) ( ) ( ) ( )L a c f z u f uz d u   (4.17) 

şeklinde olup, burada  
1 1(1 )( )
( , )

a c au ud u du
a c a




  



,  (  , Beta fonksiyonu)  ve 

1

0

( ) 1d u   dir. 
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4.6.2. Sonuç: 1 0c    ve ( )cJ f z , “Eş. 2.41” de tanımlanan integral operatörü 

olmak üzere 

0

1( 1, 2) ( ) ( ) ( )
c

cc
cL c c f z f t dt J f z
z


     (4.18) 

dir. 

4.6.3. Sonuç: ( , )L a c  operatörü için 

  ( , ) ( ) ( 1, ) ( ) ( 1) ( , ) ( )z L a c f z aL a c f z a L a c f z      (4.19) 

eşitliği vardır. 

4.6.4. Sonuç: Özel olarak 

( , ) ( ) ( )L a a f z f z , (2,1) ( ) ( )L f z zf z ,  21(3,1) ( ) ( ) ( )
2

L f z zf z z f z   , 

ve 0 {0}n     için ( 1,1) ( ) ( )nL n f z D f z   , ( nD , Ruscheweyh türevi) 

dir. 

Örnek: ( )f z A  olmak üzere  ( )
1

zf z
z




 olsun. (2,3) ( )L f z ’yi bulunuz. 

Çözüm: 

(2,3) ( ) (2,3; ) ( )L f z z f z   

 1 1

0 0

(2)
(3)

k kk

k kk

z z
 

 

 

   
    

  
   

 1 1

0 0

2
( 2)

k k

k k
z z

k

 
 

 

   
       
   

 1

0

2
( 2)

k

k
z

k







  

 2 32 2 ...
3 4

z z z     

olur. 
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Ayrıca 

 (2,3) ( ) 2. (3,3) ( ) (2 1). (2,3) ( )z L f z L f z L f z     eşitliğinin doğruluğunu 

gösterelim. Önce eşitliğin sol tarafı için 

  1 1

0 0

2 2( 1)(2,3) ( ) .
( 2) ( 2)

k k

k k

kz L f z z z z
k k

 
 

 

       
    yazılır. 

Eşitliğin sağ tarafın için 

  1

0

22. (3,3) ( ) (2 1). (2,3) ( ) 2. (3,3; ) ( )
( 2)

k

k
L f z L f z z f z z

k







 
       

  

1 1 1

0 0 0

(3) 22.
(3) ( 2)

k k kk

k k kk

z z z
k

  
  

  

               
  

1 1

0 0

22.
( 2)

k k

k k
z z

k

 
 

 

 
   

 1

0

2( 1)
( 2)

k

k

k z
k









  

elde edilir. Böylece eşitliğin doğruluğu  bir örnek üzerinde gösterilmiş olur. 

4.7. Lineer Operatör 6 

4.7.1. Tanım: ( )ka  ve ( )kc  Pochammer sembolünü göstermek üzere (1)p pA A  

üzerinde ( , ; )p a c z  fonksiyonu  

0

( )( , ; )
( )

k pk
p

k k

aa c z z
c








                      (4.20)          

  0 0;   , \ ;   0, 1, 2,...z U a c          

 şeklinde tanımlansın.  

Bu durumda  

( , ) :p p pL a c A A    lineer operatörler ailesi  

( , ) ( ) ( , ; ) ( )    ( ;   )p p pL a c f z a c z f z z U f A       (4.21) 
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şeklinde tanımlanır (Cho et al., 2004). 

Örnek: 4( )f z A  olmak üzere 2 3 4( ) 2 3f z z z z    olsun. 4 (1,3) ( )L f z ’yi bulunuz. 

Çözüm: 

4 4(1,3) ( ) (1,3; ) ( )L f z z f z   

  
2

2 2 3 4

0

(1) 2 3
(3)

kk

k k

z z z z



 
    
 
  

  2 3 4 2 3 4

(2) (3)
(1) (1) 2 3(4) (5)
(3) (3)

z z z z z z

  
        

  
   

 

  2 3 4 2 3 41 1 2 3
3 6

z z z z z z       
 

 

 

2 3 42 1
3 2

z z z    

4.7.2. Sonuç: ( , )pL a c  operatörü için 

 ( , ) ( ) ( 1, ) ( ) ( ) ( , ) ( )p p pz L a c f z aL a c f z a p L a c f z      (4.22) 

eşitliği vardır. 

4.7.3. Sonuç: Özel olarak 

( , ) ( ) ( )pL a a f z f z , ( )( 1, ) ( )p
zf zL p p f z

p


    

ve 0 {0}n     için 

1( ,1) ( ) ( )    ( )n p
pL n p f z D f z n p     ( nD , Ruscheweyh türevi) (4.23) 

olur. 
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4.7.4. Sonuç: Carlson–Shaffer operatörü ( , )L a c  ile Ruscheweyh türev operatörü 

:D A A   alındığında 

11( ) ( ) ( 1, 1) ( )     ( ; 1)
(1 )

zD f z f z L f z f A
z


        


 (4.24) 

elde edilir. 

Lp(a,c) lineer operatörü, Carlson-Shaffer operatörü L(a,c)’ nin geniş bir hali ve 

kesirsel mertebeden türev operatörü zD den oluşmaktadır (Srivastava and Owa, 

1987). 

4.7.5. Sonuç: ( , )pL a c  genel lineer operatörü kullanılarak Ap nin bir altsınıfı olan  

 
, 

( , ) ( )1 1( ; ; , ) : ,   
( , ) ( ) 1

p
a c p

p

z L a c f z AzS p A B f f A
p L a c f z Bz

 


  
           

          (4.25) 

(0 ;  1 1;  )p B A z U        

. (0 )p   mertebeden yıldızıl fonksiyonlar sınıfı tanımlanmaktadır. 

Özel olarak  

 
,  , ( ; ;1, 1) ( ; )

( , ) ( )
:   ve     (0 ;   )

( , ) ( )

a c a c

p
p

p

S p S p

z L a c f z
f f A p z U

L a c f z

 

 

 

  
          

    

 (4.26) 

dir (Srivastava and Patel, 2005). 

4.7.6. Tanım: ( , )pL a c  genel lineer operatörü kullanılarak Ap nin başka bir altsınıfı 



37 
 

     
 

 
,  1

( , ) ( )1 1( ; ; , ) :   ve  
1

p
a c p p

L a c f z AzP A B p f f A
p z Bz

 
 

  
           



  

(4.27) 

(0 ;  1 1;  )p B A z U        

ile tanımlıdır (Aouf et al., 2008). 

4.8.Lineer Operatör 7 

4.8.1. Tanım: ( )ka  ve  ( )kc  Pochammer sembolünü göstermek üzere ( )pA n  

üzerinde , ( , ; )p n a c z  fonksiyonu  

, 
( )( , ; )
( )

p k pk
p n

k n k

aa c z z z
c








                               (4.28) 

  0 0;   , \ ;   0, 1, 2,...z U a c          

 şeklinde tanımlansın.  

Bu durumda  

, ( , ) : ( ) ( )p n p pL a c A n A n    lineer operatörler ailesi  

, , ( , ) ( ) ( , ; ) ( )    ( ;   ( ))p n p n pL a c f z a c z f z z U f A n     (4.29) 

ile tanımlanır (Xu and Aouf , 2009). 

Örnek: 2( ) (4)f z A  olmak üzere  2 2

4

1( )
2

k
k

k
f z z z






   olsun. 2,4 (1, 2) ( )L f z ’yi 

bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle 2, 4 (1,3; )z yi bulalım. 

2 2
2, 4

4

(1)(1, 2; )
(2)

kk

k k

z z z
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 2 2

4

( 1)
(1)

( 2)
(2)

k

k

k

z zk






 
 

 


  

 2 2

4

1
1

k

k
z z

k






 
    

olur. 

Buradan 

2 2 2 6 7
2,4 2, 4 4 5

4

1 1 1(1, 2) ( ) (1, 2; ) ( ) ...
2 ( 1) 2 .5 2 .6

k
k

k
L f z z f z z z z z z

k







       
  

elde edilir. 

4.8.2. Sonuç:  Özel olarak , 1 1( , ) ( , ),     ( , ) ( , )p pL a c L a c L a c L a c   dir. 

4.8.3. Sonuç: , ( , )p nL a c  operatörü için 

 , , , ( , ) ( ) ( 1, ) ( ) ( ) ( , ) ( )p n p n p nz L a c f z aL a c f z a p L a c f z              (4.30) 

eşitliği vardır. 

4.8.4. Sonuç: Özel olarak 

, ( , ) ( ) ( )p nL a a f z f z  

1
, , 

( )( 1, ) ( )    ve  ( ,1) ( ) ( )    ( )p
p n p n

zf zL p p f z L p f z D f z p
p

  
       dir. 

4.8.5. Sonuç: , ( ( ))c pJ f z   “Eş. 2.44” deki integral operatörü olmak üzere 

, ( , ) ( )
( )p n

p

L a c f z
h z

z
  ise   , , ( , )( )( )

( )p n c p
p

L a c J f z
h z

z
  dir. 
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4.8.6. Tanım: , ,  0, 0,  0, 1, 2,... p n a c      ; ( )h z , U da analitik, ünivalent, 

konveks ve (0) 1h   şeklinde bir fonksiyon olsun. , ( , )p nL a c  operatörü kullanılarak  

, ( , , ; )p nT a c h  sınıfı tanımlanmaktadır şöyle ki: 

( ) ( )pf z A n  fonksiyonu  

, , ( , ) ( ) ( 1, ) ( )
(1 ) ( )p n p n

p p

L a c f z L a c f z
h z

z z
 


     (4.31) 

şartını sağlıyorsa , ( , , ; )p nT a c h  sınıfındandır  denir (Xu and Aouf , 2009). 

4.8.7. Tanım: 0,  ,  1 1p B A         olmak üzere ( ) ( )pf z A n  fonksiyonu   

1 ( ) ( ) 1(1 )
1

p p

p p

D f z D f z Az
z z Bz

 

 
   

 


   (4.32) 

şartını sağlıyorsa ( , , , , , )H p n A B   sınıfındadır  denir (Xu and Aouf , 2009). 

4.8.8. Sonuç: “Eş. 4.31” de ,   1a p c    ve 1( )
1

Azh z
Bz





  alınırsa “Eş. 4.32” 

elde edilir. 

4.8.9. Sonuç: , ( ) ( , , ; )p nf z T a c h  ve , ( ( ))c pJ f z   “Eş. 2.44” deki integral operatörü 

olmak üzere   , , ( , )( )( )
( )p n c p

p

L a c J f z
h z

z
   dir. 

4.9. Lineer Operatör 8 

4.9.1. Tanım:  “Eş. 4.20” deki ( , ; )p a c z  fonksiyonuna karşılık  

†( , ; ) ( , ; )    ( )
(1 )

p

p p p

za c z a c z p
z      


  (4.33) 

eşitliğini sağlayan bir †( , ; )p a c z  fonksiyonu verilsin. Bu durumda ( , ) :pT a c A A   

lineer operatörler ailesi 
†( , ) ( ) ( , ; ) ( ) p pT a c f z a c z f z     (4.34) 
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0( ,  \  ;   ;  ;  )pa c p z U f A          

şeklinde tanımlanır (Cho et al., 2004).  

Örnek: 3( )f z A  olmak üzere  3 4 5 6( ) 2 3 4 ...f z z z z z     olsun. 2
3 (2,3) ( )T f z ’yi 

bulunuz. 

Çözüm:  Öncelikle  3(2,3; )z yi bulalım. 

3
3

0

(2)(2,3; )
(3)

kk

k k

z z






  

    
3 4 5 631 2

1 2 3

(2)(2) (2) ...
(3) (3) (3)

z z z z      

    3 4 5 6

(3) (4) (5)
(2) (2) (2) ...(4) (5) (6)
(3) (3) (3)

z z z z

  
      
  
  

 

   3 4 5 62 2 2 ...
3 4 5

z z z z      

dir. Bu durumda 
3 3

†
3 3 2 3(2,3; ) (2,3; )

(1 ) 1
z zz z
z z

     
 

   olacak şekilde  †
3 (2,3; )z  

yi bulalım. 

 
3

3 4 5 6 3 4 5 62 2 2 ... ...
3 4 5 1

zz z z z z bz cz dz
z

             
 

3
3 4 5 62 2 2 ...

3 4 5 1
b c d zz z z z

z
    

  

3 4 5 62 2 2 ...
3 4 5
b c dz z z z     3 4 5 6 ...z z z z     

olur. 

Buradan  3
2

b  ,  4
2

c  ,  5
2

d   ,…  elde edilir. 
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Yani   † 3 4 5 6
3

3 4 5(2,3; ) ...
2 2 2

z z z z z        dir. 

Bu durumda 
2 †

3 3(2,3) ( ) (2,3; ) ( )T f z z f z    

  3 4 5 6 3 4 5 63 4 5 ... 2 3 4 ...
2 2 2

z z z z z z z z           
 

 

 3 4 5 63 6 10 ...z z z z      

olur. 

4.9.2. Sonuç: ( 1, )pT a c   ile ( , )pT a c  arasında 

( ( 1, ) ( )) ( , ) ( ) ( ) ( 1, ) ( )p p pz T a c f z aT a c f z a p T a c f z        (4.35) 

şeklinde bir ilişki vardır. 

4.9.3. Sonuç: Özel olarak 

1 1 ( )( 1,1) ( ) ( )  ve    ( ,1) ( )p p
zf zT p f z f z T p f z

p


      dir.  

4.9.4. Sonuç: ( , )pT a c  operatörü için 

1( ( , ) ( )) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),p p pz T a c f z p T a c f z T a c f z        (4.36) 

eşitliği vardır. 

1 ( 2,1)  ( 1 ;   2)T          operatörü  (Choi et al., 2002) tarafından 

tanımlanmıştır. 

4.9.5. Sonuç:  

( , )pT a c  genel lineer operatörü kullanılarak Ap’nin aşağıdaki altsınıfı 

tanımlanmaktadır: 
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, 

( , ) ( )1( ; ; ) :   ve  ( )
( , ) ( )

p
a c p

p

z T a c f z
S p h f f A h z

p T a c f z




 


  
           

  (4.37) 

(0 ;  ;  )p h N z U     

Özel olarak  

 
, , ( ; ;1, 1) ( ; )

( , ) ( )
:   ve     (0 ;   )

( , ) ( )

a c a c

p
p

p

S p S p

z T a c f z
f f A p z U

T a c f z

 





 

 

 

  
          

  
  

 (4.38) 

dir. 

4.9.6. Sonuç: : p pF A A  ,  

1

0

( ) ( )( ) ( )     ( 0)
zpF f F f z t f t dt

z


  

 
    (4.39)

 

integral operatörü olmak üzere, , ( ; ; )a cf S p h   ise ,( ) ( ; ; )a cF f S p h
   dir  

(Yuan et al., 2008). 

4.10. Lineer Operatör 9  (Srivastava-Attiya operatörü) 

4.10.1. Tanım: 0,  \  ve f A b s      olmak üzere bir , ( )s bG z  fonksiyonu  

, ( ) (1 ) ( , , ) ,  ( )s s
s bG z b z s b b z U        (4.40) 

şeklinde tanımlansın. Bu fonksiyon kullanılarak  

, ( ) :s bJ f A A  lineer operatörü  

, , ( )( ) ( ) ( )s b s bJ f z G z f z   (4.41) 

 0;   ; \  ve z U f A b s       

şeklinde tanımlanır. 
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Bu durumda 

, 
2

1( )( )
s

k
s b k

k

bJ f z z a z
k b





     
   (4.42) 

olur (Srivastava and Attiya, 2007). 

Örnek: ( )f z A  olmak üzere 1 1( ) log
2 1

zf z
z





,  2s   ve 1b   olsun. Bu 

durumda 2, 1( )( )J f z ’ i bulunuz. 

Çözüm:  2 1

2

1 1 1( ) log
2 1 2 1

k

k

zf z z z
z k







  

  şeklinde yazılabilir. Böylece 

2 1
2, 1

2

2 1( )( )
1 2 1

k

k
J f z z z

k k






      
  

  2 3 32 1 2 ...
9 10 35

z z z z      

elde edilir. 

4.10.2. Sonuç: 0,  \  ve f A b s      olmak üzere “Eş. 4.41”  ve “Eş. 4.42” den 

, 0 , 0
( )( ) lim{ ( )( )}s s bb

J f z J f z


  dir. 

4.10.3. Sonuç:   ve  f A z U   olmak üzere “Eş. 4.41”  ve “Eş. 4.42” den 

0, ( )( ) ( )bJ f z f z , (4.43) 

1, 0
0

( )( )( ) ( )( )
z f tJ f z dt A f z

t
  , (4.44) 

1, 1
0

2( )( ) ( ) ( )( )
z

J f z f t dt L f z
z

  , (4.45) 

1
1, 

0

1( )( ) ( ) ( )( ),   ( 1)
z

J f z f t t dt L f z
z


 

 
     (4.46) 

ve 

, 1
2

2( )( ) ( )( )   ( 0)
1

k
k

k
J f z z a z I f z

k




 




      
  (4.47) 
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dir. Burada ( )A f , ( )L f , ( )L f , ( )I f  integral operatörleri olup sırasıyla 

Alexander, 1915; Libera, 1969; Bernardi, 1969 ve Jung et al., 1993 tarafından 

tanımlanmıştır.  

4.10.4. Sonuç: 0,  ,  ( 1,..., ),   ve  \jf A z t U j n n b          olmak üzere 

1
2

2, 0 2 1
1 20 0

( )1( )( )
tz f tJ f z dt dt

t t
     (4.48) 

11 2

, 0 1 1
1 2 10 0 0 0

( )1 1 1( )( )
ntt tz

n
n n n

n n

f tJ f z dt dt dt
t t t t






         (4.49) 

12
1

2, b 2 2 2 1
10 0

(1 ) 1( )( ) ( )
tz

b
b

bJ f z t f t dt dt
z t


    (4.50) 

ve  

11 2
1

, 1 1
1 2 10 0 0 0

(1 ) 1 1 1( )( ) ( )
ntt tzn

b
n b n n n nb

n

bJ f z t f t dt dt dt
z t t t








         (4.51) 

“Eş. 4.42” den 

1
1, , b

0

1( )( ) ( )( )
z

b
s b sb

bJ f z t J f t dt
z





   (4.52) 

elde edilir. 

“Eş. 4.52” nin her iki tarafının z’ye göre türevi alınırsa, 

1, b , b 1, b ( )( ) (1 ) ( )( ) ( )( )s s sz J f z b J f z bJ f z      (4.53) 

elde edilir. 

4.10.5. Sonuç: f A , 0b  , [0,1)   olmak üzere 
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1 (1 2 ) 2(1 )( )
1 (1 )[1 (1 2 ) ]

zh z
z z b b z
 


  

 
     

   ve    , ( )( )
0   ( 0,1)s j bJ f z

j
z

     

olsun. Bu durumda  , 

, 

 ( )( )
( )   ( )

( )( )
s b

s b

z J f z
h z z U

J f z


   

 ise  1, ( )( ) ( )s bJ f z S    dır. 

4.11. Lineer Operatör 10 

4.11.1. Tanım: 

Srivastava-Attiya operatörünün genel hali olan , ( ) :s b p pJ f A A  lineer operatörü 

0;   ; \  , ,pz U f A b s p         olmak üzere 

, , , ( )( ) ( ) ( )s b p s bJ f z G z f z         (4.54) 

ile tanımlanır. 

Burada 

, , ( ) (1 ) ( , , ) ,  ( )s s
p s b pG z b z s b b z U        (4.55) 

ve  
11( , , ) ...

(1 ) (2 )

p p

p s s s

z zz s b
b b b



    
 

 (4.56) 

olmak üzere “Eş. 4.54” , “Eş. 4.55” ve “Eş. 4.56” dan 

, 
1

1( )( )
1

s
p n p

s b n
n

bJ f z z a z
n b






      
  (4.57) 

elde edilir (Liu, 2008).  

Örnek: 3( )f z A  olmak üzere 3 4 5 6( ) 2 3 4 ...f z z z z z     ve 2s  , 1b   olsun. 

Bu durumda 2, 1( )( )J f z ’ i bulunuz.  

Çözüm: “Eş. 4.57” de 2s  , 1b   ve 1na n   yazılırsa 
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2
3 3

2, 1
1

2( )( ) .( 1)
2

n

n
J f z z n z

n






     
    

  2 2
2

1

( 1)4
( 2)

n

n

nz z
n







 

  

  2 3 4 5
2 2 2

8 12 16 ...
3 4 5

z z z z      

elde edilir.
 

4.11.2. Sonuç: 1p   durumunda Srivastava-Attiya operatörü elde edilmektedir. 

4.11.3. Tanım: Bir ( ) pf z A  fonksiyonu, ; \{1}  ve ( )p h z N     olmak 

üzere 

   1 2
, , 

(1 ) ( ) ( ) ( )
( 1)

p p
s b s bz J f z z J f z h z

p p p
      


  

şartını sağlıyorsa , ( ; )s bT h  sınıfındandır denir (Liu, 2008). 

4.12. Lineer Operatör 11 

4.12.1. Tanım: 0;   ; \  , ,pz U f A b s p         olmak üzere 

, 
1

( )
s

p p p k
s b

k

p k bf z z z
p b






  
    

  (4.58) 

fonksiyonu verilsin. Hadamard çarpımı yardımıyla  

,
, , ( ) ( )      ( ; )

(1 )

p
p p

s b s b p
zf z f z z U p
z


     


 (4.59) 

eşitliğini sağlayan ,
, ( )p

s bf z  fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda , 
, ( ) :p

s b p pJ f A A   

lineer operatörü 
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, , 
, , ( ) ( ) ( )      ( ; )p p

s b s b pJ f z f z f z z U f A      (4.60) 

ile tanımlanır. 

“Eş. 4.58”, “Eş. 4.59” ve “Eş. 4.60” dan 

, 
, 

1

( )( )
!

s
p p p kk

s b p k
k

p p bJ f z z a z
k p k b

 





  
     

  (4.61) 

( z U  ve ( )kv  Pochhammer sembolü) 

elde edilir (Wang et al., 2009). 

Örnek:
 

( )f z A  olmak üzere 3 5
2( ) ...

1
zf z z z z
z

    


 fonksiyonu 

verilsin. 1  , 1s   ve 1b   için , 
, ( )p

s bJ f z ’ i bulunuz. 

Çözüm: “Eş. 4.61”  de 1  , 1s   ve 1b   yazılırsa 
1

1, 1 1
1, 1 1

1

(2) 2( )
! 2

kk
k

k
J f z z a z

k k







     
  

 2 1

1

2 1
1

k

k

kz z
k







 

  

 3 5 53 5 7 ...
2 3 4

z z z z      

elde edilir. 

4.12.2. Sonuç: , 
1, 
p

s bJ 
   ile  , 

, 
p

s bJ   arasında 

  , , , 
1, , 1, ( ) ( ) ( ) ( )p p p

s b s b s bz J f z p b J f z bJ f z  
 

     (4.62) 

şeklinde bir ilişki vardır. 

4.12.3. Sonuç: , 
, 

p
s bJ   operatörü için 

 , 1, , 
, , , ( ) ( ) ( ) ( )p p p

s b s b s bz J f z p J f z J f z      
 

(4.63) 
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eşitliği vardır. 

4.12.4. Sonuç:  0, 1
, ( )s bJ f durumunda Srivastava-Attiya operatörü elde edilir. 

4.12.5. Sonuç: , 
, 

p
s bJ   lineer operatörü kullanılarak Ap nin altsınıfları olan  

 , , 
, , ( ; ) : ( ; )p p

s b p s b pS h f A J f S h      

 , , 
, , ( ; ) : ( ; )p p

s b p s b pC h f A J f C h      

 , , 
, , ( , ; , ) : ( , ; , )p p

s b p s b pK h k f A J f K h k        

 , , 
, , ( , ; , ) :    ( , ; , )p p

s b p s b pQK h k f A J f QK h k         

şeklinde sınıflar tanımlanmaktadır. 

4.12.6. Sonuç: , ( ( ))c pJ f z  “Eş. 2.43” deki integral operatörü olmak üzere 

i) , 
, ( ; )p

s bf S h   ise , 
, , ( ) ( ; )p

c p s bJ f S h    

ii) , 
, ( ; )p

s bf C h   ise , 
, , ( ) ( ; )p

c p s bJ f C h    

iii) , 
, ( , ; , )p

s bf K h k    ise , 
, , ( ) ( , ; , )p

c p s bJ f K h k     

iv) , 
,  ( , ; , )p

s bf QK h k    ise , 
, , ( )  ( , ; , )p

c p s bJ f QK h k     

dir (Wang et al., 2009). 

4.13. Lineer Operatör 12 

4.13.1. Tanım: 

p
f   için nD  türev operatörü 

 
0 ( ) ( )D f z f z  

 1
1

0

( )
( ) ( 1)

p
p k

k p
k

z f z
D f z z p k a z

z







      (4.64) 
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ve en genel hali  

 1

0
( ) ( ) ( 1)n n p n k

k
k

D f z D D f z z p k a z


 



       ,   ( )n  (4.65) 

ile tanımlanır (Liu and Srivastava, 2004). 

Örnek: 
0

1( ) k
k

k
f z a z

z





   olmak üzere ( )f z  nin 3D türev operatörü altındaki 

görüntüsünü bulunuz. 

Çözüm: “Eş. 4.65” deki ifadede 1,  3p n   yazılırsa  

3 3

0

1( ) ( 2) k
k

k
D f z k a z

z





    

 3 3 3 2
0 1 2

1 2 3 4 ...a a z a z
z

      

elde edilir. 

4.13.2. Sonuç: 
p

f  olmak üzere f’ nin ( 1).n  mertebeden türevi ile .n  

mertebeden türevi arasında 

  1( ) ( ) ( 1) ( )n n nz D f z D f z p D f z   
 

(4.66) 

şeklinde bir ilişki vardır.  

4.13.3. Tanım: 0;  1 1;   ;   z U B A p n        olmak üzere, bir ( )
p

f z   

 fonksiyonu   

 
 

1

1

( )
1

( )

p n

p n

z D f z p

Bz D f z Ap





 


 
  (4.67)

 

şartını sağlıyorsa , ( , )n pR A B  sınıfındandır denir (Liu and Srivastava, 2004). 
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4.13.4. Sonuç: *
, : ,c p p p

J      

* 1
, 

0

( )( ) ( )       ( ; 0)
z

c p
c p c p

cJ f z t f t dt z U c
z

 
     (4.68) 

 integral operatörü olmak üzere  

,( ) ( , )n pf z R A B   ise *
, ,( )( ) ( , )c p n pJ f z R A B  dir. 

4.14. Lineer Operatör 13 

4.14.1. Tanım: 

1

1( )     ( 1)
(1 )n nf z n

z z   


   olsun  ve †
,nf    fonksiyonu  

†
,

1( )* ( )  ,  ( 0)
(1 )n nf z f z

z z   


 (4.69) 

eşitliğini sağlayacak şekilde tanımlansın. Bu durumda 

, :nI       integral operatörler ailesi  

†
, ,( ) ( )* ( )  ,  (n nI f z f z f z f    Σ )  (4.70) 

ile tanımlanır. 

“Eş. 4.69” ve “Eş. 4.70” den 

1
,

0 1

( )1( )   ,
( 1)

kk
n k

k k

I f z a z
z n




 

 
   ( (K)n  Pochhammer sembolü ) (4.71) 

elde edilir (Yuan et al., 2008). 

Örnek: ( )f z   olmak üzere 
0

1( ) k

k
f z kz

z





   olsun. 

Bu durumda 4, 1( )( )I f z ’ yi bulunuz. 

Çözüm: “Eş. 4.71” de 4n   ve 1   yazılırsa 
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1
4, 1

0 1

(1)1( )( )  
(5)

kk

k k

I f z kz
z




 

   

 
0

( 2)
1 (1)

( 6)
(5)

k

k

k

kzkz





 
 

 



0

1
( 2)( 3)( 4)( 5)

k

k

k z
z k k k k





 
     

 2 31 1 2 3 ...
3.4.5.6 4.5.6.7 5.6.7.8

z z z
z

      

elde edilir. 

4.14.2. Sonuç: 1,nI    ile  ,nI   arasında  

 1, , 1,( ) ( 1) ( ) ( 2) ( )n n nz I f z n I f z n I f z   
      (4.72) 

şeklinde bir ilişki vardır. 

4.14.3. Sonuç: ,nI   ile  , 1nI   arasında  

 , , 1 ,( ) ( ) ( 1) ( )n n nz I f z I f z I f z   
     (4.73)  

şeklinde bir ilişki vardır. 

4.14.4. Sonuç: * : ,cJ      

*
1

0

( )( ) ( )       ( ; 0)
z

c
c c

cJ f z t f t dt z U c
z      (4.74) 

integral operatörü olmak üzere  

 * *
, , ,( ) ( 1) ( )( ) ( )( )n n c n ccI f z c I J f z z I J f z  

     (4.75) 

dir. 

4.14.5. Sonuç: ,nI   lineer operatörü kullanılarak    nın  altsınıfları olan  

i)  , ,( ) : ve ( )   (0 1)n nS f f I f S          
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ii)  , ,( ) : ve ( )   (0 1)n nC f f I f C          

ii)  , ,( , ) : ve ( , )   (0 1;  0 1)n nK f f I f K               

iv)  , ,( , ) : ve  ( , )   (0 1;  0 1)n nQK f f I f QK               
şeklinde sınıflar tanımlanmaktadır. 

4.15. Lineer Operatör 14 

4.15.1. Tanım: ( )ka ve ( )kc  Pochammer sembolünü göstermek üzere n

p  üzerinde 

( , ; )p a c z  fonksiyonu  

1

( )( , ; )
( )

p n pn
p

n n

aa c z z z
c




 



   (4.76) 

  0 0;   , \ ;   0, 1, 2,...z U a c          

 şeklinde tanımlansın. 

 

Bu durumda 

( , ) : n n
p p p

L a c      lineer operatörler ailesi  

( , ) ( ) ( , ; ) ( )    ( ;   )n
p p p

L a c f z a c z f z z U f     (4.77) 

ile tanımlanır (Liu and Srivastava, 2001). 

Örnek: 
2

( )f z   olmak üzere  2 2

1
( ) k

k
f z z kz


 



   olsun. 2 (1,3) ( )L f z ’yi 

bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle 2 (1,3; )z ’yi bulalım. 

2 2
2

1

(1)(1,3; )
(3)

kk

k k

z z z
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 2 2

4

( 1)
(1)

( 3)
(3)

k

k

k

z zk


 



 
 

 


  

 2 2

1

2
( 1)( 2)

k

k
z z

k k


 



 
   

Buradan 

2 2
2 2

1

2(1,3) ( ) (1,3; ) ( )
( 1)( 2)

k

k

kL f z z f z z z
k k




 



   
   

  3 4 5
2

1 2 4 6 ...
2.3 3.4 4.5

z z z
z

      

olur. 

4.15.2. Sonuç: ( , )L a c  operatörü için 

 ( , ) ( ) ( 1, ) ( ) ( ) ( , ) ( )p p pz L a c f z aL a c f z a p L a c f z        (4.78) 

eşitliği vardır.
 

4.15.3. Tanım: 0
2, ,    ,   expk

ip k c
k


      
 

   olmak üzere , ( , ; )p kf a c z  

fonksiyonu 

   
1

,
0

1( , ; ) ( , ) ( ) ...         
k njp j p

p k k p k p
j

f a c z L a c f z z f
k

 






        (4.79) 

ile tanımlanır (Srivastava et.al., 2008). 

4.15.4. Sonuç:  1k   için ,1( , ; ) ( , ) ( )p pf a c z L a c f z  dir. 

Örnek: 
2

( )f z   olmak üzere  2 2

1
( ) n

n
f z z nz


 



   olsun. 2, (1,3; )kf z ’ yi 2k   

ve 3k   için bulunuz. 
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Çözüm: 2k   olsun. Bu durumda 2
2exp 1
2

i
     

 
 olur. Böylece 

 
1

2 2
2, 2 2

0

1(1,3; ) ( 1) (1,3) (( 1) )
2

j j

j
f z L f z



    

  2 2
1 (1,3) ( ) (1,3) ( )
2

L f z L f z    

 3 4 5 3 4 5
2 2

1 1 2 4 6 1 2 4 6... ...
2 2.3 3.4 4.5 2.3 3.4 4.5

z z z z z z
z z

            
 

 4 6 8 2 2
2

2

1 4 8 12 2( 1)...
3.4 5.6 7.8 (2 1)

k

k

kz z z z z
z k k







      

  

olur. 

Şimdi ise 3k   olsun. Bu durumda 3
2exp
3

i
    

 
 olur. O zaman 

  
2

2 2
2, 3 3 2 3

0

1(1,3; ) (1,3)
3

j j

j
f z L f z 



   

    4 /3 2 / 3 2 /3 4 / 3
2 2 2

1 (1,3) ( ) . (1,3) . (1,3)
3

i i i iL f z e L f e z e L f e z         

 4 7 10 2 3 1
2

1

1 4 10 16 6 2...
3.4 6.7 9.10 3 (3 1)

k

k

kz z z z z
z k k


 




      

  

olur. 

4.15.5. Tanım: *,  h N z U   ve  , ( , ; ) 0p kf a c z   olmak üzere bir ( ) n

p
f z   

fonksiyonu  

 
 

,

( , ) ( )
( )

( , ; )
p

p k

z L a c f z
h z

pf a c z


    (4.80) 

şartını sağlıyorsa 
,

( , ; )n

p k
a c h  sınıfındandır denir (Srivastava et.al., 2008). 

4.15.6. Tanım: ,  1 1z U B A       olmak üzere bir ( ) n

p
f z  fonksiyonu  
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( , ) ( ) ( , ) ( )
1

( , ) ( ) ( , ) ( )

p p

p p

z L a c f z pL a c f z

Bz L a c f z ApL a c f z

 


 
 (4.81)

 

şartını sağlıyorsa , ( ; , )a cH p A B  sınıfındandır denir (Srivastava et.al., 2008). 

4.15.7. Sonuç: 
,

( , ; )n

p k
a c h ’ de  1k   ve 1( )  ,    ( 1 1)

1
Azh z B A
Bz


    


 alınırsa 

, ( ; , )a cH p A B  elde edilir. 

4.15.8. Tanım: *,  h N z U    ve 
,

( , ; )n

p k
g a c h  olmak üzere bir ( ) n

p
f z   

fonksiyonu  

 
,

( , ) ( )
( )

( , ; )
p

p k

z L a c f z
h z

pg a c z


    (4.82) 

şartını sağlıyorsa , ( , ; )p kK a c h  sınıfındandır denir (Srivastava et.al., 2008).   

4.15.9. Sonuç: , ( , ; )p kK a c h  sınıfında 1p k a c     ve 1( )  
1

zh z
z





alınırsa 

meromorf  konvekse yakın fonksiyonlar sınıfı elde edilir. 

4.15.10. Tanım: *0,  ,  h N z U    ,
,

( , ; )n

p k
g a c h  ve , ( 1, ; ) 0p kg a c z   

olmak üzere bir ( ) n

p
f z  fonksiyonu  

   
, ,

( 1, ) ( ) ( , ) ( )
(1 ) ( )

( 1, ; ) ( , ; )
p p

p k p k

z L a c f z z L a c f z
h z

pg a c z pg a c z
 

 
  


  (4.83) 

şartını sağlıyorsa , ( ; , ; )p kK a c h  sınıfındandır denir (Srivastava et.al., 2008).  
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4.15.11. Lemma: 
,

( , ; )n

p k
f a c h  ise  

,

,

( , ; )
( )

( , ; )
p k

p k

zf a c z
h z

pf a c z


     (4.84) 

dir. 

İspat:  “Eş. 4.79” dan 

  
1

,
0

1( , ; ) ( , ) ( )
k

j mp m j
p k k k p k

m
f a c z L a c f z

k
  






                      ( {0,1,..., 1})j k   

 
1

( )

0
( , ) ( )

jp k
m j p m jk
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    elde edilir (Srivastava et al., 2008). 
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