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Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Giris boliimiinde, diferansiyel operatorlerin spektral analizi ile ilgili olarak daha 6nce
yapilmis ¢alismalarin 6zeti verilmistir. Kuramsal yontemler boliimiinde, regiiler ve
singiiler diferansiyel operatorlerin spektral analizinde kullanilan bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir. Materyal ve yontem boliimiinde, kaynaklar, tez ve doniisiim
operatorii incelenmistir. Arastirma bulgular1 boliimiinde; Sturm-Liouville, Dirac ve
Bessel operatorlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari incelenerek doniistim operatorleri
arastirilmistir. Sonug boliimiinde ise regiiler ve singiiler diferansiyel operatorlerden
elde edilen sonuglar verilmistir.
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This study consists of five sections.

In the introduction section, the summary of the previous study, which is about the
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examining the eigenvalues and eigenfunctions operators of Sturm-Liouville, Dirac ve
Bessel, their conversion operators are investigated. In the conclusion section, the
results which are obtained from the regiiler and singiiler diffrential operators are

given.
2013, Page 82

Key Words: Operator, Spektrum, Sturm-Liouville Operator, Bessel Operator, Dirac
Operator, Translation Operator, Eigenvalues, Eigenfunction



TESEKKUR

Bu calismanin hazirlanmasinda bana yardimlarini esirgemeyen degerli hocalarim,;
sayin Yrd. Do¢. Dr. Mehmet KAYALAR’a, sayin Yrd. Dog. Dr. Murat SAT’a, ve
aileme tesekkiir ederim.

Mesut COSKUN

Haziran, 2013



SIMGELER LIiSTESI

Gamma fonksiyonu

Hilbert uzay1

Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzayi
Lineer operator

L operatoriiniin adjointi

Ozdeger

Ozvektdr fonksiyonu

Sinirli degerler

Sonsuz kiiciik degerler

v-inci mertebeden 1.inci tiir Bessel fonksiyonu



ICINDEKILER
Sayfa

OZET ... oot eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee i
AB ST R A T . i
TESEKKUR . ...t ii
SIMGELER LISTESI......tiiiiiiiiiiii e iv
L GERIES . .o, 1
2. KURAMSAL TEMELLER.... ..o 5
3. MATERYAL ve YONTEM..........oouuiiiiiiiiiiiiaiaiiiiiii e, 11
4, ARASTIRMA BULGULARI...........o e 12

4.1. Sturm-Liouville Operatoril..........c.ovviiriiiiiiiit i 12

4.1.1. Sturm-Liouville operatorii i¢in genel bilgiler........................ooon 12

4.1.2. Ozdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller........................ 14

4.1.3. Sturm-Liouville operatorii i¢in donilislim operatdriiniin elde edilmesi.......25

4.2, DiIrac OPeratOrii. ... ettt et ettt et et e et e e et et e ee e eeeseans 28
4.2.1. Bir boyutlu DiraC SIStEMI......oueieiii e, 28
4.2.2. Dirac operatorii i¢in asimptotik formiillerin elde edilmesi.................... 32
4.2.3. Kanonik Dirac operatorii i¢in matris doniisiim operatorii..................... 39
4.3. BesSel OperatOril........coueueiniiniitit i 52
4.3.1 Bessel operatorii i¢in asimptotik formiillerin elde edilmesi................... 52
4.3.2. Bessel denklemi i¢in doniigiim operatoriiniin elde edilmesi.................. 63
0. SONUG . .. 72
KAYNAKLAR . . e 78

OZ GE OIS . e 82



1.GIRIS
Matematik, fizik ve mekanigin cesitli alanlarinda operatdrlerin spektral teorisi genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
lineer cebir ve titresim teorisinin problemleridir (telin titresimi, zar titresimi, vs.).
Lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri arasindaki benzerliklerin
farkia varilmasi ¢cok nceki yillara dayanir. integral denklemler teorisinde yapilan
caligmalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert olmustur.

Bunlarin sonucu olarak énce |, uzay: ve daha sonra ise genel Hilbert uzayi iizerinde
calisgtlmistir. 1, ve H soyut Hilbert uzayr tanimlandiktan sonra H da lineer self

adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamistir. XIX —XX asirlarda
matematikgilerin sayesinde bu teori ¢ok ileri bir seviyeye ulagsmis ve bu ¢aligmalarda
Ozdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastiric1 sayilar, vs. spektral
veriler tanimlanmis ve farkli yontemlerle bunlar igin asimptotik formiiller
bulunmustur. Spektral teorinin tamaminda énemli bir yere sahip olan spektral agilim
teoremi ispatlanarak belirli diferansiyel ve fark operatorleri igin spektral agilimin

uygun denklem ¢oziimleri vasitasiyla ifade edildigi arastirilmistir.

Daha sonralari regiiler ve singiiler diferansiyel operatér tanimlanmis ve bunlarin
spektral teorileri iizerinde calisilmistir. Regiiler operatorler tanim bolgesi sonlu ve
katsayilar1 siirekli fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlerdir, singiiler operatorler
ise tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari (bazilar veya tamami) toplanabilir olmayan
(veya her ikisi saglanacak bigimde) diferansiyel operatdrlerdir. Ikinci mertebeden
regiiler operatorler igin spektral teori gilinlimiizde Strum-Liouville teorisi olarak
bilinir. XIX. Asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel operatorler igin sonlu
aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G.D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Diskret
spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatdrlerin 6zdegerlerinin dagilimu,
ozellikle Kuantum mekanigi i¢in ¢ok onemlidir. Daha sonra birinci mertebeden iki
denklemin regiiler sistemleri incelenmistir. Singiiler operatdrler icin spektral teori ilk

olarak H. Weyl tarafindan incelenmistir. Daha sonra Rietsz, Neumann ve diger



matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi
olusturulmustur. Sonraki yillarda J. Neuman tarafindan simetrik operatorlerin tiim
self-adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi yapilmistir. Titchmarsh, 1958’de
ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisi igin yeni bir yaklagim ortaya

koymus ve dogru ekseninde tanimli azalan(artan) potansiyelli

2

L:—W‘i‘q(X)

Strum-Liouville operatorleri (son yillarda bu operatére sik sik bir boyutlu q(x)

potansiyelli Schrodinger denklemi de denir) icin 6zdegerlerin dagilimi formiiliinii
bulmustur. Ayni zamanda bu c¢alismada Schrédinger operatorii igin  dagilim

formiiliiniin goriintiisii diizgiin bir sekilde ifade edilmistir.

1949 yilinda Levitan tarafindan singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine
iliskin ve diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan
caligmalar yapilmistir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel operatorlerin spektral
teorisi, 0zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotikligine ve 6zfonksiyonlarin
tamligina iliskin konular R. Courant, T. Carleman, M.S Birman, M.Z Salamyak,

W.P. Maslov, M.V. Keldish vs. matematik¢iler tarafindan gelistirilmistir.

Sturm-Liouville denkleminin incelenme siirecinde kullanilan yontemlerden biri de
ters problemlerin ¢oziimlerinde 6nemli bir ara¢ olan doniisiim operatorii kavrami
olmustur. Bu kavram operatorlerin genellestirilmis Otelemesi teorisinde Delsart ve
Levitan tarafindan verilmistir. Keyfi Strum-Liouville denklemleri i¢in doniisiim

operatoriiniin yapisini kendi ¢aligmalarinda ilk olarak Povzner gostermistir.

Strum-Liouville denklemini inceleme siirecinde (6zellikle XX. Asrin ikinci
yarisinda) kullanilan yontemler stirekli artmakta olmustur. Buna kanit olarak 1967°de
bir grup Amerikan Matematik ve Fizikgileri Gardner, Greene, Kruskal ve Miura

tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli nonlineer evalusyon denklemleriyle Strum-



Liouville operatorlerinin spektral teorisi arasindaki ilging bagintiy1r gosterebiliriz. Bu
konu giiniimiizde halen yogun bir sekilde fizik¢iler ve matematikgiler tarafindan

arastirilmaktadir.

Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi nemli sonuglar1 hatirlatalim.
Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk ¢aligmalar dogal olarak fizikgiler F.
Prats, J. Toll, H. E. Moses ve digerleri tarafindan yapilmistir. Dirac operatorii i¢in
(0,0) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. G. Gasimov ve B. M.

Levitan tarafindan ¢oziilmiistiir. Bu ¢aligmada p(x) ve q(x) [0,) yari ekseninin

her sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

0 1 p(x) q(x) Yi(x,4)
= ' = f 11 =
° (—1 OJ Q) (q(x) —p(x)] yi.4) (yz(x,z)j

olmak tizere

BQ+Q(x)y:/1y , O0<x<w (1.2)
dx

y,(0)= 0, Y, () +Hy,(7) =0 (1.2)

(%,(0)=0, Y, () +H,y,(7r)=0 H, = H) L2y

sinir problemi ele alinmigtir. Bu takdirde

@ (%, 4)

plx4)= (%(x, 2)

J, (1.1) denkleminin

7(0.4)=0 ¢,02)=-1 (1.3)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii, monoton artan p(1) (—oo< A <o0)(1.1) ,(1.2)

probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x) e L?(0, ) fonksiyonu igin

n

F, () =] T (0p(x, A)dx

0



olacak bigimde

o0

lim [F()-F, (1)} dp(2)=0

olmak uzere

[ 1700 1 (x)ex= | F*(2)dp(2) (L4)
0 o

Parseval esitliginin  saglandigi  gosterilmistir. Dirac operatorii i¢in  6zvektor
fonksiyonlarinin tamligi, Cauchy probleminin ¢6ziimi self-adjointlik durumunda
spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin hesaplanmasi, peryodik ve
antiperyodik problemler, agilim teoremleri, 6zvektor fonksiyonlarinin asimptotigi, 2n
mertebeli Dirac denklemler sistemi i¢in ters sacilma problemi, kismen ¢akismayan
iki spektruma gore ters problem sirasi ile “ I. S. Sargsjan 1966 ve” V. V. Martynov
1965” calismalarinda incelenmistir. Daha sonraki yillarda H. Hochstadt, B. M.
Levitan ve E.S. Penahov kismen g¢akismayan iki spektruma gore farkli yontemlerle
Sturm-Liouville ve Dirac operatorleri i¢in ters problemi incelemislerdir.

1(1+1)

Singiiler Strum-Liouville operatorler ailesinden olan ve sifir noktasinda >
X

seklinde tekillige sahip operatorler igin spektral fonksiyona gore ters problem
Stashevskaya (1953) tarafindan ¢6ziilmiistiir. Volk (1953) ise bu tiir operatorler igin
Riemann yontemiyle Donilisiim operatdriiniin varligini incelemistir. Daha sonralar
ise iki spektruma gore ters problem Gasymov ve kismen ¢akismayan iki spektruma
gore ters problemin g¢esitli sorunlar1 Penahov tarafindan incelenmistir. Ayrica,
Jeofizikte birgok uygulamalari olan Bessel operatorleri i¢in Kuantum sacilma
teorisinin ters problemler Chadan, Sabatier, Korop, Sohin, Carlson vs.

matematikgiler tarafindan ele alinmis ve ¢ozlilmiistiir.

Sunulan bu tezde Sturm-Liouville, Dirac ve Bessel operatorleri i¢in spektral analizin
diiz problemleri incelenmis olup bu operatorlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin

asimptotik formiilleri ve doniisiim operatorleri arastirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tamim 2.1. (Hilbert Uzayi) X,y,z elemanlarindan olusan herhangi bir climle H

olsun ve asagidaki aksiyomlar saglansin:

1. H lineer kompleks uzay

2. H> ninher x,y ikili elamanina karsilik gelen <X, y) kompleks sayist1 igin

a)
b) (% +%.Y) =0, Y)+(X,Y) (X, % € H)

(
{

c)  (Axy)=A(x,y) (Her Akompleks sayisi i¢in )
{

X, Y)=0;(x,x)=0<x=0; (||x||:\/<x,_x>)

d)
3. d(x,y) =||x—y|| metrigi anlaminda H tamdir.

4. Her n dogal sayisi igin H de n sayida lineer bagimsiz elaman vardir. Yani H
sonsuz boyutludur.

Bu takdirde 1-4 smir sartlarin1 saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarini
saglayan uzaya ise Uniter Hilbert uzay1 denir (Kreyszing, 1978).

Tanmim 2.2. (Operatér) Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan dontisiime
operator denir (Liusternik, 1961).

Tanmim 2.3. (Lineer operatér) E, ve E, herhangi iki vektor uzay: olsun.
A: E, — E, operatdr doniisiimii asagidaki sartlari saglarsa:

) % € By Al +3%,) = A(x) +AQG) = Ax + AX,

i) AIX)=AAX, 1 € IR

A operatoriine lineerdir denir (Kreyszing, 1978).



Tanmim 2.4. (Siirekli operator)
A:S(x,8) = A(AX, g)olsun. |[Xx—x,| <& igin |AX— Axy|< &

ise A operatoriine siireklidir denir (Kreyszing, 1978).

Tamm 2.5. X ve 'Y birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatoriiniin tanim
climlesi olsun. Eger
[ < x|

olacak sekilde bir ¢ reel sayisi varsa L operatoriine sinirlidir denir (Natahson, 1974).

Tamm 2.6. (Adjoint Operator) H, ve H, iki Hilbert uzay ve L:H, — H,smirh

lineer bir operator olsun.

Eger L': H, — H, operatdrii <LX, y>=<x, L*y> sartin1 sagliyorsa L operatdriine L

nin adjointi denir. Eger L=L" ise L operatoriine self adjoint operator denir

(Kreyszing, 1978).

Tamm 2.7. L, D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak tizere

Ly =2y

esitligini saglayan y(x) =0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin
ozdegeri, y fonksiyonuna ise bir 6zfonksiyonu denir (Kostyuchenko ve

Sargsyan,1979).

Tanim 2.8. {ftn} dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve Yy(X, 4,) ler bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde
b
an = I yZ(X, /1n)dX

sayilarma L operatoriiniin normlastirici sayilari denir (Levitan, 1964).



Tanmim 2.9. (Déniisiim Operatorii) E lineer topolojik uzay, A ve B Operatorleri

A:E —>E, B:E — E seklinde tanimli iki lineer operator olsun. E, ve E, ise E
lineer uzaym kapali alt uzaylar1 olmak lizere E uzaymnin tamaminda tamimh E; ve

E, ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X operatort,

i) X ve X" operatérleri E uzayinda siireklidir
i) AX = XB operator denklemi saglaniyor

sartlarin1 sagliyorsa A ve B operatorleri ¢ifti i¢in doniisiim operatorii denir

(Levitan, 1987).

Lemma 2.1. B operatdriiniin 4 6zdegerine karsilik gelen dzvektdor ¢, € E; olsun.
Dolayisiyla

Bo, =19,

dir. Bu takdirde A operatoriiniin 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori

v, =X@,

dir. Burada X doniisiim operatoriidiir (Levitan 1964).

fspat:

AX = XB oldugundan

Ay, = AX@, = XBp, = AX@, =y,
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 2.2.

A,B,C lineer operatdrleri E uzayinda tanimli ve E,E,,E, ise E nin kapali alt
uzaylari olsun. X,.:E, > E;, X;.:E —E, olsun. Bu durumda X,.:E — E,

operatori

XA,c = XA,B XB,C

seklindedir (Levitan, 1964).



fspat:

Dontigim  operatorii tanimindan AX,, =X, B, BX;. =X, C seklindedir.
ikinci denklemden  B=| o C(X, )| elde edilir. Son esitligi ilk denklemde

yerine yazarsak,

AXA,B = XA,B XB,CC XB'C,l
veya

AXA,B XB,C = XA,B XB,CC

olur. Bu da ispati tamamlar.

Tamim 2.10. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z, noktasinin o
komsulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyor ise f(z) fonksiyonuna z,

noktasinda analitiktir denir (Marchenko, 1950).

Tamm 2.11. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f(z)

fonksiyonuna tam fonksiyon denir (Markushevich, 1977).

Tammm 2.12. Bir f(z) fonksiyonuna karsilik gelen A ve a pozitif sayilar

bulunabiliyorsa, oyle ki I = |Z| — o iken

| f(2)] < Ae”

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarinin en kiigigii

olan r ‘ye ise tam fonksiyon mertebesi denir (Suziki, 1983).

f(x)

Tamm 2.13. x —0 (veya x — ) iken eger T—)O ise f(x)=0(g(x)), ‘
g(x

)
g(x)

sinirliise f(x) =0(g(x)) olarak gosterilir (Natahson, 1974).



Tamim 2.14. a<t <b olmak iizere L [a, b] uzayi

L?[a,b]= {x(t) : Z[[x(t)]z dtéoo}

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢carpim

b

(F(x),900) =] f()g(x)dx

seklinde tanimlanir (reel durumda g(x) = g(x) ) (Natahson, 1974).

Tanim 2.15. (Gamma Fonksiyonu)

n >0 olmak lizere
r'(n)= I X" e *dx
0

seklinde tanimlanan fonksiyona gamma fonksiyonu denir (Aydin, 1990).
Teorem 2.1. ( Rouche Teoremi)

Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 kapali bir C egrisi lizerinde ve iginde analitik ve
|g(x)| <f(x) ise f(x)+g(x) ile f(x) fonksiyonlar1 C iizerinde ayni sayida koke

sahiptir (M. Idemen, 1999).

Teorem 2.2. (Green Teoremi)

B ; xoy diizleminde basit bir bolge, C de bu bolgeyi gevreleyen ve saat yoniiniin

tersine yonlendirilmis bir egri olsun. Bu durumda

Q_a

mP(x,y)dXJrQ(x,y)dy:”(ax oy xdy

olur (Churchill, 1976).
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Tanim 2.16. L—Al operatoriiniin smirh (L— Al )71 tersinin mevcut olmadigi 4’ lar

ctimlesine L operatoriiniin spektrumu denir (Levitan ve Sargsyan, 1991).

Tamm 2.17. Herhangi 4 igin L—Al operatorii terse sahip ise R, =(L—Al )_1
operatoriine
Lx—Ax=y veya (L-Al)x=y

denkleminin rezolvent operatorii denir (Liusternik ve Sobolev, 1961).

Tanmim 2.18. Analitik f (z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas1 z, olsun. Eger

lim f(z) =00

77,

ise z, ‘a f(z)’ nin kutup’ u denir.

Tanmim 2.19. r >R igin

M (r) <exp(r“) (2.19.1)
olmak tizere >0 varsa f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve (2.19.1)
esitsizligini saglayan p sayilar climlesinin

p=lim InInM (r)
roo nr

formiilii ile tanimli p alt sinirina f (z) > nin mertebesi denir (Ulugay, 1978).

Tamm 2.20. 0 =0, 0<o <o, o= olacak bigimde p (0< p <o0) mertebeli f(z)

tam fonksiyonu siras1 ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu calismada Sturm-Liouville, Dirac ve Bessel operatorleri igin doniisiim

operatorlerinden yararlanilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1 Sturm-Liouville Operatorii
4.1.1 Sturm-Liouville Operatorii Icin Genel Bilgiler

Ly = Ay esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu, A ya ise
0zdegeri denir. L herhangi elemanlar climlesinde tanimli lineer bir operator olsun.

y # 0 olmak {lizere operatorlerin spektral teorisinde sik sik g6z 6niine alinan Sturm-

Liouville operatorii

2

d
L:—W'Fq(X)

seklinde tanimlanir. Burada q(Xx), [a,b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur.

L operatorii igin sinir sartlari genellikle asagidaki gibi tanimlanir.
1. tiir sinir gart1; Bunlara ayrik sinir sartlar1 denir ve
y(a)cosa+y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f=0
seklinde tanimlanir.
2.tiir simir garti; Bunlar periyodik ve antiperiyodik sinir sartlart olarak bilinir ve

sirasi ile

y(@) =-y(b)
y'(@=-y'(b)

seklinde yazilir.

3. tiir sinwr garti: Bunlar uglar1 bagl sinir sartlar olarak bilinir ve
y(a)=y(b) =0 veya y'(a)=y'(b)=0

seklinde tanimlanir.
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d’y
Ly(x) :—W+q(x)y:/1y (4.1.1.2)
y(@)cosa+y'(a)sina=0

y(b)cos B+ y'(b)sin f=0 (4.1.1.2)

seklinde tanimlanan (4.1.1.1)-(4.1.1.2) smir deger problemi literatiirde Sturm-

Liouville problemi olarak bilinir.

Lemma 4.1.1. A #A, farkli 6zdegerlerine karsilik gelen y(x,4) ve y(X,4,)

Ozfonksiyonlar1 ortogonaldir. Yani;

Jyoa )y )dx=0 2%,

dir.

Ispat : T(X) ve g(X) siirekli ve iki kez diferensiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.

Lf = () —a(x) f(x)

alalim.

X g)
Wit o) “f'(x) g'(x)

olmak {izere bu ifadeye iki kez kismi integral uygulanirsa

.TLfg(x)dx =W_(f,9)-W,(f,9) +]€ f (x)Lgdx

denklemi elde edilir.. f(x)=y(x,4) ve g(x)=y(X,4,) olsun. (4.1.1.2.) sinur
sartlarmdan W, {f, g} =W_{f,g} =0 oldugu kolaylikla goriilir. Bundan dolay:

(4.1.1.4) denkleminden
(= 20)] Y04 ) Y%, )k =0

ve dolayisiyla A, # 4, oldugundan Lemma (4.1.1) ispatlanmis olur.
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Lemma4.1.2. (4.1.1.1)-(4.1.1.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A, =u+iv kompleks bir 6zdeger olsun. q(x) reel degerli bir fonksiyon o ve

f sayilar reel oldugundan dolayr y(X,4,) 6zfonksiyonu A4, =4 =u—iv sayisina
sahip bir 6zdeger olur. Bu taktirde Lemma (4.1.1)’den

'|-|y(x,21|2dx =0

elde ederiz ki buradan da y(x,4,) =0 oldugu bulunur.
4.1.2. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar icin Asimptotik Formiiller

1. q(x), [O, 72'] araliginda stirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak tizere asagidaki

Sturm-Liouville Problemini

—y"+a(X)y =4y, x€[0,7]

(4.1.2.1)
y'(0)-hy(0)=0
y(2) + Hy(z) =0 @122
g0z Oniine alalim. (4.1.2.1) denkleminin
?(0,4) =1, ¢'(0,4)=h (4.1.2.3)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ¢(x, 4) ile gosterelim. Ayni1 denklemin

w(0,4) =1 w'(0,1)=—H (4.1.2.4)

baslangic sartlarini saglayan ¢oziimiini de w/(X, A) ile gosterelim.
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Lemma 4.2.1. A =s? olsun. Bu takdirde

@(X, 1) = COS SX + gsin SX Jéjx’sin {s(x—7)}a(z)e(z, A)dz (4.1.2.5)
(X A) = %sin sx+§jsin (s(x—0)la()w(z, )dr (4.1.2.6)
seklindedir.

Ispat: Oncelikle (4.1.2.5) esitligini ispatlayalim ¢(x, A1) fonksiyonu (4.1.1.1)

denklemini sagladig1 i¢in
[sin{s(x—r}a(z)p(z, A)dz = [sin{s(x—r}p"(r, A)d7 +5* [sin {s(x—}(r, A)dr
0 0 0

yazilabilir. Daha sonra sagdaki ilk integrali iki kez kismi integralleyelim ve (4.1.2.3)

sartin1 g6z Oniine alalim. Bu takdirde

I sin{s(x—}¢"(r,A)dz integralini hesaplayalim.
0

[sin{s(x—}"(z, )z

— /(% A)sin {s(x—X)} — @' (0, Asin {s(x )} + s cos {s(x— ) }'(s, )z

— _hsin sx+sjcos{s(x—r)}go'(r,z)dr

— _hsin sx+s{(p(x,,1) cos{s(x—x)} — (0, 1) cos {s(x —0)} —sjsin {S(X—T)}(p(r,/l)dr}

=—hsinsx+ s{(p(x,;t) —Cos sx—sisin {s(x—r)}go(r,}t)dr}

bulunur. Boylece
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isin {s(x-7)}a(z)e(r, A)d7 = j.sin {s(x—7)}p"(r,A)dr + szjx‘sin {s(x—7)}p(zr,2)dr

=—hsin sx+s{p(x, 1) —cossx} — szjsin {s(x—7}op(r,A)dz + szjsin {s(x—1)}o(z,A)dz

=—hsin sx+ s¢(X, 4) —SC0S SX

elde edilir. (4.1.2.6) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Lemma 4.2.2. s=o+ iolsun. Bu durumda 6yle s, >0 vardir ki |S|>S0 icin

asagidaki esitlikler saglanir.

p(x, 2)=0("™),  w(x1)=0(s|"e") (4.1.2.7)
o(x, 1) =cos sx+O(|s|_l ey (4.1.2.8)
- [t]-x
w(x 1) = 20X +0(|e : ) (4.1.2.9)
S

0<x <7 i¢in X in aldig1 tiim degerlerde bu ifadeler saglanir.

2. Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiilleri hesaplayalim.
(4.1.2.1)-(4.1.2.2) Sturm-Liouville problemini gz oniine alalim. Lemma 4.2.1 ve

Lemma 4.2.2 den dolay1

o(X, 1) = coSs sX +Dsin SX + 1jsin {s(x—7}q(r)e(r, A)dr
s Sh

o(X, 1) = Ccos sx +O(|s|_l )
seklindedir.
h#zo ve H=ow olsun. ¢(x,4), (4.1.2.1) denkleminin (4.1.2.2) smur sartlarini

saglayan bir ¢6ziimii oldugundan bu fonksiyonun 7 noktasindaki degerini (4.1.2.2)
sinir sartlarinin ikincisinde yazdigimizda 6zdegerleri buluruz. Lemma 2.4 den dolay1

ozdegerler reeldir. Negatif 6zdegerlerin sayist sonludur. A pozitif sayisi igin Im s=0
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dir. Bu sebeple (4.1.2.8) formiiliinden
1

@(X, 1) =C0SSX + O(|S|

) (4.1.2.10)

yazilabilir. Daha sonra (4.1.2.5) ifadesini x’ e gore diferansiyelini alip ve (4.1.2.10)

bagintisini da kullanirsak
@, (X, A) =—ssinsx+ hcossx+0(£) (4.1.2.11)
S

ifadesini elde ederiz. (4.1.2.2) smir sartlarimin ikincisinde (4.1.2.8) ve (4.1.2.11)

ifadelerini yerlerine yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in agsagidaki
—ssin 57r+(h+H)c0537r+O(£)=0 (4.1.2.12)
S

denklemini elde ederiz.

s-nin bliylik degerleri i¢in (4.1.2.12) denkleminin tam dogal sayilarinin
komgulugunda kdkleri olmak iizere ¢coziimlerin varligi aciktir. Buradan 6zdegerlerin
sonsuz bir climlesinin var oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiyiik tam
n’den baglayarak her n’nin komsulugunda (4.1.2.12) denkleminin sadece bir
kokiiniin bulundugunu gosterelim. Bu amagla (4.1.2.12) denkleminin sol kisminin s
"ye gore diferansiyeli alinirsa

—nscossz—sinsz—z(h+H)sinsz+0(1) =0

elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s biiyiikk tam degerleri komsulugunda sifira esit
olmadigini gostermek miimkiindiir.

s, ile (4.1.2.12) denkleminin n. dereceden kokiinii gosterelim. Sturm’un osilasyon
teoreminden ve (4.1.2.8) formiilinden s, ic¢in s’nin sifirlarimi yalmiz tam n
komsulugunda elde ederiz. Bu iddianin Sturm’un teoremine bagl kalmadan bagka bir
ifadesini de soyleyebiliriz.

A =s?olsun. Bu takdirde 6zdegerler

@ (r,A)+Hep(r, 1) =w(1)=0

denkleminin kdokleri oldugu igin W(/1) = Wl(S) dir. (4.1.2.5) ifadesinden dolay1
w(s), s ye gore tam fonksiyondur. Buna ilaveten (4.1.2.10) ve (4.1.2.11)

formiillerinden sinsz # 0 igin W(A) =w,(s) ifadesinden
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W, (S) =—Hssin Sﬂ'{l-l—O[iJ} (4.1.2.13)

|
elde edilir.

S diizleminde R=N +E yarigapl ve merkezi orijinde olan Dy dairesini géz 6niine

alalim. Rouche teoreminden ve (4.1.2.13) asimptotik formiiliinden D, dairesinin

icinde W, (s) fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esit olup bu say1 2n+2 dir. w,(S) nin
.. : . 1 ..
her pozitif sifirina karsilik gelir. Yani N +E den kiiciik olan s, 6zdegerinin sayist

N +1 olacaktir. S, i¢in asimptotik formiil agagidaki gibi olur.

s, =n+0(1) (4.1.2.14)
S, =N+0,

olsun. O zaman (4.1.2.12) denklemi

nsing, 7 +0(1) =0 seklinde olur. Buradan Sino,z = 0(%) yani 6, = 0(%) olur.
Buna gore (4.1.2.12) denkleminin koklerini biiyiik nler i¢in

S, = n+o(%) (4.1.2.15)

elde ederiz.

Eger (4.1.1.1) denkleminde q(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahipse (4.1.2.15) formiili
yeteri kadar diizgiin sayilir. Sayet (4.1.2.5) esitliginin x gore tiirevini alip daha sonra

o(x, 1) ve ¢, (X, A) ifadelerinin (4.1.2.2) sinir sartlarinin ikincisinde kullanip birkag

doniislim yaparsak

A=h+H +j{cos 5r+%sin Sr}q(r)(p(r,/l)dr
0

B-"1 ] {sin sr+ﬂ}q(r)¢(r,z)dr
s 1 s

olacak sekilde
(-s+B)sinsz+ Acossz =0 (4.1.2.16)
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ifadesini elde ederiz. (4.1.2.10) ifadesinden dolay1 ve A ve B i¢in
17 17 1
A=h+H+>[q(z)dr+=[q(r)cos2stdz +O(2)
29 29 S
B == [q(r)sin2srdr+0()
2 s

olur. Hipotezimizden dolay1 q(x) potansiyel fonksiyonu sinirh tiireve sahip oldugu

icin kismi integral alinirsa

I g(zr)cos2srdzr =0 (%)
0

[ae)sin 281dr+0(%j
0

olur. Dolayisiyla Ave B ifadeleri i¢in

1 T
A:h+H+hl+O(E) hl=EJ.Q(T)dT
S 0
B=0()
S
elde edilir. Bu sebeple (4.1.2.16) denklemini
1
h+H +hl+0()
tansz = 1 3
S+O(§)

seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar S, =n+ 0, alinirsa
SELELEY
zn n

olmak Uzere

tan 7o, = mm(%j
n n

elde edilir ve

1 1%
C:;{h‘i‘ H +E£q(f)de
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olmak lzere

5. = n+£+0(i2j (4.1.2.17)
n n
elde ederiz. q(x) € C?(0,7) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik

formiil buluruz. c; sabit olmak iizere

S, :n+£+%+0(%j (4.1.2.18)
n n n

olur. Simdi (4.1.2.17) formiilinden faydalanarak ¢@(x, A )=¢,(x) 6zfonksiyonlart

icin asimptotik formiil bulalim. Bunun i¢in (4.1.2.5) esitliginde ¢(x,4) Yyerine
(4.1.2.10) ifadesini yazarsak

@(x,A) = cos sx+gsin sx+%jsin {s(x—7}cos STQ(T)dT+O(Si2J
° (4.1.2.19)

= cossx+hsin SX + >IN 5 J'q(r)dr+o(iz)
S 2s S

bulunur. Boylece 6zfonksiyonlar igin asimptotik formiiller elde edilir. (4.1.2.17)

formiiliinde s i¢in her yerde s, alinirsa,

ﬂ(x):—cx+h+%:[q(r)dr

olmak Uzere

o(x, 4,) =¢,(x) =cos nx—%sin nx+hsin nx +
n

sinnx ¢ 1
. o !q(r)dr+0(?]

= C0S nx+&sin nx+0(i2)
n n

elde ederiz. ¢,(x) normlastirilmig 6zfonksiyonlarimin asimptotik formiillerini bulmak
i¢in

o’ = Igonz(x)dx = jcosz nxdx + EJ‘ B(x)sin 2nxdx + O(izj
0 0 n 0 n

integralini gbz Oniine alalim. A(x) fonksiyonu diferensiyellenebilir oldugundan
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Tﬁ(x)sin 2nxdx =0 [%)

dir. Bundan dolayr o ° = % + O(iz) dolayistyla
n

L. eo[2f= 2 40(4) (4.1.2.20)
a, T n T n

olur. Normlastirict sayilar i¢in asimptotik formiiller elde edilir. Boylece normlu

Ozfonksiyonlar i¢in asimptotik formiil

v, (X) = aiqon x)= \/%{cos nx + @sin nx} +0 (%) (4.1.2.21)

seklinde olur.

3. Simdih=0, H=#o oldugu durumu inceleyelim. (4.1.2.2) sinir sartlarinin
birincisinde

y(0)=0 (4.1.2.22)
oldugunu kabul edelim. (X, A) fonksiyonu (4.1.2.22) sartin1 saglar. Bundan dolay1
arastirdigimiz durum igin (4.1.2.2) siir sartlarmin ikincisinde w(x, A1) fonksiyonunu

yazarak Ozdegerlerini arastirabiliriz. (4.1.2.6) ifadesinin x’e gore diferansiyelini

alirsak
w1 (x, A) =cossx+ [ cos{s(x—7)ja(z)y (z, A)dz
0
elde ederiz. Bundan dolayi (4.1.2.2) sinir sartlarinin ikincisinden

COS S +icos{s(7r —7§q(z)y (z, A)dz

_ ) (4.1.2.23)
+H {S'” SZ . L sin {S(ﬂ'—r}q(r)t//(r,l)dr} -0
s sy
elde ederiz. (4.1.2.9) ifadesinden dolay1 (4.1.2.23) den
cos sz +1'|.cos{s(7z —7}sinszq(z)dz + SISz +O(i2j =0 (4.1.2.24)
s? s s

bulunur. g(x) sinirh tiireve sahip oldugundan
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jq(r) cos{s(yr—r}sin szdz = (X, 7) = CO0S s;:.[sin st cossrq(z)dz +sin Srjsinstdr
0 0 0

sinsr ¢ 1
== !q(r)dﬂo(g]

olur. Bundan dolay1 (4.1.2.24) esitliginden
COSS7 + ANST +£Iq(r)dr +O(%j =Cossr+H, SISz +O(12) =0
S 2+ s s S

(4.1.2.25)

olur.

S, = n+%+5n olsun. O zaman (4.1.2.25) ifadesinden

Hl

1
S, =———~+0| =
1 n
Tln+=
2

olmak lzere

cot(n+l+5n)7z=—tan§n7r:— Hll +O(—)
2 n+3

olur ve

172’
H1=h+§£q(r)dr

olmak tlizere

S, = n+%+L1+O(FJ (4.1.2.26)
ﬂ(m j

elde ederiz.

Simdi (4.1.2.6) da s, degerini yerlestirirsek (X, 4,) =, (X) 6zfonksiyonlar: i¢in
asagidaki asimptotik formiilii

Wn(x):%sin(m%}o(izj (4.1.2.27)

n+= n
2
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elde ederiz. a,™* normlastirilmig katsayilari igin

a, V4 2 n

ijwn(x)
(04

formiilinii elde ederiz. Bundan dolayr bu durum igin V_ (X) =(

normallestirilmis 6zfonksiyonlari

vn(x)=Fsin(n+ljx+O(1j (4.1.2.29)
T 2 n

seklinde olur.

4. Son olarak h=o ve H =oo durumunu arastirahm. (4.1.2.2) smur sartlarinda

y(0) = y(7)=0 oldugunu sdyleyebiliriz ve bundan dolay1 y(x,1) fonksiyonu 6zel
olarak w(x, A) =0 sartin1 saglamalidir. (4.1.2.6) ifadesinden

sinsz + j sin{s(z —7}q(z)y(z, A)dz =0
0
ya da
sin Sﬂ{l—i— Icos stq(7)w(z, /”t)dr}—cos Sﬂjsin stq(0)w(r,A)dz =0
0 0
elde edilir. (4.1.2.9) ifadesinden dolay1 (q(x) sinirli)
. 1 T 1 . a 1
sin sz ——Cos s;zJ'q(t)dt +O(—2j = sin sz ——CoS S +O(—2j =0 (4.1.2.30)
2s 0 s s S

elde ederiz. Bu denklem (4.1.2.12) denklemi ile aynidir. Bundan dolay1 (4.1.2.30)

denkleminin s kokleri

o, = (ijj q(zr)dz olmak lizere
27 )5,

S, :n+ﬁ+0(i2j (4.1.2.31)
n n
seklindedir.

(4.1.2.6) da s,’ nin degerini yerine yazarsak y(X,4,) =, (X) 0zfonksiyonlari i¢in
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o (X) = S'”n”X +o(n—12j (4.1.2.32)

asimptotik formiilinii elde ederiz. ¢, normlastirilmig katsayilart igin

1 Fn{lm(%j} (4.1.2.33)
a, \r n

1

o,

formiilinii elde ederiz. Bundan dolay1r V,(X) :( Jl/ln(X) normlastirilmis

Ozfonksiyonlari

V. (X) :\/%sin nx+0(%j (4.1.2.34)

olur. Boylece Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger, 6zfonksiyon ve normlastirict

sayilari i¢in asimptotik formiiller elde edilir.
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4.1.3 Sturm-Liouville Operatérii I¢in Déniisiim Operatériiniin Elde Edilmesi

Burada q(x) potansiyel fonksiyonunun sifir oldugu durumdaki ¢6ziimii bulmaya

calisalim. Bu durumda;

—d?, —d?.
A.= v +q(x). , A= v

olsun. Dontiisiim operat6rii tanimindan,
AX =XA, yada AX[f(x)]=XA[f(x)]

oldugunu gésterilmelidir. Once esitligin sol tarafi yapilirsa.

AX[f(x)]= A{f (x)+:[K(x,t)f (t)dt}

_d2

:W{f (x)+EK(x,t) f (t)dt}rq(x){f (X)+EK(X't) f (t)dt}
:i{f’(xﬁ K(x,x).f (x)+:[K;(x,t).f (t)dt}q(x) f (X)+q(X)EK(X’t) f(t)dt
(

—£7(x)- K, (%, x) f (x)=K(x,x) f'(x)=K, (x,x) f (x)—‘EKXX(x,t) f(t)dt+

+q(x) f (x)+a(x)

O ey <
x
—

K(xt)f(t)dt
(4.1.3.1)

bulunur.

esitligin sag tarafi da aynm sekilde

XA L1 ()] =X[="()]==1"(x)-

f(t).K(x,t)dt

O Ly <

alinip kismi integrasyon uygulanirsa,
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=— " (x) =K (xt).F'(t). [y [ K/ (xt) f'(t)dt
0
olur. Bir daha kismi integrasyon uygularanirsa,

=—f"(x)—K(x,x).f"(x)+K(x,0).f"(0)+ K (x,t).f (t)]; —l‘ Ky (xt) f(t)dt

—f"(x)—K(x,x).f"(x)+K(x,0).f'(0)+K{(x,x).f (x)-K{(x,0).f (0)-

—[Ky(xt) f(t)dt

0

(4.1.3.2)
elde edilir. Daha sonra (4.1.3.1) ve (4.1.3.2) esitlenirse integral i¢lerinin esitliginden

K, +q(X)K =K, (4.1.3.3)
bulunur.

Sag tarafta f'(0) olmadigindan

K(x,0)=0 (4.1.3.4)

olur. Ayrica yapilan sadelestirmeler sonunda sag tarafta hicbir ifade kalmadigindan

ve f(x)#0 oldugundan
2K (x,x) f (x)+q(x) f (x)=0

@zK’(x,x)

X

L Ja(sps =K (x.x) (4135)

bulunur

Burada K (x,t) ¢ekirdegi de



denkleminin ¢oziimiidiir.
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(4.1.3.6)
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4.2 Dirac Operatorii

4.2.1.Bir Boyutlu Dirac Sistemi

Pi (X) , (i, k=1, 2), [O, ﬂ] araliginda taniml ve siirekli reel fonksiyonlar olacak

sekilde

L — [ pll(x) p12 (X)

P21 (X) pzz(X)j’ Prz ()= Par () (4.2.1.1)

bir matris operatdrii olsun. y(X) iki bilesenli bir vektor fonksiyonu

-l oie) e

olmak lzere

d
(B&+L(x)—/1ljy=0 (4.2.1.2)

denklemi, iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemden olusan

d
%‘*‘ pll(x) Y1+ Py (X) Y, =AY,
(4.2.1.2)
d
_d_>)/(l+ pzl(x) Y1t Py (X) Y, =AY,

denklem sistemine denktir.

Bu durumda V (x)-potansiyel fonksiyon, m -pargaciginin kiitlesi olacak bigimde
PL(X)= Pu(X)=0 ve p,(X)=V(X)+m, p,(x)=V(x)—m olurken relativistik
kuantum teorisinde (4.2.1.2) sistemi 1-boyutlu stasyoner Dirac sistemi olarak

bilinmektedir.

2-boyutlu her diizgiin ortogonal doniistimii
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H) = (cos o(X) —sin (p(x)J

sinp(x) cose(X)

seklinde bir matris ile tanimlanir. Ayrica,

BH =HB
oldugu kolayca gosterilebilir.

y = Hz olacak sekilde (4.2.1.2) denkleminin her iki tarafin1 soldan H™ ile garparsak,
H™'B di (Hz) +H'LHz = AH "Hz
X
veya

B$+(H-181H +H‘1LH]2:/12 (4.2.1.3)
dx dx

elde ederiz.

d

—H+H"LH
dx

Q=H"'B

olacak sekilde Q matrisini hesaplayalim. Bu taktirde

H (x) = ( cosp(x)  sing(x)

. J’ H(x) = 1 (sz(x) _le(X)J
—sing(x) cose(x)

detH(x) (—H(X) Hy(X)

d [ (X)sing(x) —¢'(x)cose(x)
dx @'(X)cosp(x)  —¢'(x)sinp(x)

olmak tizere

HlBiH—(COS(p(X) singo(x)j(o 1} —¢'(X)sinp(x) —¢'(x)cosp(x)
dx —sing(x) cosp(x) )\ -1 0\ ¢'(X)cosep(x) —¢'(X)sinp(X)
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_[—singo(x) cos<o(x)j —¢'(x)sing(x) —¢'(x)cosp(X)
{=cosp(x) —sinp(X) | g'(X)cosp(x)  —¢'(X)sinp(x)

:(co’(X) OJ
0 ¢'(x)

cos p(X) sin(p(X)][pn(X) plz(X)](Cosco(X) —Sin(p(X)j

HLH:(—SH’W’(X) cos () le(X) pzz(x) Sin¢(X) COSgD(X)

. . 1 :
P.1 COS” @+ Py, SiN20+ p,,8in“ . py, COS 2§0+E(p22 — Pu)sin2p

1 . . .
Py, COS 2(P+§( P2 — pll)SIn 2¢ Py Sin’ @— py, sin 29+ p,, Cos”

elde ederiz. Son iki esitlikten,

q
Q — ( 11 qu]
q21 q22

, . . 1 .
@ (X)+ P cos® P+ P, SIN2¢0+ p,, sin® Q Pi, COSZ("‘*‘E( P2 — pll)SIn 2¢
- 1 . , . .
Pi C082(0+§( P, — p11)3m2(0 ® (X)"' P.iSIN® @~ Py, SiN 29+ p,, COS* @

buluruz. g, (x)=0 olmak iizere ¢(X) fonksiyonunu segelim. Bu taktirde

P, (x)c032¢(x)+%{ P2 (X) = Py, (X)}sin29 =0

dir. Buradan

2p,, (X)
Pry (X)_ Pz, (X)

o(x)= %arctan

elde edilir. Q(X) matrisinin goriintiisii
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11

seklinde olur. Buna gore (4.2.1.3) denklemi,

(o 1Jg+£p(x) sz=zz (4.2.1.4)
-1 0Jdx | 0 r(x)

seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.

Simdi izQ(X) = q;, (X) +d,, (X) = 0 olmak iizere bir ¢(x) fonksiyonu secelim. Yani

2¢0'(X) + Py (X) + Py (x) =0

dir. Buradan

X

p(X) =— ;J. p11 + p22 )}dZ

0

elde edilir. Buna gore (4.2.1.3) denklemi

01 PO ax) ), _
(—1 OjdX{Q(X) —|0(x)jz_lZ (4.2.1.5)

seklinde yazabiliriz. Bu denkleme Dirac denkleminin 1l. Kanonik formu denir.
(4.2.1.4) ve (4.2.15) denklemlerine (4.2.1.2) sisteminin kanonik formlar1 da
denir.(4.2.1.2) denklem sisteminin spektral teorisinin ¢esitli sorularini incelerken bu
veya diger kanonik formlardan faydalanmak bize kolaylik saglar. Ornegin dzdegerin
ve Ozvektor fonksiyonlarinin asimptotik davraniglar1 arastirilirken ve keyfi vektor
fonksiyonunun (0 ve znoktalarinda homojen sinir sartlar1 saglandiginda) (4.2.1.2)
denklem sisteminin 6zvektér fonksiyonlarina gore agilimi incelenirken (4.2.1.4)
kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik saglar. Sonsuz aralikta verilmis
(4.2.1.2) denklem sisteminin dzdegerlerinin asimptotik davranigi ve ters problem

incelenirken de (4.2.1.5) kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik saglar.

(4.2.1.4) kanonik denklem sistemi i¢in p(x) ve r(x),[0,7] araliginda reel degerli ve
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stirekli fonksiyonlar olmak tizere

Y, {4+ P}y, =0, ¥ +{A+r(X)}y, =0 (4.2.1.6)
Y, (0)cosa +y,(0)sina =0 (4.2.1.7)
Y,(7)cos B+y,(x)sin =0 (4.2.1.8)

siir problemini gozoniine alalim. Herhangi bir 4, degeri i¢in bu problemin sifirdan

¥ (% 4)

farkli ¢oziimii Y(X,4) = [YZ(X,/%)

Jolsun. Bu durumda A ’e 6zdeger buna karsilik
gelen y(x, ﬂl) " e de 6zfonksiyon denir (Levitan, 1970).

4.2.2 Dirac Operatorii i¢cin Asimptotik Formiillerin Elde Edilmesi

d
p(x) = p(X) —
A= dx | g dx (4.2.2.1)
Lo 2 g
dx dx  °

olsun. Burada p,(x),p,(x),r(x)ve r,(x), [0,7] arahiginda siirekli ve reel degerli

fonksiyonlardir.

E, ve E, sirasiyla

f,(0)cosy + f,(0)siny =0,
(4.2.2.2)
d,(0)coss+g,(0)sins =0

sinir kosullarini saglayan ve

f(X)) [9 (X)]

f(x)=| ' g(x)=| ™

950 ar

siirekli tiirevlere sahip olan fonksiyonlarin uzayi olsun. Burada yve o keyfi reel

sayilardir.

Lemma 4.2.2.1 Bir X operator doniisiimii g(x) = X[ f(x)] seklinde verilir. Yani
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{P(x,5) f,(s)+R(x,5)f,(s)}ds

(@]
[y
—~
>
~—
Il
S
—~
>
~
L
—~
>
~—
+
i)
—~
>
~
—y
IN)
—~
>
~
+
O Ly <

: (4.2.2.3)
g, (x)==8(x) f,(x)+a(x) fz(x)+'([{Q(x,s) f.(s)+H(x,s)f, (s)}ds
seklindedir. Burada
a(x) _Laindlg [P (t)+15(t)—p, (t)-r,(1)] dt + arcsin—
x {2£ d } (4.2.2.4)

B(X) :lcos{%i[ p(t)+r(t)-p,(t)-r, (t)} dt +arcsin 1}

X X

seklindedir. Ayrica ;(:SGC(5—7/) ve P(X,S), R(X,S), Q(X,S), H(X,S) surekli

tiireve sahip fonksiyonlardir.

Simdi operator doniisiimiiniin yardimi ile 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotik
formiillerini bulmaya ¢alisalim.

o(X,7)= ((pl (x j/)j vektor fonksiyonu (4.2.1.6) denklemler sisteminin
() (XJ/)

¢ (0,4)=cosa,,(0,4)=—sina (4.2.2.5)
kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. p(x)=r(x)=0 igin
@ (X, A)=cos(Ax—a),,(x,A)=—sin(Ax—a) (4.2.2.6)

oldugunu géstermek zor degildir. Simdi (4.2.1.6)-(4.2.1.7) probleminin ¢dziimlerine
bir operator doniisiimii uygulayalim. (4.2.1.6) denklemler sistemi

d
-p(x) dx
Ay= q y=A1y (4.2.2.7)
5 0
dx

formundadir. (4.2.2.6) fonksiyonu, yani
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o)

vektor fonksiyonu

o 4
BY=| | 1y =y (4.2.2.8)
LI
dx

denkleminin ¢dziimiidiir. Eger y(x,4) vektor fonksiyonu By = Ay denkleminin

bir ¢ozlimii ise X operatdr doniisiimiiniin tanimi1 kullanilarak

AX [y ]=XB,[y]=X[Ay]=2X]y]

oldugu elde edilir. Yani ¢ =X[y] vektor fonksiyonu Ap=A¢ denkleminin bir

cOziimiidiir. Boylece,
cos(Ax—a)
A)= .
v(x4) [—sm(/lx—a)]

vektor fonksiyonu (4.2.2.8) denkleminin bir ¢dziimii ise (o(x,/t):X[l//(X,/I)]

vektor fonksiyonu da (4.2.2.7) denkleminin bir ¢dziimiidiir.Ele alinan bu durumda,
p,(X)=—p(x),(X)==T(X),p,(X)=r,(x)=0"dir ve (4.2.2.2) simur kosullarmn
yerine, (4.2.2.5) sinir kosullart alindigindan y =4 olur. Yani y =1'dir. (4.2.2.4)’den

a<x>=cos{%}[p(tw(t)]dt}
sm{ j[p +r( ]dt}

elde edilir. (4.2.2.3) formiiliinden (4.2.1.6), ( 4.2.2.5) probleminin

(p(X,ﬂ):[%(x’g]

¢2(X’

(4.2.2.9)

¢Oziimii i¢in asagidaki formiiller elde edilir:
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@ (X, A)=a(x)cos(Ax—a)+ B(Xx)sin(Ax—a)
+I{P(x,s)cos(/13—a)+ R(x,s)sin(Ax—a)}ds,

0

@, (X, A)=a(x)sin(Ax—a)+ f(x)cos(Ax—a)
+£{Q(x,s)cos(/13—a)+ H (x,s)sin(Ax—a )}ds.

ya da (4.2.2.9)’daki a(x) ve S(x)degerleri yerine yazilirsa

o (x,A)=cos{p(x,1)-a}

+j (x,s)cos(As—a)+R(x,s)sin(As—a)}ds

9, (%, A)=sin{p(x,1)-a}

+JX' Q(x,s)cos(As—a)+H (x,s)sin(As—a)}ds

elde edilir. Burada

X

§(x,/”t)=/1x—%j{p(t)+r(t)}dt

0

seklindedir.

Lemma 4.2.2.2: Asagidaki asimptotik formiiller dogrudur.
1
,A)=cos A)— O|—|,
a(x2)=eosf¢ (x2)-a}+0[ 1
: 1
A) = A)— ol —|
@, (%, A)=sin{&(x,A)—a}+ (/J

W?xsin{g(x,ﬂ)—a}mﬂ)’
09, (% 2)

~ =xcos{&(x,1)—a}+0(1).

(4.2.2.10)

(4.2.2.11)

(4.2.2.12)

(4.2.2.13)

(4.2.2.14)
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fspat.‘

(4.2.2.13)’1 elde etmek igin (4.2.2.10) ve (4.2.2.11)’in sag tarafindaki integrallerde
kismi integrasyon yontemini kullanmak yeterlidir. (P(X, S), R(X, s),Q(X, S) ve

H (X,S) fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir oldugundan kismi integrasyon metodu

uygulanabilir). (4.2.2.14) ise (4.2.2.10) ve (4.2.2.11)’in iki yanindan tiirev alinarak
benzer bir yolla ispatlanabilir.

Lemma 4.2.2.3: (4.2.1.6),(4.2.1.7),(4.2.1.8) smir deger probleminin O6zdegerleri
sadece ¢, (,1)cos B+¢,(z,A)sin B fonksiyonunun  kokleridir.  Ustelik  bu

fonksiyonun her kokii tek katlidir.
fspat.‘

@, (X, A1) ve ¢,(x,A) fonksiyonlari (4.2.1.7) nin sinir sartlarini sagladigindan (4.2.1.6)
-(4.2.1.8) smur deger probleminin 6zdegerini bulmak i¢in ¢ (X,41) ve ¢,(x,4)

fonksiyonlar1 (4.2.1.8) sinir sartinda yerine yazilmali boylece esitligin kokleri

bulunur.
D(1) =@, (x,A)cos B+ @, (x, A)sin

alinip , 4 ’ya gore tiirev alinirsa

dD(1) _ 0, (7. 2)
dA o4

oo, (7, 1) .
cos B+ —"""sin
P oA P

elde edilir. Varsayalim ki A, iki katl1 kok olsun ve

] , A, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor fonksiyonlarindan biri olsun.

(PI(X' A)
R (x4)
O halde D(4)=0 ve dD(4,)/dA =0 birlikte saglanmalidir.

Yani;

@, (7, 4) 08 S+, (7, 4)sin =0 ,
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0, (7, 4) (7 A) _
i cosﬁ+—(,M sinf=0

ifadelerinden

@, (7, ) ————= (01(” 4) —p (7 ﬂl)a%(zﬂl) 0 (4.2.2.15)

elde edilir.

(4.2.1.6) denklemini A ya gore diferansiyeli alinirsa

v, _ . _
(2] -t poy 2y,

oA
(4.2.2.16)

8y1j o,

— | FA+r(X)j—==—

(a& X { ()}az Y
elde edilir.

.2.1.6) ve (4.2.2.16) esitlikleri — ,——=, -y, ve V, ile sirasiyla ¢arpilip eklenirse
(4.2.1.6) ve (4.2 ) esitlikl ?;t ?:12 A , 1l 1 lip ekleni

ve sonra (0,7) araliginda, x e gore integrallenirse

{yz(x,ﬁ%— yl(x,ﬂ)%}o =02t Ay vt D)o

elde edilir.

A=A, alinirsa ve

¢,(0,A)=cosa , ¢,(0,1)=-sina

yardimiyla
g (X, 4) _ o, (X, 4) ~0
or 7 ar |

dikkate alirnirsa ve (4.2.2.6) kullanilirsa
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X

[ (o0 2) 02 0 2ok = 0, ) ) 7,2

0

o, (7, 4) ~0
oA

elde edilir. ¢,(X,4) =¢,(X,4)=0 bulunur. Bu ise miimkiin degildir. Bundan dolay1

lemma saglanmis olur.

Yukarida bahsedildigi gibi (4.2.1.6) — (4.2.1.8) sinir deger probleminin 6zdegerleri
@, (7, A)cos S+, (m,A)sin f=0

esitliginin kokleriyle cakisir. Bu denklemde (4.2.2.13)’ de ¢, (7,1)ve ¢,(7, 1)

degerleri yerine yazilirsa

. 1
sin(Az —v) +O(z) =0 (4.2.2.17)
elde edilir. Burada v’ nin degeri (4.2.2.12)'den

v=,6’—a—%]i(p(t)+r(t))dt (4.2.2.18)

seklindedir. (4.2.2.17) esitligindeki biiylik |/'L ’lar i¢in agikgasi

A, —V=nr+06, (n=0,£1+%2,..)
¢ozlimlerine sahiptir.

Bu degerler (4.2.2.17) de yerine yazilirsa
sing, = O(E) yani &, = 0(1)

n n
bulunur. Sonug olarak

A =n+X+o(1] (N=0,41+2,..) (4.2.2.19)
n n

asimptotik formiilii elde edilir. (4.2.2.19) formiilii kullanilarak
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¢1(X’ ﬂn) = un (X) ' goz(xiﬂ’n) :Vn (X)

yazilirsa

=00 A) =X =2 [ (P +r(2)e

yardimiyla
u,(x) =cos(&, —a)+0(%j (4.2.2.20)
v (x) =sin(£ —a) +o[%j (4.2.2.21)

asimptotik formiilleri elde edilir.
4.2.3. Kanonik Dirac Operatorii icin Matris Déniisiim Operatorii

A ve A, iki lineer diferansiyel operatdr, E, ve E, ise iki lineer fonksiyonel uzay

olsun.

Tamm 4.2.3.1. X :E — E, lineer siirekli operator olmak {izere
1. AX = XA, (4.2.31)

2. X' mevcut ve siirekli

olmasi sartlarinin saglanmasi halinde X ’e A ve A, operatorler ¢ifti i¢in dontisiim

operatdrii denir.

Lemma 4.2.3.1. A 6zdegerine karsilik gelen A, operatdriiniin 6zfonksiyonu ¢, €E,,

yani
AZ(pl = 2’¢/1

olmak tzere aym A Ozdegerine karsihk gelen w,=X_ , A operatorinin
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ozfonksiyonudur. Dolayistyla,
Ay, =y,
dir.

Ispat : AX = XA, oldugundan

Ay, = AXp, = XA, = XAp, =AX @, =y,
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2.3.2. Lineer topolojik E uzaymda A,A, ve A, lineer operatorleri ve
E.E, E; kapali alt uzaylari verilmis olsun. A ve A, operatdr ¢ifti icin X, ,

donilistim operatorii

Xan By > Ey

seklinde, A, ve A, operatdrler cifti icin - X, , doniisiim operatdrii ise

Xu B —E,

seklinde tanimlansin. Bu durumda, A ve A, operator ¢ifti igin X AA doniistim

operatori
Xpn B —E,
seklinde olmak iizere

X =X, A X

Ah AT Ry A

formiilii ile ifade ediliyor.

Ispat : Déniisiim operatdriiniin tanimindan dolay1

AX g =X
Ao X g ng = Kopy B
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seklinde olup, ikinci denklemden A, = XAQYASAsx,;% elde edilir. Bu esitligi birinci

denklemde yerine yazarsak
_ -1
AXpn = Xan XnnPsX s, n,
veya
AXpnKaa =K n, Xa,a By
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

p,(x) ve r(x), (i=12), her sonlu aralikta (0<x<b<o0) integrallenebilir reel

fonksiyonlar olacak sekilde

d
p(x) —
| dx [_(0 1)d pl(X)O_i
A=l g ‘(_1 o]dx{ 0 Irl(X)J—dewl(x) (4.2.3.2)
T rl(X)
dx
0 S 0 1 (a0 0
S IR RS = AR IS
_& I’Z(X)

operatdrlerini gozoniine alalim. Keyfi sonlu reel h, sayisi igin
f,(0)—h f,(0)=0 (4.2.3.4)

sinir sartin1 saglayan, [0, b) araliginda taniml stirekli, diferensiyellenebilen

f
£(x) =[ fl(();))J

vektor fonksiyonlarinin ciimlesi E; olsun. Keyfi sonlu reel h, sayisi i¢in

9,(0)—h,9,(0)=0 (4.2.3.5)
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sinir gartin1 saglayan [O, b) araliginda tanimli siirekli, diferensiyellenebilen

o=

vektor fonksiyonlarin ciimlesi E, olsun. X operator matrisi f (x) € E; igin
X{f(X)} = R(x)f(x)+IK(x,s)f(s)ds (4.2.3.6)
0

seklinde ifade edilir. Burada R(x) ve K(x,s) iki boyutlu veya 2x2 boyutlu kare

matrislerdir.

(4.2.3.2) ve (4.2.3.6) dan,
AX { ()} =BR'(x) f (x) + BR(x) f'(x)

+Q, (X)R(X) f (x) + BK(x, x) f (x)

X

+ j {BK (x,5)+Q(x)K(x,s)} f(s)ds (4.2.3.7)

0

dir. Diger taraftan (4.2.3.3) ve (4.2.3.6) dan dolay1

XA { (%)} = R(X)BF'(x) +R(x)Q,(x) f (x)
+JX' K(x,s){Bf'(s)+Q,(s) f (s)} ds

dir. Son esitlikte kismi integrasyondan faydalanarak
XA, { T (x)} = R(X)BF'(x) +R(X)Q, (x) f (x)

+K (X, X)Bf (x) — K(x,0)Bf (0)
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X

+[{K(x,5)Q,(s) - K!(x,5)B} f (s)ds (4.2.3.8)

0

elde ederiz. f(x), E, uzayinda keyfi vektor uzay: oldugu i¢in (4.2.3.1) esitliginden
dolay1 f(x) ve f'(x) in katsayilar1 ve (4.2.3.7), (4.2.3.8) in integral altindaki

ifadelerinin esit olmasi gerekir. Bu sebeple f'(x)’ lerin katsayilar1 i¢in
BR(x) =R(x)B (4.2.3.9)

elde ederiz. Eger

w-[o00) o)

seklinde alinirsa (4.2.3.9)’ dan

5 ol sl Gt sl o
oldugundan
s(x)=a(x), y(x)=-4()

buluruz, yani R(x) matrisinin goriintiisii

o [@) A
R(X) (_ﬁ(x) a(x)] (4.2.3.10)

olur.

Simdi a(x) ve f (X) fonksiyonlarin1 hesaplayalim. Bunun i¢in (4.2.3.7) ve

(4.2.3.8) de, f(x) in katsayilarmi esitlersek R(x) matrisinin tanimlanmasi igin

asagidaki denklemi elde ederiz:

BR'(X) + Q,(X)R(x) — R(X)Q, (x) = K(x, X)B — BK (X, X) (4.2.3.11)
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K (,5) :(Kn(x’ S) Ky (X, S)j

Kau(X,8) Ky (X,$)

olmak iizere Q (X),Q,(x),R(x) ve B matrislerinin goriintiilerinden faydalanarak

(4.2.3.11) denklemini

:[Klz(Xﬁ) Kn(x,s)J_[Kl(x,s) Kzz(x,s)]

2
Ky (%) Kyu(x,s)) (—Ky(x,s) —K,(x59)
veya

{—ﬁ'(X){pl(X)—pz(X)]a(X) a'(X){M(X)—G(X)]ﬁ(X)J
o' () +[ P, ()£ ()] B(x) =B () +[r(x)-r.(x)]a(x)

(4.2.3.12)

_ [—[K12 (%, X)+ Ky (X,X) ] Ky (%, %) =Ky (X, x)]

K (% X) =Ky, (%, X)) Ky, (%, X)+ Ky (X, X)

seklinde yazabiliriz. Burada sagdaki matrisin esas kosegen elemanlarinin sadece
isaretleri farklidir, diger kosegen lizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi
matrislerin esitliklerinden dolayi, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢inde saglanmalidir.

Bu sebeple (4.2.3.12) denklemlerinden

o' (x)+[ P, (}) =1 () ] (%) == () +[ P2 (¥) =1, (x) ] B ()
B () =[P (x)= P () Jer (%) = =" (%) + [ 6.(x) =, (x) Jer(x)

bulunur, yani

2a'(x)+q(x)B(x)=0

(4.2.3.13)
=2'(x)+q(x)a(x) =0

burada
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900 = P9~ P, (9 +5,(9) ~1,(X) (4.2.3.14)

dir. (4.2.3.13) sisteminde, bulunan birinci esitligi «(x) ile ikinci esitligi de S(x) ile

carpip, birinciden ikinciyi ¢ikarirsak
2a(X)a’'(x)+28(x) B'(x) =0
yani

(a2 (x)+ B2(x)) =0

elde edilir. Buradan

a® (X)+ B2 (x)=a’(0)+ B%(0) (4.2.3.15)
buluruz.
f,(0)=1 , f,00)=h (4.2.3.16)

f,(x)
f,(x)

diferensiyellenebilir olsun. Bu taktirde f(x) in (4.2.3.4) sinir kosulunu sagladigt

sartlart  saglanmak tizere  f(X) :[ J vektor  fonksiyonu  siirekli,

X
agiktir ve bu sebeple f(x)e E, dir. Yine kabul edelim ki, g(x):[gl( )} vektor

9, ()

fonksiyonu, E, uzayinin elemani, dolayistyla (4.2.3.5) sinur sart1 saglanacak sekilde
X{F ()} =09(x) (4.2.3.17)

olsun. Bu taktirde x=0 igin (4.2.3.17) esitliginden ve X matris operatoriiniin

tanimindan dolay1, yani (4.2.3.6) ve (4.2.3.10) bagintilarina gore
X { f (0)} =g(0) = R(O) f(0)

veya



46

9,(0) = (0) f,(0) + B(0) f, (0)
9,(0)=-p(0) f,(0)+«(0) f,(0)

elde ederiz. Bu denklemlerden (4.2.3.5) sinir sartin1 ve (4.2.3.16) sartlarin1 gézoniine

almak tizere son esitliklerin birincisini h, sayisi ile garpip, daha sonra ikinciden

cikardigimizda,

B(0) =2 4 (0)

“1+hh,
elde ederiz.
a(0)=1 (4.2.3.18)
alirsak,
B(0)= 1*‘_1;;22 (4.2.3.19)

Olur. Buna gore,

a2(0)+ﬂ2(0)zwz X? (4.2.3.20)

(1+hh,)’

olur. Simdi (4.2.3.15), (4.2.3.18), (4.2.3.20) esitliklerinden faydalanarak (4.2.3.13)

sistemini ¢ozelim. Eger,
a(x) = gsink(x)ve B(x) = y cosk(x) (4.2.3.20)
olarak alinirsa,

a'(x)=k'(x) gcosk(x) ve B'(x)=-k'(x) xsink(x)
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bulunur. Bu degerler (4.2.3.13) de yerine yazilip elde edilen denklemlerden birincisi

cosk(x) ile ikincisi de sink(x) ile ¢arpilip, elde edilen denklemler toplanirsa

k@):-ljgayn+amgn1
2 X

bulunur. Bu degerler (4.2.3.20") de yerine yazilirsa, q(x) fonksiyonu (4.2.3.14)
formiili, y sayist ise (4.2.3.20) formiili ile tanimlanacak sekilde a(x) ve A(x)

fonksiyonlart i¢in

. 17 .1
a(x):Zsm{—zgq(z)duarcsm;} (4.2.3.21)

,B(x):;(cos{—%iq(z)dz +arcsin%} (4.2.3.22)

ifadeleri bulunur. Simdi (4.2.3.7) ve (4.2.3.8) de integral altindaki ifadeleri esitlersek,

K (X, S) matris ¢ekirdegi icin,

K.(x,5)B+BK(x,5)=K(x5)Q,(s)-Q (x)K(x,s) (4.2.3.23)

matris denklemini veya

oK, 0K, oK, 0K,
s os (0 1j J{O 1) X  ox
oK, oK, [\-1 o) \-1 o)l ek, oK,
os os X ox

_{méx) 0 j(w,s) Ku(x,s)j

Ku(x8)  Kyu(xs)
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_ aK12 + aK21 aKn + aK22
05 OX 0S OX _((DZ(S)— pl(x))Kll(XvS) (FZ(S)— pl((x))Klz(Xls)J
(P, (8) (X)) K (X,5)  (1(8) — R (X)) Ky, (X,9)

0Ky, K 0Ky OKp,
0s OX 0s OX

buradan
oK, oK
~ 2 =y (5) - Py (X)) Kus (x,9)
oK,, oK
XM_FFZZ:(Q(S)—pl(X))Klz(X’S) (42323’)
oK,, oK -
K K () )) K 5)
oK oK

2= = (1 (s) - (X)) Kz (x5)

denklem sistemini elde ederiz. Sonug olarak (4.2.3.8) ifadesinde f(0)’ 1 igeren terim

((4.2.3.7)’ de benzer terim olmadigi i¢in) sifira esit olur. Boylece,

K (x,0)Bf (0)=0

yani,
-K,, (x,0) K (x,0) ~
(—Kzz(x,o) KZl(X,O)Jf(O)_O
bu ise

Klz (x,0) fl(o) = K11(X’ 0) fz (0)
K22 (X1 O) fl(o) = K21(X1 0) fz (0)

denklemler sistemine esdegerdir. (4.2.3.4) sinir kosulundan dolay1

Ky, (%,0) =K, (%,0) , Ky (x,0)=hK,(x,0) (4.2.3.24)
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elde ederiz. o(x) ve w(x) keyfi diferensiyellenebilir siirekli fonksiyonlar olacak

bi¢imde,

Kiu(%,0)=¢(x) , K, (x,0) =y(x) (4.2.3.25)

ele alirsak (3.2.3.24) ve (3.2.3.25) sartlar1, K (X, S) matris ¢ekirdegi i¢in

o(x) hlco(x)]

v0) (3) (4.2.3.26)

K(X! S) |s:0: (

sartin1 tanimliyor. Burada (4.2.3.26) sart1 (4.2.3.23) denklemi ile birlikte bir Cauchy

problemini tanimlar ve bu problem ¢oziilebilirdir.

Benzer sekilde Dirac operatoriiniin II. Kanonik formu igin

pl(X) %Jrql(x) 0 1)d pl(x) ql(X) d
. g ta(x) () _(—1 0)&{%()‘) —pl(x)]_B&+Ql(X)

dx

-1 0

] e e (6 D) a9

gm0 -nb | a(x) —p(x) P20

olmak tizere (4.2.3.11) denklemini

B

R
N~
= X
+
NS
—_~~
x X
N— N
™™ ™
—_~~
X X
N N
L o
N~
= X
™™ ™
~~~
=
N—
_|_
o
(=
—~~
=
h—
N
—~~
>
N
N

z(—Ku(x.s) Kn<x,s>H Kaa(6,5) Kn(x,s)j

—K,(%,8) Ky(x,s)) (—-Ky(xs) —K,(x5s)

veya
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(—ﬂ’(x){pl(X)— P, () Ja(¥) [ a (x)+a () ]B(X) ' (X)+[ & (X) = (X) Jer (X)+[ p.(x)+ P, (X) ] B ]
—a' (x)+[ 6 (%) =0 () Jer () +[ P (¥)+ P, () ] B(x) =B (x)+[ P2 (%)= Py (x) Jex () +[ 0y (%) + 0, (x) ] B(X)

_ _[KlZ (X’ X)+ Ky (X, X)] K, (X, X) = K, (X, X)
L KGO0 =K (%) Kip() )+ Ky (x,X)

seklinde yazariz. Burada sagdaki matrisin esas koOsegen elemanlarinin sadece
isaretleri farkhidir, diger kosegen lizerinde bulunan elemanlar ise esittir. Simdi
matrislerin esitliklerinden dolay1, bu 6zellik sol taraftaki matris i¢in de saglanmalidir.

Bu sebeple

o' (x)+[ 6 (%) = () Jar () +[ P (%) + P2 () ] B (%)
=—a'(x)+[ (%) =0 (x) J (%) + [ P (%) + P2 (x) | B (%)

B () =[P (%)= P2 (%) Jr () + [ (%) + 0 (x) | B(x)
== (x)+[ P, (X) = P (x) Jer (%) + [ 0 (%) + 0 (%) | B(x)

bulunur, yani

20/'(x)=0 , 28'(x)=0
dir. Burada c, ve c, birer sabit olmak iizere
a(X)zcl , B(X)=c,

bulunur. Ayrica (4.2.3.23) denklemi

oK, 0K, oK, oK,
o5 o8 (0 1] +(0 1] x  ox
oK oK, |l-1 0) (-1 0)| oK, oK,
ENE) X ox
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veya

_ aK12 + aK21 aKll + 6K22
0S OX 0S OX

_ aKZZ _ aKll aK21 _ aKlZ
0S OX 0S 0S

[(pz(s)pl(x))Kn(x,s)+q2(s)Ku(x,s)ql(x)Kzz(x,s) qZ(S)Kn(X'S)f(pl(X)+pZ(S))Klz(X'S)*ql(X)Kzz(X's) )
—ql(x)Ku(x,s)+pz(s)Kzl(x,s)+(p1(x)+pz(s))Kﬂ(x,s) —0, (X)Kyp (%,5)+0, () Ky (X,8)+( Py (X) + P, (3) Ky, (X,5))

seklindedir. Bu durumda asagidaki

_%"‘%:(pz(s)_ pl(x)) Kys (%,8)+0; (8) Ky (%,8) =0 (x) Kzz (x5)
%—F%:% (s) Kn(x’s)_(pl(x)+ P, (S)) Kiz (%,8) =0 (x) Kzz (%:5)
oo (4.2.3.27)

_?22_?11 =—q1(X) Kn(x’s)"' pz(S) K21(X'S)+(p1(x)+ P, (S)) KZZ(X’S)

K, oK

.~ a_xlz =—0, (X) Ky, (X,5)+0,(s) K21(X,S)+(P1(X)+ P, (3)) Ky (X,8)

denklemler sistemini elde ederiz. Burada (4.2.3.16) sart1 (4.2.3.27) denklemi ile

birlikte bir Cauchy problemini tanimlar ve bu problem ¢oziilebilirdir.
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4.3 Bessel Operatorii

4.3.1 Bessel Operatorii i¢cin Asimptotik Formiillerin Elde Edilmesi

v? 1
y'+| A- X24 y=0 (4.3.1.1)
y(0)=0 (4.3.1.2)
y'(LA)+Hy(L2)=0 HeR (4.3.1.3)

seklinde verilen sinir deger problemini gozoniine alalim. Bu denklemin ¢6ziimii

y(9) =, (V2.x)

formundaki Bessel fonksiyonu olup, burada

) Srrtg 2)

= kT ( k+v+l) 2
dir. Simdi
o1
'+ A+0(x) =—5* |y =0
(4.3.1.4)
y(0)=0 (4.3.1.5)
Y@L A)+HyLA)=0 HeR

(4.3.1.6)
problemini gozoniine alalim. Burada q(X), (0,1] araliginda siirekli ve tiirevlenebilen
bir fonksiyon ve

> =| olsun. Bu durumda (4.3.1.4) denklemi

y”+[/1+q(x) - I(IX+1)} y=0
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seklinde elde edilir.

(4.3.1.1)-(4.3.1.3) sinir deger probleminin d6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik
davraniglarin1 bulmak zor degildir. Fakat (4.3.1.4)-(4.3.1.6) problemine dikkat
edilirse, q(x) potansiyel fonksiyonunun (0,1] araligindaki siirekliligi hari¢ baska bir

ozelligi bilinmemektedir.

Bu boéliimdeki amag ise bdyle bir denklemin asimptotik formlarini bulmaktir. Bu
formlart bulmaya c¢alisirken yine (4.3.1.1)-(4.3.1.3) probleminin asimptotik
formlarindan faydalanacagiz. Ayrica J,(x) € L*(0,1] oldugundan asimptotik

formlar1 hesaplarken genel ¢6ziim yerine Y= JV(X) ¢Oziimiinii almak yeterlidir.

Simdi bu formlar1 bulmaya calisalim.

Bessel fonksiyonlar1

seklinde asimptotik forma sahiptir (Watson , 1944).

Eger bu denklemde biiyiik x degerleri gozoniine alinirsa, J2 =5 olmak iizere

J,(sx) = i{cos(sx—v—”—zj+o[iﬂ (4.3.1.7)
TSX 2 4 SX

J,(sX) =— ,i {sin(sx—v—”—zJ+O(iﬂ (4.3.1.8)
7TSX 2 4 SX

elde edilir.

Bu bolimde (4.3.1.4)-(4.3.1.6) probleminin ¢Oziimiinii doniisim operatorii

yardimiyla
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o(x, A) =X, (%) + [ K (x,t)NE ], (st)dt (4.3.1.9)

O Ly <

seklinde arayacagiz. Eger

IK(x,t)ﬁjv(st)dt =o(%)

oldugu gbzoniine alinirsa

o(x5)= R 2 [oos -4 -2 )0 L]0
:%'{COS(SX_%_%}O(sixﬂJro(%j (4.3.1.10)

ZCOS(SX—V—E—EJ-FO(}j
2 4 S

oldugu sonucuna varilir. Diger taraftan

(px(x,s):lx j, (5%)+/x.si, () + K (x, x)N/x ], (sx +T8K ,(st)dt
1 2 VT 7w 2 T T 1
2\/_ {cos(sx—?——j (sxﬂ «/?s\/:{sm(sx———zj+o(s—xﬂ
Vr 7« . \/
ZCOS(SX_T_ZJ_S'sm(SX_7_ZJ+O(EJ (4.3.1.11)

elde edilir.(4.3.1.4)-(4.3.1.6) probleminin 6zdegerleri (4.3.1.6) denklemini saglayan
A degerleri oldugundan (4.3.1.10) ve (4.3.1.11) degerleri (4.3.1.6) denkleminde

yerine yazilirsa;

y'(LA)+Hy(L1)=0
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olur. Siniis fonksiyonunun sifirdan farkli degerleri i¢in,

—s.sin(s—%—%){“(ﬂ H)cot(s—%—%)+o(%ﬂ:0

olup, buradan

W(s):s.sin(s—v—”—z 1+0 1 =0 (4.3.1.12)
2 4 S
denklemi elde edilir. Rouche teoreminden dolay1 s’nin biiyiik degerleri igin w(s)
. . /4 .
fonksiyonu ile (s _7_Zj fonksiyonunun sifirlarinin sayis1 aynidir.

S, (4.3.1.12) denkleminin n. kokii olsun. Burada goriilityor ki N—>00 i¢in S, — o

dir. n nin

tamsayilarinin komsulugunda yeterince biiyiik degerleri gdzoniine alinirsa

n_V_”_£=n;z (n=0,1,2,...,)
2 4
v 1)
S,=|n+=+= |7
2 4

S, = n+ljﬂ+z+0(£) (4.3.1.13)
2 2 n

elde edilir. Simdi bu formiilii daha hassas hale getirmeye ¢alisalim. Bunun igin
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(4.3.1.13)

olsun. Bu durumda
@, (x,A)=cos sx—Z 7| _ssin[ sx- X~ +K (x,x)cos sx—Z %ol
2 4 2 4 2 4 SX

(X, 4) = COS(SX—V—H—ZJ-FO(ij
2 4 SX

ifadelerinde x =1 alinip bu ifadeler (4.3.1.6) da yerlerine yazilirsa

A/ . \"// 4
"(LA)+Hep(LA)= - |-s. _Z_Z
¢ (LA)+Hp(L 1) cos(s 5 4) ssm(s 5 4)+

K@) cos( s—YE -7 |+ Heos[ s—Z_Z )40 L]=0
2 4 2 4 S

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

[1+H+ K(l,l)]cos(s—v—ﬂ—zj+s.sin(s—V—ﬂ—£j+O[lj=0
2 4 2 4 S

bulunur. Burada s'nin yerine (4.3.1.13)" yazilirsa;

[1+H+K(l,l)]cos(n;z+—ﬁ+z—V—ﬁ—£+§n]—
2 2 4
I+1 .
- n+g zrsin n7z+|—7[+£—v—”—£+5n ++0 1 =0 (4.3.1.13)"
2 2 2 2 4 n
olur. Buradan v—= =1 ifadesi gozoniine alinirsa
cos(nﬂ+|§+%—%—%+5nj=cos(nzr+5n)=cosn7rcos5n—sinnﬂsinan;cos5n
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elde edilir. Bu degerler (4.3.1.13)" de yerine yazilirsa

[1+H +K(L1)]cos s, —{n@}rsin S, +O(%) =0

olur. Bu denklemde n — o igin 0(1] =0 oldugu g6zoniine alinirsa
n

[1+H+K@D]
Ea

yazilir. Burada n nin en biiyiik degerleri gozoniine alinirsa,

tano, =

[I+H+K@EY]

[1+H +K(@LD)]

T

bulunur. Eger a=

@=3+ot%j
n n

olur. Boylece (4.3.1.13) ifadesi

%z{mﬁtfqn+%+§+oﬂ%j (4.3.1.14)

alinirsa,

2 n n

seklinde elde edilir. Bu da H = o0 i¢in (4.3.1.14) denkleminin asimptotik formudur.
Simdi

yL A)cosf+Yy'(LA)sin =0

sinir sartlarin1 gozoniine alalim. Bu esitligin iki tarafin1 sin =0 ile bolip

cot § =H olarak alirsak
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y'(LA)+Hy(1L4)=0

seklindeki esitligi elde ederiz. (4.3.1.14) denklemi H #0 sayisinin sonlu olmasi
halinde elde edildi. Eger H =0 (cos 3 =0) ise;

yL A)cosp+y' L A)sinpg=y'LA)=0

olur. Diger taraftan (4.3.1.8) esitliginden

¥ =i =~ s 5022 o L

bulunur. Burada X =1alinirsa

olur. Boylece ,/% # 0 oldugundan
/1

sin(s—v—”—zj+0[lj=0
2 4 S

olur. Buradan

S, =[n +(I—;1)}7Z'+O(lj (4.3.1.15)

n

elde edilir. Diger taraftan H =0 (sin #=0) gozoniine alinirsa;

e RO
g5

s, =[n+(I +1)]%+O(%)
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bulunur.

Teorem 4.3.1: q(x) , [O,l] araliginda reel ve siirekli bir fonksiyon, H ise sonlu reel
bir say1 olmak {izere

1
vi-=
y'+| A+q(x)— x24 y=0 (4.3.1.a)
y(0,4)=0 (4.3.1.b)
y'(LA)+Hy(L4)=0

(4.3.1.c)

seklindeki siir deger probleminin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar
(0,1] araliginda ortagonaldir.

Ispat: A ve 1, (ﬂliﬂ?) Ozdegerlerine karsilik gelen ¢oziimler yl(x,ﬂ,l) ve
¥, (X, 4,) olsun. Bu durumda

v2 1

Vi+| A+ a(x) = —% |y, =0
V2 1

Vi +| A, +q(x) - Xz“ y,=0

olur. Bu denklemleri sirasi ile y, ve Y, ile ¢arpip taraf tarafa ¢ikarirsak

vt

vt

VoYi+ YnYs + QY,Ys —74 VoYo = Yo¥: — Gy, — LYY, +T4y1yz =0

elde edilir. Boylece
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VoY = Yo Y = (4= A)ViYs
d 1A !
&(ylyz - y1Y2) :(ﬂ'z _21) Yi¥o

bulunur. Son esitligin iki yanin1 (0,1] araliginda integrallersek

(VY2 = Y3 = (% = &) [ yuYax

elde edilir. Eger (4.3.1.b) ve (4.3.1.c) siir sartlar1 gozoniine alinirsa sol tarafin sifir

oldugu sonucuna varilir ki boylece
1

IY1(X,/11)YZ(X,22)dx:o

0
olur. Bu ise ¢6ziimlerin ortogonal oldugunu gdsterir.

Teorem 4.3.2. q(x) ve H , Teorem 4.3.1 deki sartlar1 saglasin. Bu durumda

(4.3.1.8)-(4.3.1.c) smir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.
fspat:

Aksine kabul edelim ki 4 ozdegerleri A=u+iv seklinde kompleks say1 olsun. Bu
durumda g(x) ve H reel oldugundan A=u-—iv sayisi da bir 6zdeger olur. Eger

(4.3.1.2) denkleminde iki tarafin eslenigi alinirsa,

y_”+ Z+q(x)— §:0

X2

elde edilir. Bu denklem ise y fonksiyonunun A 6zdegerine karsilik gelen bir ¢oziim

oldugunu gosterir. Boylece Teorem 4.3.1” den

(;L—Z)Jl. y(x,2)y(x A)x=0
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(A—Z)j‘l y(x,A)F dx=0

0

elde edilir. Integralin igerisindeki terim sifirdan farkli oldugundan A = 2 elde edilir

ki bu da A 6zdegerlerinin reel oldugunu gosterir.

Simdi ¢(X,4,) =¢,(X) esitligini gdzoniine alarak (4.3.1.14) asimptotik formuna

karsilik gelen 6zfonksiyonlarin asimptotik formunu bulmaya ¢alisalim. Bunun igin

(4.3.1.7) gozoniine alinirsa

o(x,2) :\/ijv(sx)+j|<(x,t)ﬁjv(st)dt
0

veya

i 2ol

j (x,t)VE. {cos( t—?”—%}ro(éﬂdt (4.3.L.16)

olur. Burada esitligin sagindaki ikinci terime kismi integrasyon uygulanirsa,

([K(x t){COS(St——ﬂ—%j+O(S—ltﬂdt=%\/ZK(X t)sm(st—\%r—zjb
——\/:I—ﬁK (1) sin( i ”Jdt
s\zsy  OX 2 4
\/ZTK(x,t){cos(st—v—”—zj+O( 1]}dt_ K (X, x)sm(sx—v—ﬁ—zj+0£1)
7Sy 2 4 st 2 4 S

bulunur. Bu ifade (4.3.1.16)" de g6zoniine alinirsa

@, (x)= cos(n;rx—v?ﬂ—zj+ K (X, x)sm(n;zx—vg—zj+o(lj

4 n

elde edilir. Son esitlikte eger (4.3.1.14) ifadesi g6zoniine alinirsa,
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vr 7w . vr 7w 1
. (X)=cos| ntX———— [+ K(X,X)sin| nzX———— |+ 0| — (4.3.1.17)
7 ) (” 2 4j o) (” 2 4) (nj

elde edilir. Elde edilen bu ifade ise (4.3.1.4)-(4.3.1.6) probleminin 6zfoksiyonlari
icin asimptotik formdur. Bunun icin ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlara ait

asimptotik
1

a’ = [ pldx (43.1.17)
0

formunu hesaplayalim.(4.3.1.17) de (4.3.1.17)" gbzoniine alinirsa

b 2
o = ]| oo w2 % e ysinf w22 - ) i

0
b v v ?
:I{cosz(nzx——”—zj+ K2(x, x)sinz(nﬁx——”—zﬂ dx +
0 2 4 2 4

1
+2K (%, x)sin (nyrx —%—%j dx (4.3.1.17)"
0

bulunur. Ayrica K(X,Xx) = I q(r)dz q(r) €C(0,1] oldugundan,
0

¢ /A 4 1
jK2(x,x)sinz(nnx————de:O(—]
0 2 4

n

olur. Bu deger (4.3.1.17)" de yerine yazilirsa
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<ol

bulunur. Buradan da

1 1
2 2+0[ 2 )nl
a n

n

elde edilir. Boylece ortonormallestirilmis 6zfonksiyonlar

__®
"ol
veya
VT 7 . VT 7w 1
V. =+/2| cos| ntXx———— |+ K(X,X)sin| nzX———-= [+0O| =
”W(” 24) ()(” 24] (nﬂ

seklinde bulunur.

Biitiin bu ifadeler H # Osayisinin sonsuzdan farkli olmasi halinde elde edildi. H =0

ve H=ow olmasi halinde de o6zdeger fonksiyonlar ve ortonormallesmis

ozfonksiyonlar i¢in yukaridakine benzer sekilde asimptotik formlar bulunabilir.

4.3.2. Bessel Denklemi I¢in Déniisiim Operatoriiniin Elde Edilmesi

Bu boliimde K(x,t) c¢ekirdek fonksiyonunu bulmak i¢in kismi tiirevli denklemlerin

¢oziimiinde yaygin olarak kullanilan Riemann metodundan yararlanilmistir. Bu
metod Hiperbolik tip kismi tiirevli denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilir. Bu metodun
uygulanist soyledir. Oncelikle ¢oziimii aranan denklemin diizlemde keyfi bir
noktadaki degeri arastirilir. Eger bu noktadaki ¢6ziim bulunabiliyorsa denklemin
genel ¢oziimii bulunmus olur. Ayrica bu metod yardimiyla ¢6ziim arastirilirken

Riemann fonksiyonu adin1 verdigimiz eslenik denklemin ¢oziimiinden yararlanilir.
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2

xz2" + z’+[/1x—V—J z=0 (4.3.2.1)
X

seklinde verilen Bessel diferansiyel denklemini gozoniine alalim. Bu denklemde

y =+/xz doniisiimii yapilirsa

1 %
y':Ex 2z+\/§z’

1 2 1 Rt
=—X2z4+=x22"+=x 27"+ x27"
4 2 2

"

y

olup, buradan

1

= 1 ~ B
2"=y"x 2 K 2ozt

olur. Elde edilen bu degerler (3.3.2.1) denkleminde yerine yazilirsa

1
1 1 1 2y 2
y"x2 +%zx‘l +y'x2 —%x‘lz+/1xyx D L,
X

1 3 3 8 13
y”xz{zx 2+EX 2 -5 X 2 4+ AX2 =X 2v2}y=o

y!l+ A— > y:O (4322)
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seklindeki Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Simdi bu denklemi

y(0)=0 (4.3.2.3)
y@®O+Hy@®=0 (4.3.2.4)
sartlar1 ile gozoniine alalim. Bu sekilde verilen denklemin ¢oziimi,
y= Ix J,(X)=J,(X) seklinde Bessel fonksiyonudur. Simdi
)
y 4| A+ -—— |y=0 (4.3.2.5)
X
y(O)zO (4.3.2.6)

y@+Hy@)=0

(4.3.2.7)

probleminin ¢6éziimii ¢(Xx,4) olsun. Bu durumda (4.3.2.2)- (4.3.2.4) problemi ile
(4.3.2.5) — (4.3.2.7) problemi arasinda doniisiim operatoriiniin

X[3,(x2)]=0(x.2)=1, (x,/1)+JX'K (x,t),(t, A)dt

seklinde oldugu aranilacaktir. Kabul edelim ki

21

d? 1 v 4
A= +A-

dx? x?

d2 V2 i
B=W+}t+q(x)— v

olsun. Burada doniisiim operatoriiniin ikinci sartin1 gozoniine alacagiz

§(%,2) =3, (x,2)+ K ()3, (6.2) + [ 22003 (12
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oK (x,1)

P"(%,A)= 3] (%, A)+K'(%,x)J, (%, 4)+K(x,x) I, (x,A)+ "

‘]v (t’ﬂ’) |t:x

. OX?
vl
AXJ, (%, 2) = Ap(x, A) = " (X, A)+| A— X24 o(x2)

P"(x,2)=37 (% A)+K'(x,x)J, (x, 1)+ K(x,x)J; (x, 4)+ 8Ka(:’t) J, (6 2) |y

1
L 52K (Xt v
+£a—)EZ)JV(t,i)dt+ /1—74 3,(x4)+
» 1 )
+ A- X24 K13, (x,4)dt (4.3.2.8)
0

bulunur. Diger taraftan,

vt

XJ,(x, 2)B = XBJ, (X, 2) = 37(x, 2) +| 2 +q(X) - - 413,(x,4)+

2

v21

+EK(x,t) 37(t,2)+| A+q(t)- t 413, (t,2) fdt

2

1

vi-= X

=37(x2)+9(0)J, (% 2)+| 2~ X24 3,(x A)+ [ K (xt)3/(t, 2)dt+
0
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, 1
X Ve ——
+HK (x| 2+q(t)- < 40, (t,2)dt (4.3.2.9)

olur. AXJ, (x,2)=XBJ,(x,4) oldugundan (4.3.2.8) ve (4.3.2.9) ifadeleri bu esitlikte

yazilirsa,

J"(%A)+K'(x,x)J, (X, 2)+ K(x,x)J, (X, 4)+ 8K;)>(<,t) 3o (6 A) |y +
1 ,» 1

LOPK (x,t V=2 2
+£%\]V(t,ﬂ)dt+ /1—74 3 (6 A)+| A=y

IK (x,t)J, (t, 2)dt

vt

= 7(%, )093, (t,2) | 21— 3, (%, 2)+ [ K (x.£2 (6 2)de+

0

2 1

J.K (x,t)d, (t,4)dt

bulunur. Diger taraftan

Jreuepite A=k e | Uy e 2
oK (x,1) LK (x,t)

3 (A +] (L A)dt

0
3o (6 A) ey +

=K(x1t)J, (t,A)]5 -

=K(x,t)J) (t, ) [y —K(x,1) 3] (t,A) o —
+M 3, (t2) | +I IK(xY) J,(t,2)dt

ot 0

K (1)

oldugundan, elde edilen bu deger yukaridaki denklemde yazilip benzer terimlerin

katsayilarinin esitligi gézoniine alinirsa,



68

O°K (x,t) V-3 O°K (x,t) oy
X, X,
o + X24 K(X’t):T+ q t24

K (x.t) (4.3.2.10)

K (x,1)
ot

o +

{GK(x,t)

> |X_t}\]v(x,/1)+ K'(x,x)J,(x4)=a(x)J,(x,4)

olur. Sol taraftaki ifadenin ilk terimi bir tam diferansiyel oldugundan

K (% x):%fq(r)dr (432.11)
0

seklinde bir esitlik elde edilir. Son olarak J (0,1) =0 oldugu gdzoéniine alinirsa

K(x,t)J;(X,4) |,_,=0

olup, J;(0,4)#0 oldugundan

K(x,0)=0

elde edilir. Boylece (4.3.2.10) denklemi ; (4.3.2.11) ve (4.3.2.12) sartlari ile birlikte

, 1 , 1

K (xt) |V g K (xt) V'
Fva e K(x,t)_TJr q(t)+ 2 K(x,t) (4.3.2.13)
K(x,x) = %Jx'q(r)dr (4.3.2.14)
K (x,0)=0 (4.3.2.15)

seklinde Hiperbolik tip kismi tiirevli bir diferansiyel denklemi olusturur. (4.3.2.15)-
(4.3.2.15) problemini ¢ozmek igin
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2= 20t =2t ko=@ U (2s) (43215)

seklindeki dontistimleri gézoniine alalim. Ayrica

oz 1 oz 1 o’z 1 o’z 1
—=2(x+t), —==(x+t), —==, —==
ox 2 ot 2 OX 2 ot 2
os 1 0s 1 o’s 1 o’s 1
Tz (x-t), Z=-Z(x-t), ===, ==
OX 2( ) ot 2( ) oxt 2 otr 2

K (xt) K (x+t)° 10K &°K (¢-t?) &K (x-t)° 14K
— = +-—+ +— +=—
OX oz 4 4 071 0208 2 oS 4 4 0s

FK(xY) K (x+1)" 1K K (¢-t) K (x-1) 10K
ot? 072 4 4 07 0205 2 05?4 4 05

olduklar1 (4.3.2.13) denkleminde g6zoniine alinirsa,

2 2 2 2_¢2 2 2 V2—E
K (x+t) 1ok K (X¥-1') K (x-t)?> 10K 4
—2 = — + 2 +—— - 2 K_qK:
0z 4 07 0105 2 05 4 4 0s X

1
2
_PKet) 1ok oKk (X-t) ok - 1ok Vg

oz 4oz odzes 2 o2 4 405 2

, 1 , 1
Koo oy ' a4, a
azas(x ~t*)- K = K—gK =0 (4.3.2.16)

elde edilir. Eger —v +% =a denirse;

KD =(2—3) 20 (2,5) = (2-5)"U (2.5)

Z—f =a(z-s)'U(z,5)+(z-s)" %—LZJ
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o°K
0705

=—a(a-1)(z-s)""U(z,5)+a(z-s)" o al(zms) —+(z-s) ——

bulunur. Ayrica,

z=%(x+t) X=Z +
s:%(x—t) t=+z-

X2 —t> =4z

oldugundan, bu degerler (4.3.2.16) denkleminde yerine yazilirsa,

%‘%

-4J5a(a-1)(z_s)“*2u(z,s)+4¢5a(z-s)“15U 4Jzsa(z-s) 186—‘;+
PR V2—1 Vz—1

4zsa(z-s oV 4__(z-5)"U(z,5)+—2(z-5)"U(z,5)-

() s T O e v e

—q<\/_—\/§)(z—s)“u (z,5)=0

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi 4/zs(z—s)* ile boliniip gerekli islemler

yapilirsa,
N __a N a U gWz-su
0z0s 7-s 0z z-$ 0S 4z

seklindeki Euler-Poisson-Darbox denklemi elde edilir. Simdi de bu denklem igin

yeni sinir sartlarini elde etmeye calisalim:

t=x= z:%(xﬂ)2 :%(x+x)2 == x=47
ve

s:%(x—t)2 :%(x—x)2 =0

olur. Boylece

1
2

K(x,t)=(z—3)  2u(z,s) = K(x,X)=(z —0)_V+%u(z,0) = K(x,X) = z_V%u(z,O)
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dK(x,x)
dx

i a

N
—v+1 z 2 lU(z,O)@Jrz
2 OX 0z OX

\/— 1 ek —v+16
=24z|-Vv+=|z 2U(z,0)+2xz 22—
[ 2) ( ) 0z

elde edilir. Diger taraftan,
dK (X, x)
dx

oldugundan

ou v 1)~ 1
—2»\/;2 2+2\/Z —-V+— |z 2U(z,0):—q(«/2)
0z 2 2

1
Olup, denklemin iki tarafi Zﬁz 2 jle boluniirse,

6_U+2U :lq(ﬁ)zv’l
oz 12 4

seklinde bir sart elde edilir. Eger t =0 ise,

-4

X2
4

denklemlerinden z=s Kkarakteristigi elde edilir. Bu durumda denklemin bazi

XZ

1 2 1 2
Z=—(Xx+t) =— ve S=—(X-t) =
4( ) 4 4( )

katsayilar1 tekillige sahip oldugundan &£>0 olmak lizere Z=S+¢ karakteristigini
g0zoniine alacagiz. Boylece
1

K(x,t)=(z-s) 2U(z,s)
oldugundan,

1
K(x,00=0=(s+¢&-5) 2U(z,z—¢)
olup, £ #0 oldugundan U (z,z—¢&) =0 elde edilir. Boylece

oU a U a oU qU

@ U a U _ 4.3.2.17

o10s z-s oz z1-S s Az ( )
1

N oy Ly “? (4.3.2.18)

oz 2 4

U(z,z—¢)=0 (4.3.2.19)

seklinde bir Euler- Darboux problemi elde edilir.
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5. SONUC

Bu tezde Sturm-Liouville, Dirac ve Bessel operatorlerinin spektral teorileri

incelenmis olup asagidaki sonuglar ortaya ¢ikmistir:
1.Sturm-Liouville operatorii igin,

(4.1.2.1) denkleminin (4.1.2.3) baslangi¢ sartlarin1 saglayan denklemi
h . 1¢.

(X, 1) = oS SX+—sin sx+—J'sm {s(x—7)}a(z)e(z, A)dz
S S

alinirsa
h#o,H # 00 igin
(4.1.2.1)-(4.1.2.2) Sturm-Liouville problemi gézoniine alnirsa

Ozdegerler icin asimptotik formiil;

sn=n+3+0(i2], c:i(h+H+1Iq(r)dr] (4.1.2.18)
n n z 2

0zfonksiyon i¢in asimptotik formiil;

@(X, 1) =CoS SX + gsin SX + S|2§x .[q(z')dz' +0 (s_lzj (4.1.2.19)
0

Normlagtirict sayilar i¢in asimptotik formiil,

1_ ﬁ{lo(i]} z+o(12j (4.1.2.20)
a, /4 n V4 n

normlastirilmis 6zfonksiyonlarin asimptotik formiilii;

v, (X) = ai @, (X)= \/%{cos nx + @sin nx} +0 (%) (4.1.2.21)
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gibi olur.
h=c , H=#0 igin
Ozdegerler igin asimptotik formiil;

Hl

1 1 1%
Sn_n+§+m+O(FJ, Hl:{H +E.([q(’l')df}
T n+

2
ozfonksiyon i¢in asimptotik formiil,
v, (X)= Llsin(n +1]+O(i2j
n+2 2 n

normlastirilmis 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formdil;

v, (X)= Esin n+1 x+0 1
V4 2 n

normlastirilmis katsayilar icin asimttotik formiilii;

o)

gibi olur.
h=0, H =00 i¢in

Ozdegerler icin asimptotik formiil;

S, :n+ﬁ+0(i2j
n n

ozfonksiyon i¢in asimptotik formiil;

sin nx 1
v, (X) = +0 (—2 j
n n

(4.1.2.26)

(4.1.2.27)

(4.1.2.29)

(4.1.2.28)

(4.1.2.31)

(4.1.2.32)
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normlastirilmis katsayilar i¢in asimptotik formiil;

1_ \En{m(izj} (4.1.2.33)
a, \x n

normlastirilmis 6zfonksiyonlarin asimttotik formiili;

v, (X) :\/%sin nx+0(%j (4.1.2.34)

gibi olur.

Sturm-Liouville operatorii igin doniisiim operatdrii bulunurken dontlisiim operatorii

tanimindan

d?. d?.
A== Q0. A=

dx?

alinirsa

AX = XA, den

elde edilir.
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2.Dirac operatorii igin;

dx r(x)

dz _ _ Q11(X) 0 _ p(x) 0
Bd +Q(X)z= Az, Q(x)_( 0 qzz(x)}:{ 0 j B

olmak tizere |. Kanonik form;
0 1
%+ p>x) 0 71=11
-1 0)dx 0 r((x
seklinde olup II. Kanonik form;
0 1
& (P09 a0 _
-1 0)dx \g(x) —-p(x)

sekildeki gibidir. Ozdeger i¢in asimptotik formiil;

A, =n+%+0(%j, (n=0,+1,+2,...), v:ﬂ—a—%I(p(tHr(t))dt

ozfonksiyon igin asimptotik formiiller;

u,(x) =cos(<, —a)+0(1j

n
. 1
v,(X)=sin(§, —a)+0 (Hj

seklindedir.

Ky, (x,0)=hK, (x,0)

(4.2.1.4)

(4.2.1.5)

(4.2.2.19)

(4.2.2.20)

(4.2.2.21)
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K22 (X, O) = |’11K21(X, O)
Ky (%,0) = (x)

Ky (%,0) =y (X)

olmak Uzere

K(x,s)|s=0:[(p(x) W(X)j

w(x) hy(x)
- Lot (p, (5)- Py () Kar (x,9)
Ko K1) (5K (19
X Ha (p,(5)5,(0)Ka(x5)
oK, oKy

T :(I’Z(S)—E(X))Kzz(x’s)

[.Kanonik form i¢in doniisiim operatorii belirtir.

_%4-% =(p, ()= Py (X)) Ky (%,5)+0, (5) Ky (X,5) =0, (X) Ky (X,5)

%"‘% =0, (s) Kll(x’s)_( p.(X)+p, (S)) Ky (%,8) =0, (x) Kz, (%,5)

_%_% =6, (X) Ky (%8)+ P, () Ko (%,8)+ (11 () + 3 (5)) Koo (X.5)

%_% =0, (X) Ky, (X,5)+0,(s) KZl(X,S)+(p1(X)+ P (S)) K (X:5)

I1.Kanonik form i¢in doniisiim operatorii belirtir.
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3. Bessel operatorii igin;

(X, 1) :ﬁjv(sx)Jr

O e <

K (%t (st)dt

¢ozliim fonksiyonu alindiginda

6zdeger icin asimptotik formlar ve

S
ozfonksiyon i¢in asimptotik formlar sekildeki gibi olur. Buradaki K(x,t) fonksiyonu
asagidaki problemin ¢6ziim fonksiyonudur.

(p(x,/l)zcos(sx—%—%}r K(x, x)sin(sx—%—j}ro(lj

2 1 2 1
K (xt) |V 2 07K (x,t Vo
Bt L Y T R (P09

K(x,x)=%iq(r)dr

K(x,0)=0



78

KAYNAKLAR

Alekceev, A.A. and Lorenzi, A., Sturm-Liouville Inverse Problems with
Functionally Symmetric Coefficients, Universita Degli Studi Di Milano, 52,1-
10.

Ambartsumyan, V.A., 1929, Uber Eine Frage Der Eigenwerttheorie. Z. Phys. 53,
690-695

Baskan, T., 2000, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi, Uludag Univ., Bursa.

Borg, G., 1946, Eine Umkehrung der Sturm-Liouvillesche Eigenwertaufgabe. Acta
Math. 78(1), 1-96.

Churchill , R. V., 1963, Fourier Series and Boundary Value Problems. 2. ed. Ed.
McGraw-Hill, New York.

Coddington, E.H. and Levinson, N., 1955, Theory of Ordinary Differential
Equations. McGraw-Hill, New York.

Courant, R. and Hilbert, D., 1953, Methods of Mathematical Physics. New York.

Delsarte, J. and Lions, J., 1957, Transmutations d’operateurs differentielles dans le

domaine complexe. Comn. Math. Helv. 32(2), 113-128.

Delsarte, J., (1938b), Sur Une Extension De La Formule de Taylor. J. Math. Pure
Appl. 17,213-231.

Gasymov, M.G., 1965, The Definition of Sturm-Liouville Operator from Two
Spectra, DAN SSSR, Vol.161,No:2, 274-276.

Gelfand, M., Levitan, B.M., 1955, On the Determination of a Differential Equation
From Its Spectral Function. Amer. Math. Soc. Transl. (2) 1, 253-304.

Hochstadt, H. and Lieberman, B., 1978, An Inverse Strum-Liouville Problem with
Mixed Given Data. Siam J. Appl. Math., VVol.34 , No:4, 676-680.

Hochstadt, H., 1971, The Functions of Mathematical Physics, New York.



79

Hochstadt, H., 1973, The Inverse Sturm-Liouville Problem. Communications on
Pure and Applied Mathematics, Vol .26, 715-729.

I¢, U., “Dirac Operatérii I¢in Spektarl Analizin Bazi Problemleri”, Yiiksek Lisans

Tezi, Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Elaz1g, (1999).

I¢, U., “Kanonik Dirac Operatérii i¢in Kismen Cakismayan Iki Spektruma Gore Ters

Problem”, Doktora Tezi, Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Elaz13, (2003).

Kayalar,M., “Sturm-Liouville Operatdrii Icin Ozdeger ve Oz Fonksiyonlarin
Asiptotik Formlar1 Uzerine”, Yiiksek LisansTezi, Firat Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisii, Elaz1g, (1998).

Kayalar, M., “Kismen Cakismayan iki Spektruma Gore Singiiler Sturm-Liouville
Operatorii Icin Ters Problem”, Doktora Tezi, Atatiirk Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii, Erzurum, (2003).

Kostyuchenko, A.G. and Sargsyan, 1.S., 1979, Distribution of eigenvalues, Nauka,

Moscow(Russian).

Koyunbakan, H., “Bessel Diferensiyel Denkleminin Spektral Analizi”, Yiksek
Lisans Tezi, Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Elazig, (1998).

Krein, M.G., 1951, Solution of the Inverse Sturm-Liouville Problem. DAN SSSR
76(1), 21-24.

Kreysizig, E., 1978, Introductory Functional Analysis with Applications. New-York.

Levin, B.Y., 1959, Interpolation by Entire Functions of Exponential Type. Trudy
Fiz. Tekhnich. Inst.

Levin, Ja., 1964, Distribution of Zeros of Entire Function. Amer. Math. Soc.

Levinson, N., 1951, A Simplified Proof The Expansion Theorem For Singular
Second Order Linear Differential Equations. Duke Math.J. 18, 57-71.



80

Levitan, B.M., 1964, Generalized Translation Operators and Some of Its

Applications. Jerusalem.

Levitan, B.M., Gasymov, M.G., 1964, Determination of a Differential Equation by
two Its Spectra. Russian Math. Surveys 19, 1-63.

Levitan, B.M., On the Determination of the Sturm-Liouville Operator From One and
Two Spectra, Math. USSR lzvestija Vol. 12, 1978,pp. 179-193.

Levitan, B.M., 1978, On The Determination of the Sturm-Liouville Operator from
One and Two Spectra, Math. USSR lzvestija Vol. 12, 179-193.

Levitan, B.M., Sargsyan, |.S., 1970, Introduction to Spectral Theory, Moskov,
Nauka.

Levitan, B.M.,1987.Inverse Sturm-Liouville Problems. Utrecht,239,Netherlands.

Levitan, B.M., and Sargsyan, 1.S.,1991. Sturm-Liouville and Dirac operators. Kluver
Academic Publishers, 345, Netherlands.

Liusternik, L.A. and Sobolev, V.J., 1961, Elements of Functional Analysis. Frederick
Ungar Publishing Company, New York.

Mackie, A.G., 1965, Boundary Value Problems. Edingburgh and London.

Marchenko, V.A., 1973, Some questions of the theory of One dimensional linear
differential operators Il.Amer.Math.Soc.Transl. (2)101, 107-191

Marchenko, V.A., 1977, Sturm-Liouville Operators and Theirs Application, Kiev.

Markushevich, A.l., and Markushevich, L.A., 1977. Introduction to Theory of

Analitic Functions, 320, Moscow.

Naimark, M.A., 1968, Linear Differential Operators Part 1,1l, Frederik Ungar
Publishing Co. Inc. London.

Panakhov, E.S., 1980, About Inverse Problem on Two Spectrum for the Differential
Operator with Peculiarity in Zero. DAN. Az. SSR, XXXVI, N.10,6-10.



81

Panakhov, E.S., 1980, The Definition of Differential Operator with Peculiarity in
Zero on Two Spectrum. VINITI,N 4407-80, Baku, , pp. 1-16.

Panakhov, E.S., 1985, Cauchy and Goursat Problem For The Second Order

Hyberbolic Equations with Discontinuous Coefficients. lzv. Azerb. Vol.3, No:6.

Panakhov, E. S., 1985, The defining of Dirac system in two incompletely set
collection of eigenvalues, DAN Az SSR, v. XLI, nu:5, pp. 8-12.

Povzner, A.J., 1962, On Differential Equation Of Sturm-Liouville Type On A Half
axis. Amer. Math. Soc. Transl. (1) 4, 24-101.

Sat, M., “Singiiler Dirac Operatoriiniin Spektral Teorisi”, Doktora Tezi, Frirat
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Elaz1g, (2012).

Stashevskaya, V.V., 1953, On Inverse Problems of Spectral Analysis for a Class of
Differential Equations , Dokl. Akad. Nauk. SSSR 93, 409-411.

Titchmarsh, E.S., 1958, Eigenfunction Expansion with Assosicated with Second

Order Differential Eguations Part 1,11. Oxford Universiy Press.

Volk, V.Y., 1953, On Inverse Formulas for a Differential Equation with a Singularity
at x=0. Usp. Mat. Nauk (N.S) 8 (56), , 141-151.

Weyl, H. 1909-1910a,Gewohnl. Lineare Diff. Gleichgn m.Singularen Stellen&ihre
Eigenfunkt. Gottingen, Ges.D.Wiss.Nachr. 37-64.

Weyl, H., 1910b, Gewohnl. Lineare Diff. Gleichgn m. Singularitaten d. Zugehor.
Entwick Willkiir. Funktn. Math. Ann. 68, 220-269.

Whitttaker, E. And Watson, G., 1972, A Course of Modern Analysis. Cambridge

University Press, Cambridge.



82

OZGECMIS

Mesut COSKUN, 01.07.1982 yilinda Tunceli’de dogdu. Ik, orta ve lise dgrenimini
Tunceli’de tamamladi. Atatiirk Universitesi Erzincan Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik boliimiinii 2008 yilinda bitirdi. Ayn1 y1l Dicle Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisiinde tezsiz yiiksek lisans programina baslayarak, 2009 yilinda bitirdi. Daha
sonra Erzincan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Ana Bilim dalinda
tezli yiiksek lisansa basladi. 2010 yilinda Tunceli Namik Kemal Endiistri Meslek
Lisesine matematik dgretmeni olarak atandi. 2011 yilindan beri Tunceli Universitesi

Meslek Yiiksekokulunda 6gretim gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.



