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1. GIRiS

Herhangi bir oriintiiniin temel 6gelerini bilmeden, Oriintiiye ekleme yapmak zordur.
Karmagik bir Oriintiiye sahip olan Matematik i¢in, bu islem daha da zordur. Bir
Matematik Oriintiisiine yeni bir ekleme yapilmak istendiginde arastirmacilar i¢in en
onemli zorluklardan biri, bu Oriintiiyi anlamalarina klavuzluk edecek oOrnekleri
bulmaktir. Bu ¢alismada hipergeometrik fonksiyonlar konusunda calisacaklarin boyle
bir zorluk yasamamalar1 adina hipergeometrik fonksiyonlarin olusumu, bu olusumu
olusturan Ogeler arasindaki iligkiler Orneklendirilerek verilmistir. Hipergeometrik
fonksiyonlar konusunda c¢alisan yetkin aragtirmacilar ¢ok ¢esitli Orilintiiler
olusturmustur. Bu oriintiilerde tek ve cift serilerle elde edilen hipergeometrik
fonksiyonlarin ¢ok genis kullanimi yer almaktadir. Bunlardan bazi Ornekler
sonuglariyla birlikte bu calismada verilmistir. Bu oriintiileri takip edip ve yeni
ortintiiler eklemek isteyen arastirmacilar i¢in bu calismanin bir klavuz niteligi

tasimasi beklenmektedir.

Ozel fonksiyonlarn énemli bir boliimiinii olusturan hipergeometrik fonksiyonlar
Matematik, Fizik, Miihendislik ve Olasilik Teorisinde kullanilmaktadir. Ilk olarak

Gauss tarafindan ele alinan bu fonksiyonlar

{0(6+y-1)—x(0+a)(0+pB)}y=0 (1.1)
(e:%} (12)

seklinde bir diferansiyel denklemin ¢oziimii olarak ortaya ¢ikmistir (Gauss, 1866).
Bu diferansiyel denklemin ¢éziimii olarak tanimlanan hipergeometrik fonksiyon daha
sonraki yillarda Appell, Lauricella, Horn, Srivastava tarafindan ¢ok degiskenli hiper-
geometrik fonksiyonlar kullanilarak genisletilmisdir. Bir tiirev operatorii kullanilarak,
bu fonksiyonlarin ¢esitli Ozellikleri ve genisletilmis formlar1 incelenmektedir

(Chaudhry vd., 2004; Hasanov vd., 2006, 2007).



Diger taraftan ortogonal polinomlarda hipergeometrik fonksiyonlarmn kullanilmasi ve
bazi1 6zel diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerinin hipergeometrik fonksiyonlarla ifade
edilmesi bu konuya olan ilgiyi arttirmistir (Tasdelen ve Altin 2003; Erkus ve Altin
2005).

Bu tezde once, dizi, seri, kuvvet serileri, fonksiyonlarin seriye a¢ilimi, taylor,
maclaurin serisi ve binom ac¢ilimi incelenerek, serilerin Ozellikleri ve kuvvet
serilerinde aritmetik islemler ile kuvvet serilerinin tersinin bulunusu verilerek
orneklendirildi. Gama ve Beta fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarla ilgili 6zellikler
verilerek Orneklendirildi. Hipergeometrik seriler ve hipergeometrik fonksiyonlar
ilgili 6zellikleriyle birlikte verilerek 6rneklendirildi. Temel hipergeometrik serilerin
tiirevlerinden elde edilen bir yeni Bailey tipi doniisiim arasindaki bazi 6zellikler, ¢ift

serili Hipergeometrik fonksiyonlar, formal kuvvet serileri yontemi, c¢ift seriler icin

indirgeme formiilleri ve Watson’un ,F, toplaminin g-eslemesi yoluyla elde edilen

dontisiimiin tlirevi incelenerek tek ve c¢ift serili Hipergeometrik fonksiyonlarin

kullanima ile ilgili 6rnekler sonuglariyla birlikte verilmistir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Dizi, Seri ve Ozellikleri

Tammm 2.1.1. A bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere her f:N
fonksiyonuna dizi denir. n€N igin f(n)=a, ifadesine dizinin n. terimi veya genel

terimi denir. Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger deger kiimesi reel
sayilardan olusuyorsa diziye reel sayilar dizisi, kompleks sayilardan olusuyorsa
kompleks sayilar dizisi, fonksiyonlardan olusuyorsa fonksiyonel dizi adi verilir.

Benzer sekilde ornekler ¢ogaltilabilir. Dizi kiime olarak

f:{(n,an):neN (2.1



seklinde ifade edilir. Bir fonksiyon olan dizinin deger kiimesi (al,az,...,an,...)

seklindedir. Bu kiimede elamanlarin siras1 onemli oldugundan kiime parantezi yerine

“()” parantezi kullanilmaktadir. Bagka bir ifade ile dizi

(a,)=(a.a,,...a,,..) (2.2)
seklinde ifade edilir. Burada

a, — 1. terimi

a, —> 2. terimi

a, —> n. terimi gostermektedir (Yalginkaya, 2013).
Ornek 2.1.1. (2")=(2,4.8,16,...,2",...)

Tanim 2.1.2. Herhangi bir (an ) dizisinin verilmis toplamina seri veya sonsuz toplam

ad1 verilir. Bir seride terimlerin sayisi sonlu ise seriye sonlu seri, sonsuz ise seriye

sonsuz seri denir. Bir sonsuz seri

Zan =a,+a,+..+a,+.. (2.3)
n=1

seklinde gosterilir. Burada a, terimine serinin n. terimi veya genel terimi adi verilir.

Bu terim serinin terimlerinin olusum kuralini belirler (Yal¢inkaya, 2013).

Ornek 2.1.2. Z%=l+l+l+...+in+...
=2 2 4 8 2

Tamim 2.1.3. Her Zan serisi igin S, kismi toplamlar dizisi

Sn:a1+a2+a3+...+an:Zaj (2.4)

J=1



seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse, burada elde edilen S, kismi toplamlar dizisinin

terimleri, integral hesaplanirken integral degiskeninde oldugu gibi, j indisinden

bagimsizdir. Diger bir degisle,

leaj :Zam (2.5)
Jj= m=

dir.

Dolayisiyla,

S, =a, (2.6)
S, =a, +a,, (2.7)
S,=a,+a,+a,, ..., (2.8)
S =a+a,+a,+..+a, (2.9)

olarak tanmimlanir (Ozer, 2005).

Tanmim 2.1.4. Kismi toplamlar dizisi yakinsak olan bir Zan serisine yakinsaktir,

n=l1
0 0
kismi toplamlar dizisi 1raksak olan bir Zan serisine 1raksaktir denir. Eger Zan
n=1 n=1
serisi yakinsak ve S, kismi toplamlar dizisinin limiti S ise, S degerine sonsuz serinin

toplami denir ve

i@:S (2.10)

n=1

seklinde yazilir. Boylece tanimdan, limit var ise,

0

Z%ﬂmi%=g (2.11)
n—o =

n=1 n—®

(S, ifadesi lim S, 1 gostermektedir).

Eger IimS, =+ veya lim§, =—o0

ise Zan serisine tamamen 1raksak denir (Ozer, 2005).

n=1



Teorem 2.1.1. Eger her n=1,2,..., igin a, =0 ise, Zan serisi yakinsak veya

n=l

tamamen 1raksaktir.

Ispat. a, >0 igin,
S, =a,<§,=a,+a,<S,=a,+a,+a,<.. (2.12)
oldugundan, S, kismi toplamlar dizisi monoton artan bir dizidir. Eger dizi sinirli ise,

her siirlt monoton dizi yakinsaktir teoremi geregince yakinsaktir. Eger dizi sinirsiz

ise limS, = olacagindan, seri tamamen raksaktir (Ozer, 2005).

Teorem 2.1.2. Zan ve an serileri, toplamlar1 sirastyla A ve B olan yakinsak

n=l1 n=1

seriler ve k sabit bir say1 olsun. Bu durumda

i(anibn)=AiB, (2.13)
> ka, :koo a, =kA (2.14)
2 (ka,) =k

olarak bulunur.

Ispat. Bu seriler i¢in kismi toplamlar dizileri

A =a+a,+a,+..+a,, B =b+b,+b,+..+b, (2.15)
S, =(a,+b)+(a,+b,)+...+(a,+b,) (2.16)
oldugundan, S, =4, + B, oldugu agiktir. 4, kismi toplamlar dizisi A ya ve B, kismi

toplamlar dizisi B ye yakinsadigindan, S, kismi toplamlar dizisi A+ B ye yakinsar.

Benzer seklide z a, serisinin kismi toplamlar dizisi

n=l1
A =a+a,+a,+..+a, (2.17)

0

Z(kan) serisinin kismi toplamlar dizisi S, olsun.

n=1



S, =kA =ka, +ka, +ka, +...+ka,, (2.18)
S, =kA, =k(a,+a,+a,+...+a,)=kA (2.19)

bulunur (Ozer, 2005).

Teorem 2.1.3. Teorem 2.1.2. den yakisak serilerin toplanabilecegi, ¢ikartilabilecegi,

ianiibn =i(anibn), (2.20)
n=1 1 n=l1

ve yakinsak bir serinin sabit bir say1 ile ¢arpilabilecegi

kian :ikan (2.21)
n=1 n=1

biliniyor. Bu kisimda, seriler {lizerinde ¢arpma, gruplandirma ve yeniden (tekrar)

diizenleme gibi islemleri incelenecek. ilk énce gruplandirma islemiyle, yani, Zan

n=1

serisine parantezler ekleyerek terimlerini ayirma ile baslayalim. Ornegin, Zan

n=1
serisi,
(a,+a,)+...+(a,,  +a,,)+.. (2.22)
serisi ile,

b, =a,,  +a, olmak iizere, an seklinde bir seri ile degistirilebilir (Ozer, 2005).

n=1

Teorem 2.1.4. Eger Zan serisi yakinsak ise, parantezler eklenerek bulunan yeni

n=1

seri de yakinsaktir ve toplami da Zan serisinin toplami ile aynidir. Eger Zan

n=1 n=1
serisi tamamen 1raksak ise, parantezler eklenerek bulunan yeni seri de tamamen

raksaktir.
Ispat. Parantez ekleme islemi baz1 kismi toplamlarin atlanmasina neden olacagindan,
(a,+a))+(a,+a,)+(a; +a,)+...+(a,, ,+a,,)+.. (2.23)

00
serisinin kismi toplamlari , Zan serisinin

n=1



A Y YO SRR Y (2.24)
kismi toplamlaridir. Eger S, kismi toplamlar dizisi, S limitine yakinsak ise, atlanarak

elde edilen dizi de S limitine yakinsamak zorundadir. Eger lim S, =+o0 ise, atlanarak

n—0

elde edilen dizi de +oo limitine rraksamak zorundadir (Ozer, 2005).

Teorem 2.1.5. Zan serisi mutlak yakinsak ve bu serinin yeniden diizenlenmisi

n=1
me serisi olsun. Bu durumda, me serisi de mutlak yakinsaktir ve toplami Z a,
m=1 m=1 n=1

serisinin toplamina esittir.

Ispat. Yeniden diizenlenen me serisindeki her b, terimi, uygun n degeri ve ayni n

m=1
degerine iki tane m degeri karsilik gelmemek kosuluyla, bir a, terimine esit

oldugundan,

2 16.1= 2 Ja,| (2.25)
n=1

m=1

yazilabilir. Bu durumda me mutlak yakinsak olacak sekilde Z

m=1 m=1

b

m

serisi

yakinsaktir. Zan serisinin kismi toplam ile toplami, sirasiyla, S, ve §; Zb

m
n=1 m=1

serisinin kismi1 toplami ile toplami, sirasiyla, S, ve S' olsun. Bu durumda, Zan

m
n=1

serisi yakinsak oldugundan, verilmis & > 0sayist i¢in p>1 ve n> N iken

+

@, |+ ot

an+1 an+p

Sn—S|<1g, <L (2.26)
2 2

olacak sekilde N sayis1 vardir. Clinkii Zan serisi S limitine yakinsak ve Z

n=1 n=l

an

serisi i¢in Cauchy kriteri saglandigindan, bdyle bir N sayis1 her zaman bulunabilir.



Yeterince biiyiik m* ler icin §,,, a,,4a,,...,a, ve belki de daha fazla terimden olusan
bir toplam olacagindan, k,k,,...,k, ‘ lerin hepsi m’ den biiyiik olmak {izere,
S,=S,+a, +a_+..+a (2.27)

bulunur. Bu indislerin en biiyiigii k, =n+ p, olsun. Bu durumda,

S, =S, S‘akl‘+‘ak2 "‘---"“%‘S a, .|+ an+2|+...+ Ay <%g (2.28)
oldugundan,
S, —=S|=1S,—S,+S,-S|<|S, -S| +]|S, —S|<%g+%g:g (2.29)

bulunur. Oyleyse S

m

, S limitine yakinsak olup, S=S" olur. Serilerin ¢arpimin

bulmak i¢in bu teorem olduk¢a dnemlidir (Ozer, 2005).

Tanim 2.1.5. (¢, +a, +a, +...+a,+..) (b +b, + b, +..+b, +..)
=ab +ab,+ab,+...+ab, +..+a,b +a,b, +ab, +... (2.30)
seklinde herhangi bir 6zel siralama olmaksizin a,b, terimlerinin bir koleksiyonu

bulunur. Eger Zan , me serileri mutlak yakinsak ise a,b, ¢arpimlari bir mutlak

n=1 m=1
yakinsak sonsuz seri olusturmak icin yeniden diizenlenebilir. Teorem 2.1.5. den
carpimlar nasil diizenlenirse diizenlensin, ayni sonug¢ ve toplam bulunacaktir. Boyle
cok sayida yeniden diizenlemeler olmasina ragmen, en ¢ok kullanilan Cauchy

carpimu olarak bilinir ve
ab +ab, +a,b +ab,+ab,+ab +... (2.31)

seklinde tanimlanir. Bu ¢carpim daha agik olarak;

ab, ol o o .
b o, o9b afi .. (2.32)

seklinde hesaplanabilir (Ozer, 2005).



m

Teorem 2.1.6. Eger Zan ve Zb mutlak yakinsak ise, bunlarin ¢arpimlart bir

n=1 m=1

mutlak yakinsak ZCZ. serisini olusturacak sekilde yeniden diizenlenebilir ve
i=1

Sa, 35, =3 (2.33)

0
n=1 m= i=1

—_

dir.

0
Ispat. th serisini,

i=1
ab, ab, ab, apb,..
{ { {
a,b, _a,b, ab, ab,...
1 2
ab, _ab, apb,.. (2.34)
{

<«

a4b1 <—a4b2 <—a4b3 <—a4b4"'

seklinde,

ab +ab, +ab, +a,b +ab, +a,b, +ab,+ab,+apb,... (2.35)
serisi olarak seg¢ilir. Bu tanimdan, 6zel olarak,

ab, =c, (2.36)
o +c+e e, =(a,+a,) (b +b,) (2.37)
alinarak, genelde

o +(c,+e+e,)+.t (+ ¢, ) =(a,+..+a,)(b+...+b,) (2.38)

yazilabilir. Benzer olarak,

|Cl|+(|c2|+|63|+|c4|)+...+<...+ c, ):(|a1|+...+|an|)(|bl|+...+ b,)) (2.39)
bulunur.

i a,| ve i b, | serileri yakinsak olduklarindan, bu son denklemin sol yan1 7 — o0
n=1 m=1

icin bir limite sahiptir. Teorem 2.1.4. geregince, parantezleri kaldirarak, Z|ci|

i=l1
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serisinin yakinsak ve dolayisiyla ch. serisinin mutlak yakinsak oldugunu buluruz.

i=1

Bu da ispat1 tamamlar (Ozer, 2005).
2.2 Kuvvet Serileri ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1. ¢,¢,¢,,C,,...,C

9 Cpoees

‘ler sabit ve x degisken olmak {izere

00

chx" =c,+Cx+e,x +.+e,x" +... (2.39)
n=0

serisine X’ in kuvvet serisi,

icn (x—a) =c,+¢ (x—a)+c, (x—a)2 +otc, (x—a) +.. (2.40)

n=0

serisine (x— a) ’ nin kuvvet serisi,

;c” [u(x)]" =¢,+¢ [u (x)]Jrc2 [u (x)]2 +..+c, [u (x)]n +... (2.41)

serisine de u(x)’ in kuvvet serisi denir (Yal¢inkaya, 2013).

0 n 2 3 n

Ornek 2.2.1. zx— T

‘= n 2 3 n

0
Tamm 2.2.2. Bir Zanw” kuvvet serisi verilsin. Eger,
n=0

Sn = Zakwok (241)
k=0
kismi toplamlar dizisi yakinsiyorsa, seri w, noktasinda yakinsiyor denir. Eger

>

n=0

n
an WO

(2.42)

serisi yakinsaksa, seri w, noktasinda mutlak yakinsaktir, denir.
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Eger bir f:S — C fonksiyonu ve her bir & >0 sayisina karsilik tiim 7 2> n, sayilar
ve tim we S noktalari i¢in,

>aw —f(w)|<e (2.43)
olacak bigimde bir n, sayisi bulunabilirse,

D>an (2.44)

serisi S {izerinde f'(w) ye diizgiin (iiniform) yakinsiyor, denir (Baskan, 2012).

iy = (=2)"
Ornek.2.2.2. Z ( ) serisinin mutlak yakinsak oldugu gosterilmek istendiginde;
n=0

n!
n-1 n—1
(=2)"|_2"" _
n! | om0
olsun,

a 2" n! 2
lim—L =1 — =1 =0<«l1
g nlili[(nﬂ)z znl] ngﬁ((m)] -

oldugundan seri yakinsak, dolayisiyla seri mutlak yakinsaktir.

Kuvvet serileri asagidaki 6zelliklere sahiptir;

1.) Bir ian (x—x,)" kuvvet serisi, eger
n=0

lim Y a, (x,-x,)", (2.45)
a, # 0 limiti varsa x = x; noktasinda yakisaktir.
2.) Bir kuvvet serisi, eger

>

n=0

a

n

", a4, %0 (2.46)

X =X

serisi yakinsaksa, x = x; noktasinda mutlak yakinsaktir.

3.) Her kuvvet serisi, seriyi yakinsak yapan biitliin degerler kiimesinden olusan bir
yakinsaklik araligina sahiptir. Her yakinsaklik araligi da bir 0 <R <o yakinsaklik

yarigapina sahiptir.
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4.) Bir kuvvet serisi |x—x0| < R i¢in mutlak yakinsak ve |x—x0| > R i¢in 1raksaktir.
R=0 iken yakinsaklik araligi sadece x, sayisindan olusurken, R=o0 i¢in kuvvet
serisi biitlin x sayilar1 i¢in yakinsaktr. (xo - R, x, +R) araliina, serinin yakinsaklik

aralig1 denir.

5.) Bir kuvvet serisinin mutlak yakinsakligin1 belirlemek i¢in en iyi metot “Oran

Testi” dir. Eger a, # 0 ve her bir x degeri igin

n+l
n+l (x - x() )

n

an+1

al’l

lim |22t = 7 (2.47)

n—0

=|X—X0

a,(x—x,)
ve L<1 ise, seri mutlak yakinsaktir. Mutlak yakinsak olan her seri yakinsaktir, fakat
tersi her zaman dogru degildir. Eger L >1 ise, seri raksak ve eger L =1 ise, test bir
durum belirtmez.

6.) Bir kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi

R=lim|- |- (2.48)
e an+l hm n+1
n—>0 an
veya
1
S (2.49)
lim ¢ |an|

n—>0

olarak belirlendiginden,

x—x0|<R esitsizligini saglayan x degerleri i¢in kuvvet

serisi yakinsaktir.

7.) Eger yakinsaklik araligindaki her x sayis1 i¢in

Zan (x—)cO )n =0 (2.50)
n=0

ise, her ni¢in a, =0 olmalidir.

8.) Bir kuvvet serisi yakinsaklik araliginda siirekli bir f fonksiyonuyla temsil edilir ve

bu araliktaki her bir x noktasindaki f (x) degeri serinin noktadaki toplamidir.
9.) |x —x0| <R iken

f(x):Zan(x—xo)n, g(x):Zdn(x—xo)n (2.51)

n=0 n=0
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olsun. Bu durumda her k reel sayisi i¢in

o0

ve
o0 o0
b,=ayd,+ad,  +..+ad,=Y ad, , =>da,,
k=0 k=0

olmak iizere;

00

S (x)-g(x)= 2.6, (x=x)
n=0
olarak tanimlanir. Ayrica eger g(x,)=#0 ise,

f(3=idn(x—xo)”

g(

seklinde seriler boliinebilir. d, katsayilari,

2a,(x=x,)" =2 d, (x=x) 2 b, (x—x,) = Z(debnk j(x =)
n=0 n=0 n=0 n=0 \_k=0

0zdeslik bagintisindaki katsayilar1 esitleyerek kolayca bulunabilir.

10.) |x —x,| < R iken

f(x)=2a,(x=x)

n=0

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

ise, f (x) fonksiyonu (xO—R,x0+R) yakinsaklik araliginda terim terim

tiirevlenebilir ve integrallenebilir. Bunlar sirasiyla,

seklinde tanimlanir (Ozer, 2005).

(2.59)

(2.60)
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2.3 Fonksiyonlarin Seriye A¢ilim

yv=f (x) az veya c¢ok karmasik bir fonksiyon olsun. x’ in verilmis farkli niimerik

degerleri i¢in f (x) ‘ in degerlerini hesaplamak, genel olarak zahmetli ve zaman alur.

Ornegin,

y:l(e””+e’”“); (2.61)
a

y = Arctan o ; (2.62)

y=+l+sin’ x (2.63)

fonksiyonlarin x’ in verilmis bir degerine karsilik olan degerini dogrudan dogruya
hesaplamak ¢ok zordur.

Ayni sekilde olasilik teorisinde ¢ok karsilasilan
[eax (2.64)
0

integrali, adi fonksiyonlar yardimiyla hesaplanamaz.

Halbuki fonksiyonlar1 ¢ok daha basit sekillere sokmak suretiyle, degerlerini kiiciik
yaklasikliklarla bu ifadelerden hesaplamak miimkiindiir. Fonksiyonlarin seriye
acilimi bu yontemlerden biridir. Bu sayede sinx, cosx, tanx ‘i veren trigonometrik
oran tablolar1 gibi bir¢ok tablolarin meydana getirilmesi miimkiin olmustur.

Bir fonksiyon, bagimsiz degiskenin yakinsaklik araligindaki degerleri i¢in, bir kuvvet
serisi ile gosterilebilir. Bagimsiz degiskenin verilen bir degeri i¢in, fonksiyonun
yaklagik bir degeri, serinin bastan az sayida terimleri kullanilarak hesaplanabilir.
Fonksiyonlarin seriye agilimlari Taylor ve Maclaurin serileri ad1 verilen iki tiir seri

yardimziyla yapilir (Karadeniz, 2007).

2.3.1. Taylor serisi

f (x) fonksiyonunu x—a ’ nin artan kuvvetlerine gore diizenlenmis bir kuvvet serisi

ile gosterilir ise,
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f(x)=b,+b(x—a)+b, (x—a)2 +b, (x—a)3 +b, (x—a)4 +... (2.65)
olsun. Simdi bu esitligin dogru olmasi i¢in b, katsayilarinin neler olmasi gerektigini

aragtiralim. Bunun i¢in de yukaridaki esitligin her iki tarafinin tiirevlerini esitleyelim.

Buna gore

f(x)=by +b,(x—a)+b,(x—a) +b,(x—a)’ +b,(x—a)’ +... (2.66)
f'(x)=b+2b, (x—a)+3b,(x—a)’ +4b,(x—a) +5b,(x—a)’ +... (2.67)
f"(x)=1.2b, +2.3b,(x—a)+3.4b,(x—a)” +4.5b,(x—a) +... (2.68)
S "(x)=1.2.3b, +2.3.4b, (x —a)+3.4.5b, (x—a)’ +... (2.69)
U (x)=1.2.3.4b,(x~a)+2.3.4.5b, (x~a)+.. (2.70)

ve bunlarda x =a yapilirsa;

f(a)=b, by = f(a) 2.71)
f'(a)=h b, zll!f'(a) (2.72)
f"(a)=12b, b= f'(a) @7
£"(a)=1.2.3b, b= % f"(a)  (@274)
£ (a)=1234..nb, b, =% ) @75)

elde edilir. Bunlar f (x) ifadesinde yerlerine yazilirsa

"(a "(a 2 ™) (q "
S I 0 A O P S ) YR e A C) PR P

I! 2! n!
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bulunur, ki bu seriye de f(x) ‘in x—a ¢ nin kuvvetlerine gore diizenlenmis Taylor
serisi denir.

f (x) fonksiyonunun bodyle bir Taylor serisine acilabilmesi i¢in f (x) ve

tiirevlerinin x =a ig¢in taniml1 ve siirekli olmasi gerekmektedir.

Taylor serisi, f (x) "1, x” in yakinsaklik araligindaki degerleri i¢in temsil eder.

3

Zorunlu olmamakla beraber Taylor serisi f (x) in x’ in a civarindaki degerlerine

karsilik olan degerlerinin hesabinda kullanilmalidir. Yukarida elde edilen Taylor

serisinde x =b yapilirsa;

' " (n)
f(b):f(a)+¥(b—a)+f2—(!a)(b—a)2+...+f nf“)(b-a)u... @.77)
ve bu seride b=a+h yapilirsa;

' " (”)
F(a+h)= f(a)+¥(h)+f 2('“)(h)2+...+f nf“)(h)u... @.78)

elde edilir (Karadeniz, 2007).

Ornek 2.3.1.

¢" fonksiyonunu x—1’in artan kuvvetlerine gore seriye agildiginda;

f(x)=ex f(l):e
S(x)=¢ ['()=e
f'(x)=¢" f'(1)=e
olarak,

2 3 4
e =e 1+x—1+(x—1) +(x—1) +(x—1) +...
1! 21 3! 4!

elde edilir.
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2.3.2. Maclaurin serisi

Maclaurin XVII. Yiizyilda yasamig bir matematik¢i olup, bir fonksiyonun, bagimsiz
degiskeninin artan kuvvetlerine gore diizenlenmis bir tam ¢ok terimli ile gosterilmesi
fikrini ortaya atmistur.

Bu sekilde bir ifadeden yapilacak hesaplama, hi¢ siiphesiz ¢ok kolay olacaktir. Zira,
x‘ in verilmis bir degerinden fonksiyon degerinin hesaplamak i¢in ax™ seklindeki
terimleri hesaplayip toplamak gerekecektir ki bu da en basit hesaplama seklidir.
Bunun miimkiin olabilmesi i¢in, ¢ok terimlinin terimleri, mutlak deger bakimindan,

gittik¢e kiiclilmeli ve toplamlar1 sonsuz olmamali yani seri yakinsak olmalidir.

Maclaurin serisi elde etmek iizere f (x) fonksiyonunu
f(x)=a,+ax+a,x’ +a;x’ +a,x* +... (2.79)
seklinde ifade etmek isteyelim. Simdi de bu agilimin miimkiin olabilmesi i¢in a,’

lerin neler oldugunu arastiralim. Bunun i¢in ifadenin kendisi ve tiirevleri yazilir.

f(x)=a,+ax+a,x’+ax +ax*+.. (2.80)
0 1 2 3 4
f'(x)=a,+2a,x+3ax” +4a,x’ +... (2.81)
1 2 3 4
f"(x)=1.2a,+23a,x+3.4a,x* +... (2.82)
f"(x)=123a,+234a,x+... (2.83)
3 4
fU(x)=1.234a,+.. (2.84)

simdi de x =0 i¢in bu esitliklerin alacag1 degerler bulunursa;

£(0)=a,, a, = £(0) (2.85)
f'(0)=a, a, =%f‘(o) (2.86)
£7(0)=12a,, a, =% £M0) @87
£"(0)=123a;, a -+ £m0) (288
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f9(0)=1.234q,, a, = 4L! 79(0) (289
f(0)=1.23....na, a, :% F7(0)  (2.90)

elde edilir. Bu degerler “Es. 2.79” ifadesinde yerine yazildiginda;

' " (n)
j(ﬂ=fan+iga@}ﬁégﬁﬁf+m+£;$D@Y+m @.91)

sonucuna varilir ki bu ifadeye f (x) > in Maclaurin serisi denir. Bu ifadeden kolayca
goriilebilir ki, f (x) fonksiyonunun Maclaurin serisine agilabilmesi i¢in f (x) ve

tirevlerinin x =0 i¢in taniml1 ve siirekli olmasi gerekir.

Maclaurin serisi, f (x)‘i, x’ in yakinsaklik aralii i¢indeki degerleri icin temsil

etmekle beraber, bu seri, f (x) > in X’ in sifir civarindaki degerlerine karsilik olan

degerlerinin hesabinda kullanilmalidir (Karadeniz, 2007).

Ornek 2.3.2. y =e¢" fonksiyonunu Maclaurin serisine agildiginda;

f(x)=ex f(0)=e°:1
['(x)=¢' £1(0)=¢" =1
f(ﬂ) (X) = f(n) (0) _ eo -1
oldugundan ,

X x2 3 xn
€ =l+—+—+—+..+—+..

1 2t 3 n!

bulunur.
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2.3.3. Binom formiilii

(a+b)" veya (a—b)"" in agthmi veren formiilii bulmak isteyelim. Burada m
pozitif, negatif, tam veya kesirli bir say1 olarak kabul edilir. Bunu elde etmek iizere

y= (a + x)m fonksiyonu Maclaurin serisine agilir.

f(x)z(a+x)m f(O):(a)m (2.92)
f(x)=m(a+x)" £'(0)=m(a)"" (2.93)
f“()c):m(m—l)(a+x)m_2 f"(O):m(m—l)(a)m_2 (2.94)

) =mm-)m-2)(arx) (0 =mm-1)(m-2)(@) @95)

m(n;_ D) a" 2 x + m{m _13)'(171 -2 a" x + (2.96)

(a +x)m =a" +%a’”’1x+

bulunur. Bu agilimda x =5 yapilirsa Newton’ un Binom formiilii elde edilir. Buna
gore

m(m—1) e m(m—1)(m-2)

0 3 a" b +... (2.97)

(a +b)m —a" + 2y
1!
elde edilir.

(a—b)"’i elde etmek igin yukaridaki formiilde isaretleri alternatif olarak + ve —

yapmak gerekir.

m tam ve pozitif olursa acilimda m+1 terim bulunur, diger hallerde agilimda sonsuz

terim bulunur.

Acilimin herhangi bir r numarali terimi,

m(m—1)(m=2)...(m—r+2)
(r — 1) !

dir (Karadeniz, 2007).

aln—r+lbr—1 (2.98)

Ornek 2.3.3. J/1+x ‘i binom formiiliiyle acildiginda;

1

3/1+_x=(1+x)5
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P+x= 1+ 1x+2l l(l—l)x2+l.l(l—lj(l—2jx3+...

313 3

N+x= l+§—éx2 +%x3 +... bulunur.

2.4 Kuvvet Serilerinde Aritmetik Islemler
2.4.1. Kuvvet serilerinde toplama-¢ikarma islemi

Yakinsaklik yarigaplari sirasiyla R, ve R, olan,
s(x)=ay +ax+a,x° + .+ ax" +..., o(X)=by +bx+bxP +. b X +..  (2.99)

kuvvet serileri verilmis olsun.

Sayi serilerine benzer olarak, kuvvet serilerinin toplami1 ve farki, sirasiyla

s(x)+0'(x)=i(an+bn)x" (Jx < R=min{R ,R,}) (2.100)
Ve
=i(an—bn)x" (]x| < R=min{R,,R,}) (2.101)

dir.(Hacisalihoglu ve Halilov, 2009).

. - n— x N xn
Ornek 2.4.1 f(x)=le(—1) 1m ve g(x)= Z‘”"‘l

serilerini ele alalim. f(x) in yakinsaklik araligi (-1,1], g(x) in yakinsaklik aralig:

ise [-1,1) dir.

x x x X w1 X"
=t —1 _—
f() 2 3 4 5+ ( ) n+1+
ve
g(x):f+x—2+x—3+—4+ + X +..
2 3 4 5 n+1
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3 5 2n
f(x)+g(x)=2(§+%+%+...+;—n+..)

dir. Simdi f(x)+ g(x) in yakinsaklik araligin belirleyelim:

x2n+2
; ) ) 2n
lim|—L = lim 2";2 =‘x2 lim =‘x2‘=x2
n—oo an n—o X n—o 2n+2
2n

oldugundan verilen seri x> <1 yani —1<x<1 i¢in yakinsaktir. Ayrica verilen seri

x=-1 i¢in,

e

seklinde olup 1raksaktir. x=1 i¢in de

> 1

o 2N
seklinde olup yine iraksaktir. Bu durumda serinin yakimsaklik araligi (—1,1) dir. Yani

f(x)+g(x)in yakmsaklik araligi f(x) ve g(x) serilerinin ortak yakisaklik

araligina esittir.
2.4.2. Kuvvet serilerinde carpma islemi

Yakinsaklik yarigaplari sirastyla R, ve R, olan,

s(x)=a, +ax+a,x’ +..+ax"+.. (2.102)
ve
o(x)=by+bx+b,x’ +..+bx" +... (2.103)

kuvvet serileri verilmis olsun. Bu serilerin ¢carpimi say1 serilerinde oldugu gibi,

s(x).c)'(x) = i[ Z a,.bj = i(aobn +ab,  +ab, ,+..+ab, )x” (2.104)
n=0

n=0 \_i+j=n

(Jx < R=min{R ,R,})
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seklinde tanimlanir. “Es. 2.100”, “Es. 2.101” ve “Es. 2.104” deki serilerinin (—R,R)

araliginda mutlak yakinsaklig1 agiktir (so6zii edilen aralikta “Es. 2.98” ve “Es. 2.99”

serileri mutlak yakinsak oldugundan).

“Es. 2.98” ve “Es. 2.99” serilerinin ¢arpimini, chx" olarak yazabilir, “Es. 2.104”

n=0
gore, ¢, ler i¢in
¢, =ab,+ab,  +ab, ,+..+ab, (n=0,1,2,...) (2.105)

formiiliinii yazabiliriz (Hacisalihoglu ve Halilov, 2009).

0 o0

Ornek 2.4.2 f(x)=> x"" ve g(x)= Z:(—l)ni1 x"!

n=1 n=l1

serilerini ele alalim.

1
f(x):1—:1+x+x2+x3+...+x”“+...

—-X
ve

1 2 3 |
g(x)=r=l—x+x -X +...+(—1) X+

X

olup

S (x)-g(x)= 1_1x2 =1+x2 +xt x0T

seklindedir.

2.4.3. Kuvvet serilerinde bolme islemi

s(x)=a,+ax+a,x’ +..+ax"+.. (2.106)
serisinin
o(x)=by+bx+b,x’ +..+bx" +... (2.107)

serisine boliimii, b, # 0 durumunda, yeteri kadar kiigiik |x

> ler igin,
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= o (2.108)
O-(X) anxn )‘IZ:(;
n=0

seklinde tanimlanabilir. Bu serinin p, (n =0,1,2, ) katsayilari, belirsiz katsayilar
yontemi ile,

ianx" :(ibnx”J(ipnx"] :i£ Z bl.pj}\” (2.109)
=0 =0 =0 n=0 \ i+j=n

esitliginden, yani,

a =b,p, +bp,  +bp, ,+..+b p, (n=0,1,2,...) (2.110)
esitliklerinden belirlenir.

Gergekten, p, katsayilar i¢in “Es. 2.110” esitliginden, n=0,1,2,... degerlerinde,

ardisik olarak,
a
@y =bypy = Py =—", (2.111)
bO
1 a,b,
a,=b,p,+bp,= p, :b—(al—%j, (2.112)
0 0
1 ab ab, ab’
a, = p+bp+bp:>p=—(a—”—“+“j (2.113)
2 072 171 2170 2 bo 2 bo bo bOZ
vs. bulunur.

Boliim serisinin p, katsayilari, ¢okterimlilerin boliinme kuralina benzer olarak, “Es.

2.106” serisini “Es. 2.107” serisine bolerek de bulunabilir (Hacisalihoglu ve Halilov,

2009).

N 1
Ornek 2.4.3. f(x)= TS T+x+x>+ +.+x" +
—Xx

n—1

g(x)zﬁzl—x+x2—x3+...+(—l)"lx +... olsun, f(x) i g(x) e bolelim.
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I+ x4+ +xX +. 2"+ =
=2 P.x

—1 _
1—x+x2—x3+...+(—1)" X

o0
_ -1 _
T+x+x+x +.+x" 1+...:(1—x+x2—x3+...+(—1)” X" 1+...)2an”
n=0

an :bopn +b1pn—1 +b2pn72 +"'+bnp0

a, =b,p, 1=1.p, po =1
a,=b,p,+bp, 1=1.pl+(—1).1 p =2
a, =b,p, +b,p, +b,p, 1=1.p,+(-1).2+1.1 p,=2
a, =b,p, +bp, +b,p, +b,p, 1=1.p,+(-1).2+1.2+(-1).1 ps=2

0 1 2 3
anx" =pX +pX +p, X +px +..px"+..
n=0

=1.x" +2x +2.X° 42 +..p X" +...

=14+2x' + 222 + 2 + ...+ p X" +..
D,

2.5 Kuvvet Serisinin Tersi

Tanmm 2.5.1. f =ZanT " bir kuvvet serisi olsun. Eger, f.g=1 olacak sekilde bir
g= ZbﬂT" serisi mevcutsa, bu g kuvvet serisine f” nin inversi (tersi) denir.

Bu tanimlara gore belirtmeliyiz ki, eger bir ters kuvvet serisi mevcutsa der f=der g=0
yazabiliriz. Bagka bir deyisle, f ve g kuvvet serileri sabit terimle baslamaktadir. Bu
diisiincenin tersi de dogrudur. Yani, sabit terimle (sifirdan farkli) baglayan her kuvvet
serisinin tersi meveuttur. Ciinkii, f yerine a, ™' kuvvet serisinin diisiiniirsek bu seri 1
sabit terimi ile bagslar. Buna gore sunu da belirtelim ki, biitiin geometrik seriler formal

bir inverse sahiptirler.

1
1—=1+r+r2+....+r"+... (2.114)
—-r

~~

1—r)(1+r+r2 ot r” +...):1+r+r2 +...(—r)(1+r+r2+...) (2.115)
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=14r+r+..—r—r—-r-..
=1

Simdi

f=1-h

ve

h= —(alTJrazT2 +a,T’ +)
alalim. O zaman (1 — h)fl ‘1 yani inversi (tersi) bulmak kolaydir. Soyle ki,

l+h+h+h +...

seklinde bir kuvvet serisidir.
(1-h)p=(1=h)(1+h+1" +...)
(1-h)p=1

olacaktir. Boylece f’ nin istenen inversini (tersini) bulunmus olur.

F(T) serisinin tersi ,

g(T).f(T)=1
ile belirlenir ve
1 1 1 1
T)= = -
g( ) f(T) a,+aT+a,T* +... aol— W Gy
. “
g(T)—i L=L(l+h+hz+...)

- a, 1-h a,
olur. Yani, f(T)’ nin tersi,

¢(h):i+Lh+Lh2+...

a, 4a a,

serisinde

h:_ﬂT_ﬁTz_
4 a

yazilmasiyla ile elde edilir (Ocak, 1986).

Ornek 2.5.1. (1+2x+3x2 +4x° +5x* +. " +)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)
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kuvvet serisinin tersini

2 3 4 n—1
(po + DX+ DX + X+ p x4+ p X +)
olsun

(1+2x+3x2 +4x° +5x + .+ +...).(p0 +px+p, X+ pxX +pxt+.+p x" +) =1

an :bopn +blpn_1 +b2pn_2 +...+bnp0

a, =b,p, 1=1.p, P, =1

a,=b,p,+bp, 0=1.p +2.1 p=—2
a,=b,p, +b,p, +b,p, 0=1.p,+2.(-2)+3.1 p, =1
a,=b,p,+b,p, +b,p, +b,p, 0=1.p,+2.1+3.(-2)+4.1 p;=0

a,=b,p, +bp,+b,p, +b,p, +b,p, 0=1.p,+2.0+3.1+4.(-2)+5.1 p,=0

seklinde devam edilirse diger katsayilar da sifir bulunacaktir.

(1+2x+3x2 +4x° .. 4+ nx"" +)

serisinin tersi olan seri
(1 —2x+x° )

bulunur.
2.6. Gamma ve Beta Fonksiyonlar:

2.6.1.Gamma fonksiyonu

I'(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
I(x)= j e dt (2.126)
0

genellestirmis  integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. S$oyle ki,

F(u)= Te”’dt . (2.127)

u



27

integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. ¢ >0 olmak iizere bu integral her
c<u<d sonlu aralifinda 1 ya dlizgiin yakinsaktir. “Es. 2.127” den u ya gore
u

tiirevler alarak devam ettigimizde n. tlirev igin;

(~1)" F") (u) = j e s =1 (2.128)
0 u

n+l
esitligi elde edilir. Bu son esitlikte u=1 alindiginda;

[trede=nt=[d"" e dt =T (n+1) (2.129)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmistir. Halbuki n’ nin »n > -1
olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanimlidir.

Yani yakinsaktir. O halde x >—1 olan herhangi bir reel say1 olmak tizere;
xl=[t'edr =T (x+1) (2.130)
0

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, -1 den biiyilikk tiim reel sayilarin faktoriyel
degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1
Gamma fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir.

x =0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,

S==(0-1)=1 (2.131)

0!= Tetdt =—¢"
0

dir. Bu sonu¢ 0!‘in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini aciklar. Elementer

matematikte n faktoriyel,

n!=n(n—1)(n—2)...3.2.1 (2.132)
carpimut ile verilir. Bu 6zellik,

n!:n(n—l)! (2.133)

esitligini icerdigine gore, eger x =n bir tamsayi ise,

C(n+1)=n!=n(n—1)!=nl(n) (2.134)
yazilabilir.
0 b 0
T(x+1)=[t'edt = lim [¢'e'de = tim o7 Wl gy = 2T (x) (2.135)
o b—w 0

v
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oldugundan T fonksiyonu

F(x+1):xr(x) (2.136)
esitligini tiim x>0 degerleri i¢in gergekler. Bu 6zellik yardimiyla Gamma fonksiyonu
icin argiimentin herhangi iki tamsayr arasindaki degerlerine karsilik gelen
sonuglarmin bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri kolayca

hesaplanabilir (Yagmur, 2010).

Ornek 2.6.1. T'(4)=3!=3.2.1=6

2.6.2. Beta fonksiyonu

B(x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,

B(x,y)= [t (1-t)"dt; Re(x)>0, Re()>0 (2.137)

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

/2
2y-1

B(x,y)=2 (sin0)"" (cos0)"" do (2.138)
B(x,y):T(lf%du (2.139)
0 u
r(x)0
B(x,y) :% (2.140)

bi¢cimlerinde de ifade edilir.

“Es. 2.137” de t=sin’falmirsa “Es. 2.138”; t:ILahnlrsa, “Es. 2.139” elde
+u

edilir. “Es. 2.140” de Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi
verilmistir. Bunu gormek igin I'(x) in tammlandigi integralde t = s” doniisiimii

yapildiginda;

F(x) = J‘tx’le”dt = ZJ.Sz)"le’s2 ds (2.141)
0

0
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olur. I'(x) in bu ifadesinden dolay1
C(y)=2[r"e"dt (2.142)
0

yazilabilir. Buradan,

P)L()=4] [ e ¥ Dads (2.143)
00

olup,

s=rcos@, t=rsinf (2.144)

kutupsal koordinatlarina gecildiginde,

e
T)T(y) =4 j j P22 (cos ) (sin @)™ rdrd@ (2.145)
00
3 2y-1 ¢ 2
=[2[(cos @) (sin@)"" d0 || 2] e dr (2.146)
0 0
=B, )'(x+y) (2.147)

bulunur. Bu ise istenilendir. Ayrica “Es. 2.140” den goriilmektedir ki,
B(x,y)=B(y,x) (2.148)
olup bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zeligi olarak adlandirilir (Rainville,

1973).

r@3)r2) 213t 1

Ornek 2.6.2. B(3,2) = = -
r(3+2) 4 2

Tanmim 2.6.1 A reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak

tizere (A), ifadesi
L), =AUA+D(A+2)... (A +n-1) (2.149)

olarak tanimlanir. Bu ifade ‘Pochhammer sembolii’ olarak bilinir (Sahin, 2010).

Ornek 2.6.3 (5), =5.6.7=210
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Lemma (6nteorem) 2.6.1. Pochhammer sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

_T(A+n)

(Q), ) (2.150)
(A = A(A+1) (2.151)
Ispat. “Es. 2.136” kullanilarak I'(1+n) ifadesi

T(A+n)=A+n-DI(A+n-1) (2.152)
=(A+n-D)(A+n-2)[(A+n-2) (2.153)
=(A+n-1)(A+n-2)..(1+1)AC(1) (2.154)
=(4),I(4) (2.155)

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafi I'(1) ile boliniirse “Es. 2.150” ifadesi
elde edilir. “Es. 2.151” ise

r(z+n+1)=/1r(/1+n+1):lr((/1+1)+n)=

(ﬂ')nﬂ =
I'(4) AC(A) C(A+1)

A(2+1) (2.156)

den goriilmektedir. Ozel olarak “Es. 2.150” de n=0 alindiginda (1), =1 dir (Sahin,
2010).

Ornek 2.6.4. (5), = F+3) _I(8) 71 76541 7.6.5=210

rs) re) 40 0 A

Lemma (énteorem) 2.6.2. (1-x) " = i (@),

n
X 9
n=0 n'

x| <1 (2.157)

dir.

Ispat. “Es. 2.157” ii ispat etmek igin
f(x)=(1-x)" (2.158)

fonksiyonunu x = 0 noktast komsulugunda Taylor serisine (Maclaurin serisi) agmak

yeterlidir. & €Z olmasi halinde “Es. 2.157” sonlu binom agilimidir (Sahin, 2010).
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Ornek 2.6.5. x = % ,oa=2

i¢in,
1 -2 s (2) xn
1-=| = n” (g
) T
olsun
(25 @) (2 2 ()
Y 1! 2 3 4

1 2x 23x% 234x° 2345x"
—+ + + +

I 1 2 3.2 4.3.2

A=1+2x+3x>+4x> +5x* +...+nx""
Ax=1x+2.x> +3x° +4x* +5° +...+nx"

A—Ax=A(1—x) =l+x+x"+x +x +x° +.+x"
.. . . <
) <x< 5 icin x!in sonsuzuncu kuvveti sifir oldugundan

1- 27

1—x

A(l—x):

1
=5

olup, bu ifadede

A=

X==
2

degeri yerine yazildiginda,

[l_%jz :( 11)2

4=4
elde edilir.



32

2.7. Hipergeometrik Seriler ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a, f ve y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere
apx a(a+1)[)’(ﬂ+1)x_2+

y 1! 7(y+1) 2!
olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri denir.

“Es. 2.159” ifadesi

1+

(2.159)

T+x+x"+...

geometrik serisinin bir genellestirilmesi oldugundan bu adi alir. “Es. 2.159” den
goriilmektedir ki 7 degeri sifir ya da negatif bir tamsayr olmamalidir. “Esg. 2.159”
hipergeometrik serisi |x|<l icin yakinsak, |x|>1 icin 1raksaktir. |x|:1 oldugu
zaman y>a+ [ ise seri mutlak yakinsaktir. x=-1 iken y>a+ -1 ise seri

yakinsaktir. “Es. 2.149” gosterimi dikkate alinarak “Es. 2.159” hipergeometrik serisi
asagidaki sekilde yazilabilir.

(), (B), x

F=(apB,y;x)=)y —+—"~— 2.160
“Es. 2.160” de goriilen F’ nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F’ nin yapisinda biri @ ve
p digeri y olmak iizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder. “Es. 2.160” in

genellestirilmis ifadesi

PF:I Z(al,...,ap;]/l,...,}/q;x) — i(al)n (az)n ...((Zp)n X"

n=0 (71 )n (72 )n ...(7q )n ;

dir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden ,F, gosterimi yerine F gosterimi de kul-

(2.161)

lanilir. Yani
F (o, Biysx)=F(a, By:x) (2.162)
olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu veya hipergeometrik fonksiyon

olarak bilinir (Srivastava ve Karlsson, 1985).

Lemma (6nteorem) 2.7.1. , F («, ;7;x) fonksiyonu
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1

NACNEIE m Ju ™ (1=u) ™ (1-ux) ™ du (2.163)

seklinde bir integral gosterimine sahiptir.

Ispat. Beta fonksiyonun
1

B(x,y)=[u" (1-u)"" du (2.164)
0

tanimindan ve Pochhammer semboliiniin 6zelliklerinden dolay1

(B), B(B+ny-p) T SR
o= = 1- d 2.165
(), B(B.r-B) B(ﬂ,y—ﬁ)!u (1-u) U (2.165)

yazilabilir. Buradan, “Es. 2.165” ifadesi “Es. 2.161” de yerine yazilirsa

(. Biyix) = B(ﬂ’;_ﬁ)g(gwluﬂ”-l (1—u) ™" du (2.166)

olur. Seri diizgilin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirdiginde
1 0 o4 —p1 |~ (05) n
F(a,py;x)=—— v (1-u) —(ux) rdu (2.167)
elde edilir. Diger taraftan “Es. 2.157” den
(1-ux) ™ = i@(ux)” (2.168)
n=0 n.

oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gosterimini veren bu formiil |x| <lve

a > >0 i¢in gecerlidir (Sahin, 2010).

Lemma (6nteorem) 2.7.2. Re(y —a— ) >0 igin,
F()C(r-p-a)_B(By-a-p)
L(y=a)T(r=B)  B(B.7-P)
dir (Bailey, 1964).

ZE (059,3:7/,1):

(2.169)

Ornek 2.7.1. a=2,8=3,y =7 icin
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201!
6L 4
T 4131 213!

6l

_Bs M A g5 A
MY A AN

=5=35 bulunur.

Lemma (6nteorem) 2.7.3.

esitlikleri gegerlidir (Rainville, 1973).

1. .
Lemma (6nteorem) 2.7.4. |x| < E icin,

F(ay=Biysx)=(1-x)“ 2FI(

dir.

X

a,ﬁ;%—l—

Ispat. “Es. 2.172” nin sag tarafindaki ifade

(1-x)“ ,F, (a,ﬁ;y;—lij =(1-x)" i(

n=0 (7)’1 n!

—X

(B, 1)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)
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:2—(0(‘;"(f |) (=1)"x" (1-x) " (2.174)
& (), (B), yoalatn),

=2 ). ()2 (2.175)
ES o (a+n)

-y )y T (2.176)

seklinde yazilabilir. “Es. 2.170” 1 géz Oniine alinarak r yerine » —n alinir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa, son ifadenin esiti

@), sl .

s (7),nt 5 R (o)

(@@, (8,0 (), .

r=0 n=0 (a)n (7/)n n' l"!

(@), (), (8),

-3y T (2.179)
22((;‘) (=1, By (2.180)
:i(a')r r()C(r=-p+r) . (2.181)

:g( )(y(; r'ﬂ) : (2.182)

=, F (a7 = B7;x) (2.183)

olur. Bu ise ispat1 tamamlar (Sahin, 2010).

Lemma (6nteorem) 2.7.5. n pozitif bir tamsay1 olmak {izere

! _ () (2.184)

s s i i R ey

seklinde tanimlanir (Horn, 1931).
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3
Ornek 2.7.2. (5) , = =)

(1_5)3
1 _ -1
(5-1)(5-2)(5-3) (#4)(-3)(-2)
|
432 24

Lemma (6nteorem) 2.7.6.

(a), {%al G%@ (2}

r

dir (Bailey, 1964).

Ornek 2.7.3. a =6, r=2 icin
(6),, = G.él [%+%.61 (2*) =03), Gl (4)

J1s

N
[\ N}

6.7.8.9 = (3.4)(

6.7.8.9 = 12.7—'9)/6

A
6.7.89=12.7.9.4

olur.

Lemma (6nteorem) 2.7.7. n>r igin
(a+r) =-—
(@),

dir (Slater, 1985).

Ornek 2.74. a=5,r=2,n=4 icin

(5),
(5+2)4—2 - @

(2.185)

(2.186)
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(5),
(7)2 = (5)2
_(3)(5+1)(5+2)(5+3)
=560
7.8= ’5/;;8
bulunur.
(=1)'n

Lemma (dnteorem) 2.7.8. (-n), =1 (n—k)!’

(k,n=0,1,2,....) dir.

Ispat. (—n)k = (—n)(—n + 1)...(—n +k— 1)

= (1) (n)(n=1)...(n—k+1)

(1) (n)(n=1)..(n=k+1)(n—k)(n—k-1)..3.2.1

(-1)" n!

(n—k)! ’

dir. k > n icin

(n—k)(n—k—l)...3.2.1

0<k<n

(-n), =(-n)(-n+1)..(-n+k-1)

esitliginin sag tarafi mutlaka sifir olacaktir (Srivastava ve Karlsson, 1985).

Ornek 2.7.5. n=5, k=3 ve 0<3<5 i¢in

(-1)’ 5!

(5-3)!
(=5)(-4)(-3) =

(_5)3 =

(-1)5.4.3.21
il

(2.187)

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)

(2.192)
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—5.4.3=(-1)5.4.3 olur.

Teorem 2.7.1. (Saalschiitzian Teoremi) a, b veya ¢ negatif tamsay1 ve
d+te=a+b+c+1

olmak iizere,

{a,b,c; 1} _ F(d)F(1+a—e)F(l+b—e)F(l+c—e)

Bl e T(1—e)T(d—a)[(d—b)[(d—0)

2

(2.193)

3

dir. Bu teoremin farkli bir gdsterimi

3Fz[a, b, —n, 1}= (c—a) (c-b) (2.194)

¢, l4+a+b—c—n (c)n(c—a—b)n

seklindedir (Bailey, 1964).

Ornek 2.7.6. d =6, e=—1,a=-1,b=2,c=3
i¢in
6+(—1)=(-1)+2+3+1
sart1 saglandigindan Saalschiitzian Teoremi uygulandiginda;
-1,2,3; T(6)T(1+(=1)=(=1))T(1+2—(=1))T(1+3—(-1))
B = 1= )
6,—1; T(1-(-1))r(6—(-1))T(6-2)T(6-3)

_T(6)r(1)r(4)r(s) s5.01.31.4! 5
T(Q)r(7)r(4)r(3) 161312

bulunur.

Gasper ve Rahman, 2004’{in aktarimiyla;

Gauss 1813 de,

1+a—b +a(a+1)b(b+l) 2+a(a+l)(a+2)b(b+1)(b+2) - 2 105
e 12c(c+l) [23c(ctl)er2) = (2.195)

sonsuz serisinin terimleri anlamli olabilsin diye ¢ #0,-1,-2,..., kosuluyla a, b, c, z

’ye bagh bir fonksiyon olarak F (a,b,c,z) seklinde ilk defa tanitti. Ayrica bu serinin
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|z| <1 ve Re(c—a—b) >0 i¢in |z| =1 ‘de mutlak yakinsadigin1 gosterdi. Fakat, bu

seri yakinsaksa bugiin Gauss’un F (a,b, c,z) gosterini yerine , | (a,b;c;z) veya

a,b
Bz (2.196)

kullanilmaktadir. Seride 6zel olarak a=1 ve b=c alinirsa geometrik serisi temel

hipergeometrik seri ya da Gauss hipergeometrik seri olarak adlandirilan

l4+z422+2 +.. (2.197)

serisi elde edilir. Sik¢a kullanilan fonksiyonlarin Gauss gosterimi |z| <1ligin sOyledir;

(1+z)" =F(-a,b;b;—z) (2.198)
log(1+2)=2F (1,1;2;~2) (2.199)
sin”' z=2F(1/2,1/2;3/2;2) (2.200)
tan” z=zF(1/2,1;3/2;-2) (2.201)

Ayrica, baz1 polinomlarda Gauss serisi kullanilarak soyle ifade edilebilir:

Birinci ve ikinci tiir Tchebichef polinomu;

T, (x)=F(-nml1/2;(1-x)/2), (2.202)
U,(x)=(n+1)F(-n,n+2;3/2;(1-x)/2) (2.203)
Legendre polinomu;

P,(x)=F(-nn+1L1L(1-x)/2) (2.204)
Gegenbauer polinomu;

cj(@:% (—nn+22;4+1/2;(1-x)/2) (2.205)
A%~

Jacobi polinomu;
n=0,1,..., (a)n, (a)ozl, (2.206)

I'(a+n)

I'(a)

(a)n :a(a+1)...(a+n—l)= (2.207)

ve n=1,2,... olmak iizere,
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1
o () = s pras (1-2))2) (2208)
n:

’dir.

Gauss’tan 6nce Vandermonde ya da Chu-Vandermonde formdilii olarak bilinen

b
Flembie) == o, (2.209)

(),
icin toplam formiilii ispatlanmustir.
Ayrica Euler 1748°de kendi doniisiim formiilii olan

F(a,b;c;z) =(l—z)H7b F(c—a,c—b;c;z), (2.210)

|z| <1 ile hipergeometrik serilerin 6nemli sonuglarini elde etti. Bunlardan biri

F(embiest) = C=0h 2.211)

(c)n
toplam formiiliinde a =—» alinarak
I'(c)T(c—a-b)
F(c—a)F(c—b)

F(a,b;c;1)= , Re(c—a—b)>0 (2.212)

elde edilmesidir.
Gauss’tan sonra Heine,
qg#1,c#0,-1,-2,...
kosullarinda,
Aa)img)  (eg)(-g)g )1=a™) , (2.213)
(1-9)(1-¢°) " (1=q)(1-a")(1-¢")(1-¢"")

Heine serisi ya da q” ya bagli oldugundan g-hipergeometrik serisi olarak adlandirilan

seriyi elde etti. Bu seri |q| <1liken |Z| <1 de mutlak yakinsaktir.

Ayrica,

lim ( (11__20)) —a (2.214)

oldugundan, ¢ —1 icin Heine serisi Gauss serisine doniigiir. Heine kendi serisini

ifade etmek icin, ¢(a,b,c, q,z) gosterimini kullandi. Bu gosterimde a, b, ¢ yerine
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sifir yazilabilme olasiligi dikkate alinarak bunu engellemek igin asagidaki

gosterimler kullanilmaktadir.

1, n=
(a;q)n :{(l—a)(l—aq)...(l—aq”_l), n=

c#xq ", m=0,1,... olmak iizere,
a,b
d(a,b;c;9,2) = 14 (a,b;¢:9,2) = , 4, IR

- ;(q;q)n (c;q)

dir.

Yukarida verilen (a;q)n ‘ nin yerine alan yazininda,

(a)q’n, [a], ve hatta (a) kullanilabilmektedir.

(2.215)

(2.216)

(2.217)

Gauss serisinin bir diger genellestirilmis serisi, genellestirilmis hipergeometrik seri

olarak da adlandirilan seri; a,,...,a, parametrelerinin damgalayan1 r; b,,...,0

parametrelerinin damgalayani s olmak iizere asagidaki sekilde tanimlanir.

r

b,...b

s

X (al)n(az)n"'(ar)nzn
_HZ:;‘ nl(b) ..(b,)

S/n

Bu durumda baz1 6zel tanimli fonksiyonlar;

Ustel fonksiyon;

e =k (——z2),
Trigonometrik fonksiyonlar;
sinz=z,F, (—;3/2;—22 /4),
cosz= F (—;1/2;—22 /4)
ve

Bessel fonksiyonu;

J,(2)=(z/2)" ,F (—;0{+l;—z2 /4)/F(a+l)

a

a,,a,,...,a
. . _ 12%2» bRdsd .
FS(al,az,...,ar,bl,...,bs,z):,,F{ ,z}

N

(2.218)

(2.219)

(2.220)

(2.221)

(2.222)

(2.223)
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(13 (13

Formiiller i¢cinde gegen “—* isareti, parametrelerdeki r damgalayanin ya da s
damgalayanin sifir oldugunu gostermek i¢in kullanilmistir. Benzer sekilde sikca

kullanilan polinomlardan Hermite polinomu;

H,(x)=(2x)" ,F(-n/2,(1-n)/ 2 ——x7), (2.224)
Laguerre polinomu;

a+l
L (x):(n—!)" F(-ma+1x) (2.225)

seklinde gosterilir. Temel hipergeometrik serinin ¢, gosterimi 7 >s+1 iken g #0

i¢in
n
[2)2;’1(1@—1)/2 (2.226)
alinarak;
a,,a,,....a,
b (ay,ay,...a,3b,,...,b:q,2) = ¢ by a2 (2.227)
sees D

5 (a39),(aq),-(a,9), {(_1)” q@] o (2.228)

= (g:9) (b3q) -(b3q)

Temel hipergeometrik serilerde aksi belirtilmedikge |q| <1 ve parametre, degiskenler
serinin mutlak yakinsakligini saglayacak sekilde alinir.

Sayet |q| >1ise p=g ' alinarak | p| <1 ile p’ ye bagl bir seriye,

(¢:9),= (ap) (-a) p@ (2.229)

ile doniistiiriilii. q” ya baglh serinin yakmsakhik yarigapi sonlu ise p =g ' bagh

serinin de yakinsaklik yarigapi sonludur.

< (Cll)n (a2)n"'(ar),, .
2 ni(b) (b)) (2.230)

Ve
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= (9),(b39),(b39),

serilerinde z"’ nin katsayilar sirastyla u, ve v, ile degistirilerek

sttantonly 7, -

u,, (a,+n)(a,+n)..(a, +n)
u (1+n)(bl+n),,_(bs+n) z (2.232)

n

n‘ ye bagli,

- (l—alq")(l—azq"),..(l—arq")(_qn )1+s—r - (2.233)

v

v, (l—q"”)(l—b]q”)...(l—bsq")

de ¢"’ e bagl rasyonel fonksiyonlardir.

Oran testi kullanilarak £, serisi » <s ise her z i¢in, r =s+1 ise |z| <1 i¢in mutlak
yakinsaklig1 gosterilir.

Sayet 0<|q| <1 ise ,@, serisi r<s ise her z i¢in, r=s5+1 ise |Z| <1 i¢in mutlak
yakinsaktir.

Ayrica bu seri |q| >1 ve

|z| <|b, b,..b,q|/|a,.a,..a, (2.234)
igin mutlak yakinsaktir.

z#0, 0<|g|<1 ve r>s+1 iginayrica |g|>1ve

|z| >|b,.b,..b,q|/|a,.a,..a, (2.235)

i¢in seri wraksaktir.  F, ve .4, goOsterimleri yakinsaklik ¢cemberi iginde bu serilerin

toplamlari i¢in ve yakinsaklik ¢cemberleri disinda bu serilerin analitik devamlari igin

kullanilir.
Bir ,, F, serisi sayet

b+b,+..+b =k+a +a,+..+a (2.236)
ve |Z| =1 ise k-dengeli (k-balanced) serisi olarak adlandirilir. 1-dengeli seri kisaca
dengeli seri olarak adlandirilir. Benzer sekilde |, ¢, serisi

N ;
bb,..b =q"a.a,.a,,

ve z=q ise k-dengeli (k-balanced) serisi olarak adlandirilir.
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Bir negatif damgalayan igin shifted factorial ve q-shifted asagidaki sekilde

tanimlanir. 7 =0,1,... olmak iizere shifted factorial

(a)_, = 1 S B ) (2.237)

(a—l)(a—Z)...(a—n) (a—n)n (l—a)n

ve q-shifted de

. 3
. _ 1 3 1 B (-g/a)"q
(a:9)., = (l—aq")(l—aq‘z)...(l—aq‘”) - (aq_";q)n - (¢/a:q), (2.238)

dir. Benzer sekilde

(a:9), =f[(1—aqk) (2.239)

k=0

tanimlanir. Bu ifade a#0 ve |q|21 oldugunda 1raksar. Bu ylizden formiildeki

(a;q)oo gosterimi kullanildiginda |q|<1 alinmig ve bu gosterim kullanilarak elde

edilen kisaltmalar asagida verilmistir.

k, n tamsay1 olmak iizere;

(a:9),

(@:9),=7— (2.240)
(aq"q),

(a—lql—n;q)n :(a;q)n (_a—l )" q_[Zj (2.241)

(@:q) , = (a(lc;—q”);;)(_qal )k q[zjnk (2.242)

(@:q),,, =(a:q), (ag";q), (2243)

(aq":q), = (a;qzizc)] ) (2.244)

(ag"3q) , = —EZZ; (2.245)

(ag™:q) = CACED) (2.246)

(@),
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(9759), = (ggz; (-1) q@_nk (2.247)

(@q),(9a739),

) = 2.248
(aq ‘I)k (aflql—k;q)n ( )
(:9),, =(:4°) (ag:4°) (2.249)
(a%47), =(a:9), (~a:9), (2.250)
Yukaridakilerin ¢arpimlari i¢in ise asagidaki gosterimler kullanilir.

(a,a,,....a,5q) =(a;:q) (a:q) ..(a,:q) (2.251)
(a,a,,...a,;q), =(asq), (ayq), .(a,:9), (2.252)
(1-¢")/(1-q) (2.253)
orani

1_ a
lim( 9 ) =a (2.254)
! (1-q)
ile

1-¢g°

= 1 2.255

[a], ke (2.255)

bir g-sayist (ya da temel-taban say1) olarak adlandirilir ve ayrica bir a kompleks
sayisinin  g-analogu (benzesim), q-deformasyonu (bozulumu), g-extensionu

(genisleme) ya da bir g-generalization (genellemesi) olarak adlandirilir. g-sayisi ile

ilgili olarak g-sayist faktoriyeli [n]q! ile gosterilir, negatif olmayan bir n tamsayis1
icin
[n],'=T T[], (2.256)

seklinde tanimlanur.

Buna bagli olarak g-sayisi shifted factorial’ i

[al,,

seklinde tanimlanir. Burada

[a+k], (2.257)

k=0
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lim[n] '=n!, (2.258)

lim[a] =a (2.259)

[a],., =(1-4)"(¢:9) (2.260)
A%~

lim[a] :(a)n (2.261)

g—1 q;n

oldugu agiktir. Buna gore

(a,a,,....a,5q) =(a:q) (a:q) ..(a,:q) (2.262)
ifadesine de
[al,az,...,am ]q;n = [a, ]q;n [a2 ]q;n ...[am ]q;n (2.263)

karsilik getirilecektir

© [al,az,...,ar]q;n l(l)q@] L (2.264)

&), (bt ]

q:n
=.4, (q”‘ G347 " ;q,Z(l—q)”H) (2.265)

esitliginden dolay1 sol taraftaki toplamda sifir olmayan degiskenler ¢ degiskeni ile
degistirilerek ¢, formiilleri kullamlabilir. Bir trigonometrik [a; o] sayis1 Frenkel ve

Turaev [1995] ‘lerdeki gibi o tamsayr olmayan degerleri igin [a;a]=%
sin (7o

seklinde tanimlanabilir. Ayrica lirré[a; a]:a’den dolay1 [a;a] ifadesi a’ nin bir

trigonometrik deformasyonu (bozunumu) olarak da goriilebilir. Bu kullanilarak 7,

trigonometrik hipergeometrik serisi,

n

[no]'=T][k:o]. (2.266)
[a:0] = ﬁ[a +k;o] (2.267)
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o] =[a:0] [a:0], [a,:0] (2.268)

n

[al,az,...,a

m?o

olmak lzere

I4+s—r
L, (al,az,...,a b bz,...,b .G’Z):i [alaaZ’-..,ar;O-]n ] [(1)” emg[zj:l r

o * ~ [n;a]![bl,bz,...,bs;a )
(2.269)
olarak tanimlanir.
Burada ¢ =e”™ olmak iizere,
wica —rioca al2 —al2 a
R _q9 =g 1-9" e
[a’ O-] - em'a _e—ﬁia - q1/2 _q—1/2 - l_q q (2270)

esitligi ve

[a;0] = ' q (2.271)

ifadesi ile

o= (1 _ q)1+sfr qr/2—s/2+(b1+...+bs)/2—(a1+...+a,.)/2 (2.272)
olmak iizere

L (al, ay,...,a.;b,b,,....b;0, z): N (q“l 42 g " q" g, cz) (2.273)
dir. Bu da bize ¢, serisin ¢, serisine esit oldugunu gosterir.

g-serilerinin tlirevlenmesinde ortaya ¢ikan q’ nun iistlerini bulmada,

binom katsayilari i¢in asagidaki esitlikler kullanilir.

()
(e
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3. MATERYAL ve YONTEM

Caligmada materyal olarak makale, tez ve kaynak kitaplar kullanilmistir. Makaleler
ve tezlere Erzincan Universitesi Kiitiiphanesi ve YOK veri tabani kullanilarak
ulasilmustir.

Calisma konusu ile ilgili tanimlar, teoremler ve sonuglar orneklendirilerek

sunulmustur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve SONUCLAR

Bu bolimde tek ve ¢ift serili hipergeometrik fonksiyonlarin kullanimi ile ilgili

ornekler sonuglari ile birlikte verilmistir.

Tek ve Cift Serili Hipergeometrik Fonksiyonlarin Kullanim Ornekleri

4.1. Temel Hipergeometrik Serilerin Tiirevlerinden Elde Edilen Bir Yeni Bailey

Tipi Doniisiim Arasindaki Bazi Ozellikler

Bailey doniisiimii asagidaki gibi gosterilir:

Lemma (6nteorem) 4.1.1.

ﬂn = zarun—rl/rwr (41)
r=0

ve

7/n = ZérUr—nI/nﬂ' (42)

yakinsak ise

2,7, =289, (4.3)
n=0 n=0
esitligi saglanir. Bu teoremin kanit1 toplamin mertebesi degistirilerek yapilir.
1 1 ’
U=—V-= ve 6, =(1.2:9), (iJ (4.4)
(q), " (xn9), yz

Bailey kiimeleri ve g- Gauss toplami kullanilir,

(c/a,c/b;q)w

,byc;q,¢/ab) =
2¢1(a eherd ) (c,c/ab;q)

(4.5)

g}

ile



S (n.2:q), (ij PRRCIEEIETIE i (v.249), [ij a (4.6)

(xx/yzq =(x/y,x/z Q) yz

elde edilir. Yukaridaki esitlikte o, =1 ve

3 . 47
/ g(q;fJ)n,(x;Q)W @

dir.
Asagidaki ifadelerde a ve q karmagik sayilar ve |g| <1 dir.

ne Nigin

(@), ~(ara), =1 (0), =(asq), = [ J(1-ar'). @8)

(a:9), (a2:q), (0:0), =(ayyrtiiq), (4.9)
q), :=g(1—aqf) (4.10)

(a:9). (0:q), (), =(a.apmay:q). @.11)

dir. Bir , ¢, temel hipergeometrik seri asagidaki sekilde tanimlanr.

¢ |:al »ay,..., A, ;q,x:| — i (al;q)n (a2;Q)n "'(ar;Q)n ((_l)n qn(nfl)/Z )SH_r X" (412)

bi,...sb, = (2:9) (b39),--(b:q),

(a,,p,) dizicifti x/q Bailey cifti ile iliskilendirilir (Andrews, vd., 1999).

Tamm 4.1.1 (o, (a,k), B, (a.k))

dizi ¢iftinin olusturdugu bir WP—Bailey cifti

2 (k/a),,_j(k)w
B (a k)= JZ(; (9), ;(aq),,,

esitligini saglar.

a,(ak) (4.13)

k =0 i¢in yukaridaki tanim standart Bailey ¢ifti tanimi elde edilir.
Andrews calismasinda verilen bir dizi ciftinden farkli iki yolla yani bir WP—Bailey
¢ifti olusturmustur.

(a, (a.k), B, (a,k)) dizi ifti “Es. 4.13” ii saglasin ve
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(@, (k). B8, (a.k)) ve (an (a.k), B, (a.k))

yeni WP Bailey c¢iftini asagidaki sekilde belirlemistir.

, (p1.p2) [kj
a,(ak)= u —| a,(a,c), (4.14)
(a:4) (aq/ paq/ p,),\c (a.¢)
: kp /lakp,/
ﬂn(a,k)z( pl a IOZ a),,
(aq! p.aq/ p,),
n (1=cq® )(p,, kic) (k) J
S L G ML W W T s
m(1=c)(kpi/akp,/a) (q),(q¢),, ¢
Burada
c=kpp,/aq
dir. Ve boylece
Z/k 2 n 2
an(a,k)z(qa k. ) s (4.16)
(k)Zn qa k
n (kz/qaz) Y 7
B, (a,k)= [ J ﬂ[a,q—] 4.17)
( ) jz() (q)nij qaZ J k
olur (Andrews, 2000)

Teorem 4.1.1. (e, (a,k), 3, (a,k)) dizi ¢ifti

esitligi saglandiginda,

i (1 qu”)(pl,pz;q) (aq jnﬂn(a,k)

= (1-k)(kq/ pi.kq! p,sq), \ pp,

_(kg.kq/ ppy.aql phagq! piq), 3 (pipoq), [aq

a,(ak (4.19)
(kq! pikq! py.aq! ppy.aqiq), =5 (aq/ paq! pyiq), plpzj (.4)

G 2 I k,qa’ | k; 0 2"
S s b
2\ k (qa2 /k q)

(qa, qa’ /kz;q) oy k*
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olur.
Andrews’in birinci yapilanmast “Es. 4.15” elde edilmeden 6nce “Es. 4.19” daki
doniistim “Es. 4.6” Bailey tiirevlenmesine benzer bir yontemle tiirevlenebilir. Bu

sonug “Es. 4.20” deki dontisiime esdegerdir (Bressoud,1981).

k/a q) (k;q) )
Teorem 4.1.2. Sayet S, = S, 1S€ (4.21)
; (q’q)nfr ( q’q)nJrr
(qab/k,kq/b;q)oo (q,kzq/a,q2a,q2a2 k% q? )w
(kg.qa/k;q), '
S (k. ~a\kk* / ab,b,\Jqa, ~[qa:q) (_qaj"ﬂ
n:o(\/E—\/E,qab/k,kq/b,ka/q/a,—k q/a;q) "

k2
k2 b 3a 0 [abq bq° j —aa 2n+1
[ 5,48 %;qZJ 3 . ( : ] %, (4.22)

ab” kK’ =g ga ,
e d

elde edilir. Bu doniisiim temel hipergeometrik seriler arasindaki yeni 3- end 4-

dontisiimleri tiirevlemede kullanilir (Laughlin ve Zimmer, 2008).
4.2. Cift Serili Hipergeometrik Fonksiyonlar

A kompleks sayis1 ve bir n dogal sayisi i¢in, Pochhammer sembolii olarak

adlandirilan (ﬂ)n asagidaki sekilde gosterilir.

_ F(/1+n) 1 (n=0;/’t¢0)
(#),= T(4) :{/1(/1+1)...(2,+n—1) (neN  C (23

(N N N )

1, 4,,...,a, damgalayani ve s de b,,...,b, damgalayani olmak tizere
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Genellikle  F; (r,s eN  genellestirilmis hipergeometrik serisi esitligin sag taraftaki

payda sifirdan farkli olmak kosuluyla,

- [al,.. .a; Z}EM& (4.24)

(), (b,), K

seklinde tanimlanr.

Appell’ in indirgeme formiilleriyle

b; x— ;
zF{a, ,?16 J’}:(l—y) E[a,b,c—b;c;x,y] (4.25)
c 1=y

- y) % (4).,, E[Z; (-c_b) )lc' )J/'

esitligi yazilir (Lee, vd., 2001).

(4.26)

Teorem 4.2.1.

o :+/ )'+/ (c+c'—1)l_+j {x(l—y)}i {y(l—x)}j
uz‘?) ) (¢).(c ')j i I 4.27)

i (c+e'=1).., (a),(b), (a),(b), Xy

0 a+b) (c)j (c')j il j!

esitligi gecerlidir (Lee, vd., 2001).

(4.28)

4.3. Formal Kuvvet Serileri Yontemi

Teorem 4.2.1 ile formal kuvvet serileri yontemi kullanilarak asagida teorem 4.3.1 de

verilen ¢ift terimli seri doniisiimii elde edilir.

Teorem 4.3.1.
QAN (a)i+j (b)i+j (C+c'_1)i+j (_m)i (e'+n)i (_n)j (e+m)j
R 5 W 5 T3 R )
. (C+C'—1)i+j (=m),(a), (b), (=n),(a),(b),
i=0 j=0 (a+b)i+j i!(c)i(e)i j!(c')j(e')j

(4.29)

(4.30)
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esitligi gegerlidir. Bu son esitlikte e=5b ve e'=a alinarak teorem 4.3.1 deki esitlik

teorem 4.2.1 de verilen esitligin bir dengine indirgenebilir (Karlsson, vd., 2000).

Sonug 4.3.1 z((++b)l) A <(ca)l+ e ifb;m -
i v (c+e'=1)_ (-m) (a), (-n),(D), 4.32)

=0 120 a+b) i!(c)l_ j!(c')j

esitligi gegerlidir (Karlsson, vd., 2000).

Teorem 4.3.1.%in Ispati. Formal Kuvvet serilerinde terslenme yontemi kullanilarak

negatif olmayan bir k tamsayisi ve bir kompleks A parametresi i¢in Binom agilimi

yardimiyla
z* N (’1+k)1 k
= = 4.33
(1-z)"" ,Z (k) (4.33)
den
2 ﬂ,+k 1) 2
Z . () sl (4.34)
1=k (l—z)
elde edilir.

f(z) formal kuvvet serisi ve

{2/0-2y"} (4.35)

k=0

dizisi kullanilarak elde edilen f(z) genislemesini
[zl /(1—2)“’] £(2) (4.36)

ile gosterelim. Bu durumda,

{ Zl }zk:(—l)l&ﬂ (4.37)

(l—Z)MI N (;L)k

Ve

{—} -2y =1y & .4+, (4.38)

(I_Z)M /! (l)w
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dir. Son esitlik

_ Z(—I)M (jj(;tﬂurk w7 (), F {—j,i—l; 1} 4.39)

(—i—k) (=) (%), i+

seklinde ifade edilebilir (Chu ve Srivastava, 2008).

4.4. Cift Seriler i¢in Indirgeme Formiilleri

Teorem 4.4.1. (Cift seri doniisiimii ) herhangi bir kompleks j);io dizisi igin

asagidaki doniisiim formdilleri gegerlidir.

(c), & (C+C'_1)i+j (=m),(a), (_n)j(b).i
(-, 2% (o), ), ),
. (cremt), ()., (om) (0

i=0 j=0(C'_m),-+,-(a+b). ! j!

+j

Q(j) (4.40)

LQ( ) (4.41)

Ispat. Chu - Vandermonde toplam teoremi kullanilarak

(l—c'—])m f F{ m+i,c+c'—-1+i+ j; 1} =(_1),- (l—c')m (C)i(C')j

(c+i) c+i; (c)m (c'—m)iﬂ,

(4.42)

esitligi elde edilir.

i=0 j=0
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Y (¢), & ). |
R S T
:i 2 (c+c'—1)z+j (=m), (—n)j (b)f Zl: - ) @8

== (e)(e), njt  (a +b) ). ! a+b+j)
En son esitlikte Chu — Vandermonde teoremi kullanilarak elde edilen
B b b+].; 1 _L(ZEN (4.44)
a+b+j; (a+b+)),

Esitligi kullanilarak ispat tamamlanir.

Teoremde Q(j)=1 ve “Es. 4.41” de i+ j =k almnarak
“Es. 4.41” =

2 (b, (c+e-1),

S 0 S S (Y ey @

Esitligi Vandermonde convolution formiilii kullanilarak elde edilir (Slater, 1966).

Sonug 4.4.1. (Cift seri i¢in indirgeme formiilleri)

w2 (ete=1) (=m) (a) (-n),(b),

4.45
e (44
(1-¢"), —m—n,b,c+c'-1;
B (c) i a+b,c'-m; ! (4.46)
ve

—-m,a,b; (c—a) —-m,a,d —b;

F 1= n F 1 4.47
} 2{ c,d; } (c)m ’ 2L+a—c—m,d; } (447)

hipergeometrik doniisiimiiyle Chu — Vandermonde iki kez kullanilarak

At Joglobie, faon

c,d; = k(e ;

SHAE] (d,_b)' (m)".(a;" =me F{_m”’“”i 1} (4.48)

() (a), ™ e+l

elde edilir.
-m—n,b,c+c'-1; (a)m+n -m—n,b,1—c—m;
F{ 1}(—31@{ S 1} (4:49)

a+b,c'—m;
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esitligi kullanilarak asagidaki sonug 4.4.2 elde edilir (Bailey, 1935).

Sonug 4.4.2. Asagidaki esitlik gecerlidir.

m c+c I)Hj (a)i(—m)i (b)j (_n)j
2%?% (@vb), e, ),

(a) (1- "), —m—n,b,1—c—m;
=Dy F, 1 4.51)
“(olast),, " 1mammeme

Q(j):M(jeN (4.52)

(v—n),

ve “Es. 4.41” de i+ j = k alinarak tekrar bir indirgeme
e (c+c'— 1) ( —m

“Bs. 4417=> ‘ Zk: (o), (), (o),

o (c'—m) (a+b) ! j=0-]' 1+m k) (v n)

(4.50)

(4.53)

esitligi ve buradan da Pfaff—Saalschiitz teoremi kullanilarak

F{ —n,—k,v+m; 1}% (4.54)

l+m—k,v—n; _(—m)k(v—n)k

elde edilir (Karlsson, vd.,2000)

Onerme 4.4.1. (Cift serisi i¢in indirgeme formiilleri)

n o (ct+c'=1)  (-m) (a) (-n),(b), (v+m),
N %

(I-c¢") —-m—n,b,c+c'—1,v;
L 1 (4.55)
(c), a+b,c'—m,v—n;

esitligi dogrudur. Burada

a—>a+n,b—>b—nvev—o>b

alinirsa sonug 4.4.3 elde edilir (Karlsson, vd., 2000).

(c+e1),, (cm) () (0) (b-om),
Sonug 4.4.3. ZZ a+b),-+_/ il(c), j!(c')j

i=0 j=0
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(I-c¢") {—m—n,b,c+c'—l; }
_ m 1 (4.56)

(c)m 2 a+b,c'—m;

dir (Karlsson, vd., 2000).

4.5. Watson‘un ,F, Toplaminin g-eslemesi yoluyla elde edilen doniisiimiin tiirevi

Watson’un £, toplaminin g- eslemesi asagidadir.

A, g\, qﬁaszq/ab—z\jq/ababm q,1
J2, \/—/Iq/aﬂq/bﬂzq/aba/qa —\Jgqab

~ (Aq.2q/ abq), (aq.bq.q° 2 18°b,q° A’ | ab’;q” )

8¢7

= 4.57
(Aq/a,2q/b;q), (q.abq.g’A* | ab.g’ A’ | @’b*:q”) *37
Ispati. Lemma (6nteorem) 4.1.1.°den
b/ A
U, = % (4.58)
/’L.
V.= z(’—q)’ (4.59)
(ﬂ, q/ab;q)r
S = (q\/za_q'\//?_‘: aaba qu/aba_ﬂ‘\/q/abaq)r (—qﬂ)r (460)
" (Va2 4q1a,2q)b.\Jqab,~Jqabq) \ ab

alinip,

25 r—n r+n Z§m+11Ume+2n

r=n

_w(qf T eTab - iTab) ke, G (i)
_m:O(\/_ x/_/lq/alq/b\/qT \/qa_bq) § (#:9) (lzq/ab;q)m+2n ab
( 2,~qN2,a,b,2\Jq [ ab,~A\[q 7 ab; q) (%), (_qijn
(ﬂ \/_iq/aﬂq/bm —\Jqab; q)( q/ab;q)2n ab

N

4.61)
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Esitlikteki toplamda “Es. 4.57” uygulanarak sirasiyla 1, a, b yerine A¢™", aq”", bq"

alinarak
(qﬁ,—q»\/z,a,b,/l\fq/ab,—/i\/ﬂq/ab;q)n (
z(ﬁ,—ﬁ,zq/a,ﬂq/b,m,—\/ﬁ;q)( q/abq ( j
(ﬂ,q”z”,iq/ab;q)w (aq”" bq"",q*" A | a’b, qz”%z/ab2 2)
(/Iq”" /a,Ag"™" /b;q)w (q,abq”z”,qlem" lab,g’ A’ | a’b*;q° )
(Ag.2q/abig), (ag™".bg™" 2°q™" |ab.2°¢™" |ab’sq* )

00

o0

_ (A9.4q/abiq), (—qﬂjn

(iq/a,/lq/b;q)w ab
2 2 2 2 2 2, 2 (a b'qz)
(aq,bq,ﬂq la’b,A"q" /ab”;q ) A
0 t
(c],qab,ﬂuzq2 /ab,2*q* | a’b*;q’ )0o (ﬂzqz la*b,A’q° /abz;qz)ﬁ n i
2
(a.0,22¢* 1 b, %" | ab*;q*) (“q’b%qz)nzl .
- ¢
(q,qab,/lzq2 /ab,2*q* | a’b*;q’ )w (lch la’b,A’q’ | ab®;q° )E e
2
seklinde elde edilir.
A=k, a—k’/bc ve c—a yapilarak {a,} ve {f,} dizilerini
w(klaq), , (kq),,
ﬂn ar n—r n+r - = - a,
Z = (4:9),., (aa:4),,
olacak sekilde alinmistir. Bu teorem WP-Bailey
1, n=0,
k)=
@ (a:k) {o, n>0,
(k/a,k;q)
B ak)=——2
(a.4) (¢.a9:9),

asikar cifti icin kullanilir. Gésterim kolayligi igin

A5 qalay > =qAG) Ay, A,
rHVV; (al;a4a~-'var+l;qﬂz) = r+1¢r Cllq alq 4,2
17 17 9ecey
r+1

seklinde alinacaktir. WP-Blaiy ¢ifti birimi eklenerek

qﬁj

B b;
(iq/a,/iq/b;q)w (C]aabq,ﬁzqz/ab,izqz /azbz;qz)w ( q) ( ab

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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3 (4.67)
a

(aVa—ga,a.alkig) gy

1, n=0,

4.68
0, n>0, ( )

B, (a, k) = {
q yerine /g almarak elde edilir.

b qab k e
[Ea qab ﬁkq_a\kg,_‘f,[,f,qa;QJ

kb b’
(kq,k q;q)w

[EE ) [t 2L

2 (l_aCZ)(l—a/k) (kz azqu (]3/2(1_ }

e
k2
gW{aq;a 7.2 q,%, a\f,b\/?;q,qJ (4.69)

k

dir ( Gasper ve Rahman, 2004).

Sonug 4.5.1.

a,(a,k)= (4.70)

(qx/a_,—q\/g,a,y,z,azq/kyZ;q)n (kj
(Va,~a.q.aq/y,aq/ 2, kyz | azq) \a)

(ky/a,kz/a,k,aq/yz;q)n

k)=
ﬁn(a ) (aq/y’aq/z,kyz/a,%Q)n

(4.71)

alinarak,

(qab/k,kq/b,q)w (q’k2q/a,qza,q2a2 /kz,qz )OC W
(kq,qalk;q), ’
_ (qu aquZ an

kz azq azqz
;b 5 s 5 2 /4 b aq, )y, »Z,24, s 25 2
b q B b q 10 12 11( ab q,Y,)q q9,—— oz ky 4 -4

b\/q:a r’ky’kz aq . an

aayz k
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3

(l—acf)(1—y)(1—z)<1—a2q/kyz) k_2 azbq3 q3_a_ )
(i 7).

_q(l—q)(l—aq/y)(l—aq/z)(l—kyz/a K b
k 2 2 2.3
M [q a; abq bq,aq,yq,yq’2q,2q ,akyqz ,c;{y—qz;qz,qzj (4.72)

doniisiimii elde edilir.
(Yukaridaki esitlikte y=1 alinirsa “Es. 4.57” in genislemesi elde edilir.)
(Laughlin ve Zimmer, 2008)

Sonu¢ 4.5.2. Yukaridaki teorem bazi WP-Baliey ¢iftine uygulanarak Anderws ve

Berkovi¢’in sonucu elde edilir.

(gab/ k.kq/biq), (q.K’q/ a.q*a.a’a* 1K*:q*)
(kg,qalk;q)_ '

q«/%—qﬁ"—zqu_a,—ﬁ"—z ) (

\/—\/—qabqk\f \f q
PR R o

(l—aq )(l—qa /k)(l—q az/k)(l k/aq) k2 ’ abg ¢a
(1-q)(1-k)(1-kq)(1-a’q* / k) (ab’ K b J

K k 3 aq- @
X 15[“‘]’ qb%aq’ q’ \F %_ a\F_ q q q q ‘f} (4.73)

Ispat: WP-Baliey gifti

kqu azqu qza. ZJ

% ab’ " K2 b

-q

-l ) (),
(¢.Va,~a,a’q" /k;q)n (k:q),, ’
()

(k59),

alinarak “Es. 4.22” dan elde edilir (Andrews ve Berkovich, 2002).

a,(a,k)=

(4.74)
a

B, (a,k)= (4.75)
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