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Bu çalışmada ݊ ve ݇ ≠ 0 doğal sayılar olmak üzere ݊ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) 

içinܨ
() = ଵ

൫√ହ൯
ೖ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ି bağıntısı ile tanımlanan yeniߚ

bir ailenin,  ቄܨ
(,)ቅ Fibonacci dizilerinin  moduna göre basit periyodik diziler 

olduğu gösterildi. Yeni aile ve bilinen Fibonacci sayıları arasındaki bazı ilişkiler 

verildi. Ayrıca, yeni aile ve Lucas sayıları ile ilgili bazı teoremler ispatlandı. 
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In this study, it was showed that Fibonacci sequences ቄܨ
(,)ቅ of a new family 

defined by ܨ
() = ଵ

൫√ହ൯
ೖ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ିare simply periodicߚ

sequences according to modulo  for ݊ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇)where ݊ and ݇ ≠ 0 be 

natural numbers. It was given some relationship between the new family and 

ordinary Fibonacci numbers. Also, ıt was proved some theorems concerning the new 

family and Lucas numbers. 
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1. GİRİŞ 

Leonardo Fibonacci İtalya’nın Pisa şehrinde doğmuş olan İtalyan bir matematikçidir. 

Bu nedenle Pisalı Leonardo olarak da anılmaktadır. 1202 yılında yazdığı Liber 

Abaci (Hesap Kitabı) adlı en ünlü eseri ile Hindu-Arabic sayısal sistemini Batı 

Avrupa’ya tanıttı. Bu kitap Arap sayı sisteminin batı Avrupa’ya girmesinde büyük 

rol oynamıştır. Bu kitapta bulunan bir problem, ortaçağ matematiğine büyük 

katkılarda bulunan Fibonacci’yi, 600 yıl sonra 19. yüzyılın başlarından günümüzde 

meşhur hale gelmesine büyük katkıda bulunmuştur.19. yüzyılda Edward Lucas bu 

eserde gördüğü bir problemdeki 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, … dizisinin her bir terimine 

Fibonacci sayısı ve diziye Fibonacci dizisi adını verdi.  

1960 da Wall ݉ modülüne göre Fibonacci dizlerinin uzunluğu ile ilgilendi. Wall 

sayısı ilk olarak D. D. Wall tarafından 1960 da ileri sürüldü ve Fibonacci dizisinin 

Wall sayısı ile ilgili özellikler ve bazı teoremler verildi (Wall, 1960).  

1968 yılında Shah kısmen ℤ rezidüe sistemini içeren ݉ modüllü tamsayıların 

Fibonacci dizisini belirledi (Shah 1968). Knox ise 1990 yılında Wall ve Shah’in 

çalışmaları yönünde bir çalışma yaptı. Knox’un çalışması ݇-nacci dizisini de içerir ve 

abelyen olması gerekmeyen sonlu gruplar için de uygulanır (Knox, 1990). 

A. F. Horadam genelleştirilmiş Fibonacci dizileri ile ilgili mevcut literatürü geliştiren 

yönde çalışmalar yapıştır (Horadam, 1961). 

Fibonacci sayılarının özellikleri uzun yıllardır incelenmektedir. Bu sayılar ݊ ≥ 2 

olmak üzere ܨ = ଵܨ ,0 = 1 için 

ܨ = ିଵܨ +  ିଶܨ

ile formülleştirildi (Vorobyov 1976, Vajda 1989). 
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Fibonacci sayı dizilerinin çeşitli modüller altında indirgenmesi sonucu elde edilen 

uzunluklar ve bu periyotlar arasındaki bağıntıları incelediği yüksek lisans tezinde 

bunların yanı sıra Fibonacci dizisinin özellikleri ve bazı özel sayı dizileri arasındaki 

bağıntılara da yer verdi (Renault, 1996). 

Fibonacci dizisinin özelliği kendinden önceki iki ardışık sayının toplamının 

kendisine eşit olmasıdır. Fibonacci sayıları modern bilimde teorik ve uygulamalı 

olarak çok geniş alana sahiptir.  

Fibonacci dizisi ve onun bağlantılı olduğu yüksek mertebeli diziler (tribonacci, 

quatranacci, ݇-nacci) genellikle tamsayılar dizisi olarak gösterilir. Genelleştirilmiş 

Fibonacci dizisi yıllardır yoğun bir şekilde çalışılmış ve cebir ve birçok alanda ilginç 

bir konu halini almıştır.  

Doostie and Hashemi (2005, 2006). ݇-basamak Fibonacci dizileri için Wall sayıları 

incelendi (Lü and Wang 2007) 

Fibonacci sayıları, dizileri ve uzunlukları ile ilgili birçok çalışma yapıldı. Bu tarihten 

beri sonlu grupların Fibonacci uzunluğu ile ilgili çalışmalar bir kaç farklı yönde 

hareket etti. Belli grupların Fibonacci uzunluğu son yıllarda matematikçiler 

tarafından ele alındı (Campbell 2004, Campbell 2005, Karaduman and Aydın 2006).  

Tridigonal matrislerin determinantının genelleştirilmesi Fibonacci ve Lucas sayıları 

üzerine çalışmalar yürüttü (Nalli, Civciv 2009). 

Genelleştirilmiş Fibonacci sayıları olan k-Fibonacci sayılarını tanımladılar ve 

Fibonacci dizisi ile Pell dizisinin bu sayı dizisinden elde edilebileceğinin gösterdiler 

(Falcon and Plaza, 2009). 
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Son yıllarda yeni aile dizileri üzerine çalışmalar yapılmaktadır.݇-Fibonacci 

sayılarının yeni bie ailesini tanımladılar. Bu çalışmaya göre ݊ ve ݇(݇ ≠ 0) doğal 

sayılar olmak üzere ݊ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) olacak şekilde ݉ ve ݎ sayıları bulunur.  

Bu parametreleri kullanarak ܨ
() genelleştirilmiş ݇ −Fibonacci sayıları 

ܨ
() = ଵ

൫√ହ൯
ೖ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ − ݊ ,ାଵ)ିߚ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu ise ݇-Fibonacci sayılarına yeni bir boyut kazanmıştır 

(El-Mikkawy, Sogabe, 2010). 

Genelleştirilmiş ݇-Fibonacci ve ݇-Lucas sayılarını tanımladılar. ܨ,ve ܮ, , ݇-

Fibonacci ve ݇-Lucas sayıları genelleştirilmiş ݇-Fibonacci ve ݇-Lucas sayıları ܩ,, 

adı altında genelleştirildi. Buna göre her ݇pozitif reel sayısı için ܩ, = ܽ ve 

,ଵܩ = ܾ, başlangıç koşulları altında 

,ାଵܩ = ,ܩ݇ + ݊    , ,ିଵܩ ≥ 1 

olarak tanımlanmıştır (Falcon, Uslu, Taskara and Köse, 2011). 

Son yıllarda halka üzerinde de bazı çalışmalar yapılmıştır. Taşyurdu ve Gültekin 

mertebesi ଶ olan birimli halkaların ve Galois cisminin  Fibonacci dizileri 

oluşturuldu ve periyotları hesaplandı (Taşyurdu, Gültekin 2013, 2016). 

Fibonacci sayı dizilerinin yeni aileleri üzerine k-Genelleştirilmiş Fibonacci sayı 

dizileri ve tanımlanan bu dizinin özelliklerini inceleyen çalışmalar yaptı (Panwar, 

Singh 2014). 

Ömür Deveci Fibonacci -dizilerini ݉-modülü üzerine çalışma yaptı (Deveci, 2015). 
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Sunulan bu tezde Mikkawy ve Sogabe’nin çalışmasında tanımlanan yeni bir ailenin, 

ቄܨ
(,)ቅ Fibonacci dizilerinin  moduna göre basit periyodik diziler olduğu 

gösterildi.  ݇-Fibonacci yeni aile sayı dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve bilinen 

Lucas dizileri arasındaki bazı ilişkiler elde edildi (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen, 

2016). 

Çalışmamızın ikinci bölümünde tez çalışmamış süresince bizlere ışık tutan  bazı 

temel tanım ve teoremlerinden bahsedildi. Bu amaçla kuramsal temeller adını alan 

ikinci bölümde temel kavramlar olarak verildi. 

Çalışmamız üçüncü bölümünde ilk olarak Fibonacci sayıları, Fibonacci dizileri, bazı 

özel sayı dizileri ve bu dizilerin Fibonacci sayıları arasındaki bağlantıları, özellikleri, 

farklı yeni aile dizileri ve bu dizilere ait özellikleri ile ilgili mevcut bilgiler ve temel 

teoremler sunuldu. Ayrıca ݇(݊) Wall sayısı tanımlanarak iki ve üç adımlı Fibonacci 

sayılarının özellikleri teoremlerle verildi. Bir grubun ݇-nacci dizileri ve periyodu ile 

ilgili mevcut bilgiler temel teoremler sunuldu. 

Dördüncü bölümde ቄܨ
()ቅ yeni aile dizisinin bilinen Fibonacci ve Lucas sayıları ile 

aralarındaki ilişkiyi veren bazı teoremler verildi ve ቄܨ
()ቅ yeni aile dizisinin 

periyodik olduğu gösterildi. Bu teoremlerin uygulamaları yapıldı. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde çalışmamız süresince kullandığımız ve temel teşkil eden bazı kavramlar 

verilecektir. 

Tanım 2.1.1:ܣ boş olmayan bir küme olmak üzere  

∗∶ ܣ × ܣ →  ܣ

dönüşümüne ܣ üzerinde ikili işlem denir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.2: Boş kümeden farklı bir küme üzerinde bir veya daha fazla ikili işlem 

tanımlanmış ise bu ikili işlemlerle birlikte bu kümeye bir cebirsel yapı denir. ܣ 

kümesi üzerinde bir " ∗ " işlemi tanımlanmışsa bu cebirsel yapı (ܣ,∗) ile gösterilir 

(Çallıalp 2001). 

Tanım 2.1.3:ܩ, boş olmayan bir küme ve ܩ üzerinde bir ikili işlemi tanımlı olsun. 

Eğer 

i." ∗ " işlemi birleşme özelliğini sağlarsa yani her 

ܽ ∗ (ܾ ∗ ܿ) = (ܽ ∗ ܾ) ∗ ܿ 

ise, 

ii. Her ܽ ∈   için ܩ

ܽ ∗ ݁ = ݁ ∗ ܽ = ܽ 

olacak biçimde bir ݁ ∈  ,varsa ܩ

 

  



6 
 

iii. Her ܽ ∈   için ܩ

ܽ ∗ ܽᇱ = ܽᇱ ∗ ܽ = ݁ 

olacak biçimde ܽᇱ ∈  cebirsel yapısına bir grup denir (Taşçı (∗,ܩ) varsa o zaman ܩ

2007). 

Tanım 2.1.4:(ܩ,∗) bir grup olsun. Her ܽ, ܾ ∈   için ܩ

ܽ ∗ ܾ = ܾ ∗ ܽ 

oluyorsa (ܩ,∗) grubuna değişmeli (abel ya da komütatif) grup denir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.5:(ܩ,∗) bir grup olsun. Eğer ܩ kümesi sonlu ise o zaman bu gruba sonlu 

grup denir. Eğer ܩ kümesi sonlu değilse bu durumda (ܩ,∗) grubuna sonsuz grup 

denir. Sonlu bir grubun elemanlarının sayısına grubun mertebesi ya da kardinalitesi 

denir. (ܩ) veya |ܩ| ile gösterilir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.6:(ܩ,∗) bir grup ve ܪ ,  .nin boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun ܩ

Eğer ܪ ,  cebirsel yapısına (∗,ܪ) grubundaki işleme göre bir grup teşkil ederse ܩ

ܪ grubunun bir alt grubu denir ve (∗,ܩ) ≤   .şeklinde gösterilir ܩ

Aşağıdaki tanım ve teoremlerde ikili işlem için çarpımsal gösterim kullanılacaktır. 

Tanım 2.1.7:(ܩ,⋅) bir grup olmak üzere ܪ , ݃ .nin alt grubu olsun ܩ ∈   olmak üzere ܩ

݃ܪ = {ℎ݃ ∶ ℎ ∈  {ܪ

kümesine ܪ nin sağ yan kümesi 

ܪ݃ = {݃ℎ ∶ ℎ ∈  {ܪ

kümesine ܪ ın sol yan kümesi denir.  
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Toplam notasyonunda sırasıyla (ܪ + ݃ = {ℎ + ݃ ∶ ℎ ∈ ݃  ve {ܪ + ܪ =

{݃ + ℎ ∶ ℎ ∈ ܩ olur). Tüm sağ ve sol yan kümelerin sınıfı {ܪ ⁄ܪ  ile gösterilir. Yani 

ܩ ⁄ܪ = ܪ݃} ∶ ݃ ∈ {ܩ = ݃ܪ} ∶ ݃ ∈  {ܩ

dir (Bayraktar 2006). 

Teorem 2.1.8:(ܩ,⋅) bir grup ve ܰ ≤  .olsun. Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir ܩ

i.Her ܽ ∈ ݊ her , ܩ ∈ ܰ için ܽ݊ܽିଵ ∈ ܰ dir. 

ii.Her ܽ ∈ ܽܰܽ için ܩ ⊂ ܰ dir. 

iii.Her ܽ ∈ ܽܰܽ için ܩ = ܰ dir. 

iv.Her ܽ ∈ ܰܽ için ܩ = ܰܽ dır (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.9: Teorem 2.1.8 de denk koşullarından birini sağlayan ܩ nin bir ܰ alt 

grubuna normal alt grup denir ve ܰ ⊲  .ile gösterilir (Taşçı 2007) ܩ

Tanım 2.1.10:(ܩ,⋅) bir grup ve ܵ de ܩ nin boştan farklı bir alt kümesi olsun ܵ yi 

ihtiva eden ܩ nin bütün normal alt gruplarının ara kesitine ܵ nin normal kapanışı 

denir ve ܵ̅ ile gösterilir (Çallıalp 2001). 

Tanım 2.1.11:ܰ , ܩ grubunun bir normal alt grubu ise (⋅,ܩ) ܰ⁄  kümesi  

(ܰܽ) ⋅ (ܾܰ) = ܾܰܽ  ya da (ܽܰ) ⋅ (ܾܰ) = ܾܽܰ 

olarak tarif edilen " ⋅ " işlemine göre bir grup teşkil eder. Bu gruba ܩ nin ܰ ye göre 

bölüm grubu veya faktör grubu denir (Bayraktar 2006). 
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Tanım 2.1.12:(ܩ,∗) ve (ܩᇱ, :݂ iki grup ( ܩ →  ᇱ bir dönüşüm olsun. Eğer herܩ

, ݔ ݕ ∈   için ܩ

ݔ)݂ ∗ (ݕ =  (ݕ)݂  (ݔ)݂

şartı sağlanıyorsa ݂ ye ܩ den ܩᇱ ne bir grup homomorfizmi ya da kısaca 

homomorfizm denir (Taşçı 2007). 

Tamım 2.1.13:(ܩ,∗) ve (ܩᇱ, :݂ iki grup ve ( ܩ →   ᇱ bir dönüşüm olsun. Eğerܩ

i.݂ birebir ve örten 

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ݔ)݂ için ܩ ∗ (ݕ =  (ݕ)݂(ݔ)݂

şartları sağlanıyorsa ݂ ye ܩ ile ܩᇱ arasında bir izomorfizm denir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.14:ܴ boştan farklı bir kümesi üzerinde tanımlı iki ikili işlem " + " ve " ⋅ " 

olsun. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan (ܴ, +.⋅) cebirsel yapısına bir halka denir. 

i.(ܴ, +) , bir değişmeli gruptur. 

ii." ⋅ " işleminin ܴ de birleşme özelliği vardır. 

iii." ⋅ " işlemini " + " işlemi üzerinde sağdan ve soldan dağılma özellikleri vardır yani 

her ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܴ için ܽ(ܾ + ܿ) = ܾܽ + ܽܿ ve (ܽ + ܾ)ܿ = ܽܿ + ܾܿ 

dir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.15:(ܴ, +,⋅) bir halka olsun. 

i. Her ܽ, ܾ, ∈ ܴ için  

ܾܽ = ܾܽ 

oluyorsa ܴ ye değişmeli halka denir.  

ii.(ܴ,⋅) birimli ise (ܴ, +,⋅) halkasına birimli halka ve (ܴ,⋅) nın birim elemanına ܴ 

halkasının birim elemanı denir. ܴ halkasının birimi "1ோ" veya sadece "1" olarak 

gösterilir. 

iii.(ܴ, +,⋅) halkasının " + " işlemine göre birim elemanına halkanın sıfır elemanı 

denir ve "0ோ" veya sadece "0" olarak gösterilir (Çallıalp 2001). 
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Tanım 2.1.16:(ܴ, +,⋅) bir halka ve ݔ ∈ ܴ olsun. ݔ in ܴ de çarpma işlemine göre tersi 

varsa ݔ e ܴ de aritmetik birim denir. Aksi halde ݔ e ܴ de aritmetik birim değildir 

denir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.17:(ܴ, +,⋅) bir halka, ܪ kümesi ܴ nin boş kümeden farklı bir alt kümesi 

olsun. Eğer (ܪ, +,⋅) cebirsel yapısı bir halka ise bu halkaya (ܴ, +,⋅) halkasının bir alt 

halkası denir (Taşçı 2007). 

Tanım 2.1.18: Birimli ve değişmeli bir halkanın sıfırdan farklı her elemanı aritmetik 

birim ise o zaman bu halkaya cisim denir ve ܨ ile gösterilir (Bayraktar 2006). 

Tanım 2.1.19:(ܨ, +,⋅) bir cisim olsun. ܨ  nin boş kümeden farklı bir ܵ alt kümesi 

,ܨ) +,⋅) deki işlemlere göre bir cisim olursa ܵ ye ܨ nin bir alt cismi denir (Taşçı 

2007). 

Tanım 2.1.20:(ܩ,⋅) bir grup ve ܵ de ܩ nin bir alt kümesi olsun. Eğer ܩ nin her 

elemanı ܵ nin elemanlarının ve bu elemanların terslerinin sonlu bir çarpımı olarak 

yazılabiliyorsa ܵ kümesi ܩ grubunun gerenlerinin bir kümesi olarak adlandırılır 

(Dummit and Foote 2004). 

Tanım 2.1.21: Bir gruptaki gerenlerin sağladıkları denklemlere bu gruptaki 

bağıntılar denir (Dummit and Foote 2004). 

Tanım 2.1.22:ܩ bir grup ve ܵ de ܩ nin bir alt kümesi olsun.ݏଵ, ,ଶݏ … ,  ܵ ninݏ

elemanları ve her bir ߙ = ±1 olmak üzere ܵ deki bir kelime ݏଵ
ఈభ , ଶݏ

ఈమ , … , ݏ
ఈ  şeklinde 

ifade edilir. 

ܵ deki her bir kelime, ܩ nin bir elemanını temsil eder. 
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Tanım 2.1.23:ܩ bir grup ve ܵ de ܩ nin bir alt kümesi olsun. Eğer ܩ nin herhangi bir 

elemanı ܵ nin sonlu sayıdaki elemanlarını ve bu elemanların terslerinin bir çarpımı 

olarak tek türlü yazılabiliyorsa ܩ grubuna ܵ kümesi üzerinde serbesttir denir. 

Tanım 2.1.24:ܨ bir grup ve ܵ de ܨ nin bir alt kümesi olsun. Herhangi bir ߪ ∶ ܵ →  ܩ

ye dönüşümü için bir tek ߪᇱ ∶ ܨ →  ye ܺ üzerinde ܨ ye homomorfizmi varsa ܩ

serbesttir denir. 

Burada ߪᇱ , ߪ nın genişlemesidir. Yani her ݔ ∈ ܺ için ߪᇱ(ݔ) =  .biçimindedir (ݔ)ߪ

Tanım 2.1.25:ܺ bir küme olsun. ܨ =  ܨ ile ܺ üzerinde bir serbest grubu ܴ de (ݔ)ܨ

nin bir alt kümesini göstersin. ܰ = തܴ ile de ܴ nin ܨ deki normal kapanışını 

gösterelim ve ܩ = ܨ ܰ⁄  olsun. Bu taktirde ܩ = 〈ܺ|ܴ〉ye ܩ nin temsili denir. Bir 

〈ܺ|ܴ〉 temsilinde ܺ kümesine gerenlerin kümesi ve ܴ kümesine de bağıntıların 

kümesi adı verilir. Hem ܺ hem de ܴ sonlu kümeler olmak üzere eğer bir ܩ grubu 

〈ܺ|ܴ〉 şeklinde temsil edilirse bu gruba sonlu temsil edilmiş grup denir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Sayı Dizileri 

Bu kısımda, literatürde yer alan, birçok matematikçinin çalışma konusu olmuş ve 

uygulama alanları geniş olan ikinci mertebeden lineer özel sayı dizileri hakkında 

temel tanım ve özellikler verilecektir. 

3.1.1. Fibonacci sayıları ve dizileri 

19. yüzyıl sayı teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nın Liber Abaci adlı 

eserinde gördüğü bir problemdeki {1, 1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34, 55, … } sayı dizisine 

Fibonacci sayı dizisi, bu dizinin terimlerine ise Fibonacci sayıları ismini verdi. 

Fibonacci dizisindeki her bir terim alışılmış olarak bir alt indisle gösterilir.ܨ , ݊. 

Fibonacci sayısı, ܨ = 0 ve ܨଵ = 1olmak üzere Fibonacci sayıları, ݊ ≥ 2 ise 

ܨ = ିଵܨ +  ିଶܨ

ve ݊ < 0 ise 

ܨ = ାଶܨ −  ାଵܨ

bağıntısı ile tanımlanan (ܨ)ିஶ
ஶ  dizisinin elemanlarıdır. Yani Fibonacci dizisindeki 

her terim kendinden önceki iki terimin toplamıdır. Bu şekilde olan dizilere iç içe dizi 

denir. Fibonacci sayıları ile ilgili bilinen birçok sonuç vardır (Vorobyov 1976, Vajda 

1989). 

Fibonacci dizisinin terimlerini yazabilmek için yalnızca için ݊ ≥ 0 için 

ାଶܨ = ାଵܨ +                  (3.1.1)ܨ

bağıntısını kullanmak yetmez. Çünkü ܨ veܨଵ nin keyfi seçilmesi ile (3.1.1) şartını 

sağlayan birçok farklı dizi oluşturulabilir.  
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Örnek olarak 

7, 2, 9, 11, 20, 31, 51, … 

−3, −5, −8, −13, −21, … 

yazılabilir. Dolayısıyla (3.1.1) ܨ, ,ଵܨ ,ଶܨ . . .  , , ܨ …  dizisini bir tek şekilde 

belirlemek için yeterli değildir. Bu nedenle (3.1.1)  bağıntısına başka şartlar ilave 

edilmesi gerekir. O halde (3.1.1) bağıntısı kullanılarak dizinin bütün terimlerinin 

hesaplanabilmesi için dizinin ilk iki teriminin bilinmesi gerekir. ܨଶ,  ܨ ଵ veܨ

sayılarının toplamı olarak yeniden temsil edilebilir.ܨଶ için belirlenen değere ܨଵ ilave 

ederek ܨଷ değeri, ܨଷ için belirlenen değere ܨଶ ilave ederek ܨସdeğeri, ܨସ için 

belirlenen değere ܨଷ ilave ederek ܨହ değeri ve bu şekilde devam edilerek keyfi olarak 

büyük indisli terimler hesaplanabilir. 

Yukarıda bahsedilen Fibonacci sayılarına iki adımlı Fibonacci sayıları denir. Şimdi 

bu sayıların bazı özellikleri aşağıdaki teoremler ile verilecektir. 

ାଶܨ = ାଵܨ + ݊             , ܨ ≥ 0 

rekürens bağıntısı ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer fark denklemi olduğundan, 

bu denkleme ait ߣଶ − ߣ − 1 = 0 karakteristik denkleminin kökleri 

ߙ = ଵା√ହ
ଶ

 ve  ߚ = ଵି√ହ
ଶ

 

olup 

ܨ    =
1

√5
ାଵߙ) − ݊   ,    (ାଵߚ = 0, 1, 2, …                                  (3.1.2) 

ifadesine Fibonacci sayılarının Binet formülü denir. Binet formülünden hareketle 

lim
→ஶ

ାଵܨ

ܨ
=  ߙ

olduğu kolayca görülmektedir. Buradan ardışık iki Fibonacci sayısının oranının 

altınorana yakınsadığı görülür. 
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Tanım 3.1.1.1:ܮ = ଵܮ ݁ݒ 2 = 1 olmak üzere 

ାଶܮ = ାଵܮ + ݊     ,   ܮ ≥ 0 

lineer rekürans bağıntısı ile verilen{ܮ}ୀ
ஶ  şeklindeki tam sayılar dizisine Lucas 

dizisi denir.  

Lucas dizisinde her ݊ tam sayısına karşılık gelen her bir değere ݊. Lucas sayısı denir. 

 , ݊. Lucas sayısını gösterir. Lucas sayılarının rekürans bağıntısı Fibonacciܮ

sayılarının rekürans bağıntısıyla aynı olduğundan 

ߙ = ଵା√ହ
ଶ

 ve  ߚ = ଵି√ହ
ଶ

 

olmak üzere Lucas sayılarına ait Binet formülü 

ܮ = ߙ + ݊   ,    ߚ ≥ 1 

şeklindedir. Ayrıca Fibonacci ve Lucas sayıları arasında birçok bağıntı 

bulunmaktadır. Lucas sayı dizisini de en az Fibonacci sayı dizileri kadar önemli hale 

getirmiştir. Lucas sayılarının,  Fibonacci sayıları ile olan 

 ܮ = ିଵܨ +  ାଵܨ

 ܮ = ାଶܨ −  ିଶܨ

 ܨଶ =  ܮܨ

 ܨା = ܨܮ + (−1)ܨି 

 ܮ
ଶ − ܨ5

ଶ = 4(−1) 

 5ܨ = ିଵܮ +  ାଵܮ

bağıntıları ile bu önem kuvvet kazanmıştır. Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili 

uygulamalar için Koshy’nin kitabı değerli bir kaynaktır (Koshy, 2001). 

 

 



14 
 

Tanım 3.1.1.2: ܲ = 0, ଵܲ = 1 olmak üzere 

ܲାଶ = 2 ܲାଵ + ܲ ,    ݊ ≥ 0 

lineer rekürens bağıntısı ile verilen { ܲ}ୀ
ஶ  şeklindeki tam sayılar dizisine Pell dizisi 

denir.  

Pell dizisine ait karakteristik denklemߣଶ − ߣ2 − 1 = 0olup denkleminin kökleri 

ߛ = 1 + √2 ve ߜ = 1 − √2 

olmak üzere Pell sayılarının Binet formülü 

ܲ =
ߛ − ߜ

ߛ − ߜ  

şeklindedir. ܲ,  ݊. Pell sayısı ve ߛ = 1 + √2 (gümüş oran) olmak üzere 

lim
→ஶ

ାଵ


=  ߛ

dır. 

Tanım 3.1.1.3:ܳ = 2 veܳଵ = 2 olmak üzere 

ܳାଶ = 2ܳାଵ + ܳ ,݊ ≥ 0 

lineer rekürens bağıntısı ile verilen {ܳ}ୀ
ஶ şeklindeki tam sayılar dizisine Pell-Lucas 

dizisi denir.  

Pell-Lucas sayılarının Binet Formülü, ߛ = 1 + √2 , ߜ = 1 − √2 olmak üzere, 

ܳ = ߛ +  ߜ

şeklindedir. 
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Pell ve Pell-Lucas dizilerinin rekürans bağıntıları aynı olduğundan, Pell ve Pell-

Lucas sayıları arasındaki bazı bağıntılar 

 ܳ = శభାషభ
ଶ

 

 ܳ
ଶ = 2 ܲ

ଶ + (−1) 

şeklindedir. 

Tanım 3.1.1.4:ݍ = 1 ve  ݍଵ = 1olmak üzere 

ାଶݍ = ାଵݍ2 + , ݍ ݊ ≥ 0 

lineer rekürens bağıntısı ile verilen {ݍ}ୀ
ஶ şeklindeki tam sayılar dizisine Modify-

Pell dizisi denir.  

Modify-Pell sayılarının Binet Formülü, ߛ = 1 + √2 , ߜ = 1 − √2 olmak üzere 

ݍ =
ߛ + ߜ

ߛ + ߜ  

dır. Modify-Pell ve Pell sayıları arasında 

ݍ = ܲାଵ + ܲିଵ 

ilişkisi vardır. Modify-Pell ve Pell-Lucas sayıları arasında ise 

ݍ = ܳ − ܳିଵ 

şeklinde bağıntı vardır. 
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Tanım 3.1.1.5:ܬ = 0 ve ܬ = 1 olmak üzere 

ାଶܬ = ାଵܬ + , ܬ2 ݊ ≥ 0 

lineer rekürens bağıntısı ile verilen {ܬ}ୀ
ஶ şeklindeki tam sayılar dizisine Jacobsthal 

dizisi denir. Bu dizinin elemanlarına da Jacobsthal sayıları denir. 

ାଶܬ = ାଵܬ + , ܬ2 ݊ ≥ 0 

rekürans bağıntısına ait karakteristik denklem ߣଶ − ߣ − 2 = 0 olup denkleminin 

kökleri  

߮ = 2 ve ߱ = −1 

dir.  Jacobsthal sayılarının Binet Formülü ise 

ܬ =
߮ − ߱

߮ − ߱  

dir. 

Tanım 3.1.1.6:݆ = 2 , ݆ଵ = 1 olmak üzere 

݆ାଶ = ݆ାଵ + 2݆ , ݊ ≥ 0 

lineer rekürens bağıntısı ile verilen {݆}ୀ
ஶ şeklindeki tam sayılar dizisine Jacobsthal-

Lucas dizisi denir. Bu dizinin elemanlarına da Jacobsthal-Lucas sayıları denir. 

݆ାଶ = ݆ାଵ + 2݆ , ݊ ≥ 0 

rekürans bağıntısına ait karakteristik denklem 

ଶߣ − ߣ − 2 = 0 

olup denkleminin kökleri ߮ = −2 , ߱ = 1dir. 

 

Buradan Jacobsthal-Lucas sayılarının Binet Formülü 
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݆ = ߮ + ߱ = 2 + (−1) 

şeklindedir. Jacobsthal sayıları ile Jacobsthal-Lucas sayıları arasındaki bağıntılardan 

bazıları 

 ݆ = ାଵܬ +  ିଵܬ2

 ݆ܬ =  ଶܬ

şeklindedir. 

Tablo 3.1. Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Modified Pell, Jacobsthal ve 

Jacobsthal-Lucas dizilerinin ilk terimleri 

݊ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . .. 

 …  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89ܨ

 …  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199ܮ

ܲ 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 … 

ܳ 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 16238 … 

 …  1 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 8119ݍ

 …  0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683ܬ

݆ 2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025 2047 … 

 

Aşağıda tez çalışmamız süresince kullandığımız bazı önemli eşitlikler ve ispatlarına 

yer verilmiştir. 

 

 

Teorem 3.1.1.7:ܨ݊. Fibonacci sayısını ve ܮ de n. Lucas sayısını göstermek üzere  
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 ܨଶ = ܨ
ଶ +  ܨିଵܨ2

 ܨାଶܨିଵ = ାଵܨ
ଶ − ܨ

ଶ 

 2(ܨାଵ
ଶ ାଶܨ

ଶ ) = ାଷܨ
ଷ ܨ

ଶ 

 ܨଶାଵܨଶାଵ = (ାାଵ)ܨ
ଶ + ିܨ

ଶ  

 ܨାଵܨିଵ − ܨ
ଶ = (−1) 

 (−1)ିܨ
ଶ = ܨ

ଶ −  ିܨାܨ

 (−1)ܨି = ାଵܨܨ +  ାଵܨܨ

 ܨା = ାଵܨାଵܨ −  ିଵܨିଵܨ

 ܨ = ାଵିܨܨ +  ିܨିଵܨ

 ܨܨାଵ = ାଶܨିଵܨ + (−1)ିଵ 

dir. (Vajda 1989; Renaut 1996). 

Teorem 3.1.1.8:ܨ, ,ଵܨ ,ଶܨ . . .  ,  . Fibonacci dizisi için aşağıdaki eşitlikler geçerlidirܨ

 ܨ + ଵܨ + ଶܨ + ⋯ + ܨ = ାଶܨ − 1 

 ܨଵ + ଷܨ + ହܨ + ⋯ + ଶିଵܨ =  ଶܨ

 ܨ + ଶܨ + ସܨ + ⋯ + ଶܨ = ଶାଵܨ − 1 

 ܨଵ − ଶܨ + ଷܨ − ସܨ + ⋯ + (−1)ାଵܨ = (−1)ାଵܨିଵ + 1 

(Taşyurdu 2013). 

Tanım 3.1.1.9:ܨ = 0, ଵܨ = 1 ve ܨଶ = 1 için 

ଷܨ = ଶܨ + ଵܨ + ,ܨ ସܨ = ଷܨ + ଶܨ + ,ଵܨ … , ܨ = ିଵܨ + ିଶܨ +  ିଷܨ

şeklindeki sayılara ise 3-adımlı Fibonacci sayıları denir. 

Şimdi 3-adımlı Fibonacci sayılarının bazı özelliklerini içeren teorem verilecektir. 
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Teorem 3.1.1.10:ܨ, ,ଵܨ ,ଶܨ . . .  , , ܨ …  3-adım Fibonacci dizisi için 

 ܨ + ଵܨ + ଶܨ + ⋯ + ܨ = (ிశయିிశభିଵ)
ଶ

 

 ܨଵ + ଷܨ + ହܨ + ⋯ + ଶିଵܨ = (ிమశమିிమశభ)
ଶ

 

 ܨ + ଶܨ + ସܨ + ⋯ + ଶܨ = (ிమశభାிమషభ)
ଶ

 

 ܨ
ଶ + ଵܨ

ଶ + ଶܨ
ଶ + ⋯ + ܨ

ଶ =  ାଵܨܨ

yazılır (Taşyurdu 2013). 

Teorem 3.1.1.11:ܣ = ቀ1 1
1 0ቁ ise ܣ = ൬ܨାଵ ܨ

ܨ ିଵܨ
൰ dir. 

İspat: İspatı tümevarım yöntemini kullanarak yapalım Yani her ݊ doğal sayısı için  

ܣ = ൬ܨାଵ ܨ
ܨ ିଵܨ

൰ 

olduğunu gösterelim. İddianın ݊ = 1 için  

ܣ = ቀ1 1
1 0ቁ = ൬ܨଶ ଵܨ

ଵܨ ܨ
൰ 

şeklinde olup doğru olduğu görülür. İddianın ݊ için doğru yani,  

ܣ = ൬ܨାଵ ܨ
ܨ ିଵܨ

൰ 

olduğunu kabul edelim ve ݊ + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Buradan  

ܣܣ = ቀ1 1
1 0ቁ ൬ܨାଵ ܨ

ܨ ିଵܨ
൰ = ൬ܨ + ାଵܨ ܨ + ିଵܨ

ାଵܨ ܨ
൰ =  ାଵܣ

bulunur ki bu da iddianın ݊ + 1 için doğru olduğunu gösterir. İspat tamamlanır. 
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Fibonacci sayıları ile ilgili en eski özdeşliktir. Fransız gökbilimci Dominique Cassini 

tarafından 1680 yılında keşfedildi. 

Teorem 3.1.1.12: (Cassini Formülü)  

ାଵܨିଵܨ − ܨ
ଶ = (−1)      ݊ ≥ 1 

eşitliği mevcuttur. 

İspat: Teorem 3.1.1.11. e göre ܣ = ቀ1 1
1 0ቁ ise det(ܣ) = −1 dir. Ayrıca 

(−1) = (det (ܣ = det(ܣ) = ฬܨାଵ ܨ
ܨ ିଵܨ

ฬ 

olduğundan ܨିଵܨାଵ − ܨ
ଶ = (−1) bulunur. 

Teorem 3.1.1.13: (Honsberger Formülü)݉ ≥ 1 , ݊ ≥ 1 için  

ାܨ = ܨିଵܨ +  ାଵܨܨ

eşitliği mevcuttur. 

İspat: Teorem 3.1.1.10. a göre ܣ = ቀ1 1
1 0ቁ ise ܣା =   olduğundanܣܣ

ܣܣ = ൬ܨାଵ ܨ
ܨ ିଵܨ

൰ ൬ܨାଵ ܨ
ܨ ିଵܨ

൰ = ൬ܨାଵܨାଵ + ܨܨ ܨାଵܨ + ିଵܨܨ
ାଵܨܨ + ܨିଵܨ ܨܨ + ିଵܨିଵܨ

൰ 

bulunur. Ayrıca 

ାܣ = ൬ܨାାଵ ାܨ
ାܨ ାିଵܨ

൰ 

olup buradan 

ାܨ = ܨିଵܨ +   ାଵܨܨ

 elde edilir. 
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Teorem 3.1.1.14:ܨଶ = ାଵܨ
ଶ − ିଵܨ

ଶ  dir. 

İspat:Teorem 3.1.1.13. de ݊ = ݉ alınırsa  

ାܨ =  ଶܨ

= ܨିଵܨ +  ାଵܨܨ

= ିଵܨ)ܨ +  (ାଵܨ

                      = ାଵܨ) − ିଵܨ)(ିଵܨ +  (ାଵܨ

= ାଵܨ
ଶ −            ିଵܨ

ଶ  

olur. 

Teorem 3.1.1.15:ܨଶାଵ = ାଵܨ
ଶ + ܨ

ଶ dir. 

İspat: Teorem 3.1.1.13.  de ݉ = ݊ + 1 alınırsa ve   

ିଵܨ = ାଵܨ −  ܨ

Fibonacci dizisinin rekürans bağıntısından  

ଶାଵܨ = ାଵܨିଵܨ +  ାଶܨܨ

                           = ାଵܨ) − ାଵܨ(ܨ + ܨ)ܨ +  (ାଵܨ

                     = ାଵܨ
ଶ − ାଵܨܨ + ܨ

ଶ +  ାଵܨܨ

= ାଵܨ
ଶ +                        ܨ

ଶ  

olup ispat tamamlanır. 
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 nacci dizileri- .3.1.2

Tanım 3.1.2.1:݆ ≤ ݇ olsun. Sonlu bir ܩ grubundaki ݇-nacci dizisi, verilen bir 

başlangıç kümesi ݔ,ݔଵ, . . . ,  ିଵ için her bir elemanıݔ

ݔ = ൜ݔݔଵ … ,                ିଵݔ ݆ ≤ ݊ < ݇
ିାଵݔିݔ … ݊                 ,   ିଵݔ ≥ ݇

� 

ile tanımlanan ݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ  … , ݔ , … grup elemanlarının bir dizisidir. 

,ݔ ,ଵݔ  … , ; ܩ൫ܨ grubunun k-nacci dizisi ܩ ିଵ ile gerilen birݔ ,ݔ  ,ଵݔ  … ,  ିଵ൯ ileݔ

gösterilir (Campbell 2003). 

Tanım 3.1.2.2: Sonlu bir ܩ grubunun her elemanı dizide görülecek şekilde ݇-nacci 

dizisi varsa bu sonlu ܩ grubuna ݇-nacci dizilendirilebilir denir (Knox 1990). 

Örneğin, ℤସ = {0ത, 1ത, 2,ഥ 3 ഥ }  için (ℤସ, +) grubunun 3-nacci dizisi 

0ത, 1ത, 1ത, 2,ഥ 3,ഥ 1ത, 0ത, 1ത, … 

şeklinde olup grubun her elemanı dizide mevcuttur. Dolayısıyla (ℤସ, +) grubu 3-

nacci dizilendirilebilirdir. 

Tanım 3.1.2.3: Belli bir noktadan sonra grup elemanlarının dizisi sabit bir alt dizinin 

tekrarından oluşuyorsa grup elemanlarının dizisine periyodik denir (Knox 1990). 

Tanım 3.1.2.4: Periyodik dizide tekrarlanan alt dizideki elemanların sayısına dizinin 

periyodu denir (Knox 1990). 

Örneğin; 

ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ܾ, ܿ, ݀, ݁, … 

dizisi başlangıç elemanı olan ܽ elemanından sonra periyodiktir ve periyodu 4 tür.  
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Tanım 3.1.2.5: Diziyi, ilk ݇ elemanı tekrarlanan bir alt dizi oluşturuyorsa diziye ݇  

periyotlu basit periyodik dizi denir. 

Örneğin; 

ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂, ܽ ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂, … 

dizisi 5 periyodu ile basit periyodiktir (Knox 1990). 

Tanım 3.1.2.6: Her pozitif ݇ reel sayısı için ܨ, = 0 , ,ଵܨ = 1 olmak üzere, 

,ାଶܨ = ,ାଵܨ݇ +  ,ܨ

ile tanımlanan ൛ܨ,ൟ , ݊ ≥ 0 sayı dizisine ݇-Fibonacci dizisi ve bu dizinin 

elemanlarına da ݇-Fibonacci sayıları denir. 

݇-Fibonacci dizisi Fibonacci dizisinin bir genellemesidir. ݇ ≥ 1 tam sayısı için farklı 

diziler elde edilir. Eğer ܨ,ାଶ = ,ାଵܨ݇ + ݇ , rekürans bağıntısındaܨ = 1 alınırsa 

Fibonacci dizisi, ݇ = 2 alınırsa Pell dizisi elde edilir. ݇-Fibonacci dizisine ait 

rekürans bağıntısının karakteristik denklemi olup bu denklemin kökleri  

ߙ = ା√మାସ
ଶ

  ve  ߚ = − ଵ
ఈೖ

= ି√మାସ
ଶ

 

olmak üzere ݇-Fibonacci sayılarının Binet Formülü 

,ܨ =
ߙ

 − ߚ


ߙ − ߚ
 

şeklindedir.  
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Karakteristik denklemin pozitif kökü olan ߙ  ya ݇-altın oran denir. ݇ = 1, 2, 3 

değerleri için, ߙଵ = ଵା√ହ
ଶ

 ifadesine altın oran, ߙଶ = 1 + √2 ifadesine gümüş oran, 

ଷߙ = ଷା√ଵଷ
ଶ

 ifadesine ise bronz oran adı verilir. 

Tanım 3.1.2.7: Her pozitif ݇ reel sayısı için ܮ, = 2 , ,ଵܮ = ݇ olmak üzere 

,ାଶܮ = ,ାଵܮ݇ +  ,ܮ

ile tanımlanan ൛ܮ,ൟ , ݊ ≥ 0 sayı dizisine, ݇-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarına 

da ݇-Lucas sayıları denir.  

݇-Lucas dizisi, Lucas dizisinin bir genellemesidir. ݇ ≥ 1 tam sayısı için farklı diziler 

elde edilir. 

,ାଶܮ = ,ାଵܮ݇ +  ,ܮ

rekürans bağıntısında ݇ = 1alınırsa Lucas dizisi, ݇ = 2 alınırsa Pell-Lucas dizisi 

elde edilir. 

ߙ =
݇ + √݇ଶ + 4

2   , ߚ = −
1

ߙ
=

݇ − √݇ଶ + 4
2  

olmak üzere ݇-Lucas sayılarının Binet Formülü 

,ܮ = ߙ
 + ߚ

 

şeklindedir. 
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 modülüne göre sayı dizileri .3.1.3

 modülüne göre Fibonacci dizileri.3.1.3.1

ܨ  Fibonacci dizilerinin ݊. elemanını göstermek üzereܨ = ଵܨ ,0 = 1 için 

ାଵܨ = ܨ + ݊         , ିଵܨ ≥ 1 

dizisinin her ܨ elemanı ݉ modülüne indirgenebilirdir. 

Tanım 3.1.3.1.1:(ܨ(݉݀ ݉))ୀିஶ
ஶ  dizisinin periyodunun minimum uzunluğu Wall 

sayısı olarak adlandırılır. 

ୀିஶ((݉ ݀݉)ܨ)
ஶ  dizisinin periyodunun minimum uzunluğu ݇ = ݇(݉) ile 

gösterilir ve Wall sayısının hesaplanmasına ilişkin bir örnek aşağıda verilmektedir. 

Örnek 3.1.3.1.2:݉ = 5 ise Wall sayısı 20 dir ve ݇(5) = 20 olarak yazılır. 

Aşağıdaki tablo kullanılarak bu görülmektedir. 

Tablo 3.2. Wall sayıları 

݊ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

 …    2     1    1    0   1   4   2    2    0   2   3   4   0   4   1  3   3   0   3   2   1   1 5 ݀݉ ܨ

 

Tam sayılarda her bir eleman m modülüne göre indirgendiğinde elde edilen klasik 

Fibonacci dizisi ℤଶ(ℤ ; 0, 1) olarak yazılır. Sonlu bir grubun Fibonacci dizisi, grup 

elemanlarının 2-nacci dizisi olarak adlandırılır. 
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Tanım 3.1.3.1.3:ܨ = ଵܨ ,ܽ = ܾ ve ܨଶ = ܿ olmak üzere ݇(ࢉ,࢈,ࢇ)(݉),  her bir terim ݉ 

modülüne göre indirgendiğinde  

ܨ = ିଵܨ + ିଶܨ +  ିଷܨ

bağıntısı ile tanımlanan ܨ dizisinin minimal periyodunu gösterir (Campbell 2006). 

Örnek 3.1.3.1.4:ܨ = ଵܨ ,0 = 1 için ܨ dizisi  

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, … 

olarak elde edilir. ܨ dizisinin her bir elemanı 7 modülüne göre indirgenirse 

 dizisi (7 ݀݉)ܨ

0, 1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 0, 6, 6, 5, 4, 2, 6, 1, 0, 1, … 

olarak elde edilir. Dolayısıyla ݇(7) = 16 dır. 

Teorem 3.1.3.1.5:(݉ ݀݉)ܨ dizileri periyodiktir (Wall 1960). 

İspat:(݉ ݀݉)ܨ dizileri sonlu sayıda ݉ଶ çiftlerinden oluştuğundan elemanları 

tekrar eder. Fibonacci dizisi tanımından 

ିଵܨ = ାଵܨ −  ܨ

dir. Bu bağıntı kullanılarak  

௧ାଵܨ                   ≡                   (݉ ݀݉)௦ାଵܨ

௧ܨ ≡  (݉ ݀݉)௦ܨ

olup 

௧ାଵܨ − ௧ܨ ≡ ௦ାଵܨ −                          ௦ܨ

௧ିଵܨ ≡                         ௦ିଵܨ

elde edilir. 
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Buradan aynı oranda indisleri arttırarak veya azaltarak elde edilen dizinin 

elemanlarının aynı olduğu görülür. Dolayısıyla 

௧ିଵି௦ାଶܨ ≡  ௦ିଵି௦ାଶܨ

௧ି௦ାଵܨ ≡  ଵܨ

ve  

௧ିଵି௦ାଵܨ ≡  ௦ିଵି௦ାଵܨ

௧ି௦ܨ ≡      ܨ

dır. Yani  

௧ିଵܨ ≡ ,௦ିଵܨ … , ௧ି௦ାଵܨ ≡ ,ଵܨ ௧ି௦ܨ ≡  ܨ

dir. Böylece diziler basit periyodiktir. 

Teorem 3.1.3.1.6: Eğer ݉, ݉ = ∏ 
  asal çarpanlamaya sahipse ve ݇,  

 ݀݉)ܨ
) periyod uzunluğunu gösteriyorsa ݇ , ݇ nin en küçük ortak katı olan 

݈ܿ݉[݇] ye eşittir. Yani ݇ = ݈ܿ݉[݇] dir (Wall 1960). 

İspat: “݇,  ܨ(݉ ݀
) periyodunun uzunluğudur” ifadesi ܨ(݉ ݀

) dizilerinin 

sadece ܿ݇ uzunluğundaki bloklardan sonra tekrar ettiğini vurgular. 

“݇ ,  ݀݉)ܨ periyodunun uzunluğudur” ifadesi ise(݉ ݀݉)ܨ
) nin tüm ݅ 

değerleri için ݇ terimlerinden sonra tekrar ettiğini vurgular. Dolayısıyla ݇, ݅ nin tüm 

değerleri için ܿ݇ şeklindedir. Böyle sayılar ܨ(݉݀ ݉) nin bir periyodunu verdiği 

için ݇ = ݈ܿ݉[݇] eşitliği elde edilir. 

Teorem 3.1.3.1.7:ܨ ≡  terimleri basit bir aritmetik sıra şeklindedir (Wall (݉ ݀݉)0

1960).  
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Yani ݔ = 0, 1, 2, … ve ݀ = ݀(݉) olan bazı pozitif tam sayılar için ݊ =                  tüm ݔ݀

≡ ܨ   terimlerini sağlar (݉ ݀݉)0

İspat:݅ ≥ ݆ olmak üzere (ܨ , (ାଵܨ = 1 ve ܨା௧ = ௧ܨାଵܨ +  ௧ିଵ bilinenܨܨ

bağıntılarından ܨ = ାܨ ve (݉ ݀݉)0 =   den(݉ ݀݉)0

ାܨ = ିܨ ݁ݒ (݉ ݀݉)0 =  (݉ ݀݉)0

elde edilir. İlk olarak ݊ = ݅ ve ݐ = ݆ düzeni için 

ܨ =  (݉ ݀݉)0

௧ܨ =  (݉ ݀݉)0

olur. ܨ = ܨ ve (݉ ݀݉)0 =  kullanılarak (݉ ݀݉)0

ା௧ܨ = ௧ܨାଵܨ +  ௧ିଵܨܨ

ାܨ = ܨାଵܨ +  ିଵܨܨ

ାܨ =  (݉ ݀݉)0

elde edilir. Daha sonra ݊ + ݐ = ݅ ve ݊ = ݆ düzeni için ܨ =  kullanılarak (݉ ݀݉)0

ݐ = ݅ − ݆ alınırsa 

ܨ  =  ା௧ܨ

                           = ௧ܨାଵܨ +  ௧ିଵܨܨ

                          = ௧ܨାଵܨ +  ௧ିଵܨܨ

         =  ௧ܨାଵܨ

elde edilir.ܨ =   olduğundan (݉ ݀݉)0

௧ܨାଵܨ ≡  (݉ ݀݉)

dir. 
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ܨ) , (ାଵܨ = 1 ve ܨ =   bağıntılarından (݉ ݀݉)0

௧ܨ = ିܨ ≡  (݉ ݀݉)0

ikinci bağıntı elde edilir. Dolayısıyla ݊ değeri ݊ =  şeklindeki gibi bir modülün ݀ݔ

negatif olmayan terimlerin içeriği ile ilgilidir. Teorem 3.1.3.1.7 e göre ܨ ın 

sadeceܨ ≡ ݀ olmadığını ayrıca (݉ ݀݉)0 > 0 olduğunu gösterir. Dolayısıyla arada 

belli bir artış olacak ve ݔ = 0, 1, 2, … için ݊ ler dizide bulunacaktır. 

Ayrıca ݀|݇ olduğu belirtilmelidir.݀ ≤ ݇ ile birçok ݉ değeri bulunabilir (Wall 1960). 

Şimdi ݇(݉) nin bilinen bazı özellikleri Teoremler ve örnekleri ile birlikte 

verilecektir. 

Teorem 3.1.3.1.8:݉ > 2 ise ݇(݉) çift sayıdır (Wall 1960). 

Örnek 3.1.3.1.9:݉ = 2 için  

0, 1, 1, 0, 1, … 

 olup Wall sayısı ݇(2) = 3 tür. ݉ = 3 için  

0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, … 

olup Wall sayısı ݇(3) = 8 dir. Benzer şekilde devam edilerek ݇(5) = 20, ݇(6) = 24 

olduğu görülür. 

Teorem 3.1.3.1.10: Eğer ݇(ଶ) ≠ ()݇ ise ()݇ =            ,ݐ dir. Ayrıca ()ିଵ݇

(௧)݇ = ܽ eşitliğini sağlayan en büyük tam sayı ise ()݇ >           olmak üzere ݐ

()݇ =  .dir (Wall 1960) ()ି௧݇
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Örnek 3.1.3.1.11: = 2 için ݇(2ଶ) = ݇(4) = 6 ve ݇(2) = 3 dır. Dolayısıyla  

݇(2ଶ) ≠ ݇(2) 

olup 

     ݇(2ଶ) = 2ଶିଵ݇(2) 

       = 2 ⋅ 3 

tür. 

Teorem 3.1.3.1.12:݉ =  = ݔ10 ± 1 ise ݇()|( − 1) dir (Wall 1960). 

Örnek 3.1.3.1.13:ݔ = 3 için  = 29 ya da  = 31 olup ݇(29) = 14 ve ݇(31) = 30 

dur. Buradan  

݇(29)|28 

14|28 

ve  

݇(31)|30 

30|30 

olur. 

Lemma 3.1.3.1.14:ݔଶ = ݔ +  denkliği sadece ( ݀݉) 1 = 5 olduğunda çift köke 

sahiptir (Wall 1960). 

Teorem 3.1.3.1.15:݉ =  = ݔ10 ± 3 ise ݇()|(2 + 2) dir (Wall 1960). 
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 Fibonacci dizileri- modülüne göre .3.1.3.2

Tanım 3.1.3.2.1:݊ > ݇ olmak üzere ݇-adım Fibonacci dizisinin ݊. terimi ݂
() ile 

gösterilir ve  

 ݂
() = ∑ ݂ି

()
ୀଵ                         (3.1.3.2.1) 

olarak tanımlalnır. Burada 1 ≤ ݅ < ݇ için ݂
() = 0 ve  ݂

() = 1 dir. 

݂
(,) = ݂

()(݉݀ ݉) olmak üzere bu diziyi ݉ modülüne indirgeyerek  

݂(݇, ݉) = ( ଵ݂
(,), ଶ݂

(,), … , ݂
(,), … ) 

şeklinde tekrar eden bir dizi elde edilebilir. Buradan  

݂(݇, ݉) = ቀ ଵ݂
(,), ଶ݂

(,), … , ݂
(,)ቁ = (0, 0, … , ) 

elde edilir. Bu ise (3.1.3.2.1) bağıntısı ile aynıdır (Lü and Wang 2007). 

Teorem 3.1.3.2.2:݂(݇, ݉) periyodik bir dizidir (Lü and Wang 2007). 

İspat:ܵ = {(ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ) ∶ 0 ≤ ܽ ≤ ݉ − 1} olsun. |ܵ| = ݉  olup sonludur. 

Yani 

௨݂ାଵ
(,) = ௩݂ାଵ

(,), … , ௨݂ା
(,) = ௩݂ା

(,) 

olacak sekilde ݑ ≥ 0 için ݒ ≥   ,sayısı vardır. Tanım (3.1.3.2.1) den ݑ

݂ା
() =  ݂ା

()
ିଵ

ୀ

 

dir. 
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Buradan  

௨݂
(.) = ௩݂

(,), ௨݂ିଵ
(,) = ௩݂ିଵ

(,), ௨݂ିଶ
(,) = ௩݂ିଶ

(,), … , ଶ݂
(,) = ௩݂ି௨ାଶ

(,)  

ve 

ଵ݂
(,) = ௩݂ି௨ାଵ

(,)  

elde edilir. Bu ise ݂(݇, ݉) dizisinin periyodik bir dizi olduğunu gösterir.ℎ(݉) ile 

݂(݇, ݉) nin en küçük periyodu gösterilir. ݂(݇, ݉) nin periyodu ya da ݉ modülüne 

göre k-adım Fibonacci dizisinin Wall sayısı diye adlandırılır (Lü and Wang 2007). 

Örnek 3.1.3.2.3:݇ = 4 adım için  

(4,3)ݏ = (0, 0, 0, 1, 1, 2, 1, 2, 0, 2, 2, 0, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 0,1, 0, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 1, … , ) 

dizisi ele alınırsa her 26 terimde bir başlangıç elemanlarıyla tekrar eder. Dolayısıyla 

ℎସ(3) = 26 dır.  farklı asal sayılar, ݁ pozitif tam sayılar olmak üzere 

݉ = ∏ 
  (ݐ ≥ 1)௧

ୀଵ  ise bu durumda ℎ(݉), ℎ(
) lerin en küçük ortak katıdır 

(Lü and Wang 2007).Aşağıdaki tablolar ile bu sayıları doğrulayan bazı örnekler 

verilmiştir. 
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Tablo 3.3.3-adım Fibonacci dizisinin Wall sayısı 

 Sonuç               ()ℎଷ 

5 

13 

23 

67 

107 

179 

241 

317 

389 

557 

839 

881 

971 

1033 

1103 

1301 

1447 

1759 

2851 

3347 

4831 

13367 

15791 

17207 

18047 

31 

168 

553 

1519 

1272 

32221 

29040 

100807 

151711 

103416 

704761 

777043 

943813 

1067088 

1217713 

1693903 

2093808 

3094080 

8128200 

11205757 

11669280 

7444862 

10389820 

17206 

169324 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ − ଶ � 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − 1� 

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ −  �

ℎଷ()|ଷ − ଶ � 

ℎଷ()|ଷ −  �
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Tablo 3.4. 4-adım Fibonacci dizisinin Wall sayısı 

 Sonuç                 ()ℎସ 

5 

11 

13 

19 

29 

37 

41 

67 

83 

151 

211 

433 

907 

1277 

1579 

1973 

2593 

2749 

3079 

3331 

3581 

3733 

3823 

4019 

4253 

312 

120 

84 

6858 

280 

1368 

240 

100254 

1157520 

533216 

9393930 

23248760 

822648 

1630728 

623310 

1946364 

1680912 

7557000 

4740120 

396270 

3205890 

2322548 

3822 

8076180 

6029336 

ℎସ()|ସ − 1� 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ −  �

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ −  �

ℎସ()|ସ − 1� 

ℎସ()|ସ − 1� 

ℎସ()|ସ −  �

ℎସ()|ସ − 1� 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 

ℎସ()|ସ − ଷ � 

ℎସ()|ସ − ଶ � 
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Tablo 3.5.5-adım Fibonacci dizisinin Wall sayısı 

 Sonuç                ()ℎହ 

5 

7 

11 

19 

31 

41 

53 

79 

89 

163 

283 

419 

503 

683 

823 

1259 

1709 

2287 

2549 

2957 

3163 

3541 

3929 

4159 

781 

2801 

16105 

13032 

190861 

2896405 

8042221 

39449441 

3690720 

176477940 

20022 

35812 

127263526 

159305993 

677328 

317016 

1460340 

50292 

6497400 

8743848 

3162 

12538680 

15437040 

17297280 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ −  �

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ − 1� 

ℎହ()|ହ −  �

ℎହ()|ହ −  �

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଶ � 

ℎହ()|ହ − ଶ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ସ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 

ℎହ()|ହ − ଷ � 
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3.1.4. Fibonacci uzunluğu 

ܣ = {ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ} olmak üzere sonlu olarak gerilmiş bir ܩ = 〈ܽ〉 grubu için 

Fibonacci orbiti ve Fibonacci uzunluğu aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

Tanım 3.1.4.1:ܣ , ܩ = {ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ} geren kümesi ile sonlu olarak gerilmiş bir 

grup olsun. ܣ, (ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ) sıralı ݊-li olarak yazıldığında ܣ geren kümesine ait ܩ 

nin Fibonacci orbiti  

ݔ = ܽଵ, ଵݔ = ܽଶ, … , ିଵݔ = ܽ 

ve 

ାݔ = ෑ ାାଵݔ



ୀଵ

                      ݅ ≥ 0 

Dizisi olup ܨ(ܩ) ile gösterilir (Campbell 2006). 

൛ݔݔଵ, … , ,ିଵݔ ݔ = ଵݔݔ … ,ିଵݔ ାଵݔ = ଵݔݔ … ,ݔିଵݔ … , ିଵݔ = ଵݔݔ …  ିଶൟݔିଵݔ

geren kümesine bağlı ܩ nin Fibonacci orbiti ܨ൫ݔ ; ܩ, ,ଵݔ  … ,  ିଵ൯ dir. Örneğinݔ

,ݔ ; ܩ)ସܨ  ଵ) için diziݔ 

,ݔ ,ଵݔ ଶݔ = ,ଵݔݔ ଷݔ = ଶݔଵݔݔ = ,ଵݔݔଵݔݔ ସݔ = ,ଷݔଶݔଵݔݔ ହݔ = ,ସݔଷݔଶݔଵݔ … 

olur. Bu ise {ݔ, ,ଵݔ ,ଶݔ  .nin Fibonacci orbitidir ܩ ଷ} kümesine bağlıݔ

,ݔ ; ܩ൫ܨ ,ଵݔ  … , ,ݔ ; ܩିଵ൯݇-nacci dizisinin periyodu ܲ൫ݔ ,ଵݔ  … ,  ିଵ൯ ileݔ

gösterilir. 

Tanım 3.1.4.2:ܣ geren kümesi ve  ܩ bir grup olmak üzere ܨ(ܩ) periyodik ise 

dizinin periyodunun minimum uzunluğuna ܣ  geren kümesine bağlı ܩ nin Fibonacci 

uzunluğu denir ve ܧܮ ܰ(ܩ) olarak yazılır.ܨ(ܩ) periyodik değilse ܣ , ܩ geren 

kümesine bağlı sonsuz Fibonacci uzunluğuna sahiptir. 
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Örnek 3.1.4.3:〈ܽ, ܾ ;  ܽଶ, ܾ , (ܾܽ)ଶ〉 temsili ile tanımlanmış 2݊. mertebeden olan ܦ 

dihedral grupların Fibonacci uzunluğu 6 dır. Gerçekten  

ܽ, ܾ, ܾܽ, ܾܾܽ = ܽ, ܾܽܽ = ܾିଵ, ܾܽିଵ, ܾିଵܾܽିଵ = ܽ, ܾܽିଵܽ = ܾ, … 

olup 

{ܽ, ܾ, ܾܽ, ܽ , ܾିଵ, ܾܽିଵ, ܽ, ܾ, … } 

elde edilir. Dolayısıyla ܧܮ (ܰ,)(ܦ) = 6 dır. 

3.2. Fibonacci Sayılarının Yeni Aile Dizileri 

 Fibonacci sayılarının yeni bir ailesi- .3.2.1

Bu bölümde Moawwad El-Mikkawy ve Tomohiro Sogabe’nin çalışmalarında ܨ
() 

olarak gösterdikleri ݇-Fibonacci sayılarının yeni bir ailesi verilecektir. 

Tanım 3.2.1.1: (-Fibonacci Sayılar)݊ doğal sayı ve ݇ ≠ 0 doğal sayılar olmak 

üzere ݊ = ݉݇ + 0)  ݎ ≤ ݎ < ݇) olacak şekilde ݉ ve ݎ sayıları vardır. Bu 

parametreleri kullanarak ܨ
() genelleştirilmiş ݇-Fibonacci sayıları, 

ܨ
() = ଵ

൫√ହ൯
ೖ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ − ݊ ,ାଵ)ିߚ = ݉݇ +  (3.2.1.1)            ݎ

şeklinde tanımlanır (Mikkawy, Sogabe 2010). 

Bu çalışmada {ܨ} ile bilinen Fibonacci dizisi, ቄܨ
()ቅ ile de Fibonacci sayılarının 

yeni aile dizisi gösterildi. 

Şimdi (3.2.1.1) bağıntısını inceleyelim: 
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 ݇ = 1 için  (3.2.1.1) denklemi göz önüne alındığında 0 ≤ ݎ < 1 olup ݎ = 0 

ve ݉ = ݊ bulunur. Bu durumda ݊ = ݉݇ + ,ݎ (݊ = ݊ ⋅ 1 + 0) olmak üzere 

ܨ                         
(ଵ) =

1

൫√5൯
ଵ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ଵିߚ

ܨ 
(ଵ) =

1
√5

ାଵߙ) −  ାଵ)(3.2.1.2)ߚ

denklemine dönüşür bu ise aslında (3.1.2) denkleminde verilen bilinen Fibonacci 

ailesinin Binet Formülüdür. ߙ = ଵା√ହ
ଶ

 , ߚ = ଵି√ହ
ଶ

  değerleri (3.2.1.2) denkleminde 

yerine yazılıp gerekli işlemler yapıldığında  

ቄܨ
(ଵ)ቅ

ୀ

ସ
= {0, 1, 1, 2, 3} 

alışılmış Fibonacci sayıları olan ܨ elde edilir. 

 ݇ = 2 için  (3.2.1.1.) denklemi göz önüne alındığında ݊ = ݉݇ + 0 ,ݎ ≤ ݎ <

݇ koşulu ile ቄܨ
(ଶ)ቅ dizisinin ilk bir kaç terimini oluşturmaya çalışalım: 

 ܨ
(ଶ)elemanı için ݊ = ݉݇ + ise0 ݎ = ݉ ⋅ 2 + ݎolmak üzere ݎ = 0, ݉ = 0 

olup  

ܨ
(ଶ) =

1

൫√5൯
ଶ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ଶିߚ

=
1
5 ⋅ 1 ⋅ ቆ

1 + √5
2 −

1 − √5
2 ቇ

ଶ

 

=
1
5 ⋅ 1 ⋅ ቆ

2√5
2 ቇ

ଶ

 

=
20
20 

= 1                                                                                   
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 ܨଵ
(ଶ)elemanı için ݊ = ݉݇ + ise 1 ݎ = 0 ⋅ 2 + 1 olmak olmak ݎ = 0 , ݉ = 0 

olup  

ଵܨ
(ଶ) =

1

൫√5൯
ଶ ାଶߙ) − ଵାଵߙ)ାଶ)ଵߚ −  ଵାଵ)ଶିଵߚ

                  =
1
5

ቆ
1 + √5

2 ቇ
ଶ

− ቆ
1 − √5

2 ቇ
ଶ

൩

ଵ

ቆ
1 + √5

2 ቇ
ଶ

− ቆ
1 − √5

2 ቇ
ଶ

൩

ଵ

 

=
1
5 ቆ

4√5
4 ቇ ቆ

4√5
4 ቇ 

 = 1                                                                                          

 ܨଶ
(ଶ)elemanı için ݊ = ݉݇ + ise 2 ݎ = 1 ⋅ 2 + 0 olmak üzereݎ = 0 , ݉ = 1 

olup  

ଶܨ
(ଶ) =

1

൫√5൯
ଶ ଵାଶߙ) − ଵାଵߙ)ଵାଶ)ߚ −  ଵାଵ)ଶିߚ

=
1
5 ⋅ 1 ⋅ ቆ

1 + √5
2 ቇ

ଶ

− ቆ
1 − √5

2 ቇ
ଶ

൩

ଶ

 

=
1
5 ⋅ ቆ

4√5
4 ቇ

ଶ

 

= 1                                                                                  

 ܨଷ
(ଶ) elemanı için ݊ = ݉݇ + ise 3 ݎ = 1 ⋅ 2 + 1 olmak üzere ݎ = 1 , ݉ = 1 

olup 

ଷܨ
(ଶ) =

1

൫√5൯
ଶ ଵାଶߙ) − ଵାଵߙ)ଵାଶ)ଵߚ −  ଵାଵ)ଶିߚ

ଷܨ
(ଶ) =

1

൫√5൯
ଶ ൭ቆ

1 + √5
2 ቇ

ଷ

− ቆ
1 − √5

2 ቇ
ଷ

൱

ଵ

൭ቆ
1 + √5

2 ቇ
ଶ

− ቆ
1 + √5

2 ቇ
ଶ

൱

ଶ

 

= 2                                                                                          

bulunur. 
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Yukarıda verilen metod ile 2. yeni aile dizisinin tüm terimleri hesaplanabilir. Benzer 

düşünce ile 

ቄܨ
(ଶ)ቅ

ୀ

ଵ
= {1, 1, 1, 2, 4, 6, 9, 15, 25, 40, 64} 

ile dizinin ilk 11 terimi verilmiştir. 

 ݇ = 3 için  (3.2.1.1.) denklemi göz önüne alındığında ݊ = ݉݇ + 0 ,ݎ ≤ ݎ <

݇ koşulu ile, ቄܨ
(ଷ)ቅ dizisinin ilk bir kaç terimini oluşturmaya çalışalım: 

 ܨ
(ଷ)elemanı için ݊ = ݉݇ + ise 0 ݎ = ݉ ⋅ 3 + ݎolmak üzereݎ = 0 , ݉ = 0 

olup  

ܨ
(ଷ) =

1

൫√5൯
ଷ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ଷିߚ

=
1

5√5
⋅ (1) ⋅ ቆ

1 + √5
2 −

1 − √5
2 ቇ

ଷ

 

=
1

5√5
ቆ

2√5
2 ቇ

ଷ

 

= 1,                                                                

 ܨଵ
(ଷ) elemanı için ݊ = ݉݇ + ise 1 ݎ = ݉ ⋅ 3 + ݎolmak üzere ݎ = 1 , ݉ = 0 

olup  

ଵܨ
(ଷ) =

1

൫√5൯
ଷ ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ଵߚ −  ାଵ)ଷିଵߚ

                                  =
1

5√5
ቆ

1 + √5
2 ቇ

ଶ

− ቆ
1 − √5

2 ቇ
ଶ

൩

ଵ

ቆ
1 + √5

2 −
1 − √5

2 ቇ
ଶ

 

=
1

5√5
ቆ

4√5
4 ቇ ቆ

2√5
2 ቇ

ଶ

 

= 1,                                                             

değerleri bulunur. 



41 
 

Yukarıda verilen metod ile 3. yeni aile dizisinin de tüm terimleri hesaplanabilir. 

Benzer düşünce ile 

ቄܨ
(ଷ)ቅ

ୀ

ଵ
= {1, 1, 1, 1, 2, 4, 8, 12, 18, 27, 45} 

dizisi 3. yeni aile dizisinin ilk 11 terimini verilmiştir. 

Görüldüğü gibi (3.2.1.1) denklemi ile terimlerin hesaplanması pek kullanışlı bir 

yöntem değildir. Bunun için dizinin terimlerini daha pratik olarak elde etmemizi 

sağlayan bağıntı aşağıda verilmiştir. 

(3.2.1.1) denkleminden yararlanarak 

ܨ
() =

1

൫√5൯
 ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ିߚ

=
1

൫√5൯
 ାଶߙ) − ାଶ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥߚ

(ிశభ)ೝ(√ହ)ೝ

ାଵߙ) − ାଵ)ିᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥߚ
(ி)ೖషೝ൫√ହ൯

ೖషೝ

 

yazılabilir. (3.1.2)  denkleminden ܨ = ଵ
√ହ

ାଵߙ) −  ାଵ)olup yukarıdaki eşitlikߚ

ܨ
() =

1

൫√5൯
 ି൫√5൯(ܨ)(√5)(ାଵܨ)

ି
 

=
1

൫√5൯
 ି൫√5൯(ܨ)(ାଵܨ)


 

=  (ାଵܨ)ି(ܨ)

olarak bulunur. 
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Buradan  

ܨ                      
() = ݊ ,(ାଵܨ)ି(ܨ) = ݉݇ + 0)   ݎ ≤ ݎ < ݇)                     (3.2.1.3) 

bağıntısı elde edilir. Bu bağıntı yardımıyla bilinen Fibonacci sayıları kullanarak yeni 

aile dizisinin elemanları oluşturulabilir. Bunun için aşağıdaki örneği inceleyebiliriz. 

Örnek 3.2.1.2: (3.2.1.3) eşitliğini kullanarak aşağıdaki gibi bilinen {ܨ}ୀ
ஶ =

{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … , } Fibonacci sayı dizisinin terimlerinin elde edilişini verelim. 

݇ = 2 için (3.2.1.3) eşitliğini kullanarakቄܨ
(ଶ)ቅ yeni aile dizisinin terimlerini 

hesaplayalım: 

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 0 = 0 ⋅ 2 + 0 olup 

ܨ        
(ଶ) =  (ଵܨ)ଶି(ܨ)

  = (1)ଶ(1) 

         = 1,             

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 1 = 0 ⋅ 2 + 1 olup 

ଵܨ     
(ଶ) =  ଵ(ଵܨ)ଶିଵ(ܨ)

                          = (1)ଵ(1)ଵ 

             = 1,                     

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 2 = 1 ⋅ 2 + 0 olup 

ଶܨ     
(ଶ) =  (ଶܨ)ଶି(ଵܨ)

       = (1)ଶ(2) 

              = 1,                       
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 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 3 = 1 ⋅ 2 + 1 olup 

ଷܨ      
(ଶ) =  ଵ(ଶܨ)ଶିଵ(ଵܨ)

                           = (1)ଶ(2)ଵ  

             = 2,                     

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 4 = 2 ⋅ 2 + 0 olup 

ସܨ     
(ଶ) =  (ଶܨ)ଶି(ଶܨ)

                           = (2)ଶ(3) 

             = 4,                       

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere݊ = ݉݇ + ݎ ⇒  5 = 2 ⋅ 2 + 1olup 

ହܨ
(ଶ) =  ଵ(ଷܨ)ଶିଵ(ଶܨ)

              = (2)ଵ(3)ଵ 

= 6,               

 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 6 = 3 ⋅ 2 + 0 olup 

ܨ     
(ଶ) =  (ସܨ)ଶି(ଷܨ)

                          = (3)ଶ(5) 

             = 9,                      

 0 ≤ ݎ < ݊  ݁ݎ݁ݖü ݈݇ܽ݉ ݇ = ݉݇ + ݎ ⇒  7 = 3 ⋅ 2 + 1 olup 

ܨ      
(ଶ) =   ଵ(ସܨ)ଶିଵ(ଷܨ)

                         = (3)ଵ(5)ଵ 

              = 15,                     
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 0 ≤ ݎ < ݇ olmak üzere  ݊ = ݉݇ + ݎ ⇒ 8 = 4 ⋅ 2 + 0 olup 

(ଶ)ܨ଼      =  (ହܨ)ଶି(ସܨ)

                             = (5)ଶ(8) 

                  = 25,                        

terimleri elde edilir. Örneklerden de görüldüğü gibi (0 ≤ ݎ < ݇) koşulu kısıtlayıcı 

bir etken olduğundan  ݉ ve ݎ sayıları için farklı bir alternatif bulunmamaktadır. 

Örneğin,ܨ
(ଶ) terimini bulurken ݊ = 7 ve ݇ = 2 olduğunu biliyoruz ve ݊ = ݉݇ +  ݎ

eşitliğinde 7 = ݉ ⋅ 2 + 0) , ݎ ≤ ݎ < 2) koşulu ݎ = 1 den başka bir altermatif 

olmadığını açıkça göstermektedir.  

Teorem 3.2.1.3:݇, ݉ ϵ {1, 2, 3, … }olsun. ݇, ݉ sabit sayıları için genelleştirilmiş݇-

Fibonacci sayıları ve bilinen Fibonacci sayıları arasında aşağıdaki bağıntılar sağlanır.   

i.∑ (−1)൫ିଵ
 ൯ିଵ

ୀ ାܨ
() = (−1)ିଵܨܨ(ିଵ)(ିଵ)

(ିଵ)  

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ିଵ

ୀ ାܨ
() = (ିଵ)(ାଶ)ܨܨ

(ିଵ) =  (ିଵ)(ାଶܨ)ܨ

iii.∑ ାܨ
()ିଵ

ୀ = ி
ிషభ

(ାଵܨ)] − [(ܨ) = ி
ிషభ

ቂܨ(ାଵ)
() − ܨ

()ቃ 

İspat:i.∑ (−1)൫ିଵ
 ൯ିଵ

ୀ ାܨ
() = (−1)(ିଵ) ∑ (−1)ିଵିିଵ

ୀ ൫ିଵ
 ൯(ܨ)ି(ܨାଵ) 

                   = (−1)ିଵܨ  (−1)ିଵି ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ
 (ାଵܨ)ିଵି(ܨ)

      = (−1)ିଵܨ  ൬
݇ − 1

݅ ൰ (ାଵܨ)ିଵି(ܨ−)
ିଵ

ୀ
 

      = (−1)ିଵܨ(ܨାଵ −  )ିଵܨ

      = (−1)ିଵܨ(ܨିଵ)ିଵ 

olur. 
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Burada ݎ = 0 için (3.2.1.3) eşitliği kullanılırsa 

 (−1) ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ
ାܨ

() = (−1)ିଵܨܨ(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ)  

elde edilir. 

ii. İspat i. deki benzer düşünce ile  

 ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ
ାܨ

() =  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ
 (ାଵܨ)ି(ܨ)

elde edilir. (3.2.1.3) eşitliğinden  

ାܨ
() =  (ାଵܨ)ି(ܨ)

= (
ାଵܨ

ܨ
)(ܨ) 

                                                                     = ାଵܨ)ܨ +  )ିଵ(Binomial Teoreminden)ܨ

=  ିଵ(ାଶܨ)ܨ

olupburadan ݎ = 0 için (3.2.1.3) eşitliğinden 

 ൬
݇ − 1

݅ ൰ =
ିଵ

ୀ
ାܨ

() (ିଵ)(ାଶ)ܨܨ
(ିଵ)  

bulunur. 

iii.ܨା
() (ାଵܨ)ିଵ(ܨ) = (ிశభ

ி
)(ܨ) eşitliği kullanılırsa 

 ାܨ
()

ିଵ

ୀ
=  (ାଵܨ)ି(ܨ)

ି

ୀ
 

=  ൬
ାଵܨ

ܨ
൰


(ܨ)

ିଵ

ୀ
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= (ܨ)  (
ାଵܨ

ܨ
) 

ିଵ

ୀ
 

= )(ܨ)
ቀிశభ

ி
ቁ


− 1

ிశభ
ி

− 1
) 

= (ܨ) (ାଵܨ)] − [(ܨ)
(ܨ)

ܨ

ାଵܨ − ܨ
 

=
ܨ

ିଵܨ
(ାଵܨ)] −  [(ܨ)

=
ܨ

ିଵܨ
ቀܨ(ାଵ)

() − ܨ
 ቁ 

elde edilir. Yani 

 ାܨ
()

ିଵ

ୀ
  =

ܨ

ିଵܨ
ቀܨ(ାଵ)

() − ܨ
 ቁ 

dir. Fibonacci sayılarının özel tridiagonal matrislerin determinantlarından da elde 

edildiğini biliyoruz. Benzer şekilde, genelleştrilmiş ݇-Fibonacci sayıları, özel bir k-

Tridiagonal matrisin determinantından da elde edilebilir.  

݇-Tridiagonal matrisin formu 

1 1

2 2

( )

1 1

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

n k n kk
n

k n k

k n k

n n

d a
d a

d a
T

b d
b d

b d
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olup bu durumda  

݀ଵ =. . . = ݀ = ܽଵ =. . . = ܽ = ାଵܾ  ݁ݒ 1 =. . . . = ܾ = −1 

elde edilir.  

Buradan 

ܨ                           
() = ቊ

1      ,    ݊ ≤ ݇
ݐ݁݀ ܶ

(),   ݊ > ݇ ≥ 1
�                                  (3.2.1.4) 

elde edelir. ܶ
() matrisindeki ܽ elemanının ݅ = 1, 2, 3, … , ݊ − ݇ değerlerinin her biri 

için sütun sayısı (݇ + ݅) olduğuna dikkat edilmelidir. Ayrıca ܶ
() matrisinde ݀ veܽ 

elemanlarının arasında da (݇ − 1) tane 0 elemanı olduğuna dikkat edilmelidir. Sonuç 

olarak ݇ = 1 için bilinen tridiagonal matris elde edilir. 

Teorem 3.2.1 4:݇ = 2 için yeni aile ݊ ≥ 0 , ݏ ≥ 0 ve ݊ + ݏ ≥ 1 için 

ଶ(ା௦ିଵ)ܨ
(ଶ) − (ା௦ିଶ)ܨ(ା௦)ܨ = (−1)ା௦ିଵ 

dir. 

İspat:ܥ = ቀ1 1
0 1ቁ formunda Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve 

(3.2.1.3) eşitliğinden 

൬ ା௦ܨ ା௦ିଵܨ
ା௦ିଵܨ ା௦ିଵܨ

൰ = ቀ1 1
0 1ቁ ൬ܨା௦ିଵ ା௦ିଶܨ

ା௦ିଶܨ ା௦ିଷܨ
൰ = ା௦ିଵܥ ൬ܨଵ ܨ

ଵܨ ଵିܨ
൰  =  ା௦ܥ

elde edilir. Yani 

൬ ା௦ܨ ା௦ିଵܨ
ା௦ିଵܨ ା௦ିଵܨ

൰ =  ା௦ܥ

olup her iki tarafın determinantı alınırsa, 

ା௦ିଶܨା௦ܨ − ଶ(ା௦ିଵܨ) = (−1)ା௦ 
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dir.݇ = 2 ve ݎ = 0 için (3.2.1.3) denkleminden 

ଶ(ା௦ିଵܨ) = ଶ(ା௦ିଵ)ܨ
(ଶ)  

elde edilir. 

Buradan 

ଶ(ା௦ିଵ)ܨ
(ଶ) − ା௦ିଶܨା௦ܨ = (−1)ା௦ିଵ 

olup böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2.1.5:ܨ
(ଶ) ve  ܩ

(ଶ) üreteç fonksiyonu için  

i.ܨ
(ଶ) = ିଵܨ

(ଶ) + ିଷܨ
(ଶ) + ିସܨ

(ଶ)    , ݊ = 4, 5, … 

ii.ܩ
(ଶ)(ݔ) = ଵ

ଵି௫ି௫యି௫ర 

dir. 

İspat: i. Öncelikle ݊ sayısının çift sayı olması durumunu inceleyelim. Buradan 

ଶܨ
(ଶ) = ଶିଵܨ

(ଶ) + ଶିଷܨ
(ଶ) + ଶିସܨ

(ଶ)  

denklemin doğruluğunu göstermek için 

ଶܨ                                                
(ଶ) =  ଶ                (3.2.1.5)(ܨ)

ଶାଵܨ
(ଶ) =  ାଵ                      (3.2.1.6)ܨܨ

Tanım 3.2.1.1 den elde edilen eşitliklerinden yararlanacağız. Buradan 

ଶܨ       
(ଶ) = ଶ(ܨ) = ିଵܨ)ܨ +  (ିଶܨ

                                = ܨିଵܨ +  ܨିଶܨ

                                                        = ܨିଵܨ + ିଵܨ)ିଶܨ +  (ିଶܨ

                                                    = ܨିଵܨ +  ଶ(ିଶܨ)ିଵܨିଶܨ
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                                        = ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶିଷܨ

(ଶ) + ଶିସܨ
(ଶ)  

elde edilir.  

 

Benzer şekilde, ݊ sayısının tek sayı olması durumunu inceleyelim. Yani 

ଶାଵܨ
(ଶ) = ଶܨ

(ଶ) + ଶିଶܨ
(ଶ) + ଶିଷܨ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. Buradan 

ଶାଵܨ
(ଶ) =  ାଵܨܨ

= ܨ)ܨ +  (ିଵܨ

 = ଶ(ܨ) +  ିଵܨܨ

                        = ଶ(ܨ) + ିଵܨ)ିଵܨ +  (ିଶܨ

                         = ଶ(ܨ) + ଶ(ିଵܨ) +  ିଶܨିଵܨ

          = ଶܨ
(ଶ) + ଶିଶܨ

(ଶ) + ଶିଷܨ
(ଶ)  

olup ispat tamamlanmış olur. 

ii.ܩ
(ଶ)(ݔ) = ∑ ܨ

(ଶ)ݔஶ
ୀ                                               (3.2.1.7) 

olduğunu biliyoruz. Buradan 

ܩݔ 
(ଶ)(ݔ) =  ିଵܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଵ

                                              (3.2.1.8) 

olup benzer düşünce ile  

ܩଷݔ
(ଶ)(ݔ) =  ିଷܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଷ

                                              (3.2.1.9) 
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ܩସݔ
(ଶ)(ݔ) =  ିସܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀସ

                                            (3.2.1.10) 

elde edilir. Buradan  olmak üzere 

(3.2.1.7) − {(3.2.1.8) + (3.2.1.9) + (3.2.1.10)} 

işlemini düşünelim. 

 

Bu işlem ve Teorem 3.2.1.5 i kullanarak  

(1 − ݔ − ଷݔ − ܩ(ସݔ
(ଶ)(ݔ) = ቀܨ

(ଶ) + ଵܨ
(ଶ)ݔ + ଶܨ

(ଶ)ݔଶ + ଷܨ
(ଶ)ݔଷቁ 

−ቀܨ
(ଶ)ݔ + ଵܨ

(ଶ)ݔଶ + ଶܨ
(ଶ)ݔଷቁ − ቀܨ

(ଶ)ݔଷቁ 

+ (ܨ
(ଶ) − ିଵܨ

(ଶ) − ିଷܨ
(ଶ) − ିସܨ

(ଶ) ݔ(
ஶ

ୀସ

 

                                  = (1 + ݔ + ଶݔ + (ଷݔ2 − ݔ) + ଶݔ + (ଷݔ − ଷݔ + 0 

= 1 

ܩ    
(ଶ)(ݔ) =

1
1 − ݔ − ଷݔ −  ସݔ

eşitliği elde edilip ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2.1.5 in sonucu olarak 

ଶାଵܨ
(ଶ) = ଶܨ

(ଶ) + ଶିଵܨ
(ଶ)  

rekürans bağıntısını elde edilir. Burada ݊ = 2݉ + 1 sayısının tek sayı olduğuna 

dikkat edilmelidir. 
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Benzer şekilde ݊ = 2݉ durumunda da 

ଶܨ
(ଶ) = ൝

ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶିଶܨ

(ଶ) − 1 ,     ݉  tek
ଶିଵܨ

(ଶ) + ଶିଶܨ
(ଶ)          ,      ݉  çift

� 

elde ederiz. 

Şimdi 3. yeni aile dizisinin ݊. terinini bulabilmek için kullanılacak bağıntıları 

vereceğiz. 

Teorem 3.2.1.6: 

i.ܨ
(ଷ) = ିଵܨ

(ଷ) + ିଶܨ
(ଷ) − ିଷܨ

(ଷ) + ିସܨ
(ଷ) + ିହܨ

(ଷ) + ିܨ
(ଷ) − ିܨ

(ଷ) − ି଼ܨ
(ଷ) ,      ݊ ≥ 7 

ii.ܩ
(ଷ) = ଵି௫మ

ଵି௫ି௫మା௫యି௫రି௫ఱି௫లା௫ళା௫ఴ 

dir.  

Burada ିܨ ଵ
(ଷ) = 0olduğuna dikkat etmeliyiz. Daha genel haliyle, ݇ = 1,2, … ,  

için ିܨ ଵ
(ଷ) = 0 olması durumuna dikkat edilmelidir. ݇ = 4, 5, … için ܨ

() yeni ailesinin 

üreteç fonksiyonu ve rekürans bağıntılarını ifade edelim: (݅, ݆). elemanları ܨ
() olan 

ܣmatrisi ܣ = ቂܨ
()ቃ

ଵஸ,ஸ
 ise 

det ܣ  =  ൜1        ,    ݊  tek
−1     ,    ݊ çift

� 

olur. ݇ = ݊ − 1 olduğunda ݉ = ݎ = 1 olup ܨ
(ିଵ) = 2 olduğunu görülür. 

Şimdi bu teoremlerin dışında ispatsız olarak bazı özdeşlikleri verelim. ݇-Fibonacci 

sayılarının yeni ailesine ait bazı eşitlikler şöyledir: 

 2ܨଶିଵ
(ଶ) + ଶܨ

(ଶ) =  .ଶାଵܨ
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 ܨଶ
(ଶ) + ଶିଶܨ

(ଶ) = ଶܨ = 1 + ∑ ଶିଵܨ

ୀଵ . 

 ܨଶାଶ
(ଶ) − ଶିଶܨ

(ଶ) = ଶାଵܨ = 1 + ∑ ଶܨ

ୀଵ . 

 ܨଶ
(ଶ) − ାܨିܨ = (−1)ିାଵܨଶିଶ

(ଶ)  ,   ݅ = 1, 2, … , ݊. 

 ܨଶ
(ଶ) = ଶ(ܨ) = ൜ܨିଵܨାଵ − 1       ,      ݊ tek

ାଵܨିଵܨ + 1        ,    ݊ çift.
� 

 ܨଷାଷ
(ଷ) + ଷܨ

(ଷ) − ଷିଷܨ
(ଷ) =  .ଷାଶܨ

 ܨଶ
(ଶ) = ଵ

ହ
ଶାଶܮ2] −  .[ଶ(ାଵܮ)

 ܨସାଵ
(ଶ) =  ଶܨܨାଵܮ

 Lucas sayılarının yeni bir ailesi- .3.2.2

Tanım 3.2.2.1. (-Lucas Sayılar)݊ ve ݇ ≠ 0 doğal sayılar olmak üzere݊ = ݉݇ +

,ݎ 0 ≤ ݎ < ݇ olacak şekilde ݉ ve ݎ sayıları vardır. Bu parametreleri kullanarak ܮ
() 

genelleştirilmiş ݇-Lucas sayıları 

ܮ
() = ାଵߙ) + ߙ)ାଵ)ߚ + )ିߚ                             (3.2.2.1)   

şeklinde tanımlanır. 

Şimdi (3.2.2.1) denklemini inceleyelim: 

݇ = 1 durumu göz önüne alındığında 0 ≤ ݎ < 1 olacağından ݎ = 0 ve ݉ = ݊ 

bulunur. Bu durumda  

ቄܮ
(ଵ)ቅ

ୀ

ସ
= {2, 1, 3, 4, 7} 

olup alışılmış Lucas sayıları olan ܮ elde edilir. Yeni ailenin ݇ = 2, 3 değerleri için  

ቄܮ
(ଶ)ቅ

ୀ


= {4, 2, 1, 3, 9, 12,16,28} 
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ቄܮ
(ଷ)ቅ

ୀ


= {8, 4, 2, 1, 3,9, 27, 36} 

olup genelleştirilmiş ݇-Lucas ve Lucas sayıları arasında 

ܮ
() =  ି                                       (3.2.2.2)(ܮ)(ାଵܮ)

bağıntısı yazılabilir.  

 

Teorem 3.2.2.2:݇, ݉ ߳ {1, 2, 3, … } olsun. ݇, ݉ sabit sayıları için genelleştirilmiş ݇-

Lucas ve alışılmış Lucas sayıları arasında  

i.∑ (−1)൫ିଵ
 ൯ܮା

() = (−1)ିଵܮܮ(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ)ିଵ

ୀ  

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ܮା

() = (ିଵ)(ାଶ)ܮܮ
(ିଵ) = ିଵିଵ(ାଶܮ)ܮ

ୀ  

iii.∑ ାܮ
() = 

షభ
(ାଵܮ)] − [(ܮ) = 

షభ
ቂܮ(ାଵ)

() − ܮ
() ቃିଵ

ୀ  

eşitlikleri vardır. 

İspat: i.∑ (−1)൫ିଵ
 ൯ܮା

() = (−1) ∑ (−1)ିଵିିଵ
ୀ ൫ିଵ

 ൯(ܮ)ିିଵ
ୀ  (ାଵܮ)

(−1)ିଵܮ (−1)ିଵି ൬
݇ − 1

݅ ൰ ିଵି(ܮ)
ିଵ

ୀ

 (ାଵܮ)

                                                = (−1)ିଵܮ  ൬
݇ − 1

݅ ൰ (ାଵܮ)
ିଵ

ୀ

 ିଵି(ܮ−)

                                                = (−1)ିଵܮ(ܮାଵ −  )ିଵ (Binomial Teoremi’nden)ܮ

                                                  = (−1)ିଵܮ(ܮିଵ)ିଵ 
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                                                 = (−1)ିଵܮܮ(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ) ݎ)                              = 0 için) 

elde edilir. 

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ܮା

() =ିଵ
ୀ ∑ ൫ିଵ

 ൯(ܮ)ିିଵ
ୀ  (ାଵܮ)

= ܮ  ൬
݇ − 1

݅ ൰ ିଵି(ܮ)
ିଵ

ୀ

 (ାଵܮ)

= ܮ)ܮ +  ାଵ)ିଵܮ

=  ିଵ(ାଶܮ)ܮ

= (ିଵ)(ାଶ)ܮܮ
(ିଵ) ݎ)      = 0 için) 

elde edilir. 

iii.∑ ାܮ
()ିଵ

ୀ = ∑ ିଵ(ାଵܮ)
ୀ  ି(ܮ)

=  ൬
ାଵܮ

ܮ
൰


(ܮ)

ିଵ

ୀ

 

= (ܮ)  ൬
ାଵܮ

ܮ
൰

ିଵ

ୀ

 

= (ܮ) ൮
ቀశభ


ቁ


− 1

శభ


− 1
൲ 

= (ܮ) (ାଵܮ)] − [(ܮ)
(ܮ)

ܮ

ାଵܮ − ܮ
 

=
ܮ

ିଵܮ
(ାଵܮ)] −  [(ܮ)

olup ݎ = 0 için (3.2.2.2) denkleminden 
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 ାܮ
()

ିଵ

ୀ

=
ܮ

ିଵܮ
ቂܮ(ାଵ)

() − ܮ
() ቃ 

elde edilir. İspat tamamlanır. 

Teorem 3.2.2.3:݇ = 2 için yeni aile ݊ ≥ 0 , ݏ ≥ 0 ve ݊ + ݏ ≥ 1 olduğunda 

ଶ(ା௦ିଵ)ܮ
(ଶ) − (ା௦ିଶ)ܮ(ା௦)ܮ = 5(−1)ା௦ିଵ 

bağıntısı elde edilir. 

İspat:ܥ = ቀ1 1
1 0ቁ formunda Lucas matrisi olsun. Daha sonra ܥ matrisini, (3.2.2.2) 

denklemini ve 3.1.1.11 Teoremini kullanarak 

൬ ା௦ܮ ା௦ିଵܮ
ା௦ିଵܮ ା௦ିଶܮ

൰ = ܥ ൬ܮା௦ିଵ ା௦ିଶܮ
ା௦ିଶܮ ା௦ିଷܮ

൰ = ା௦ିଵܥ ൬ܮଵ ܮ
ܮ ଵିܮ

൰ = ା௦ିଵܥ ቀ1 2
2 −1ቁ 

elde edilir. 

 Her iki tarafın determinantını alınırsa 

ା௦ିଶܮା௦ܮ            − ଶ(ା௦ିଵܮ) = (−5)(−1)ା௦ିଵ 

ା௦ିଶܮା௦ܮ − ଶ(ା௦ିଵܮ) = 5(−1)ା௦ 

olup݇ = 2 ve ݎ = 0 için (3.2.2.2) denkleminden 

ଶ(ା௦ିଵܮ) = ଶ(ା௦ିଵ)ܮ
(ଶ)  

olduğunu elde ederiz. Buradan 

ଶ(ା௦ିଵ)ܮ
(ଶ) − ା௦ିଶܮା௦ܮ = 5(−1)ା௦ିଵ 

olup ispat tamamlanmış olur. 



56 
 

Teorem 3.2.2.4:ܮ
(ଶ) ve ܩ

(ଶ) için 

i.ܮ
(ଶ) = ିଵܮ

(ଶ) + ିଷܮ
(ଶ) + ିସܮ

(ଶ)  , ݊ = 4, 5, … 

ii.ܩ
(ଶ) = ସିଶ௫ି௫మିଶ௫య

ଵି௫ି௫యି௫ర  

eşitlikleri vardır. 

İspat: i. Öncelikle ݊ sayısının çift sayı olması durumunu inceleyelim. 

ଶܮ
(ଶ) = ଶିଵܮ

(ଶ) + ଶିଷܮ
(ଶ) + ଶିସܮ

(ଶ)  

yukarıdaki denklemin doğruluğunu göstermek için 

ଶܮ                                                           
(ଶ) =  ଶ                                                      (3.2.2.3)(ܮ)

ଶܮ                                                           
(ଶ) =                                                             (3.2.2.4)ܮ

şeklinde iki bağıntıyı kullanacağız. 

Buradan 

ଶܮ
(ଶ) =          ଶ(ܮ)

 = ିଶܮ)ܮ +  (ିଵܮ

= ିଵܮܮ +  ିଶܮܮ

                = ିଵܮܮ + ିଵܮ)ିଶܮ +  (ିଶܮ

                  = ିଵܮܮ + ିଶܮିଵܮ +  ଶ(ିଶܮ)

                                                   = ଶିଵܮ
(ଶ) + ଶିଷܮ

(ଶ) + ଶିସܮ
(ଶ) ((3.2.2.2) denklemnden) 

elde edilir. Benzer şekilde, ݊ sayısının tek sayı olması durumunu inceleyelim. Yani 

ଶାଶܮ
(ଶ) = ଶܮ

(ଶ) + ଶିଶܮ
(ଶ) + ଶିଷܮ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. Buradan 
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ଶାଶܮ
(ଶ) =  ାଵܮܮ

= ܮ)ܮ +  (ିଵܮ

= ଶ(ܮ) +  ିଵܮܮ

                     = ଶ(ܮ) +  (ିଶܮ+ିଵܮ)ିଵܮ

                           = ଶ(ିଶܮ)+ଶ(ܮ) +  ିଶܮ+ିଵܮ

= ଶܮ
(ଶ) + ଶିଶܮ

(ଶ) + ଶିଷܮ
(ଶ)  

olur. 

ii.         ܩ
(ଶ)(ݔ) = ∑ ܮ

(ଶ)ݔ                                                  (3.2.2.5) ஶ
ୀ  

olduğunu biliyoruz. Buradan 

ܩݔ
(ଶ)(ݔ) =  ିଵܮ

(ଶ)                                                  (3.2.2.6)ݔ
ஶ

ୀଵ

 

olur. 

Benzer düşünce ile 

ܩଷݔ
(ଶ)(ݔ) =  ିଷܮ

(ଶ)                                                  (3.2.2.7)ݔ
ஶ

ୀଷ

 

ܩସݔ
(ଶ)(ݔ) =  ିସܮ

(ଶ)                                                  (3.2.2.7)ݔ
ஶ

ୀସ

 

olmak üzere 

(3.2.2.5) − {(3.2.2.6) + (3.2.2.7) + (3.2.2.8)} 

işlemini kullanarak 

(1 − ݔ − ଷݔ − ܩ(ସݔ
(ଶ)(ݔ) = ቀܮ

(ଶ) + ଵܮ
(ଶ)ݔ + ଶܮ

(ଶ)ݔଶ + ଷܮ
(ଶ)ݔଷቁ 
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− ቀܮ
(ଶ)ݔ + ଵܮ

(ଶ)ݔଶ + ଶܮ
(ଶ)ݔଷ + ܮ

(ଶ)ݔଷቁ 

 + ቀܮ
(ଶ) − ିଵܮ

(ଶ) − ିଷܮ
(ଶ) − ିସܮ

(ଶ) ቁ
ஶ

ୀସ

 ݔ

= (4 + ݔ2 + ଶݔ + (ଷݔ3 − ݔ4) + ଶݔ2 + ଷݔ +  (ଷݔ4

= 4 − ݔ2 − ଶݔ −  ଷݔ2

                =
4 − ݔ2 − ଶݔ − ଷݔ2

1 − ݔ − ଷݔ − ସݔ  

olup 

ܩ        
(ଶ) =

4 − ݔ2 − ଶݔ − ଷݔ2

1 − ݔ − ଷݔ − ସݔ  

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur.  

Yukarıdaki teoremin sonucu olarak 

ଶାଵܮ
(ଶ) = ଶܮ

(ଶ) + ଶିଵܮ
(ଶ)  

rekürans bağıntısını elde edilir. 

Burada ݊ = 2݉ + 1 sayısının tek sayı olduğuna dikkat edilmelidir. Eğer ݊ = 2݉ 

alınırsa 

ଶܮ
(ଶ) = ൝

ଶିଵܮ
(ଶ) + ଶିଶܮ

(ଶ) − 5      ,     ݉ tek ise
ଶିଵܮ

(ଶ) + ଶିଶܮ
(ଶ) + 5      ,    ݉ çift ise

� 

bağıntısı elde edilir. 
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 Lucas sayılarının farklı yeni bir ailesi- Fibonacci ve- .3.2.3

Tanım 3.2.3.1:݊, ݏ ≠ 0 ve ݇ ≠ 0 doğal sayılar olsun. Bu durumda 0 ≤ ݎ < ݇, 

݊ = ݉݇ +  sayıları bulunur. Bu parametreleri kullanarak ݎ olacak şekilde ݉ ve ݎ

௦,ܨ
()݇-Fibonacci sayıları 

௦,ܨ
() =

1
ଵݎ) − ଶ)ݎ ଵݎ)

ାଵ − ଶݎ
ାଵ)(ݎଵ

 − ଶݎ
)ି(3.2.3.1) 

şeklinde tanımlanır. 

(3.2.3.1) bağıntısı kullanarak yeni ailenin ݇ = 1,2,3 için sayılarını bulalım: 

 ݇ = 1 durumu göz önüne alındığında ݊ = ݉ + ve 0 ݎ ≤ ݎ < 1 olup 

 ݊ = 0 için 0 = ݉ + için݉ ݎ = ݎ , 0 = 0 olmak üzere 

௦,ܨ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎ) − ଵݎ)ଶ)ݎ

 − ଶݎ
) = 0, 

 ݊ = 1 için 1 = ݉ + için݉ ݎ = ݎ , 1 = 0 olmak üzere 

௦,ଵܨ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎ)

ଶ − ଶݎ
ଶ)(ݎଵ − (ଶݎ = 1, 

 ݊ = 2 için 2 = ݉ + için݉ ݎ = ݎ , 2 = 0 olmak üzere 

௦,ଶܨ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎ)

ଷ − ଶݎ
ଷ)(ݎଵ

ଶ − ଶݎ
ଶ) =  ,ݏ

 ݊ = 3 için 3 = ݉ + için݉ ݎ = ݎ , 3 = 0 olmak üzere 

௦,ଷܨ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎ)

ସ − ଶݎ
ସ)(ݎଵ

ଷ − ଶݎ
ଷ) = ଷݏ +  ,ݏ2

elde edilir. Buradan 

ቄܨ௦,
(ଵ)ቅ

ୀ

ସ
= {0, 1, ,ݏ ଶݏ + 1, ଷݏ +  {ݏ2
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alışılmış ݇-Fibonacci sayıları elde edilir. Yani 

 ݏ = 1 için {0, 1, 1, 2, 3, … } Fibonacci dizisi, 

 ݏ = 2 için ise {0, 1, 2, 5, 12, … }  Pell dizisi, 

elde edilir. 

 ݇ = 2 durumu göz önüne alındığında ݊ = 2݉ + ve 0 ݎ ≤ ݎ < 2 olup 

 ݊ = 1 için 1 = 2݉ + için݉ ݎ = 1 , ݎ = 1 olmak üzere 

௦,ଵܨ
(ଶ) = ଵ

(భିమ)మ ଵݎ) − ଵݎ)(ଶݎ
 − ଶݎ

) = 0, 

 ݊ = 2 için 2 = 2݉ + için݉ ݎ = 1 , ݎ = 0 olmak üzere 

௦,ଶܨ
(ଶ) = ଵ

(భିమ)మ ଵݎ)
ଶ − ଶݎ

ଶ)(ݎଵ − ଶ)ଶݎ = 1, 

 ݊ = 3 için 3 = 2݉ + için݉ ݎ = 1 , ݎ = 1 olmak üzere 

௦,ଷܨ
(ଶ) = ଵ

(భିమ)మ ଵݎ)
ଷ − ଶݎ

ଷ)(ݎଵ − (ଶݎ =  ,ݏ

 ݊ = 4 için 4 = 2݉ + için݉ ݎ = 2 , ݎ = 0 olmak üzere 

௦,ସܨ
(ଶ) = ଵ

(భିమ)మ ଵݎ)
ଷ − ଶݎ

ଷ)(ݎଵ
ଶ − ଶݎ

ଶ)ଶ =  ,ଶݏ

elde edilir. 

Buradan 

ቄܨ௦,
(ଶ)ቅ

ୀ


= {0, 0, 1, ,ݏ ,ଶݏ ଷݏ + ,ݏ ସݏ + ଶݏ2 + 1} 

dir. Benzer şekilde yeni ailenin ݇ = 3 

ቄܨ௦,
(ଷ)ቅ

ୀ

ସ
= {0, 0, 0, 1, ,ݏ ,ଶݏ ,ଷݏ ସݏ +  {ଶݏ
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sayı dizisi elde edilir.݇-Fibonacci sayılarının Binet Formülü olan 

,ܨ               =
ଵݎ

 − ଶݎ


ଵݎ − ଶݎ
 ,               ݊ = 0, 1, 2, … 

eşitliği ve (3.2.3.1) denklemini kullanılarak 

௦,ܨ             
() = ൫ܨ௦,ାଵ൯൫ܨ௦,൯ି

,       ݊ = ݉݇ + 0)  ݎ ≤ ݎ < ݇)          (3.2.3.2) 

bağıntısı elde edilir. 

Teorem 3.2.3.2:݇, ݉ ߳{1, 2, 3, … } olsun. ݇, ݉ sabit sayıları için ݇-Fibonacci 

sayılarının yeni ailesi ile alışılmış Fibonacci sayıları arasında  

i.∑ (−1)ݏିଵି൫ିଵ
 ൯ܨ௦,ା

() = (−1)ିଵܨ௦,ܨ௦,(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ)ିଵ

ୀ  

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ݏܨ௦,ା

() = ିଵ(௦,ାଶܨ)௦,ܨ = ௦,(ାଶ)(ିଵ)ܨ௦,ܨ
(ିଵ)ିଵ

ୀ  

iii.∑ ௦,ାܨିݏ
() = ଵିݏ ிೞ,

ிೞ,షభ
ቂ൫ܨ௦,ାଵ൯

− ൫ܨݏ௦,൯ቃିଵ
ୀ  

                 = ଵିݏ ௦,ܨ

௦,ିଵܨ
ቂܨ௦.(ାଵ)

() − ௦,ܨݏ
() ቃ 

bağıntıları vardır. 

 

 

İspat:  

i.∑ (−1)ݏିଵି൫ିଵ
 ൯ܨ௦,ା

() = (−1)ିଵ ∑ (−1)ିଵିݏିଵିିଵ
ୀ

ିଵ
ୀ ൫ିଵ

 ൯൫ܨ௦,ାଵ൯൫ܨ௦,൯ି 

                             = (−1)ିଵܨ௦,  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܨ௦,ାଵ൯
௦,൯ିଵିܨିଵି൫(ݏ−)
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= (−1)ିଵܨ௦,  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܨ௦,ାଵ൯൫−ܨݏ௦,൯ିଵି
 

                            = (−1)ିଵܨ௦,൫ܨ௦,ାଵ − ௦,൯ିଵܨݏ
(Binomial Teoremi’nden) 

= (−1)ିଵܨ௦,൫ܨ௦,ିଵ൯ିଵ
 

= (−1)ିଵܨ௦,ܨ௦,(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ) ݎ) = 0 için) 

elde edilir. 

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ݏܨ௦,ା

() =ିଵ
ୀ ∑ ൫ିଵ

 ൯ݏିଵ
ୀ ൫ܨ௦,ାଵ൯൫ܨ௦,൯ି

 

  = ௦,ܨ  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܨݏ௦,ାଵ൯൫ܨ௦,൯ିଵି
 

                                            = ௦,ାଵܨݏ)௦,ܨ +  ௦,)ିଵ        (Binomial Teoremi’nden)ܨ

 =  ିଵ(௦,ାଶܨ)௦,ܨ

= ௦,(ାଶ)(ିଵ)ܨ௦,ܨ
(ିଵ) ݎ)                   = 0 için) 

elde edilir. 

 

 

 

 

iii.∑ ௦,ାܨିݏ
()ିଵ

ୀ = ∑ ௦,ାଵ൯ିଵܨ൫ିݏ
ୀ ൫ܨ௦,൯ି

 



63 
 

=  ቆ
௦,ାଵܨ

௦,ܨݏ
ቇ

ିଵ

ୀ

൫ܨ௦,൯
 

= ൫ܨ௦,൯
 ቆ

௦,ାଵܨ

௦,ܨݏ
ቇ

ିଵ

ୀ

 

= ൫ܨ௦,൯

⎝

⎛
൬ிೞ,శభ

௦ிೞ,
൰


− 1

൬ிೞ,శభ
௦ிೞ,

൰ − 1
⎠

⎞ 

 = ଵିݏ ௦,ܨ

௦,ିଵܨ
ቂ൫ܨ௦,ାଵ൯

− ൫ܨݏ௦,൯ቃ 

= ଵିݏ ிೞ,
ிೞ,షభ

ቂܨ௦,(ାଵ)
() − ௦,ܨݏ

() ቃ. 

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur.  

Teorem 3.2.3.3:݇ = 2 için yeni aile için ݊ ≥ 0 , ݐ ≥ 0 , ݊ + ݐ ≥ 1 olmak üzere 

௦,ଶ(ା௧ିଵ)ܨ                                  
(ଶ) − ௦,ା௧ିଶܨ௦,ା௧ܨ = (−1)ା௧                               (3.2.3.3) 

İspat:ܥ = ቀݏ 1
0 1ቁ formunda ݇-Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve 

Tanım 3.2.3.2 kullanılırsa 

൬
௦,ା௧ܨ ௦,ା௧ିଵܨ

௦,ା௧ିଵܨ ௦,ା௧ିଶܨ
൰ = ቀݏ 1

0 1ቁ ൬
௦,ା௧ିଵܨ ௦,ା௧ିଶܨ
௦,ା௧ିଶܨ ௦,ା௧ିଷܨ

൰ = ା௧ିଵܥ ൬
௦,ଵܨ ௦,ܨ
௦,ଵܨ ௦,ିଵܨ

൰

=  ା௦ܥ

olup her iki tarafın determinantı alınırsa 

൫ܨ௦,ା௧ିଵ൯ଶ
− ௦,ା௧ିଶܨ௦,ା௧ܨ = (−1)ା௧ 

௦,ଶ(ା௧ିଵ)ܨ                                    
(ଶ) − ௦,ା௧ିଶܨ௦,ା௧ܨ = (−1)ା௧                  (ݎ = 0 ݅ç݅݊) 

eşitlikleri elde edilir. 
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Teorem 3.2.3.4:ܨ௦,
(ଶ) için ve ܩ௦,

(ଶ) için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

i.ܨ௦,
(ଶ) = ௦,ିଵܨݏ

(ଶ) + ௦,ିଷܨݏ
(ଶ) + ௦,ିସܨ

(ଶ)  , ݊ = 4, 5, …                                        

ii.ܩ௦,
(ଶ) = ௫మ

ଵି௦௫ି௦௫యି௫ర 

İspat: i. Öncelikle ݊ sayısının çift sayı olması durumunu inceleyelim. ݊ = 2݉ için 

௦,ଶܨ
(ଶ) = ௦,ଶିଵܨݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଷܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିସܨ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. 

௦,ଶܨ
(ଶ) = ൫ܨ௦,൯ଶ

 

= ௦,ିଵܨݏ௦,൫ܨ +  ௦,ିଶ൯ܨ

   = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ +  ௦,ܨ௦,ିଶܨ

                         = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ +  (௦,ିଶܨ௦,ିଵܨݏ)௦,ିଶܨ

                           = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ + ௦,ିଶ൯ଶܨ௦,ିଵ൫ܨ௦.ିଶܨݏ
 

            = ௦,ଶିଵܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଷܨݏ

(ଶ) + ௦,ଶିସܨ
(ଶ)  

olup benzer şekilde ݊ sayısının tek olması durumunu için݊ = 2݉ + 1 olmak üzere 

௦,ଶାଵܨ
(ଶ) = ௦,ଶܨݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଶܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଷܨ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. 

௦,ଶାଵܨ
(ଶ) = ൫ܨ௦,ାଵ൯൫ܨ௦,൯ 

= ௦,ܨݏ௦,൫ܨ +  ௦,ିଵ൯ܨ

= ଶ(௦,ܨ)ݏ +  ௦,ܨ௦,ିଵܨ

                         = ଶ(௦,ܨ)ݏ + ௦,ିଵܨݏ)௦,ିଵܨ +  (௦,ିଶܨ

                           = ଶ(௦,ܨ)ݏ + ଶ(௦,ିଵܨ)ݏ +  ௦,ିଶܨ௦,ିଵܨ

       = ௦,ଶܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଷܨ
(ଶ)  

olur. 
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ii.ܩ௦,
(ଶ)(ݔ) = ∑ ௦,ܨ

(ଶ)ݔஶ
ୀ  

௦,ܩݔݏ
(ଶ)(ݔ) = ݏ  ௦,ିଵܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଵ

 

௦,ܩଷݔݏ
(ଶ)(ݔ) =  ௦,ିଷܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଷ

 

௦,ܩସݔݏ
(ଶ)(ݔ) =  ௦,ିସܨ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀସ

 

olduğunu biliyoruz. Bu eşitliklerden 

(1 − ݔݏ − ଷݔݏ − ௦,ܩ(ସݔ
(ଶ)(ݔ) = (ܨ௦,

(ଶ) − ௦,ିଵܨݏ
(ଶ) − ݏ

ஶ

ୀସ

௦,ିଷܨ
(ଶ) − ௦,ିସܨ

(ଶ)  ݔ(

= (0 + ݔ0 − ଶݔ1 + (ଷݔݏ − ݔ0ݏ) + ଶݔ0ݏ + ଷݔݏ +  (ଷݔ0ݏ

 =  ଶݔ

௦,ܩ 
(ଶ) =

ଶݔ

1 − ݔݏ − ଷݔݏ −  ସݔ

olup ispat tamamlanmış olur. 

Yukarıdaki teoremden 

௦,ଶାଵܨ
(ଶ) = ௦,ଶܨݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଵܨ
(ଶ)  

olup burada ݊ = 2݉ + 1 in tek sayı olduğuna dikkat etmeliyiz. Ayrıca 

௦,ଶାଵܨ
(ଶ) =                                                 ௦,ାଵܨ௦,ܨ

= ௦,ܨݏ)௦,ܨ +  (௦,ିଵܨ

  = ௦,൯ଶܨ൫ݏ
+  ௦,ܨ௦,ିଵܨ
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= ௦,ଶܨݏ
(ଶ) +            ௦,ଶିଵܨ

(ଶ)  

elde edilir. 

Benzer şekilde ݊ = 2݉ durumunda da 

௦.ଶܨ
(ଶ) = ൝

௦,ଶିଵܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) + 1      ,     ݉ tek ise

௦,ଶିଵܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) − 1      ,     ݉ çift ise
� 

bağıntısı elde edilir. Son bağıntıdan 

௦,ଶܨ
(ଶ) − ௦,ିଵܨ௦,ାଵܨ = (−1)ାଵ 

௦,ଶܨ
(ଶ) = ௦,ିଵܨ௦,ାଵܨ + (−1)ାଵ 

௦,ଶܨ                   
(ଶ) = ௦,ܨݏ௦,ିଵ൫ܨ + ௦,ିଵ൯ܨ + (−1)ାଵ 

௦,ଶܨ                     
(ଶ) = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ + ଶ(௦,ିଵܨ) + (−1)ାଵ 

olup, bu durumu ݉ ye göre inceleyelim: 

 ݉ tek sayı ise 

௦,ଶܨ 
(ଶ) = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ + ଶ(௦,ିଵܨ) + 1 

 ݉ çift sayı ise 

௦,ଶܨ 
(ଶ) = ௦,ܨ௦,ିଵܨݏ + ଶ(௦,ିଵܨ) − 1 

elde edilir. 
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 Fibonacci sayılarının farklı yeni ailesine ait bazı özdeşlikler- .3.2.4

Teorem 3.2.4.1:2ܨ௦,ଶିଵ
(ଶ) + ௦,ଶܨ

(ଶ) =  .௦, dirܮ௦,ܨ

İspat: Binet Formülü’nden ܮ௦, = ௦,ିଵܨ2 +  ௦,olmak üzereܨ

௦,ଶିଵܨ2
(ଶ) + ௦,ଶܨ

(ଶ) = ௦,ିଵܨ௦,ܨ2 +  ௦,ܨ௦,ܨ

= ௦,ିଵܨ௦,൫2ܨ +  ௦,൯ܨ

=  ௦,ܮ௦,ܨ

olur. 

Teorem 3.2.4.2:2ܨ௦,ଶିଵ
(ଶ) + ௦,ଶܨݏ

(ଶ) =  .௦,ଶ dirܨ

İspat:2ܨ௦,ଶିଵ
(ଶ) + ௦,ଶܨݏ

(ଶ) = ௦,ܨ௦,ିଵܨ2 +  ௦,ܨ௦,ܨݏ

= ௦,ିଵܨ௦,൫2ܨ +  ௦,൯ܨݏ

= ௦,ିଵܨ௦,൫ܨ + ௦,ିଵܨ +  ௦,൯ܨݏ

= ௦,ିଵܨ௦,൫ܨ +  ௦,ାଵ൯ܨ

= ௦,ܨ
௦,ଶܨ

௦,ܨ
 

=  ௦,ଶܨ

olup ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.2.4.3:ܨ௦,ଶାଶ
(ଶ) − ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) = ௦,ଶܨݏ = ∑ ൫
 ൯ݏାଵܨ௦,


ୀ  dir. 

İspat:ܨ௦,ଶାଶ
(ଶ) − ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) = ൫ܨ௦,ାଵ൯ଶ
− ൫ܨ௦,ିଵ൯ଶ

 

 = ௦,ାଵܨ) − ௦,ାଵܨ)(௦,ିଵܨ −  (௦,ିଵܨ

= ௦,ܨ
௦,ଶܨ

௦,ܨ
 

=                                                                    ௦,ଶܨݏ

=  ቀ
݊
݅ ቁ ௦,ܨାଵݏ



ୀ

 

olup ispat tamamlanır.  

Teorem 3.2.4.4:ܨ௦,ଶ
(ଶ) = ൫ܨ௦,൯ଶ

=൜
௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ + ݁ݏ݅ ݇݁ݐ ݊      ,      1
௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ − 1      ,     ݊ ç݂݅݁ݏ݅ ݐ

�   dir. 

İspat:ܨ௦,
ଶ − ௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ = (−1)ାଵ        (ݎ = 0 için) 

௦,ଶܨ
ଶ − ௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ = (−1)ାଵ 

௦,ଶܨ
ଶ = ௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ + (−1)ାଵ 

olup 

௦,ଶܨ                 
(ଶ) = ൫ܨ௦,൯ଶ

=൜
௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ + 1      ,      ݊ tek ise
௦,ାଵܨ௦,ିଵܨ − 1      ,     ݊ çift ise

� 

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.2.4.5:ܨ௦,ଶ
(ଶ) − ௦,ାܨ௦,ିܨ = (−1)ିܨ௦,ଶ

(ଶ)  dir. 

İspat:(ܨ௦,)ଶ − ௦,ାܨ௦,ିܨ = (−1)ିܨ௦,
ଶ ݎ)            = 0 için) 

௦,ଶܨ
(ଶ) − ௦,ାܨ௦,ିܨ = (−1)ିܨ௦,ଶ

(ଶ)  

olup ispat tamamlanır.  

Teorem 3.2.4.6:ܨ௦,ଶ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) =  .௦,ଶିଵ dirܨ

İspat:ܨ௦,ଶ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) = ൫ܨ௦,൯ଶ
+ ൫ܨ௦,ିଵ൯ଶ

 

                                         = ቀభ
ିమ



భିమ
ቁ

ଶ
+ ቀభ

షభିమ
షభ

భିమ
ቁ

ଶ
       (Binet Formülü’nden) 

=
ଵݎ

ଶିଵ − ଶݎ
ଶିଵ

ଵݎ − ଶݎ
 

=  ௦,ଶିଵܨ

olup ispat tamamlanır.  

 Lucas sayılarının farklı yeni bir ailesi- .3.2.5

Tanım 3.2.5.1:݊, ݏ ≠ 0 ve ݇ ≠ 0doğal sayılar olsun. Bu taktirde ݊ = ݉݇ + 0)ݎ ≤

ݎ < ݇) olacak şekilde ݉ ve ݎ sayıları bulunur. Bu parametreleri kullanarak ܮ௦,
(), ݇-

Lucas sayıları 

௦,ܮ
() =

1
ଵݎ) − ଶ)ݎ ଵݎܺ)

ାଵ − ଶݎܻ
ାଵ)(ܺݎଵ

 − ଶݎܻ
)ି  ,   (3.2.5.1) 
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şeklinde tanımlanır. 

 

 ݇ = 1 durumu göz önüne alındığında ݊ = ݉ + ve 0 ݎ ≤ ݎ < 1 olup 

 ݊ = 0 için 0 = ݉ + ݉ olup ݎ = ݎ , 0 = 0 

௦,ܮ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎܺ) − ଵݎܺ)ଶ)ݎܻ

 − ଶݎܻ
) = 2, 

 ݊ = 1 için 1 = ݉ + ݉ olup ݎ = ݎ , 1 = 0 

௦,ଵܮ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎܺ)

ଶ − ଶݎܻ
ଶ)(ܺݎଵ − (ଶݎܻ = 1, 

 ݊ = 3 için 3 = ݉ + ݉ olup ݎ = 3 , ݎ = 0 

௦,ଷܮ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎܺ)

ସ − ଶݎܻ
ସ)(ܺݎଵ

ଷ − ଶݎܻ
ଷ) = ଶݏ + ݏ2 + 1, 

 ݊ = 4 için 4 = ݉ + ݉ olup ݎ = 4 , ݎ = 0 

௦,ସܮ
(ଵ) = ଵ

భିమ
ଵݎܺ)

ହ − ଶݎܻ
ହ)(ܺݎଵ

ସ − ଶݎܻ
ସ) = ଷݏ + ଶݏ2 + ݏ2 + 1, 

elde edilir. Buradan  

ቄܮ௦,
(ଵ)ቅ

ୀ

ସ
= {2, 1, ݏ + 2 , ଶݏ + ݏ2 + 1, ଷݏ + ଶݏ2 + ݏ2 + 2} 

olur. 
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Yeni ailenin ݇ = 2 ve ݇ = 3 için Lucas sayıları benzer şekilde 

ቄܮ௦,
(ଶ)ቅ

ୀ

ସ
= {4, 2, 1, ݏ + 2, ଶݏ + ݏ4 + 4} 

ቄܮ௦,
(ଷ)ቅ

ୀ

ସ
= {8, 4, 2, 1, ܵ + 2} 

bulunur. ݇-Lucas sayılarının Binet Formülü ve (3.2.5.1) denklemi kullanılarak 

௦,ܮ
() = ൫ܮ௦,ାଵ൯൫ܮ௦,൯ି

   , ݊ = ݉݇ + 0)  ݎ ≤ ݎ < ݇)               (3.2.5.2) 

bağıntısını elde ederiz. 

Teorem 3.2.5.2: ݇, ݉ ߳ {1, 2, 3, … } olsun. ݇, ݉ sabit sayıları için ݇-Lucas sayılarının 

yeni ailesi ile alışılmış Lucas sayıları arasında aşağıdaki bağıntılar vardır. 

i.∑ (−1)ݏିଵି൫ିଵ
 ൯ܮ௦,ା

() = (−1)ିଵܮ௦,ܮ௦,(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ)ିଵ

ୀ  

ii.∑ ൫ିଵ
 ൯ݏܮ௦,ା

() = ିଵ(௦,ାଶܮ)௦,ܮ = ௦,(ାଶ)(ିଵ)ܮ௦,ܮ
(ିଵ)ିଵ

ୀ  

iii.∑ ௦,ାܮିݏ
() = ଵିݏ ೞ,

ೞ,షభ
ቂ൫ܮ௦,ାଵ൯

− ൫ܮݏ௦,൯ቃିଵ
ୀ  

= ଵିݏ ௦,ܮ

௦,ିଵܮ
ቂܮ௦.(ାଵ)

() − ௦,ܮݏ
() ቃ 
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İspat: 

i.∑ (−1)ݏିଵି൫ିଵ
 ൯ܮ௦,ା

() = (−1)ିଵ ∑ (−1)ିଵିݏିଵିିଵ
ୀ

ିଵ
ୀ ൫ିଵ

 ൯൫ܮ௦,ାଵ൯൫ܮ௦,൯ି 

                = (−1)ିଵܮ௦,  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܮ௦,ାଵ൯
௦,൯ିଵିܮିଵି൫(ݏ−)

 

        = (−1)ିଵܮ௦,  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܮ௦,ାଵ൯൫−ܮݏ௦,൯ିଵି
 

= (−1)ିଵܮ௦,൫ܮ௦,ାଵ − ௦,൯ିଵܮݏ
(Binomial Teorem’inden) 

= (−1)ିଵܮ௦,൫ܮ௦,ିଵ൯ିଵ
 

= (−1)ିଵܮ௦,ܮ௦,(ିଵ)(ିଵ)
(ିଵ) ݎ) = 0 için) 

olur. 

ii.  ∑ ൫ିଵ
 ൯ݏܮ௦,ା

() =ିଵ
ୀ ∑ ൫ିଵ

 ൯ݏିଵ
ୀ ൫ܮ௦,ାଵ൯൫ܮ௦,൯ି

 

                                 = ௦,ܮ  ൬
݇ − 1

݅ ൰
ିଵ

ୀ

൫ܮݏ௦,ାଵ൯൫ܮ௦,൯ିଵି
 

                                          = ௦,ାଵܮݏ)௦,ܮ +  ௦,)ିଵ       (Binomial Teorem’inden)ܮ

=  ିଵ(௦,ାଶܮ)௦,ܮ

= ௦,(ାଶ)(ିଵ)ܮ௦,ܮ
(ିଵ) ݎ) = 0 için) 

olur. 
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iii.∑ ௦,ାܮିݏ
()ିଵ

ୀ = ∑ ௦,ାଵ൯ିଵܮ൫ିݏ
ୀ ൫ܮ௦,൯ି

 

=  ቆ
௦,ାଵܮ

௦,ܮݏ
ቇ

ିଵ

ୀ

൫ܮ௦,൯
 

= ൫ܮ௦,൯
 ቆ

௦,ାଵܮ

௦,ܮݏ
ቇ

ିଵ

ୀ

 

= ൫ܮ௦,൯

⎝

⎛
൬ೞ,శభ

௦ೞ,
൰


− 1

൬ೞ,శభ
௦ೞ,

൰ − 1
⎠

⎞ 

   = ଵିݏ ௦,ܮ

௦,ିଵܮ
ቂ൫ܮ௦,ାଵ൯

− ൫ܮݏ௦,൯ቃ 

= ଵିݏ ௦,ܮ

௦,ିଵܮ
ቂܮ௦,(ାଵ)

() − ௦,ܮݏ
() ቃ 

olup ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2.5.3:݇ = 2 için yeni aile için݊ ≥ 0 , ݐ ≥ 0 , ݊ + ݐ ≥ 1 olmak üzere 

௦,ଶ(ା௧ିଵ)ܮ                         
(ଶ) − ௦,ା௧ିଶܮ௦,ା௧ܮ = (−1)ା௧ିଵ(2ݏ + 3)                   (3.2.5.3) 

dir. 

İspat:ܥ = ቀݏ 1
0 1ቁ formunda ݇-Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve ݇-

Lucas sayılarının tanımından tanımı kullanılırsa 
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൬
௦,ା௧ܮ ௦,ା௧ିଵܮ

௦,ା௧ିଵܮ ௦,ା௧ିଶܮ
൰ = ቀݏ 1

0 1ቁ ൬
௦,ା௧ିଵܮ ௦,ା௧ିଶܮ
௦,ା௧ିଶܮ ௦,ା௧ିଷܮ

൰ = ା௧ିଵܥ ൬
௦,ଵܮ ௦,ܮ
௦,ଵܮ ௦,ିଵܮ

൰ 

olur. 

 

 

Her iki tarafın determinantı alınırsa 

൫ܮ௦,ା௧ିଵ൯ଶ
− ௦,ା௧ିଶܮ௦,ା௧ܮ = (−1)ା௧ିଵ(2ݏ + 3) 

olup 

௦,ଶ(ା௧ିଵ)ܮ                
(ଶ) − ௦,ା௧ିଶܮ௦,ା௧ܮ = (−1)ା௧ିଵ(2ݏ + ݎ)                 (3 = 0 için) 

eşitliği elde edilir. 

Teorem 3.2.5.4:ܮ௦,
(ଶ) için ve ܩ௦,

(ଶ)  üreteç fonksiyonu için  

i.ܮ௦,
(ଶ) = ௦,ିଵܮݏ

(ଶ) + ௦,ିଷܮݏ
(ଶ) + ௦,ିସܮ

(ଶ)  , ݊ = 4, 5, …                                        

ii.ܩ௦,
(ଶ) = (ଶିସ௦)௫యା(ଵିଶ௦)௫మା(ଶିସ௦)௫ାସ

ଵି௦௫ି௦௫యି௫ర  

dir. 

İspat: i. Öncelikle ݊ sayısının çift sayı olması durumunu inceleyelim. ݊ = 2݉ için 

௦,ଶܮ
(ଶ) = ௦,ଶିଵܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଷܮݏ
(ଶ) + ௦,ଶିସܮ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. 

௦,ଶܮ
(ଶ) = ൫ܮ௦,൯ଶ

 

= ௦,ିଵܮݏ௦,൫ܮ +  ௦,ିଶ൯ܮ

   = ௦,ܮ௦,ିଵܮݏ +  ௦,ܮ௦,ିଶܮ
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                         = ௦,ܮ௦,ିଵܮݏ +  (௦,ିଶܮ௦,ିଵܮݏ)௦,ିଶܮ

                           = ௦,ܮ௦,ିଵܮݏ + ௦,ିଶ൯ଶܮ௦,ିଵ൫ܮ௦.ିଶܮݏ
 

            = ௦,ଶିଵܮݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଷܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିସܮ
(ଶ)  

elde edilir. 

 

Benzer şekilde ݊ sayısının tek olması durumunu inceleyelim.݊ = 2݉ + 1 için 

௦,ଶାଵܮ
(ଶ) = ௦,ଶܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଶܮݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଷܮ

(ଶ)  

olduğunu gösterelim. 

௦,ଶାଵܮ
(ଶ) = ൫ܮ௦,ାଵ൯൫ܮ௦,൯ 

= ௦,ܮݏ௦,൫ܮ +  ௦,ିଵ൯ܮ

= ଶ(௦,ܮ)ݏ +  ௦,ܮ௦,ିଵܮ

                         = ଶ(௦,ܮ)ݏ + ௦,ିଵܮݏ)௦,ିଵܮ +  (௦,ିଶܮ

                           = ଶ(௦,ܮ)ݏ + ଶ(௦,ିଵܮ)ݏ +  ௦,ିଶܮ௦,ିଵܮ

       = ௦,ଶܮݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଷܮ
(ଶ)  

olur. 

ii. ܩ௦,
(ଶ)(ݔ) = ∑ ௦,ܮ

(ଶ)ݔஶ
ୀ  

௦,ܩݔݏ
(ଶ)(ݔ) = ݏ  ௦,ିଵܮ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଵ

 

௦,ܩଷݔݏ
(ଶ)(ݔ) =  ௦,ିଷܮ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀଷ

 

௦,ܩସݔݏ
(ଶ)(ݔ) =  ௦,ିସܮ

(ଶ) ݔ
ஶ

ୀସ
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olduğunu biliyoruz. Bu eşitliklerden 

(1 − ݔݏ − ଷݔݏ − ௦,ܩ(ସݔ
(ଶ)(ݔ) = (ܮ௦,

(ଶ) − ௦,ିଵܮݏ
(ଶ) − ݏ

ஶ

ୀସ

௦,ିଷܮ
(ଶ) − ௦,ିସܮ

(ଶ)  ݔ(

= (4 + ݔ2 + ଶݔ + ଷݔݏ + (ଷݔ2 − ݔݏ4) + ଶݔݏ2 + ଷݔݏ +  (ଷݔݏ4

            = (2 − ଷݔ(ݏ4 + (1 − ଶݔ(ݏ2 + (2 − ݔ(ݏ4 + 4   

௦,ܩ                    
(ଶ)  =

(2 − ଷݔ(ݏ4 + (1 − ଶݔ(ݏ2 + (2 − ݔ(ݏ4 + 4
1 − ݔݏ − ଷݔݏ − ସݔ  

olup ispat tamamlanmış olur. 

Yukarıdaki teoremden  

௦,ଶାଵܮ
(ଶ) = ௦,ଶܮ

(ଶ) + ௦,ଶିଵܮ
(ଶ)  

olup burada ݊ = 2݉ + 1 in tek sayı olduğuna dikkat edilmelidir. Buradan 

௦,ଶାଵܮ
(ଶ) =                                                 ௦,ାଵܮ௦,ܮ

= ௦,ܮݏ)௦,ܮ +  (௦,ିଵܮ

  = ௦,൯ଶܮ൫ݏ
+  ௦,ܮ௦,ିଵܮ

= ௦,ଶܮݏ
(ଶ) +            ௦,ଶିଵܮ

(ଶ)  

olup benzer şekilde ݊ = 2݉ durumunda da 

௦.ଶܮ
(ଶ) = ൝

௦,ଶିଵܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) − ݏ2) + ݁ݏ݅ ݇݁ݐ ݉     ,      (3

௦,ଶିଵܨݏ
(ଶ) + ௦,ଶିଶܨ

(ଶ) + ݏ2) + 3)      ,     ݉ ç݂݅݁ݏ݅ ݐ
� 

bağıntısı elde edilir. Bu bağıntıyı ݉ in durumuna göre inceleyelim. 

 ݉ in tek olması durumu: 
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௦,ଶܮ
(ଶ) − ௦,ିଵܮ௦,ାଵܮ = (−1)(2ݏ + 3) 

௦,ଶܮ
(ଶ) = ௦,ିଵܮ௦,ାଵܮ + (−1)(2ݏ + 3) 

௦,ଶܮ                   
(ଶ) = ௦,ܮݏ௦,ିଵ൫ܮ + ௦,ିଵ൯ܮ + (−1)(2ݏ + 3) 

௦,ଶܮ                     
(ଶ) = ௦,ܮ௦,ିଵܮݏ + ଶ(௦,ିଵܮ) + (−1)(2ݏ + 3) 

௦,ଶܮ                     
(ଶ) = ௦,ଶିଵܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଶܮ
(ଶ) + (−1)(2ݏ + 3) 

௦,ଶܮ 
(ଶ) = ௦,ଶିଵܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଶܮ
(ଶ) − ݏ2) + 3) 

olur. 

 

 ݉ çift sayı olması durumu: 

௦,ଶܮ 
(ଶ) = ௦,ଶିଵܮݏ

(ଶ) + ௦,ଶିଶܮ
(ଶ) + ݏ2) + 3) 

olur. 

 Lucas sayılarının farklı yeni ailesine ait bazı özdeşlikler- .3.2.6

Teorem 3.2.6.1: ܮ௦,ଶ
(ଶ) = ଶ(௦,ܮ) = ቊ

௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ − ݏ2) + 3)         ,      ݊ tek ise
௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ + ݏ2) + 3)         ,     ݊ çift ise

�dir. 

İspat: ܮ௦,ଶ
(ଶ) − ௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ = ݏ2)(1−) + 3) bağıntısı kullanılarak 

௦,ܮ
ଶ = ௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ + ݏ2)(1−) + 3) 

௦,ଶܮ
ଶ = ௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ + ݏ2)(1−) + 3) 

elde edilir. Buradan 

௦,ଶܮ 
(ଶ) = ଶ(௦,ܮ) = ቊ

௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ − ݏ2) + 3)         ,      ݊ tek ise
௦,ାଵܮ௦,ିଵܮ + ݏ2) + 3)         ,     ݊ çift ise

� 
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olur. 

Teorem 3.2.6.2: ܮ௦,ଶ
(ଶ) − ௦,ାܮ௦,ିܮ = ݏ2) + 3)(−1)ିାଵܨ௦,ଶ

(ଶ)  dir. 

İspat: ܮ௦,ଶ
ଶ − ௦,ାܮ௦,ିܮ = ݏ2) + 3)(−1)ିାଵܨ௦,ଶ

ଶ  bağıntısı kullanılarak 

௦,ଶܮ                           
(ଶ) − ௦,ାܮ௦,ିܮ = ݏ2) + 3)(−1)ିାଵܨ௦,ଶ

(ଶ) ݎ)               = 0 için) 

elde edilir. 

 Genelleştirilmiş Fibonacci sayıları- .3.2.7

Bu bölümde genelleştirilmiş diğer ݇-Fibonacci sayı dizisi, bu dizinin Binet formülü 

ve farklı özellikleri incelenmektedir. Genelleştirilmiş sayı dizileri Gupta, Panwar ve 

Sikhwal tarafından sunulmuştur (2012). Yashwant K. Panwar ve Mamta Singh 

genelleştirilmiş ݇-Fibonacci dizilerinin bazı ilginç özelliklerini vermektedir. ݇-

Fibonacci Falcon ve Plaza tarafından sadece ݇ tamsayı parametresine bağlı kalarak 

tanımlanmaktadır. 

Tanım 3.2.7.1: Her pozitif gerçel ݇ sayısı içinܨ, = 0, ,ଵܨ = 1 olmak üzere ݇-

Fibonacci dizisi 

,ܨ = ,ିଵܨ݇ + ݊              , ,ିଶܨ ≥ 2 

bağıntısı ile tanımlanır. 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi Gupta, Panwar ve Sikhwal tarafından aşağıdaki gibi 

tanımlanmaktadır. 

Tanım 3.2.7.2:.ܨ = ܽ , ଵܨ = ܾ olmak üzere genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

ܨ = ିଵܨ + ݊                   , ିଶܨݍ ≥ 2 
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olarak tanımlanır.  

Eğer  = 1 , ݍ = ܽ = 2 , ܾ = 0 şeklinde seçilirse Tanım 3.2.7.2 rekürans 

bağıntısının daha özel bir şekli olan ܷ = 2 ,  ଵܷ = 0 başlangıç terimleri ile { ܷ} 

şeklinde yeni bir bağıntı tanımlanmaktadır. 

ܷ = ܷିଵ + 2 ܷିଶ , ݊ ≥ 2   

elde edilir. 

Burada tanımlanmış olan bağıntılara göre { ܷ}ஹ dizisinin ilk birkaç terimi 

2, 0, 4, 4, 12, 20, … şeklindedir. Ayrıca elde edilen bu bağıntının Catalan’s, Cassini’s 

ve D’ocagnes gibi eşitlikleri de sağladığı görülmektedir. 

Tanım 3.2.7.3: ܷ, = 2 , ܷ,ଵ = 0 olmak üzere ൛ ܷ,ൟ݇-genelleştirilmiş Fibonacci 

dizisi dizisi  

ܷ, = ݇ ܷ,ିଵ + 2 ܷ,ିଶ ,            ݊ ≥ 2   

olarak tanımlanır. 

Bu durumda ݇-genelleştirirlmiş Fibonacci dizisinin ilk bir kaç terimi 

ܷ,ଶ = 4 

ܷ,ଷ = 4݇                             

ܷ,ସ = 4݇ଶ + 8 

ܷ,ହ = 4݇ଷ + 16݇              

ܷ, = 4݇ସ + 24݇ଶ + 16 

olarak yazılır. Özel olarak eğer ݇ = 1 olarak seçilirse genelleştirilmiş Fibonacci 

dizisi elde edilmektedir. 
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Tanım 3.2.7.4:݇-genelleştirilmiş Fibonacci sayılarının 

ଶݔ − ݔ݇ − 2 = 0 

karakteristik denklemin kökleri ܴଵveܴଶolmak üzere 

ܷ, = 4
ܴଵ

ିଵ − ܴଶ
ିଵ

ܴଵ − ܴଶ
     , ܴଵ > ܴଶ 

Binet Formülü ile ݊. ݇-genelleştirilmiş Fibonacci sayılarıtanımlanır. 

Fibonacci sayıları için Catalan’s formülü Belçikalı matematikçi Eugene Charles 

Catalan tarafından tanımlandı (1879). 

Tanım 3.2.7.5: (Catalan’s Formülü)݇-genelleştirilmiş Fibonacci sayıları için 

Catan’s formülü 

ܷ,ିାଵ ܷ,ାାଵ − ܷ,ାଵ
ଶ = (−1)ିାଵ2ି

ܷ,ାଵ
ଶ  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.2.7.6: (Cassini’s Formülü)݇-genelleştirilmiş Fibonacci sayıları için 

Cassini’s formülü 

ܷ,ାଶ ܷ, − ܷ,ାଵ
ଶ = (−1)2ାଷ 

olarak tanımlanır. 

Tanım 3.2.7.7: (D’Ocagne’s Formülü) 

ܷ,ାଵ ܷ, − ܷ, ܷ,ାଵ=ቐ
଼
ଷ

(ܴଵ
 + ܴଵ

) ;  ݊ ç݂݅ݐ ,   ݉ tek

− ଼
ଷ

(ܴଵ
 + ܴଵ

) ; çift ݉   , ݇݁ݐ ݊
� 
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Tanım 3.2.7.8: ݇-genelleştirilmiş Fibonacci dizisinin ardışık iki teriminin limiti 

lim
→ஶ

ቆ ܷ,ାଵ

ܷ,
ቇ = ܴଵ 

olarak tanımlanır. 

Üreteç fonksiyonlar lineer homojen denklemler arasındaki ilişkiyi çözebilmek için 

etkili bir yöntem oluşturmaktadır Aşağıda ݇-genelleştirilmiş Fibonacci dizisi için 

üreteç fonksiyonu verilmektedir. 

Tanım 3.2.7.9:݇-genelleştirilmiş Fibonacci dizisinin katsayıları ile üreteç fonksiyonu 

arasındaki ilişki 

ܷ = ܷ, + ݔ ܷ,ଵ + ଶݔ
ܷ,ଶ + ଷݔ

ܷ,ଷ + ⋯ + ݔ
ܷ, + ⋯ 

ݔ݇ ܷ = ݔ݇ ܷ, + ଶݔ݇
ܷ,ଵ + ଷݔ݇

ܷ,ଶ + ⋯ + ାଵݔ݇
ܷ, + ⋯ 

ଶݔ2
ܷ = ଶݔ2

ܷ, + ଷݔ2
ܷ,ଵ + ସݔ2

ܷ,ଶ + ⋯ + ାଶݔ2
ܷ, + ⋯ 

ܷ  nın ݇ݔ ve2ݔଶ ile çarpılarak elde edilen yeni eşitliler aracılığı ile aşağıdaki eşitlik 

oluşturulmaktadır. 

(1 − ݔ݇ − (ଶݔ2 ܷ = 2 −  ݇ݔ2

ܷ =
2(1 − (ݔ݇

(1 − ݔ݇ −  (ଶݔ2

olarak verilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

 Fibonacci Yeni Aile Dizisinin Periyodik Oluşu ve Bazı Özellikleri- .4.1

Bu bölümde Mikkawy ve Sogabe’nin, ݊ ve ݇ ≠ 0 doğal sayılar olmak üzere݊ =

݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) için 

ܨ
() =

1

൫√5൯
 ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ିߚ

bağıntısı ile tanımladıkları yeni ቄܨ
()ቅ Fibonacci dizisinin periyotları hesaplandı. 

Bunun için k-Fibonacci sayılarının yeni ailesi ݉ ݀ ye göre indirgenip tekrar eden 

bir dizi elde edildi. Bu dizi 

ቄܨ
(,)ቅ = ቄܨ

(,) , ଵܨ
(,) , … , ܨ

(,), … ቅ 

şeklinde tanımladı. Burada ܨ
(,) = ܨ

()(݉݀) olup ℎ(,) ile de ቄܨ
(,)ቅ nin en 

küçük periyodu gösterildi. Bu ise ݇-Fibonacci yeni aile sayı dizisinin ݉ ݀ ye göre 

periyodu olarak adlandırıldı. Ayrıca ݇-Fibonacci yeni aile sayı dizileri, bilinen 

Fibonacci dizileri ve bilinen Lucas dizileri arasında bazı ilişkiler elde edildi.  

Teorem 4.1.1:ቄܨ
(,)ቅ  bir basit periyodik dizidir (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 

2016). 

İspat:൫ܨ
൯-

 ve ൫ܨାଵ
 ൯

 bilinen Fibonacci sayıları olmak üzere ݊ = ݉݇ +  için ݎ

Tanım 3.2.1.1. den 

ܨ
(,) = ൫ܨ

൯-൫ܨାଵ
 ൯

 

yazılabilir. 
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Buradan  ݐ = ݇ݏ + ܨiçin ቄ൫ ݎ
൯-ቅ  basit periyodik bir dizi olduğundan  

௧ܨ
(,) = ൫ܨ௦

൯-൫ܨ௦ାଵ
 ൯

 

dir.൫ܨ
൯-

 ve ൫ܨାଵ
 ൯

 bilinen Fibonacci sayıları olmak üzere, Tanım 3.2.1.1den 

ܨ
(,) = ൫ܨ

൯-൫ܨାଵ
 ൯

,    ݊ = ݉݇ +  ݎ

elde edilir. ൫ܨ
൯-

 basit periyodik olduğundan 

൫ܨିଵ
 ൯-

≡ ൫ܨ௦ିଵ
 ൯-൫ܨାଵ

 ൯-
≡ ൫ܨ௦ାଵ

 ൯-
ve൫ܨ

൯-
≡ ൫ܨ௦

൯-
 

yazılır. Benzer düşünceyle, ൫ܨାଵ
 ൯

 basit periyodik olduğundan 

൫ܨ
൯

≡ ൫ܨ௦
൯

 

elde edilir. Buradan ൫ܨାଶ
 ൯

≡ ൫ܨ௦ାଶ
 ൯

ve ൫ܨାଵ
 ൯

≡ ൫ܨ௦ାଵ
 ൯

 dir. Dizilerde 

periyodik olma koşulundan 

(ܨ)-(ିଵܨ) ≡ (௦ܨ)-(௦ିଵܨ) ⇒ ିଵܨ
(,) ≡ ௧ିଵܨ

(,) 

dir. Ayrıca bilinen Fibonacci sayı dizileri arasındaki  periyodik olma koşulundan 

൫ܨାଵ
 ൯-൫ܨାଶ

 ൯
≡ ൫ܨ௦ାଵ

 ൯-൫ܨ௦ାଶ
 ൯

 

elde edilir ve bunun sonucu olarak 

ାଵܨ
(,) ≡ ௧ାଵܨ

(,) 

dir. Benzer şekilde Fibonacci sayı dizisi arasındaki 

൫ܨ
൯-൫ܨାଵ

 ൯
≡ ൫ܨ௦

൯-൫ܨ௦ାଵ
 ൯

 

olup  

ܨ
(,) ≡ ௧ܨ

(,) 

yazılabilir. 
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Sonuç olarak, 

ାଵܨ
(,) ≡ ௧ାଵܨ

(,) , ܨ
(,) ≡ ௧ܨ

(,) 

olduğu görülmektedir. Dolayısıyla ቄܨ
(,)ቅ basit periyodik dizidir. 

Örnek 4.1.2:ቄܨ
(ଶ)ቅ = {1, 1, 1, 2, 4, 6, 9, 15, 25, 40, … , } yeni aile dizisine݉2 ݀ 

uygulayalım: 

ቄܨ
(ଶ,ଶ)ቅ = {1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, … , }  

elde edilir ve dizinin periyodun ℎ(ଶ,ଶ) = 6olduğu görülür. 

݇-Fibonacci yeni aile sayı dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve bilinen Lucas dizileri 

arasındaki ilişkilerin bazıları aşağıdaki teoremlerde verilmiştir: 

Teorem 4.1.3: ݊ ∈ {1,2, … } olmak üzere genelleştirilmiş 3-Fibonacci sayıları 

arasında 

ଷିଵܨ
(ଷ) + ଷܨ  

(ଷ) = ଷାଵܨ
(ଷ)  

eşitliği sağlanır (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 2016). 

İspat:݊ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) için ܨ
() = ାܨ 

() = ܨ
(ି)ܨାଵ

() , olduğu 

bilinmektedir. ݇ = 3 ve ݉ = ݊ − 1 için 

ଷିଵܨ 
(ଷ) = ଷ(ିଵ)ାଶܨ

(ଷ) =  ଶ     (4.1.1)(ܨ)ଵ(ିଵܨ)

elde edilir ve 

ଷܨ
(ଷ) = (ାଵܨ)ଷ(ܨ) =  ଷ                    (4.1.2)(ܨ)

yazılabilir. 
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(4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerinden  

ଷିଵܨ
(ଷ) + ଷܨ  

(ଷ) =  ଷ(ܨ)+ଶ(ܨ)ଵ(ିଵܨ)

= ିଵܨ}ଶ(ܨ) +  {ܨ

=  ଶ(ܨ)ାଵܨ

= ଷାଵܨ
(ଷ)  

olup ܨଷିଵ
(ଷ) + ଷܨ  

(ଷ) = ଷାଵܨ
(ଷ)  elde edilir. 

Örnek 4.1.4: Teorem 4.1.3 ün uygulaması olarak ݊ = 2 alınırsa 

ହܨ
(ଷ) + ܨ  

(ଷ) = ܨ
(ଷ) 

şeklindedir. Eşitlik (3.2.1.3) denܨହ
(ଷ) = 4 , ܨ

(ଷ) = 8, ܨ
(ଷ) = 12 olup 

ହܨ
(ଷ) + ܨ  

(ଷ) = 4 + 8 = 12 = ܨ
(ଷ) 

olduğu görülmektedir. 

Teorem 4.1.5:݊ ∈ {2,3 … },݊ = 2݇ + 1 olmak üzere ݊ sayıları için genelleştirilmiş2-

Fibonacci sayıları arasında 

ଶାଵܨ
(ଶ) ଶାଶܨ−

(ଶ) + ଶܨ
(ଶ) = (−1) 

eşitliği sağlanır (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 2016). 

İspat:݇-Fibonacci yeni aile sayı dizileri ile bilinen Fibonacci dizileri arasındaki 

ଶܨ
(ଶ) =  ଶ(ܨ)

ଶାଶܨ
(ଶ) =  ଶ(ାଵܨ)

ଶାଵܨ
(ଶ) =  (ାଵܨ)(ܨ)

eşitlikleri vardır. 
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Bu eşitlikler kullanılarak 

ଶାଵܨ
(ଶ) ଶାଶܨ−

(ଶ) + ଶܨ
(ଶ) = ଶ(ାଵܨ)−ଶ(ܨ) +  (ାଵܨ)(ܨ)

 =  ଶ(ାଵܨ)−(ାଵܨ+ܨ)(ܨ)

 = (ାଵܨ)(ܨ) −  ଶ(ାଵܨ) 

 = ଶ(ାଵܨ)]− −  [(ାଵܨ)(ܨ)

= −(−1)ାଵ 

 = (−1) 

olup ܨଶାଵ
(ଶ) ଶାଶܨ−

(ଶ) + ଶܨ
(ଶ) = (−1) elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Örnek 4.1.6: Teorem 4.1.5 in uygulaması olarak ݊ = 3 alınırsa 

ܨ
(ଶ)−଼ܨ(ଶ) + ܨ

(ଶ) = (−1)ଷ 

şeklindedir. Eşitlik (3.2.1.3) denܨ
(ଶ) = 15, (ଶ)ܨ଼ = 25, ܨ

(ଶ) = 9olup  

ܨ
(ଶ)−଼ܨ(ଶ) + ܨ

(ଶ) = 15 − 25 + 9 

= (−1)ଷ 

= −1 

olduğu görülmektedir. 

Teorem 4.1.7:݇, ݊ ∈ {1,2, … } olmak üzere ݊ sayıları için genelleştirilmiş ݇-

Fibonacci sayıları arasında 

ାିଵܨ
() + ାܨ

() = ାାଵܨ
()  

eşitliği sağlanır (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 2016). 
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İspat: Eşitlik (3.2.1.3) den ܨାିଵ
()   = ାܨ ିଵ ve(ାଵܨ)ଵ(ܨ)

() =  (ାଶܨ)(ାଵܨ)

yazılabilir. Buradan 

ାିଵܨ
() + ାܨ

()   = [ିଵ(ାଵܨ)ଵ(ܨ)] +                                [(ାଶܨ)(ାଵܨ)]

 =  (ାଵܨ)+[ିଵ(ାଵܨ)ଵ(ܨ)]

= (ܨ)]ିଵ(ାଵܨ) +  [ (ାଵܨ)

=  ାଶܨିଵ(ାଵܨ)

 = ାାଵܨ
()  

olup ܨାିଵ
() + ାܨ

() = ାାଵܨ
()   elde edilir. 

Örnek 4.1.8: Teorem 4.1.7 in uygulaması olarak ݇ = 2, ݊ = 3alınırsa 

ܨ
(ଶ) + (ଶ)ܨ଼ = ଽܨ

(ଶ) 

şeklindedir. Eşitlik (3.2.1.3) denܨ
(ଶ) = 15, (ଶ)ܨ଼ = 25, ଽܨ

(ଶ) = 40olup  

ܨ
(ଶ) + (ଶ)ܨ଼ = 15 + 25 = 40 = ଽܨ

(ଶ) 

olduğu görülmektedir. 

Teorem 4.1.9:ܨܮ = ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶାଵܨ

(ଶ)  dir. (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 2016). 

İspat: Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki bilinen  ܮ = ିଵܨ +   ାଵ bağıntısı veܨ

(3.2.1.6) daki ܨଶାଵ
(ଶ) =  ାଵ eşitliği kullanılarakܨܨ

ܮܨ = ିଵܨ)ܨ +  (ାଵܨ

= ିଵܨܨ +  ାଵܨܨ

= ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶାଵܨ

(ଶ)  

eldeedilir. 
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Örnek 4.1.10: Teorem 4.1.9 un uygulaması olarak ݊ = 3 alınırsa 

ଷܮଷܨ = ହܨ
(ଶ) + ܨ

(ଶ) 

şeklindedir. Eşitlik (3.2.1.3) denܨହ
(ଶ) = 6, ܨ

(ଶ) = 15dir. Ayrıca ܨଷ = 3, ଷܮ = 7 olup  

ଷܮଷܨ = 3 ⋅ 7 = 6 + 15 = ହܨ
(ଶ) + ܨ

(ଶ) 

olduğu görülmektedir. 

Teorem 4.1.11:ܮܮାଵ − ାଵܨିଶܨ = ଶାଵܨ
(ଶ) + ଶିଵܨ

(ଶ) + ଶିଷܨ
(ଶ)  dir. (Taşyurdu, 

Çobanoğlu, Dilmen 2016). 

İspat: Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki bilinen  ܮ = ିଵܨ +  ାଵ ilişki veܨ

eşitlik (3.2.1.6) daki ܨଶାଵ
(ଶ) =  ାଵ kullanılarakܨܨ

ାଵܮܮ − ାଵܨିଶܨ = ܨ) + ାଵܨ)(ିଶܨ + (ିଵܨ −  ାଵܨିଶܨ

= ାଵܨܨ + ିଵܨܨ + ାଵܨିଶܨ +  ାଵܨିଶܨ

= ାଵܨܨ + ିଵܨܨ +  ିଵܨିଶܨ

= ଶାଵܨ
(ଶ) + ଶିଵܨ

(ଶ) + ଶିଷܨ
(ଶ)  

elde edilir. 

Örnek 4.1.12: Teorem 4.1.11 in uygulaması olarak ݊ = 4 alınırsa 

ହܮସܮ − ହܨଶܨ = ଽܨ
(ଶ) + ܨ

(ଶ) + ହܨ
(ଶ) 

şeklindedir. Eşitlik (3.2.1.3) den ܨହ
(ଶ) = 6, ܨ

(ଶ) = 15, ଽܨ
(ଶ) = 40dir. Ayrıcaܮସ = 7,      

ହܮ = 11, ଶܨ  = 2, ହܨ = 8  olup  

ହܮସܮ − ହܨଶܨ = 7 ∙ 11 − 2 ∙ 8 = 40 + 15 + 6 = ଽܨ
(ଶ) + ܨ

(ଶ) + ହܨ
(ଶ) 

 olduğu görülmektedir. 
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Teorem 4.1.13:ܮܨିଵ = ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶିଷܨ

(ଶ)  dir. (Taşyurdu, Çobanoğlu, Dilmen 2016). 

İspat: Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki bilinen  ܮ = ିଵܨ +  ାଵ ilişki veܨ

eşitlik (3.2.1.6) daki ܨଶାଵ
(ଶ) =  ାଵ kullanılarakܨܨ

ିଵܨܮ = ܨ) +  ିଵܨ(ିଶܨ

= ିଵܨܨ +  ିଵܨିଶܨ

= ଶିଵܨ
(ଶ) + ଶିଷܨ

(ଶ)  

 elde edilir.  

Örnek 4.1.14:  Teorem 4.1.13 ün uygulaması olarak ݊ = 3 alınırsa 

ܨ
(ଶ)−଼ܨ(ଶ) + ܨ

(ଶ) = (−1)ଷ 

olur. Eşitlik (3.2.1.3) denܨହ
(ଶ) = 6, ଷܨ

(ଶ) = 2dir. Ayrıca ܮଷ = 4, ଶܨ = 2 olup  

ଶܨଷܮ = 4 ⋅ 2 = 6 + 2 = ହܨ
(ଶ) + ଷܨ

(ଶ) 

olduğu görülmektedir. 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu çalışmada rekürans ilişkileri ile verilen dizileri tanımlamak ve tanımlanan 

dizilerinin özellikleri araştırıldı. Tanımlanan rekürans ilişkili diziler ile Fibonacci 

sayı dizisi ve arasındaki bağlantının kurulması ve böylece sayılar teorisi ile rekürens 

arasında farklı bir köprü oluşturmuş olması bakımından çalışmanın önemini artırması 

için çalışıldı. Kurulacak bu ilişki sayesinde, dizilerin özellikleri araştırılırken aynı 

zamanda Fibonacci sayı dizilerinin ve yeni Fibonacci ailesinin de özellikleri 

hakkında bilgi sahibi olundu. 

݊ ve ݇ (݇ ≠ 0) doğal sayılar olmak üzere ݊ = ݉݇ + 0) ݎ ≤ ݎ < ݇) için 

ܨ
() =

1

൫√5൯
 ାଶߙ) − ାଵߙ)ାଶ)ߚ −  ାଵ)ିߚ

bağıntısı ile tanımladıkları yeni  ቄܨ
()ቅ Fiboancci dizisinin periyodik olduğu 

gösterildi.Ayrıca k-Fibonacci yeni aile sayı dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve 

bilinen Lucas dizileri arasındaki bazı ilişkiler elde edildi.  
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