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Danigman: Yrd. Dog. Dr. Yasemin TASYURDU

Bu ¢alismada n ve k # 0 dogal sayilar olmak iizere n=mk+r (0 <r <k)

iginFn(k) = ﬁ((l"ﬁz — pMF2)T (@Mt — pMHALYE-T bagntist ile tanimlanan yeni

bir ailenin, {Fn(k'p)} Fibonacci dizilerinin p moduna gore basit periyodik diziler

oldugu gosterildi. Yeni aile ve bilinen Fibonacci sayilar1 arasindaki bazi iligkiler

verildi. Ayrica, yeni aile ve Lucas sayilari ile ilgili baz1 teoremler ispatlandi.
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ABSTRACT

MS Thesis
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In this study, it was showed that Fibonacci sequences {Fn(k'p)} of a new family

defined by E® = ﬁ(dm” — pMF2)T (@™t — pmHI)k-Tare simply periodic
5

sequences according to modulo p forn = mk +r (0 < r < k)where n and k # 0 be
natural numbers. It was given some relationship between the new family and
ordinary Fibonacci numbers. Also, 1t was proved some theorems concerning the new

family and Lucas numbers.
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1. GIRIS

Leonardo Fibonacci Italya’nm Pisa sehrinde dogmus olan italyan bir matematikcidir.
Bu nedenle Pisali Leonardo olarak da amilmaktadir. 1202 yilinda yazdig1 Liber
Abaci (Hesap Kitab1) adli en iinlii eseri ile Hindu-Arabic sayisal sistemini Bati
Avrupa’ya tanittl. Bu kitap Arap say1 sisteminin bat1 Avrupa’ya girmesinde biiyiik
rol oynamustir. Bu kitapta bulunan bir problem, ortaca§ matematigine biiyiik
katkilarda bulunan Fibonacci’yi, 600 yil sonra 19. yiizyilin baglarindan giintimiizde
meshur hale gelmesine biiyiik katkida bulunmustur.19. yiizyillda Edward Lucas bu
eserde gordigi bir problemdeki 0,1,1,2,3,5,8,... dizisinin her bir terimine

Fibonacci sayis1 ve diziye Fibonacci dizisi admi verdi.

1960 da Wall m modiiliine gore Fibonacci dizlerinin uzunlugu ile ilgilendi. Wall
sayisi ilk olarak D. D. Wall tarafindan 1960 da ileri siiriildii ve Fibonacci dizisinin

Wall sayisi ile ilgili 6zellikler ve bazi teoremler verildi (Wall, 1960).

1968 yilinda Shah kismen Z,, rezidiie sistemini i¢ceren m modiillii tamsayilarin
Fibonacci dizisini belirledi (Shah 1968). Knox ise 1990 yilinda Wall ve Shah’in
calismalar1 yoniinde bir ¢alisma yapti. Knox’un ¢alismasi k-nacci dizisini de igerir ve

abelyen olmas1 gerekmeyen sonlu gruplar i¢in de uygulanir (Knox, 1990).

A. F. Horadam genellestirilmis Fibonacci dizileri ile ilgili mevcut literatiirii gelistiren

yonde caligsmalar yapistir (Horadam, 1961).
Fibonacci sayilarmin 6zellikleri uzun yillardir incelenmektedir. Bu sayilar n > 2
olmak tlizere F, = 0, F; = 1 i¢in

Fo=Fnq +Fy

ile formiillestirildi (Vorobyov 1976, Vajda 1989).



Fibonacci say1 dizilerinin ¢esitli modiiller altinda indirgenmesi sonucu elde edilen
uzunluklar ve bu periyotlar arasindaki bagntilar1 inceledigi yiiksek lisans tezinde
bunlarin yan1 sira Fibonacci dizisinin 6zellikleri ve bazi 6zel say1 dizileri arasindaki

bagintilara da yer verdi (Renault, 1996).

Fibonacci dizisinin 6zelligi kendinden oOnceki iki ardisik saymin toplaminin
kendisine esit olmasidir. Fibonacci sayilart modern bilimde teorik ve uygulamali

olarak ¢ok genis alana sahiptir.

Fibonacci dizisi ve onun baglantili oldugu yiiksek mertebeli diziler (tribonacci,
quatranacci, k-nacci) genellikle tamsayilar dizisi olarak gosterilir. Genellestirilmis
Fibonacci dizisi yillardir yogun bir sekilde ¢alisilmis ve cebir ve bir¢ok alanda ilging

bir konu halini almistir.

Doostie and Hashemi (2005, 2006). k-basamak Fibonacci dizileri igin Wall sayilar1
incelendi (Lii and Wang 2007)

Fibonacci sayilari, dizileri ve uzunluklari ile ilgili bir¢ok ¢calisma yapildi. Bu tarihten
beri sonlu gruplarin Fibonacci uzunlugu ile ilgili ¢aligmalar bir ka¢ farkli yonde
hareket etti. Belli gruplarin Fibonacci uzunlugu son yillarda matematikgiler

tarafindan ele alind1 (Campbell 2004, Campbell 2005, Karaduman and Aydimn 2006).

Tridigonal matrislerin determinantinin genellestirilmesi Fibonacci ve Lucas sayilari

iizerine ¢aligmalar yiiriittii (Nalli, Civciv 2009).

Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 olan k-Fibonacci sayilarmi tanimladilar ve
Fibonacci dizisi ile Pell dizisinin bu say1 dizisinden elde edilebileceginin gosterdiler

(Falcon and Plaza, 2009).



Son yillarda yeni aile dizileri iizerine c¢alismalar yapilmaktadir.k-Fibonacci
sayilarinin yeni bie ailesini tanimladilar. Bu c¢alismaya gore n ve k(k # 0) dogal

sayilar olmak lizere n = mk 4+ r (0 < r < k) olacak sekilde m ve r sayilar1 bulunur.

Bu parametreleri kullanarak Fn(k) genellestirilmis k —Fibonacci sayilari

Fn(k) — (\/;)k (am+2 _ ‘Bm+2)r(am+1 _ ‘Bm+1)k—r’ n=mk+r0<r<k)

seklinde tanimlanmistir. Bu ise k-Fibonacci sayilarina yeni bir boyut kazanmistir

(El-Mikkawy, Sogabe, 2010).

Genellestirilmis k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarini tamimladilar. Fy,ve Ly, , k-
Fibonacci ve k-Lucas sayilar1 genellestirilmis k-Fibonacci ve k-Lucas sayilar1 Gy ,,,
ad1 altinda genellestirildi. Buna goére her kpozitif reel sayisi i¢in Gxo =a ve

Gy, = b, baslangi¢ kosullar altinda
Grner = ka,n + G, 21
olarak tanimlanmistir (Falcon, Uslu, Taskara and Kose, 2011).
Son yillarda halka iizerinde de bazi ¢alismalar yapilmistir. Tasyurdu ve Giltekin

mertebesi p? olan birimli halkalarm ve Galois cisminin  Fibonacci dizileri

olusturuldu ve periyotlar1 hesaplandi (Tasyurdu, Giiltekin 2013, 2016).

Fibonacci say1 dizilerinin yeni aileleri {izerine k-Genellestirilmis Fibonacci sayi
dizileri ve tanimlanan bu dizinin 6zelliklerini inceleyen ¢alismalar yapti (Panwar,

Singh 2014).

Omiir Deveci Fibonacci p-dizilerini m-modiilii {izerine ¢alisma yapt1 (Deveci, 2015).



Sunulan bu tezde Mikkawy ve Sogabe’nin caligmasinda tanimlanan yeni bir ailenin,
{Fn(k'p)} Fibonacci dizilerinin p moduna gore basit periyodik diziler oldugu
gosterildi. k-Fibonacci yeni aile say1 dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve bilinen

Lucas dizileri arasindaki bazi iligkiler elde edildi (Tasyurdu, Cobanoglu, Dilmen,
2016).

Calismamizin ikinci boliimiinde tez ¢alismamis siiresince bizlere i1sik tutan bazi
temel tanim ve teoremlerinden bahsedildi. Bu amagla kuramsal temeller adin1 alan

ikinci boliimde temel kavramlar olarak verildi.

Calismamiz tiglincii boliimiinde ilk olarak Fibonacci sayilari, Fibonacci dizileri, bazi
ozel say1 dizileri ve bu dizilerin Fibonacci sayilar1 arasindaki baglantilari, 6zellikleri,
farkli yeni aile dizileri ve bu dizilere ait 6zellikleri ile ilgili mevcut bilgiler ve temel
teoremler sunuldu. Ayrica k(n) Wall sayis1 tanimlanarak iki ve ii¢ adimli Fibonacci
sayilarinin 6zellikleri teoremlerle verildi. Bir grubun k-nacci dizileri ve periyodu ile

ilgili mevcut bilgiler temel teoremler sunuldu.

Dérdiincii boliimde {Fn(k)} yeni aile dizisinin bilinen Fibonacci ve Lucas sayilari ile

aralarindaki iliskiyi veren bazi teoremler verildi ve {Fn(k)} yeni aile dizisinin

periyodik oldugu gosterildi. Bu teoremlerin uygulamalar1 yapildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde ¢alismamiz siiresince kullandigimiz ve temel teskil eden bazi1 kavramlar
verilecektir.
Tanim 2.1.1:4 bos olmayan bir kiime olmak iizere

xAXA-A
dontistimiine A tizerinde ikili islem denir (Tasg1 2007).
Tanim 2.1.2: Bos kiimeden farkli bir kiime ilizerinde bir veya daha fazla ikili islem
tanimlanmis ise bu ikili islemlerle birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. A

kiimesi tizerinde bir " * " iglemi tanimlanmigsa bu cebirsel yap1 (4,*) ile gosterilir

(Callialp 2001).

Tamm 2.1.3:G, bos olmayan bir kiime ve G iizerinde bir ikili islemi tanimli olsun.
Eger
i." * " iglemi birlesme 6zelligini saglarsa yani her

ax(bxc)=(axb)xc

ise,

ii. Her a € G i¢in

axe=e*xa=a

olacak bi¢cimde bir e € G varsa,



iii. Her a € G i¢in

axa' =a' xa=e
olacak bicimde a’ € G varsa o zaman (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Tasc1
2007).
Tamim 2.1.4:(G,*) bir grup olsun. Her a, b € G i¢in

a*b=bxa

oluyorsa (G,*) grubuna degismeli (abel ya da komiitatif) grup denir (Tas¢1 2007).
Tamm 2.1.5:(G,*) bir grup olsun. Eger G kiimesi sonlu ise o zaman bu gruba sonlu
grup denir. Eger G kiimesi sonlu degilse bu durumda (G,*) grubuna sonsuz grup

denir. Sonlu bir grubun elemanlarmin sayisina grubun mertebesi ya da kardinalitesi

denir. o(G) veya |G| ile gosterilir (Tasg1 2007).

Tamim 2.1.6:(G,*) bir grup ve H,G nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger H,G grubundaki isleme gore bir grup teskil ederse (H,*) cebirsel yapisina

(G,*) grubunun bir alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

Asagidaki tanim ve teoremlerde ikili islem i¢in ¢carpimsal gosterim kullanilacaktir.

Tamm 2.1.7:(G,-) bir grup olmak {izere H , G nin alt grubu olsun. g € G olmak iizere
Hg =t{hg : h € H}

kiimesine H nin sag yan kiimesi
gH ={gh: h € H}

kiimesine H 1n sol yan kiimesi denir.



Toplam notasyonunda swrasiyla (H+g={h+g:h€H} ve g+H=
{g + h : h € H} olur). Tiim sag ve sol yan kiimelerin smifi G /H ile gosterilir. Yani

G/H={gH:g€eG}={Hg: g € G}

dir (Bayraktar 2006).

Teorem 2.1.8:(G,*) bir grup ve N < G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i.Hera € G ,hern € N i¢in ana™! € N dir.
ii.Her a € G i¢in aNa c N dir.
iii.Her a € G i¢in aNa = N dir.
iv.Her a € G icin aN = Na dir (Tas¢12007).

Tanim 2.1.9: Teorem 2.1.8 de denk kosullarindan birini saglayan G nin bir N alt
grubuna normal alt grup denir ve N < G ile gosterilir (Tasc12007).

Tanim 2.1.10:(G,-) bir grup ve S de G nin bostan farkl: bir alt kiimesi olsun S yi
ihtiva eden G nin biitiin normal alt gruplarinin ara kesitine S nin normal kapanisi

denir ve S ile gosterilir (Callialp 2001).

Tamm 2.1.11:N, (G,-) grubunun bir normal alt grubu ise G /N kiimesi
(Na) - (Nb) = Nab yada (aN) - (bN) = abN

olarak tarif edilen " - " igslemine gore bir grup teskil eder. Bu gruba G nin N ye gore

boliim grubu veya faktor grubu denir (Bayraktar 2006).



Tamim 2.1.12:(G,*) ve (G',0) iki grup f:G — G’ bir donlisim olsun. Eger her
X,y € G icin
flexy)=f&)of(y)

sartt saglaniyorsa f ye G den G' ne bir grup homomorfizmi ya da kisaca

homomorfizm denir (Tas¢1 2007).

Tamim 2.1.13:(G,*) ve (G', 0) iki grup ve f: G = G' bir doniisiim olsun. Eger

i.f birebir ve orten
ii. Her x, v € G i¢in f(x * y) = f(x)of(y)

sartlar1 saglaniyorsa f ye G ile G' arasinda bir izomorfizm denir (Tagg1 2007).

Tanim 2.1.14:R bostan farkli bir kiimesi lizerinde tanimli iki ikili islem " + " ve " - "

olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +.-) cebirsel yapisina bir halka denir.

i.(R, +) , bir degismeli gruptur.

ii." - " isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

iii." - " islemini " + " iglemi tizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir yani
her a,b,c € R i¢cina(b + ¢) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc

dir (Tas¢12007).

Tanim 2.1.15:(R, +,7) bir halka olsun.

i. Her a, b, € R i¢in

oluyorsa R ye degismeli halka denir.

ii.(R,-) birimli ise (R, +,") halkasma birimli halka ve (R,-) nin birim elemanina R
halkasinin birim elemani denir. R halkasinin birimi "1z" veya sadece "1" olarak
gosterilir.

iii.(R, +,) halkasmnin " +" islemine gore birim elemanimna halkanin sifir elemani

denir ve "0z" veya sadece "0" olarak gosterilir (Callialp 2001).



Tamim 2.1.16:(R, +,-) bir halka ve x € R olsun. x in R de ¢arpma islemine gore tersi
varsa x € R de aritmetik birim denir. Aksi halde x e R de aritmetik birim degildir

denir (Tag¢12007).

Tamim 2.1.17:(R, +,7) bir halka, H kiimesi R nin bos kiimeden farkl bir alt kiimesi
olsun. Eger (H, +,") cebirsel yapis1 bir halka ise bu halkaya (R, +,-) halkasinin bir alt
halkas1 denir (Tas¢1 2007).

Tanim 2.1.18: Birimli ve degismeli bir halkanim sifirdan farkli her elemani aritmetik

birim ise o zaman bu halkaya cisim denir ve F ile gosterilir (Bayraktar 2006).

Tamm 2.1.19:(F, +,-) bir cisim olsun. F nin bos kiimeden farkli bir S alt kiimesi
(F,+,") deki islemlere gore bir cisim olursa S ye F nin bir alt cismi denir (Tas¢1

2007).

Tanim 2.1.20:(G,-) bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her
eleman1t S nin elemanlariin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir ¢arpimi olarak
yazilabiliyorsa S kiimesi G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir

(Dummit and Foote 2004).

Tanmm 2.1.21: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki
bagintilar denir (Dummit and Foote 2004).

Tamm 2.1.22:G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun.sy, s5, ..., s,S nin
elemanlar1 ve her bir @« = +1 olmak tizere S deki bir kelime Sf L sg 2, sff” seklinde

ifade edilir.

S deki her bir kelime, G nin bir elemanim temsil eder.
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Tanim 2.1.23:G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi bir
eleman1 S nin sonlu sayidaki elemanlarmi ve bu elemanlarin terslerinin bir carpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi iizerinde serbesttir denir.

Tanim 2.1.24:F bir grup ve S de F nin bir alt kiimesi olsun. Herhangi bir 6 : § = G
ye doniisimi i¢in bir tek ¢’ : F - G ye homomorfizmi varsa F ye X tizerinde

serbesttir denir.

Burada ¢’ , 0 nin genislemesidir. Yani her x € X i¢in o' (x) = o(x) bigimindedir.

Tanim 2.1.25:X bir kiime olsun. F = F(x) ile X tlizerinde bir serbest grubu R de F
nin bir alt kiimesini gostersin. N =R ile de R nin F deki normal kapanisini
gosterelim ve G = F/N olsun. Bu taktirde G = (X|R)ye G nin temsili denir. Bir
(X|R) temsilinde X kiimesine gerenlerin kiimesi ve R kiimesine de bagmtilarin
kiimesi ad1 verilir. Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak {izere eger bir G grubu

(X|R) seklinde temsil edilirse bu gruba sonlu temsil edilmis grup denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Say1 Dizileri

Bu kisimda, literatiirde yer alan, birgok matematik¢inin ¢alisma konusu olmus ve
uygulama alanlar1 genis olan ikinci mertebeden lineer 6zel say1 dizileri hakkinda

temel tanim ve Ozellikler verilecektir.

3.1.1. Fibonacci sayilan ve dizileri

19. yiizy1l say1 teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nin Liber Abaci adli
eserinde gordiigii bir problemdeki {1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...} say1 dizisine
Fibonacci say1 dizisi, bu dizinin terimlerine ise Fibonacci sayilari ismini verdi.
Fibonacci dizisindeki her bir terim alisilmis olarak bir alt indisle gosterilir.F, , n.

Fibonacci sayisi, Fy = 0 ve F; = lolmak lizere Fibonacci sayilary, n = 2 ise
Fy=Fy 1+ Frp

ven <0 ise
Fy = Fny2 = Foa

bagintisi ile tanimlanan (F,)%,, dizisinin elemanlaridir. Yani Fibonacci dizisindeki
her terim kendinden onceki iki terimin toplamidir. Bu sekilde olan dizilere i¢ ice dizi
denir. Fibonacci sayilar1 ile ilgili bilinen bir¢cok sonu¢ vardir (Vorobyov 1976, Vajda

1989).

Fibonacci dizisinin terimlerini yazabilmek i¢in yalnizca i¢in n = 0 i¢in
Fry2 = Fpya + By (3.1.1)

bagintisin1 kullanmak yetmez. Ciinkii F, veF; nin keyfi se¢ilmesi ile (3.1.1) sartini

saglayan bir¢ok farkli dizi olusturulabilir.
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Ornek olarak

7,2,9,11,20,31,51, ...

—-3,-5,-8,—-13,-21, ...

yazilabilir. Dolaywsiyla (3.1.1) Fy, Fy, F,, ... ,E,,... dizisini bir tek sekilde
belirlemek i¢in yeterli degildir. Bu nedenle (3.1.1) bagntisina baska sartlar ilave
edilmesi gerekir. O halde (3.1.1) bagintis1 kullanilarak dizinin biitiin terimlerinin
hesaplanabilmesi i¢in dizinin ilk iki teriminin bilinmesi gerekir. F,, F; ve F,
sayilarmin toplami olarak yeniden temsil edilebilir.F, i¢cin belirlenen degere F; ilave
ederek F; degeri, F3 icin belirlenen degere F, ilave ederek F,degeri, F, ig¢in
belirlenen degere F5 ilave ederek Fg degeri ve bu sekilde devam edilerek keyfi olarak

biiyiik indisli terimler hesaplanabilir.
Yukarida bahsedilen Fibonacci sayilarmma iki adimli Fibonacci sayilar1 denir. Simdi
bu sayilarin bazi 6zellikleri asagidaki teoremler ile verilecektir.

Foy2 = Fpia + By, n=0

rekiirens bagmtisi ikinci mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemi oldugundan,

bu denkleme ait 22 — 1 — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri

1++/5 1-5
a = ve f=——
2 2
olup
1
E,=— (@t -p™1) , n=0,1,2,.. (3.1.2)

V5

ifadesine Fibonacci sayilarmin Binet formiilii denir. Binet formiiliinden hareketle

lim Fn+1 _

n-owo F,

oldugu kolayca goriilmektedir. Buradan ardisik iki Fibonacci sayismin oraninin

altmorana yakinsadig: goriliir.
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Tanim 3.1.1.1:Ly = 2 ve L; = 1 olmak lizere
Lytz =Lpy1+ Ly, , n=0
lineer rekiirans bagmtisi ile verilen{L,}y—, seklindeki tam sayilar dizisine Lucas

dizisi denir.

Lucas dizisinde her n tam sayisina karsilik gelen her bir degere n. Lucas sayis1 denir.
L,, n. Lucas sayisimni gosterir. Lucas sayilarmin rekiirans bagmtist Fibonacci
sayilarinin rekiirans bagintisiyla ayni oldugundan

1+V5
a= ve f =——
2 2

olmak iizere Lucas sayilarina ait Binet formiilii
Ly=a"+p" , n>1

seklindedir. Ayrica Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda bir¢ok baginti
bulunmaktadir. Lucas say1 dizisini de en az Fibonacci say1 dizileri kadar 6nemli hale

getirmistir. Lucas sayilarmin, Fibonacci sayilari ile olan

o Ly=Fp1+tF

Ly = Foyz — Fop

o Fym=FlLy,

o Fo =LFE +(-1"F,,
o I2—5E2=4(-1)"

* SEKi=Ly g+ Llnn

bagintilart ile bu 6nem kuvvet kazanmistir. Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili

uygulamalar i¢in Koshy’nin kitab1 degerli bir kaynaktir (Koshy, 2001).
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Tanim 3.1.1.2:Py = 0, P; = 1 olmak iizere
Poy2 = 2Py + B, n20
lineer rekiirens bagmtisi ile verilen {P, }n—, seklindeki tam sayilar dizisine Pell dizisi

denir.

Pell dizisine ait karakteristik denklemA? — 21 — 1 = Oolup denkleminin kokleri

y=1+V2ves=1-+/2
olmak iizere Pell sayilarmin Binet formiilii

yn_(sn

P, =——
n y_5

seklindedir. P,, n. Pell sayisi ve y = 1 + /2 (giimiis oran) olmak iizere

dir.

Tanmm 3.1.1.3:Q, = 2 veQ; = 2 olmak iizere

Qn+2 =2Qp41+Qp n=0

lineer rekiirens bagmtisi ile verilen {Q,, }r=oseklindeki tam sayilar dizisine Pell-Lucas

dizisi denir.

Pell-Lucas sayilarinin Binet Formiili, y = 1 + V2, § =1 —+/2 olmak lizere,
Qn=y"+5"

seklindedir.
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Pell ve Pell-Lucas dizilerinin rekiirans bagntilar1 ayn1 oldugundan, Pell ve Pell-

Lucas sayilar1 arasindaki bazi1 bagintilar

_ Pny1tPng
o Q=lmnthn

e Q2=2P*+(-1)"

seklindedir.

Tanim 3.1.1.4:q, = 1 ve g; = 1olmak lizere

n+2 = 2qn+1 + qn, n=0

lineer rekiirens bagintisi ile verilen {q,}n=oseklindeki tam sayilar dizisine Modify-

Pell dizisi denir.

Modify-Pell sayilarinmn Binet Formiilii, y = 1 + V2, § = 1 — V2 olmak iizere

Y™+ 8"
n = y+—5
dir. Modify-Pell ve Pell sayilar1 arasinda
qn = Ppi1 + Ppg
iligkisi vardir. Modify-Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasinda ise
qn = Qn — Qn-1

seklinde bagnt1 vardir.
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Tanim 3.1.1.5:/, = 0 ve /] = 1 olmak lizere

Jn+2 = Jns1 + 2/n, n=0

lineer rekiirens bagmtisi ile verilen {J,, }o=oseklindeki tam sayilar dizisine Jacobsthal

dizisi denir. Bu dizinin elemanlara da Jacobsthal sayilar1 denir.

Jn+2 =Jns1 + 2/n, n=0

rekiirans bagmtisma ait karakteristik denklem A2 — 1 —2 = Oolup denkleminin

kokleri
p=2vew=-1
dir. Jacobsthal sayilarmin Binet Formiilii ise

q)n_wn

Jn= 0 —w

dir.

Tanim 3.1.1.6:j, = 2, j; = 1 olmak lizere

Jn+2 = Jns1 T 2jn, n=0

lineer rekiirens bagintisi ile verilen {j, }o=oseklindeki tam sayilar dizisine Jacobsthal-

Lucas dizisi denir. Bu dizinin elemanlarma da Jacobsthal-Lucas sayilar1 denir.

Jn+2 = Jn+1 + 2Jn, nz0
rekiirans bagintisina ait karakteristik denklem
A2—1-2=0

olup denkleminin kokleri ¢ = =2, w = 1dir.

Buradan Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet Formiilii
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Jn ="+ =2"+ (=1)"

seklindedir. Jacobsthal sayilar1 ile Jacobsthal-Lucas sayilar1 arasindaki bagintilardan

bazilari

® Jjn=Jns1+2/n1

* JjuJn =)o

seklindedir.

Tablo 3.1. Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Modified Pell, Jacobsthal ve

Jacobsthal-Lucas dizilerinin ilk terimleri

n|0|12|3 ] 4]5 6 7 8 9 10 11
F, 1011 2 3 5 8 13 21 34 55 89
L, |2 |13 |4 | 7 |11 18 | 29 47 76 123 199
P, O 1] 2|5 |12]29| 70 |169| 408 | 985 | 2378 | 5741
Qu| 2| 2|6 |14 |34 |82 198|478 | 1154 | 2786 | 6726 | 16238
qn | 1 |1 | 3 | 7 |17 | 41| 99 | 239 | 577 | 1393|3363 | 8119
Jo O] 1| 1|3 5 |11 ] 21 | 43 85 171 | 341 683
Jjn | 2| 1|5 7 |17 |31 | 65 |127| 257 | 511 |1025| 2047

Asagida tez calismamiz siiresince kullandigimiz bazi 6nemli esitlikler ve ispatlarina

yer verilmistir.

Teorem 3.1.1.7:F,n. Fibonacci sayisini ve L,, de n. Lucas sayisini géstermek tizere
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e F,,=F?+2F, {F,

o FuoFna=Fi—F

* 2(F£+1Fr%+2) = FS+3FnZ

* Fopr1Fons1 = F(2n+k+1) + Fr%—k

o FopFpi—F=(CD"

o (“D"TE? = F = FoyFyy

o (—D"Fyom = FyFimiq + BpFoiq

Fovm = Fay1Fme1 — Fa-1Fm-1
o B =FnFhii-m t Fn1Fiom

o EFny=F Fh+ (_1)71—1

dir. (Vajda 1989; Renaut 1996).

Teorem 3.1.1.8:F, F,, F,, ... ,E, Fibonacci dizisi i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir.

L F0+F1+F2+"'+Fn=Fn+2—1
L F1+F3+F5+"'+F2n_1 =F27’l
° F0+F2+F4+"'+F2n=F2n+1—1

o Fi—F,+F—F+-+(D"E, =(-1"F,_;+1

(Tasyurdu 2013).

Tanim 3.1.1.9:F, =0, F;, =1ve F, = 1 icin
F3 = Fz + Fl + Fo,F4 = F3 + Fz + Fl’ ...,Fn = Fn—l + Fn_z + Fn_3

seklindeki sayilara ise 3-adimli Fibonacci sayilar1 denir.

Simdi 3-adiml1 Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerini iceren teorem verilecektir.
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Teorem 3.1.1.10:F,, F;, F,, ... ,F,, .. 3-adim Fibonacci dizisi i¢in

° FO + Fl + FZ + -+ Fn — (Fn+3_12:n+1—1)

o Fi+F3+Fs+ - +F_ 4= (F2n+2;F2n+1)

_ (Fan+1+Fan-1)

L] F0+F2+F4+"'+F2n— 2
o F¢+Fl+F}+-+FE?=F,F

yazilir (Tasyurdu 2013).

F E
Teorem 3.1.1.11:4 = (i (1)) ise A" = ( i 4 ) i
n n—-1

Ispat: Ispati tiimevarim yontemini kullanarak yapalim Yani her n dogal sayist igin

F F,
An:( n+1 n )
Fn Fn—l

oldugunu gésterelim. iddianin n = 1 i¢in
(1 1 _(F;, F
A_(l O)_(F1 FO)
seklinde olup dogru oldugu gériiliir. Iddianin n igin dogru yani,

F F,
An:( n+1 n )
Fn Fn—l

oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim. Buradan

1 1\(Fu1 E E,+F,y FE,+F,_4
AA" = (n+ n)=(n n+ n n )=An+1
(1 O) Fn Fn—l Fn+1 Fn

bulunur ki bu da iddianin n + 1 i¢in dogru oldugunu gésterir. Ispat tamamlanir.
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Fibonacci sayilari ile ilgili en eski 6zdesliktir. Fransiz gdkbilimci Dominique Cassini

tarafindan 1680 yilinda kesfedildi.

Teorem 3.1.1.12: (Cassini Formiilii)
Fp_1Fpo1 —E*=(-1D" n>1

esitligi mevcuttur.

Ispat: Teorem 3.1.1.11. e gére A = (1 (1)) ise det(4) = —1 dir. Ayrica

1

Fn+1 Fn

(~1)" = (detA)" = det(a™) = | 7 "

oldugundan F,,_; F,,,; — E? = (—1)™ bulunur.

Teorem 3.1.1.13: (Honsberger Formiilii)ym > 1,n > 1 i¢in
Foym = Fao1Fn + ByFipga

esitligi mevcuttur.

1

O) ise A™*™ = A"A™ oldugundan

Ispat: Teorem 3.1.1.10. a gére A = (1

A" A™ =(Fn+1 Fn )(Fm+1 Fm )= (Fn+1Fm+1+FnFm Fn+1Fm+FnFm—1)
Fn Fn—l Fm Fm—l FnFm+1+Fn—1Fm FnFm+Fn—1Fm—1

bulunur. Ayrica

An+m — (Fn+m+1 Fn+m )
Fn+m Fn+m—1

olup buradan

Foym = Faoibp + FoFpgq

elde edilir.



21

Teorem 3.1.1.14:F,,, = F2,, — F2_, dir.

Ispat:Teorem 3.1.1.13. de n = m almirsa
Foin = Fon
= Fy1Fy + FoFopa
= Fy(Fp_y + Fry)
= (Fns1 = Fao1) (Fpeq + Fi)
= Ffo — Fiy
olur.

Teorem 3.1.1.15:F,,,,, = F2,, + E? dir.

Ispat: Teorem 3.1.1.13. dem = n + 1 alinirsa ve
Fo1=Fo1 —F
Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisindan

Fons1 = Foo1Fpyq + BiFy
= (Fn+1 - Fn)Fn+1 + Fy(By + Foy)
= Fit1 = FyFpyy + BE + FyFogy
= Fpy +Ff

olup ispat tamamlanir.
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3.1.2. k-nacci dizileri

Tanmm 3.1.2.1:j < k olsun. Sonlu bir G grubundaki k-nacci dizisi, verilen bir
baglangi¢ kiimesi x X4, ..., X;j_1 igin her bir eleman1
XgXq e Xp—1 , j<n<k
Xp = >k
Xn—kXn—k+1 = Xn-1 n=
ile tanimlanan x,, Xx;, X5, X3,..,Xn, ... grup elemanlarinin bir dizisidir.

X, X1, -, Xj—q ile gerilen bir G grubunun k-nacci dizisi Fk(G; Xo» X1, ...,xj_l) ile

gosterilir (Campbell 2003).

Tamim 3.1.2.2: Sonlu bir ¢ grubunun her eleman: dizide goriilecek sekilde k-nacci
dizisi varsa bu sonlu G grubuna k-nacci dizilendirilebilir denir (Knox 1990).
Ornegin, Z, = {0,1,2,3} icin (Z,, +) grubunun 3-nacci dizisi

0,1,1,2,3,1,0,1, ...

seklinde olup grubun her elemani dizide mevcuttur. Dolayisiyla (Z,,+) grubu 3-

nacci dizilendirilebilirdir.

Tanim 3.1.2.3: Belli bir noktadan sonra grup elemanlarmin dizisi sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyorsa grup elemanlarinin dizisine periyodik denir (Knox 1990).

Tanim 3.1.2.4: Periyodik dizide tekrarlanan alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin

periyodu denir (Knox 1990).

Ornegin;
a,b,c,d, e b,c,d,e,..

dizisi baglangi¢ elemani olan a elemanindan sonra periyodiktir ve periyodu 4 tiir.
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Tanim 3.1.2.5: Diziyi, ilk k elemani tekrarlanan bir alt dizi olusturuyorsa diziye k
periyotlu basit periyodik dizi denir.
Ornegin;

a,b,cde f,ab,cd,e,f,..

dizisi 5 periyodu ile basit periyodiktir (Knox 1990).

Tamim 3.1.2.6: Her pozitif k reel sayisi1 i¢in Fy o = 0, F, ; = 1 olmak iizere,

Fk,n+2 — ka,n+1 + Fk,n

ile tanimlanan {Fk'n} ,m=>0 sayt dizisine k-Fibonacci dizisi ve bu dizinin

elemanlarina da k-Fibonacci sayilar1 denir.

k-Fibonacci dizisi Fibonacci dizisinin bir genellemesidir. k > 1 tam sayisi i¢in farkl
diziler elde edilir. Eger Fy 4, = kFy 41 + Fip rekiirans bagintisinda k = 1 alinirsa
Fibonacci dizisi, k = 2 alinwrsa Pell dizisi elde edilir. k-Fibonacci dizisine ait
rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi olup bu denklemin kokleri

_ k+Vk?+4 1 k-Vk?+4

a ve = ——=
k > Bk a >

olmak iizere k-Fibonacci sayilarinin Binet Formiilii

. _ Gk
kn =
" ay — Px

seklindedir.
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Karakteristik denklemin pozitif kokii olan @; ya k-altin oran denir. k =1,2,3

- - 5 . . . . o
degerleri i¢in, a; = # ifadesine altin oran, a, = 1 ++/2 ifadesine giimiis oran,

3+v13 . . o
az = — ifadesine ise bronz oran ad1 verilir.

Tamim 3.1.2.7: Her pozitif k reel sayis1i¢in Ly g = 2, L; ; = k olmak lizere
Linsz = kLgnsr + Lin
ile tanimlanan {L k,n} ,n > 0 say1 dizisine, k-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarina

da k-Lucas sayilar1 denir.

k-Lucas dizisi, Lucas dizisinin bir genellemesidir. k > 1 tam sayis1 i¢in farkl diziler

elde edilir.
Lk,n+2 = kLk,n+1 + Lk,n

rekiirans bagmtisinda k = lalinirsa Lucas dizisi, k = 2 almirsa Pell-Lucas dizisi

elde edilir.

olmak iizere k-Lucas sayilarinin Binet Formiili
Lk,n = alycl + .BI?

seklindedir.
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3.1.3. mmodiiliine gore say1 dizileri

3.1.3.1.mmodiiliine gore Fibonacci dizileri

F, Fibonacci dizilerinin n. elemanimi gostermek iizere Fy, = 0, F; = 1 i¢in
Foy1 = F +Fooq, n=1

dizisinin her F, eleman1 m modiiliine indirgenebilirdir.

Tamm 3.1.3.1.1:(F, (mod m))s-_, dizisinin periyodunun minimum uzunlugu Wall

sayis1 olarak adlandirilir.

(E,(mod m))y-_, dizisinin periyodunun minimum uzunlugu k = k(m) ile

gosterilir ve Wall sayisinin hesaplanmasina iligskin bir 6rnek asagida verilmektedir.

Ornek 3.1.3.1.22m =5 ise Wall sayis1 20 dir ve k(5) =20 olarak yazilr.
Asagidaki tablo kullanilarak bu goriilmektedir.

Tablo 3.2. Wall sayilar1

n 1234567891011121314151617 1819 20 21 22 23 24

Fbmod5|11 1230331404320 2241011 2

Tam sayilarda her bir eleman m modiiliine gore indirgendiginde elde edilen klasik
Fibonacci dizisi Z,(Z,, ; 0, 1) olarak yazilir. Sonlu bir grubun Fibonacci dizisi, grup

elemanlarinin 2-nacci dizisi olarak adlandirilir.
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Tamm 3.1.3.1.3:Fy = a, F; = b ve F, = ¢ olmak iizere k(g (m), her bir terim m

modiiliine gore indirgendiginde
Fo=Fyq+Fhpt+Fys

bagintisi ile tanimlanan F, dizisinin minimal periyodunu gosterir (Campbell 20006).

Ornek 3.1.3.1.4:F, = 0, F; = 1 i¢in F, dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597, ...

olarak elde edilir. F, dizisinin her bir elemam1 7 modiiliine gore indirgenirse

F,(mod 7) dizisi

0,11,2,3,51,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1, ...

olarak elde edilir. Dolayisiyla k(7) = 16 dur.

Teorem 3.1.3.1.5:F,(mod m) dizileri periyodiktir (Wall 1960).

Ispat:F,(mod m) dizileri sonlu sayida m? ciftlerinden olustugundan elemanlar1
tekrar eder. Fibonacci dizisi tanimindan

Fo1=Fo1 —F

dir. Bu bagint1 kullanilarak
Fi11 = Fsy1(mod m)

F; = F,(mod m)

olup

elde edilir.
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Buradan ayni oranda indisleri arttirarak veya azaltarak elde edilen dizinin

elemanlarinin ayni oldugu goriiliir. Dolayisiyla

Fioi_s+2 = Fs 1542

Fiss1=F
ve
Fiy_s41 = Fs_q1541
Ft—s = FO
dir. Yani

Fio1 =Fs g, Fros11 = F,F s = Fy
dir. Boylece diziler basit periyodiktir.

Teorem 3.1.3.1.6: Eger m, m =[[p;° asal carpanlamaya sahipse ve k;,
E,(mod pf ) periyod uzunlugunu gosteriyorsa k , k; nin en kiigiik ortak kati olan

lem[k;] ye esittir. Yani k = lem[k;] dir (Wall 1960).

Ispat: “k;, F,(mod pf ) periyodunun uzunlugudur” ifadesi F, (mod pf ") dizilerinin
sadece ck; uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar ettigini vurgular.
“k , E,(mod m)periyodunun uzunlugudur” ifadesi ise F,(mod pf " nin tim i
degerleri i¢in k terimlerinden sonra tekrar ettigini vurgular. Dolayisiyla k, i nin tiim
degerleri i¢in ck; seklindedir. Boyle sayilar F,(mod m) nin bir periyodunu verdigi

icin k = lcm[k;] esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.3.1.7:F, = 0(imod m) terimleri basit bir aritmetik sira seklindedir (Wall
1960).
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Yani x =0,1,2,... ve d =d(m) olan baz1 pozitif tam sayilar i¢cin n = dx tim

F, = 0(mod m) terimlerini saglar
Ispat:i > j olmak iizere (E,, Fyy) =1 ve Fpit = Fpy1Fr + E,F,_; bilinen
bagntilarindan F; = 0(mod m) ve F;,; = 0(mod m)den
Fiy; = 0(mod m) ve F;_; = 0(mod m)
elde edilir. 1k olarak n = i ve t = j diizeni igin
E, = 0(mod m)
F; = 0(mod m)
olur. F; = 0(mod m) ve F; = 0(mod m) kullanilarak
Fove = FpyaFe + ByFey
Fiyj = Fip1F; + FiFj_4
Fiy; = 0(mod m)
elde edilir. Daha sonra n +t =i ven = j diizeni i¢in F; = 0(mod m) kullanilarak
t =i —j almirsa
Fi = Fuye
= FopiFe + FoFeg

= Fpy Fe + F]'Ft—l
= Fni1Fe
elde edilir.F; = 0(mod m) oldugundan
F,.1F; = (mod m)

dir.
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(E,,F4+1) = 1 ve E, = 0(mod m) bagmtilarindan
F, = F;_; = 0(mod m)

ikinci bagint1 elde edilir. Dolayisiyla n degeri n = xd seklindeki gibi bir modiiliin
negatif olmayan terimlerin icerigi ile ilgilidir. Teorem 3.1.3.1.7 e gore F, 1n
sadeceF,, = 0(mod m) olmadigini ayrica d > 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla arada

belli bir artis olacak ve x = 0,1, 2, ... i¢in n ler dizide bulunacaktir.

Ayrica d|k oldugu belirtilmelidir.d < k ile birgok m degeri bulunabilir (Wall 1960).

Simdi k(m) nin bilinen bazi1 o6zellikleri Teoremler ve ornekleri ile birlikte

verilecektir.
Teorem 3.1.3.1.8:m > 2 ise k(m) ¢ift sayidir (Wall 1960).
Ornek 3.1.3.1.9:m = 2 i¢in

0,11,0,1,..
olup Wall sayis1 k(2) = 3 tiir. m = 3 i¢in
0,11,20,22,10,1, ..
olup Wall sayis1 k(3) = 8 dir. Benzer sekilde devam edilerek k(5) = 20, k(6) = 24

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3.1.10: Eger k(p?) # k(p) ise k(p%) = p*tk(p) dir. Ayrica t,
k(pY) = k(p) esitligini saglayan en biiyiikk tam say1r ise a >t olmak iizere
k(p%) = p?tk(p) dir (Wall 1960).
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Ornek 3.1.3.1.11:p = 2 igin k(2%) = k(4) = 6 ve k(2) = 3 dir. Dolayisiyla
k(2%) # k(2)
olup

k(22) = 2271(2)

=23

tur.

Teorem 3.1.3.1.122m = p = 10x £ 1 ise k(p)|(p — 1) dir (Wall 1960).

Ornek 3.1.3.1.13:x = 3 icin p = 29 yada p = 31 olup k(29) = 14 ve k(31) = 30

dur. Buradan

k(29)|28

14|28
Ve

k(31)|30

30|30

olur.

Lemma 3.1.3.1.14:x%2 = x + 1 (mod p) denkligi sadece p = 5 oldugunda c¢ift koke
sahiptir (Wall 1960).

Teorem 3.1.3.1.15:m = p = 10x £+ 3 ise k(p)|(2p + 2) dir (Wall 1960).
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3.1.3.2. mmodiiliine gore k-Fibonacci dizileri

Tamm 3.1.3.2.1:n > k olmak iizere k-adim Fibonacci dizisinin n. terimi £ ile
gosterilir ve
k k
£ =3k O (3.1.3.2.1)

n-j

olarak tanimlalnir. Burada 1 < i < k i¢in fi(k) =0 ve fk(k) = 1 dir.

fi(k'm) = fi(k) (mod m) olmak tizere bu diziyi m modiiliine indirgeyerek

k, k, k,
f(k, m) — (fl( m)'fz( m)’ - n( m)’ )

seklinde tekrar eden bir dizi elde edilebilir. Buradan

f(k, m) = (fl(k,m)’ z(k,m)’ - k(k,m)) = (0,0, ...,)

elde edilir. Bu ise (3.1.3.2.1) bagmtis1 ile aynidir (Lii and Wang 2007).

Teorem 3.1.3.2.2:f (k, m) periyodik bir dizidir (Lii and Wang 2007).

Ispat:S, = {(a;, a3, ...,a;) : 0 < a; <m—1} olsun. |S,| =mF olup sonludur.
Yani
(km) _ (km) (km) _ p(km)
fu+1 “Jv+1 v Jurk T vtk

olacak sekilde u > 0 i¢cin v = u sayis1 vardir. Tanim (3.1.3.2.1) den,

k-1

k) _ x)
fn+k - Z n+j

Jj=0

dir.
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Buradan

f(k.m) — fv(k,m) (km) (km) ,(km) (km) ’fz(k,m) _ plkm)

u YJu-1 = v—=1 ’Ju-2 = v—=2 ' v—u+2

\

f; (ke;m) (fm)

= Jy—u+1

elde edilir. Bu ise f(k, m) dizisinin periyodik bir dizi oldugunu gosterir.h,(m) ile
f(k,m) nin en kiigiik periyodu gosterilir. f(k,m) nin periyodu ya da m modiiliine

gore k-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir (Lii and Wang 2007).
Ornek 3.1.3.2.3:k = 4 adim i¢in

s(4,3) = (0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0, 1, ...,)
dizisi ele alinirsa her 26 terimde bir baslangi¢ elemanlariyla tekrar eder. Dolayisiyla

h,(3) = 26 dir. p; farkli asal sayilar, e; pozitif tam sayilar olmak tizere

m =TIl p/" (¢ = 1) ise bu durumda hy(m), hy(p;") lerin en kiigiik ortak katidir
(Li and Wang 2007).Asagidaki tablolar ile bu sayilar1 dogrulayan bazi 6rnekler

verilmistir.



Tablo 3.3.3-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1
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hs(p) Sonug
5 31 hs(0)Ip® -1
13 163 hs(p)Ip* — p?
23 >33 hs(p)Ip* — 1
67 1519 hs(p)Ip — 1
107 1272 hs(@)Ip* —p
179 32221 by () [p® — 1
241 29040 b (D) p — p
317 100807 By () p® — 1
389 151711 B () — 1
557 103416 b — p
839 704761 ha)lp® — 1
881 777043 ha)lp — 1
971 943813 bl — 1
1033 1067088 b — 7
o 01 @l 1
1447 2093808 h3(p)|pz P
1759 3094080 h3(p)|p3 P
2851 8128200 ra®lp” =P
3347 11205757 hs@lp” —p
4831 11669280 ha(P)lp” —1
13367 7444862 hs(P)lp® =
15791 10389820 hs@lp” —p
17207 17206 ha()Ip* —p
18047 169324 hs@)lp® —p?

h;(p)Ip® —p




Tablo 3.4. 4-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1

34

p h4(p) Sonug

5 312 ha()Ip* =1
1 120 ha(p)Ip* — p?
13 84 ha()Ip* —p?
19 6858 ha(@)Ip* —p
29 280 ha(P)Ip* — p?
37 1368 hs(p)Ip* — p?
X 240 ha(p)Ip* — p?
67 100254 hD) o — p
83 1157520 he (D)l — 1
151 533216 he (D) — 1
211 9393930 hD) o —
433 23248760 bl — 1
907 822648 b o)lp* — p?
1277 1630728 B )l —p?
1579 623310 b — p?
150 oo @l -
2749 7557000 " ®) |p4 - pz
3079 4740120 ha®lp® — 7

3331 396270 na®lp® = p*
3581 3205890 ha@lp* —p”
3733 2322548 ha(@)lp* =P’
3823 3822 ha(@)lp” = p*
4019 8076180 ha®Ip* —p*
4253 6029336 Ol

hy(p)Ip* — p?




Tablo 3.5.5-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1
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hs(p) Sonug

3 781 hs(@)Ip® — 1
! 2801 hs()p® — 1
11 16105 hs(p)|p® — 1
19 13032 hs(@)Ip® —p
31 190861 he (p)IpS — 1
41 2896405 he (o) pS — 1
53 8042221 he () lp® — 1
79 39449441 he(p)lp® — 1
89 3690720 he@)lp® — p
163 176477940 b ) — p
o - @'
503 127263526 hS(p)lpS S pz
683 159305993 hs(P)lp” =P

923 §77398 hs(p)|p® — p?
1259 317016 hs@)lp® = p°
1709 1460340 hs @)1 = p*
2287 50292 hs(D)Ip® — b’
2549 6497400 hs(P)Ip® — p*
2957 8743848 hs(p)|p® — p?
3163 3162 hs(p)|p® — p?
3541 12538680 hs(@)Ip® — p*
3929 15437040 hs(p)|p® — p?
4159 17297280 hs(p)|p® — p?

hs(p)lp® — p?
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3.1.4. Fibonacci uzunlugu

A ={a,, a,,..,a,} olmak lizere sonlu olarak gerilmis bir G = (a) grubu i¢in

Fibonacci orbiti ve Fibonacci uzunlugu asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 3.1.4.1:G , A ={a,, a,,...,a,} geren kiimesi ile sonlu olarak gerilmis bir
grup olsun. 4, (ay, a,, ..., a,) swrali n-li olarak yazildiginda A geren kiimesine ait G

nin Fibonacci orbiti
Xg =041, X1 = Ay, ..., Xpn_1 = ap
Ve
n
Xn+i = | |xi+j+1 120
j=1
Dizisi olup F,4(G) ile gosterilir (Campbell 2006).
{xOxl, ...,x]'_l,x]' = XoX1 ...x]'_l,x]'+1 = XoX1 ...x]'_lx]', vy Xp—1 = XoXq ...xk_lxk_z}
geren kiimesine baghi G nin Fibonacci orbiti Fk(G 5 X0, X1, ...,xj_l) dir. Ornegin
F,(G; x9, x,) igin dizi
Xy X1, Xy = XgX1,X3 = XgX1X3 = XgX1XgX1,Xg = XgX1X2X3,X5 = X1X2X3X4, +u:

olur. Bu ise {xg,x;,x5 %3} kiimesine baglh G nin Fibonacci orbitidir.
Fk(G;xo, xl,...,xj_l)k-nacci dizisinin  periyodu Pk(G;xo, xl,...,xj_l) ile

gosterilir.

Tanim 3.1.4.2:A geren kiimesi ve G bir grup olmak iizere F,(G) periyodik ise
dizinin periyodunun minimum uzunluguna A geren kiimesine bagli G nin Fibonacci
uzunlugu denir ve LEN,(G) olarak yazilir.F,(G) periyodik degilse G , A geren

kiimesine bagli sonsuz Fibonacci uzunluguna sahiptir.
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Ornek 3.1.4.3:(a, b ; a?, b™, (ab)?) temsili ile tammlanmis 2n. mertebeden olan D,,

dihedral gruplarin Fibonacci uzunlugu 6 dir. Gergekten
a,b,ab,bab = a,aba=b"1,ab ', b ab ' =a,ab la=0b, ..
olup
{a,b,ab,a,b t,ab™%,a,b,..}

elde edilir. Dolayisiyla LEN 4 5y (D,,) = 6 dur.
3.2. Fibonacci Sayilarimin Yeni Aile Dizileri

3.2.1. k-Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi

Bu bolimde Moawwad El-Mikkawy ve Tomohiro Sogabe’nin ¢alismalarinda Fn(k)

olarak gosterdikleri k-Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi verilecektir.

Tanim 3.2.1.1: (k-Fibonacci Sayilar)n dogal say1 ve k # 0 dogal sayilar olmak

lizere n=mk+71r (0<r<k) olacak sekilde m ve r sayillar1 vardir. Bu

parametreleri kullanarak Fn(k) genellestirilmis k-Fibonacci sayilari,

Fn(k) — ﬁ(anwz _ ‘Bm+2)r(am+1 _ ‘Bm+1)k—r’ n=mk+r (3.2.1.1)
5

seklinde tanimlanir (Mikkawy, Sogabe 2010).

F®

o } ile de Fibonacci sayilarinin

Bu ¢alismada {F,} ile bilinen Fibonacci dizisi, {

yeni aile dizisi gosterildi.

Simdi (3.2.1.1) bagntisini inceleyelim:
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e k=1icin (3.2.1.1) denklemi g6z 6niine alindiginda 0 <r <1 olupr=20

ve m = n bulunur. Bu durumdan = mk +7r, (n =n -1+ 0) olmak iizere

1
Fn(l) — - (0("+2 _ ,B"+2)0(0("+1 _ ,Bn+1)1_0

(V5)
1
1 _ +1 n+1
FY = — (g1 — )(3.2.1.2)
n TS B
denklemine doniisiir bu ise aslinda (3.1.2) denkleminde verilen bilinen Fibonacci
ailesinin Binet Formiiliidiir. a = “f B = 1‘f degerleri (3.2.1.2) denkleminde

yerine yazilip gerekli islemler yapildiginda
{F(l)}4 - {0,1,1,2,3}
n n=0 ) ) ) )

alisilmis Fibonacci sayilari olan F, elde edilir.

e k=2icin (3.2.1.1.) denklemi g6z Oniine alindigmdan =mk +r, 0 <r <

k kosulu ile {Fn(z)} dizisinin ilk bir kag terimini olusturmaya calisalim:

> FO(Z)elemam icin n=mk+7r ise0 =m-2+r olmak tizerer =0, m=20

olup

1
FO(Z) — ~ (@0+2 — BO+2)0(0+1 _ g0+1)2-0

(V5)

1 1+v5 1-+5\
_§'l'< 2 2 )
1 2V5\’
_5.1(7)
20
~ 20
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> Fl(z)elemam icnn=mk+rise1=0-2+1 olmak olmak r=0,m =20

olup

1
F1(2) — ~ (0(0+2 _ ,80+2)1(0(1+1 _ ,31+1)2_1

(V5)
(-]

5

1445\ (1=
() (5

=1

> Fz(z)elemam icinn=mk+rise 2=1-2+0 olmak iizerer =0, m=1

olup
F2(2)= 1 2( 142 _ 1+2)0( 1+1 _ 1+1)2—0
) a B a B
1 145\ (1-v5\]
559

1 (45
_§'<T>
—1

> F3(2) elemanticinn=mk+rise 3=1-2+1olmakiizerer=1,m=1

olup
F3(2) — 1 _ (0(“'2 _ ,8“'2)1(0(1“ —,31+1)2_0
(v5)
o 1 ((1+V5Y 1=V (/1 4VE\ (145
w2 - 7) -(50)) (57) -5

=2

bulunur.
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Yukarida verilen metod ile 2. yeni aile dizisinin tiim terimleri hesaplanabilir. Benzer

diistince ile
@0
{pn } ={1,1,1,2,4,6,9, 15,25, 40, 64}
n=0

ile dizinin ilk 11 terimi verilmistir.

e k=3icin (3.2.1.1.) denklemi g6z Oniine alindiginda n =mk +r, 0 <r <

k kosulu ile, {E @ dizisinin ilk bir kac terimini olusturmaya calisalim:
n Yy

> F0(3)eleman1 icinn=mk +rise0 =m-3 +rolmak iizerer =0 , m=20

olup

1
F® — . (a0F2 — BO+2)0(0+1 _ gO+1)3-0

S ()

—i-(1)-<1+\/§—1_\/§>3
5v5 2 2

_;@5)3
T 5V5\ 2

> F1(3) elemanticin n =mk+rise 1 =m-3+r olmak lizerer =1, m=0

=1,

olup
F1(3)= 1 (a0+2 — gO+2)1(g0+1 — gO+1)3-1

@y PRt

L1 [1+VEY 1-vE] [144E 1-vEY

-salle ) -(50) | ()
1 (4@)(2\/3)2
C5V5\ 4 2

=1’

degerleri bulunur.
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Yukarida verilen metod ile 3. yeni aile dizisinin de tiim terimleri hesaplanabilir.

Benzer diisiince ile

(3) 10
{(F®} " =1{1,1,1,1,2,4,8,12,18,27,45)
n=0

dizisi 3. yeni aile dizisinin ilk 11 terimini verilmistir.

Goriildigi gibi (3.2.1.1) denklemi ile terimlerin hesaplanmasi pek kullanish bir
yontem degildir. Bunun i¢in dizinin terimlerini daha pratik olarak elde etmemizi

saglayan bagint1 asagida verilmistir.

(3.2.1.1) denkleminden yararlanarak

1
(k) _ (am+2 4 ‘Bm+2)r(am+1 _ ,Bmﬂ)k_r
k
" (V5)
1 m+2 m+2\r m+1 m+1\k—-r
= = (@mT? — pmE2)T (@M — g
(\/g) (Fm+1)"(VB)" (Fm)k—T(\/E)k_T

yazilabilir. (3.1.2) denkleminden F, = % (a™1 — 1) olup yukaridaki esitlik

1

) —
(V5)"

n

(Frsn)” (VB ()< (VB)"

- ﬁ (Frns)" ()T (V5)"

= (Fm)k_T(Fm+1)T

olarak bulunur.
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Buradan

FE® = (BT (Fpe) n=mk+7 (0<1<Kk) (3:213)

bagintis1 elde edilir. Bu bagint1 yardimiyla bilinen Fibonacci sayilari kullanarak yeni

aile dizisinin elemanlar1 olusturulabilir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi inceleyebiliriz.

Ornek 3.2.1.2: (3.2.1.3) esitligini kullanarak asagidaki gibi bilinen {F,}o, =

{1,1,2,3,5,8,13,...,} Fibonacci say1 dizisinin terimlerinin elde ediligini verelim.
k=2 icin (3.2.1.3) esitligini kullanarak{Fn(z)} yeni aile dizisinin terimlerini

hesaplayalim:
e 0<r<kolmakiizee n=mk+r=0=0-240olup

E® = (F)¥O(F,)°

= (D2(1)°

=1,
e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=1=0-2+1olup

F? = (Fp)* 1 (F)*
= (1)*(1)*
= 1’

e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=2=1-2+0olup

E® = (F)¥(F,)°

= (D?*(2)°

=1,
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e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=3=1-2+1olup

B2 = (F)*7(Fy)!
= ()
= 2’

e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=4=2-24+0olup

E® = (F,)270(F,)"
= (2)2(3)°
= 4’

e 0<r<kolmakiizeren=mk+r= 5=2-2+ lolup

R = () (F)!
= (@'
= 6’

e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=6=3-2+0olup

E? = (F3)*°(F,)°
= (3)2(5)°
= 9’

o 0<r<kolmakizere n=mk+r= 7=3-2+ 1olup

B = (R (R

=)'

=15,
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e 0<r<kolmakiizere n=mk+r=8=4-2+0olup
Fy” = (F)*(F)"
= (5)*(8)°
= 25,

terimleri elde edilir. Orneklerden de goriildiigii gibi (0 < r < k) kosulu kisitlayici
bir etken oldugundan m ve r sayilar1 i¢in farkl bir alternatif bulunmamaktadir.
Ornegin,F7(2) terimini bulurken n = 7 ve k = 2 oldugunu biliyoruz ve n = mk +r
esitliginde 7=m-2+r , (0<r <2) kosulu r =1 den baska bir altermatif

olmadigmi agikca gostermektedir.

Teorem 3.2.1.3:k,m €{1,2,3,...}olsun. k,m sabit sayilar1 i¢in genellestirilmisk-

Fibonacci sayilar1 ve bilinen Fibonacci sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar saglanir.

i.zi_cz—ol(_l)i(kzl) Frﬂ?ﬂ o (_1)k—1FmF(k—1)

(m-1)(k-1)
s Ok—1(k—-1 k) _ (k-1) — -
ii. 250 i ) Fnesi = EnFima2)e-1) = Fn(Frn42) ™V
e vk—1 (k) _ B k k] — B () (k)
lll'Zi:O ka+l - Knil [(Fm+1) - (Fm) ] - Kn_ll [F(m+1)k - ka

ispat:i ) (— 1) (7Y Fpidys = CDED B DR () (B) T (Fps)'
k=1 (k— . .
L ) NN G Ed G TR B A
k=1 k-1 . .
=D () CEN I P

= (_1)k_1Fm(Fm+1 - Fm)k_l

= (_l)k_lFm(Fm—l)k_l

olur.
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Burada r = 0 i¢in (3.2.1.3) esitligi kullanilirsa

AP 2 AN ety (k1)
Z o (-1 ( i )ka+i = (=1) EnFon_1)k-1)

i
elde edilir.

ii. Ispat i. deki benzer diisiince ile

ik =1\ o k-1 ki i
Z. ( i )ka"'i:Z- ( . )(Fm) (Fm+1)
i=0 l i=0 l
elde edilir. (3.2.1.3) esitliginden

F(k) = (Fm)k_i(Fm+1)i

mk+i

Fm+1 i
= (T) ()

= E,(Fp41 + Ep)* 1(Binomial Teoreminden)

= m(Fm+2)k_1

olupburadan r = 0 i¢in (3.2.1.3) esitliginden

RS pw g pen
o Ui ) T mkitmE e 2) ge-)

bulunur.

i.F g (Fre) ™ (Fnn)! = (CE2)E(F, ¥ esitligi kullanilirsa

mk+i
k-1 ®) k—i ) )
Z. ka+i = Z (Fm)k_l(Fm+1)l
i=0 i=0

- () @
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1 Pt
= )Y CFD)

() -

Fmir _ 4
Fm

= (Fm)k( )

[(Fri)* — (Bl Fn

= (B
m (Fm)k Fm+1 _Fm

Fi
= [(Fe) = (F)

= FF—ml( ((Tlr(l)+1)k - Frlrclk)

elde edilir. Yani

k-1 E
(k) __'m (k) _rk
Zi:o ka+i - Fm—l (F(m+1)k ka)

dir. Fibonacci sayilarmin 6zel tridiagonal matrislerin determinantlarindan da elde
edildigini biliyoruz. Benzer sekilde, genellestrilmis k-Fibonacci sayilari, 6zel bir k-

Tridiagonal matrisin determinantindan da elde edilebilir.

k-Tridiagonal matrisin formu

.0 a, 0 0
0 d, 0 a 0
: : 0

qo_| 00 d, 0 0 a,,
' by 0 0 d, . 0 0
0 b, 0 0 Ay iir 0

0 0 b, 0 0 d, |
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olup bu durumda

d=.=d,=a;=...=a,=1ve by =....= b, = -1
elde edilir.
Buradan
F0O 1 , n<k
" {detTyfk)’ n>k>1 (3.2.1.4)

elde edelir. T,Ek) matrisindeki a; elemanmin i = 1,2, 3, ...,n — k degerlerinin her biri

i¢in siitun sayis1 (k + i) olduguna dikkat edilmelidir. Ayrica T,Ek) matrisinde d; vea;

elemanlarmin arasinda da (k — 1) tane 0 elemani olduguna dikkat edilmelidir. Sonug

olarak k = 1 i¢in bilinen tridiagonal matris elde edilir.

Teorem 3.2.1 4:k = 2 icinyeniailen >0, s>0ven+s = 1igin

2 —_—
FZ((T)l+S—1) — Fnis)Fnes—a) = (=)™
dir.
Ispat:C = ((1) 1) formunda Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve

(3.2.1.3) esitliginden

( Fn+s Fn+s—1) — (1 1) (Fn+s—1 Fn+s—2) — Cn+s—1 (Fl
Frys—1 Fpysa 0 1/ \Fnys—2 Frys—z Fy

elde edilir. Yani

( Fn+s Fn+s—1) — Cn+s

Fn+s—1 Fn+s—1

olup her iki tarafin determinant1 alinirsa,

FrysFnis—2 — (Fn+s—1)2 = (_1)n+s
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dir.k = 2 ve r = 0 i¢in (3.2.1.3) denkleminden

— @
(Fn+s—1)2 - Fz(n+s—1)

elde edilir.

BuIadan
F 2
2((7)l+5—]) 17’1+Sl n+s—2 = (_ I)Tl+s 1

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.1.5:Fn(2) ve 67(12) urete¢ fonksiyonu igin

iEY =F? +E2 +FE®, , n=4,5,..

n—-4 ’

1

1-x—x3—x*

.6 P () =

dir.

Ispat: i. Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyelim. Buradan

@ _ @ (2) (2)
FZn - FZn—l + F2n—3 + FZn—4

denklemin dogrulugunu gostermek i¢in

E?) = (F)? (3.2.1.5)

E2 = FEpFop (3.2.1.6)
Tanim 3.2.1.1 den elde edilen esitliklerinden yararlanacagiz. Buradan
Fam = (Fn)? = F(Foy + Fu2)
= Fp_1Fn + Fn_o By,
= Fp1Ep + Fopey (Fppeq + Fpp_z)

= Fp_1Fp + Fm—sz—l(Fm—Z)z
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@

2m-—1

(2) (2)
+ F2m—3 + F2m—4

elde edilir.

Benzer sekilde, n sayismin tek say1 olmasi durumunu inceleyelim. Yani

@ _ @ (2) (2)
F2m+1 - FZm + FZm—Z + F2m—3
oldugunu gosterelim. Buradan
2
Fz(m)+1 = FnFni1
= En(Fn + Frno1)

= (E,)? + EFp_y
= (Fn)? + Finoy (Fpeq + Fip2)
= (Fp)? + (F-1)? + Fn_q Fip
= Fz(ri) + Fz(ri)—z + Fz(ri)—3

olup ispat tamamlanmis olur.

.62 (x) = X2 EPxm (3.2.1.7)

oldugunu biliyoruz. Buradan

xGP (x) = Z E® xn (3.2.1.8)
n=1
olup benzer diisiince ile
(3.2.1.9)

@) _ 2
x3G,” (x) = Z F,2x™

n=3
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x*GPx) =) FOxn (3.2.1.10)
n n—4

n=4
elde edilir. Buradan olmak uzere

(3.2.1.7) —{(3.2.1.8) + (3.2.1.9) + (3.2.1.10)}

islemini diigtinelim.

Bu islem ve Teorem 3.2.1.5 1 kullanarak
(1-x—x3—xD6P ) = (FO(Z) + FPx + EPx? + F3(2)x3)

_(FO(Z)X +E@x2 4+ Fz(z)x3) _ (FO(Z)xs)

2 2 2 2
+ Y B = B2~ FZ - EOr
n=4
=(14+x+x2+2x3)—(x+x24+x3)—x3+0

=1

1

1—x—x3—x*

6P (x) =

esitligi elde edilip ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.1.5 in sonucu olarak

@ _ @ (2)
F2m+1 - FZm + F2m—1

rekiirans bagintisini elde edilir. Burada n = 2m + 1 sayismin tek sayr olduguna

dikkat edilmelidir.
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Benzer sekilde n = 2m durumunda da

F® +F2(2) 1, m tek

F(Z) — ) 2m-1 m-2
o Fz(ri)—l + Fz(ri)—z ,  mcift

elde ederiz.

Simdi 3. yeni aile dizisinin n. terinini bulabilmek i¢cin kullanilacak bagintilari

verecegiz.

Teorem 3.2.1.6:
iFD =F® 4 F® —FC 4+ F® 4 FC 1 ECL _F® G, n>7

1-x2
1—x—x2+x3—x*—x5-x+x7+x8

i.c¥ =

dir.

Burada F_(f) = Oolduguna dikkat etmeliyiz. Daha genel haliyle, k =1,2,...,
i¢cin F_(i) = 0 olmasi durumuna dikkat edilmelidir. k = 4,5, ... i¢in Fn(k) yeni ailesinin
iireteg fonksiyonu ve rekiirans bagmtilarini ifade edelim: (i, j). elemanlar1 F;(j ) olan

A matrisid = [F}U )] ise

1<i,jsn

n tek

1 ,
det 4 = {—1 , ncift

)

olur. k = n — 1 oldugunda m = r = 1 olup Fn(n_1 = 2 oldugunu goriiliir.

Simdi bu teoremlerin disinda ispatsiz olarak bazi 6zdeslikleri verelim. k-Fibonacci

sayilarmin yeni ailesine ait bazi esitlikler soyledir:

2 2
¢ ZFZ(n)—l + Fz(n) = Fong1-
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2 2

° Fz(n) + FZ(n)—Z = FZTL =14+ E:’;’l:l FZi—l .
2 2

° F() _FZ(n)—Z =F2n+1 =1+§:?=1F2i'

2n+2

° Fz(rf) — Fo_iFoy = (—1)n_i+1F2(i222, i=12,..,n

Fn_an+1 - 1 ) ntek

(2) _ 2 _
© By =(R) _{Fn_an+1+1 , nift.

3 3 3
¢ F3(n-)|-3 + F3(n) - F3(n)—3 = F3p4p.

1
¢ Fz(rf) = E [2L2n+2 - (Ln+1)2]-

2
¢ F4(n-)|-1 = Ln+1FnF2n

3.2.2. k-Lucas sayilarimin yeni bir ailesi

Tanim 3.2.2.1. (k-Lucas Sayilar)n ve k # 0 dogal sayilar olmak tlizeren = mk +

r, 0 < r < k olacak sekilde m ve r sayilar1 vardir. Bu parametreleri kullanarak LS{‘)

genellestirilmis k-Lucas sayilari
LY = (@™ + By (@™ + fryT (3.2.2.1)

seklinde tanimlanir.
Simdi (3.2.2.1) denklemini inceleyelim:

k=1 durumu g6z Oniine alindiginda 0 <r <1 olacagimdan r=0 ve m=n

bulunur. Bu durumda
{L(l)}4 ={2,1,3,4,7}
n n=0 e e Y
olup alisilmis Lucas sayilar1 olan L,, elde edilir. Yeni ailenin k = 2, 3 degerleri i¢in

7
{Lglz)} ~ =1{4,2,1,3,9,12,16,28}
n=0
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7
1) =1{8,4,2,1,39,27,36)
n=0
olup genellestirilmis k-Lucas ve Lucas sayilar1 arasinda

LY = (Linsr) (L) (3.2.2.2)

bagintis1 yazilabilir.

Teorem 3.2.2.2:k,m e {1,2,3, ...} olsun. k,m sabit sayilar1 i¢in genellestirilmis k-

Lucas ve alisilmis Lucas sayilar1 arasinda

k— k=1, (B) _ (k-1)
121:01(_1)1( i )Lmk+i — (_1)k 1LmL(m—l)(k—l)

k—1Y 7 (k) (k 1) _ K
HZ ( )Lmk+l (m+2)(k 1) Lm(Lm+2) !

k-1 _ L k k] — L (®) (k)
.2 L0 = 72 () = W) = 22 [0, 1 — Lok

esitlikleri vardir.
; . k- i (k—=1Y (K _
ispat: L2550 (—D!(T )L, = (CDF TR EDR T (T W) L)

DLy ki(—l)k-l-i (7 @1 ey
i=0

= (DAL Z( D) ) (L)1

= (—1D* L, (L1 — Ly)® ! (Binomial Teoremi’nden)

= (_l)k_le(Lm—l)k_l
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(k=1)

— k-
=(-1) 1LmL(m—1)(k—1)

elde edilir.

e Ok—1(k— k 1 k= . .
“-Zi';ol(ki 1)L§n3(+i =Zi'(=01(ki 1)(Lm)k "(Lpgr)!

=

-1

= 3 () )1 )

i

Il
o

= Lm(Lm + Lm+1)k_1

= Ly (Lm+2)k_1

(k=1)

= LmL(m+2)(k—1)

(r = 0 i¢in)
elde edilir.

= k - i —i
lll'Z{LOl Lgniﬂ' = ZiF:Ol(Lm+1)l (Lm)k '

k-1 5 ;
=D () G
i=0 m
k-1 5 ;
=t ) ()
i=0 m
(Lm+1)k _ 1
= (L) |~
m Lm+1 -1
Lm

el = @) L

(Lm)k Lm+1 - Lm

b L) = (L]

Lm—l

olup r = 0 i¢in (3.2.2.2) denkleminden

(r = 0igin)
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k-1
L
E k) _ _"m |;(k) )
Lo = I [L(m+1)k — Lok
i=0 m-1

elde edilir. Ispat tamamlanur.

Teorem 3.2.2.3:k = 2 i¢in yeni ailen > 0,s > 0 ve n + s = 1 oldugunda

2 —
L(Z()n+s—1) — Lnss)Lnes-2) = 5(—1)nts—t

bagintisi elde edilir.

Ispat:C = (1

denklemini ve 3.1.1.11 Teoremini kullanarak

(1)) formunda Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisini, (3.2.2.2)

( LTH—S Ln+s—1> =C (LTH—S—I LTH—S—Z) — Cn+5—1 (Ll LO ) _ Cn+5—1 (1 2 )
L =

n+s-1 Ln+s—2 Ln+s—2 Ln+s—3 LO L—l

elde edilir.
Her iki tarafin determinantimi alinirsa
Lpsshnis—p — (Lpys—1)? = (=5)(—1)n+s—1
Lpyslpys—o — (Ln+s_1)2 = 5(—1)”+S
olupk = 2 ve r = 0 i¢in (3.2.2.2) denkleminden

_ 12
(LTH'S—l)Z - Lz(n+s—1)

oldugunu elde ederiz. Buradan

2 -
L(Z()n+s—1) — Lpsshpis—p = 5(=1)"71

olup ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2.2.4:L512) ve 67(12) i¢in

LD =L + 1P, + 1P

n—4’

n=4,5,..

4-—2x-—x%2-2x3

.. ~(2)
i.G." =
n 1—x—x3—x4

esitlikleri vardir.

Ispat: i. Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyelim.

2 _ ;@ (2) ()
LZm - L2m—1 + L2m—3 & L2m—4

yukaridaki denklemin dogrulugunu goéstermek i¢in
LY = (Ly)? (3.2.2.3)
Loy =dim (3.2.2.4)
seklinde iki bagintiy1 kullanacagiz.

Buradan
L(22131 = (Lp)?
= Ly (Lyp—z + Lim—1)
=LyLm_q+ Ll
= LyLpm—1+ Lip—s(Lip—q + Lipy_3)
=LmLm_1 + Lyp_1Ly_o + (Lyy_2)?

_ 1@ (2) (2)
- L2m—1 + L2m—3 + L2m—4

((3.2.2.2) denklemnden)

elde edilir. Benzer sekilde, n sayisinin tek say1 olmasi durumunu inceleyelim. Yani

1@

_ 72 (2) (2)
2m+2 LZm +L +L

2m-—2 2m-3

oldugunu gosterelim. Buradan
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2
L(2731+2 = LinLim+1

= Ly (L + Lip—1)

= (Lyp)? + LyyLi—y

= (Lm)? + Li—1 (Lp—1+Lin—3)

= (Lin)?+Lip—2)* + Lip_1+Liy—,
=L +12  + 1LY

2m-2 2m-3

olur.
i, GP) =30, [Pxm (3.2.2.5)

oldugunu biliyoruz. Buradan
X6 (x) = Z L xm (3.2.2.6)
n=1

olur.

Benzer diisiince ile

236D (x) = Z L? xn (3.2.2.7)
n=3

6P ) = Z L xn (3.2.2.7)
n=4

olmak tizere

(3.2.2.5) —{(3.2.2.6) + (3.2.2.7) + (3.2.2.8)}

islemini kullanarak

(1-x—x3—xDGP ) = (ng) +LPx +1P9x% + L(32)x3)
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(L(Z)X+L(2) 2 +L(2) 3 +L(2) 3)

Z (2) L2, L(2)3_L(2)4) 7
n-— n—

= (4+2x+x%+3x3) — (4x + 2x2% + x3 + 4x3)

=4 —2x—x?—2x3
4 —2x —x? —2x3

1—x—x3—x*
olup

4 — 2x — x% — 2x3
@ _

I x — 8 18

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremin sonucu olarak

@ @ @
L2m+1 L +L2m 1

rekiirans bagintisini elde edilir.

Burada n = 2m + 1 sayismin tek say1r olduguna dikkat edilmelidir. Eger n = 2m

alinirsa

2 2 _
1@ _ L(27’3’l 1 T L(zﬁl ,—5 , mtekise
" L(227’3’l 1t L(zzyl ,+5 , myiftise

bagintisi elde edilir.
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3.2.3. k-Fibonacci ve k-Lucas sayillarinin farkh yeni bir ailesi

Tanmm 3.2.3.1:n, s # 0 ve k # 0 dogal sayilar olsun. Bu durumda 0 <r <k,

n = mk + r olacak sekilde m ver sayilar1 bulunur. Bu parametreleri kullanarak

Es(fl) k-Fibonacci sayilari

1
F® = ——— (" — ) (" — 1)F T (3.2.3.1)
(ry — 1)

seklinde tanimlanir.
(3.2.3.1) bagintis1 kullanarak yeni ailenin k = 1,2,3 i¢in sayilarmi bulalim:

e k =1 durumu g6z 6niine alindigindan =m+rve 0 <r <1 olup

» n=0i¢in 0 = m+riginm = 0, r = 0 olmak tizere

1

-T2

1
FQ =——0—1m)°0? —r9) =0,

» n=1licinl =m+ricinm=1,r = 0 olmak iizere

o __1 2 2 —
Fi = — (rf —13)°(r —1) =1,

» n=2igin2=m+r igcinm = 2 ,r = 0 olmak {izere

v _ 1 3 310 (-2 2y —
F, R (i —r3)°0f —13) =,

» n=3i¢in 3 =m+riginm = 3, r = 0 olmak lizere

v __1 4 _ 4N0(.3 3\ _ .3
Fs —TI_TZ(TH — 1)y —15) =5° + 25,

elde edilir. Buradan

4
{F;(Tll)} _ ={0,1,5,s* +1,5% + 25}
n=0
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alisilmis k-Fibonacci sayilari elde edilir. Yani
» s=1i¢in{0,1,1,2,3,...} Fibonacci dizisi,
» s=2i¢inise {0,1,2,5,12,...} Pell dizisi,

elde edilir.

e k = 2 durumu g6z 6niine alindigindan = 2m+rve 0 < r < 2 olup

» n=1licinl =2m+riginm =1,r = 1 olmak tizere

2 1
Esfl) iy (=)0 —13) =0,

» n=2icin2 =2m+rigcinm = 1,r = 0 olmak {izere

@ __ 1 _
Fo = (r—12)? (rf —r)°r—m)? =1,

» n=3i¢cin3 =2m+rigcinm = 1,r = 1 olmak iizere

@ _ _ 1 B
RO = 20 - -r) =5,

» n=4icin4 =2m+ricinm = 2,r = 0 olmak iizere

@) _ 1 3 330 (-2 272 _ o2
F, = (r—12)2 (rf —=r3)°(rf —13)° =%,

elde edilir.

Buradan

{F(z)}6 =1{0,0,1,s,5%,s3 +s,s* + 252 + 1}
s,n y Yy 4y 9, ) )

n=0

dir. Benzer sekilde yeni ailenin k = 3

{F(3)}4 ={0,0,0,1,s,s2,s3, s* + 52}
s,n _ y N Yy, 4,0, ) )
n=0
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say1 dizisi elde edilir.k-Fibonacci sayilarmin Binet Formiilii olan

=1y
For = , n=01,2,..
n—-n

esitligi ve (3.2.3.1) denklemini kullanilarak
F® = (Fymed) (Bom) ™, n=mk+r (0<r<k)  (3.23.2)

bagintisi elde edilir.

Teorem 3.2.3.2:k,me{1,2,3,...} olsun. k,m sabit sayilar1 i¢in k-Fibonacci

sayilarmin yeni ailesi ile alisilmis Fibonacci sayilar1 arasinda
. k- | k—1—i(k-1\p(k _ k-1
I-Zi-czol(—l)lsk ! l( i )Iﬂfm)kﬂ = (_1)k 1Es,mE5€(m—)1)(k—1)
oo vh—1( k=1 i (K - k=1
ll.Zi-‘zol( : )SIF;,m)kH = Fym(Fsm+2) ' = Es,mE;(m+)z)(k—1)

oo okl —ip(®) _ 1-k Fs, k k
LY 20 5™ Fopnpepy = S° ﬁ[(}?&mﬂ) — (sFom)

F,
-k __Ssm F(k) _ SF(k)

F 1 s.(m+1)k s,mk
sm—

=Sl

’

bagintilar1 vardir.

Ispat:

i-Z?:_ol(_l)isk_l_i(kzl)Fs(,’r{rzkH = (-DF Y (- Dk rigkm1 (kil)(Fs.mn)i(Fs,m)k_i

= (=1)*1E, kz_f (k : 1) (Fs,m+1)i(—S)k_l_i(Fs,m)k_l_i
i=0
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k-1

k—1 : 1

= (—1)k_11'—’:5,m2( i )(Fs,m+1)l(_SE5,m)k o
i=0

- k-1 . . .
= (=¥ 'F, 1y (Fsms1 — SFsm)  (Binomial Teoremi’nden)

= (_1)k_1Es,m(Fs,m—1)k_1
k—1)

= (_1)k_1E;,mF;€(m_1)(k_1) (r = 0igin)

elde edilir.

AT FY, L = DA (Famer) (Fom)

=

=il

k-1 i —1-i
= Fsm ( i )(SFs,mH)l(ESM)k -

i

1]
o

= F,m(SFsmyr + Fsm)*7? (Binomial Teoremi’nden)

= Fsm (Fs,m+2)k_1

(=1)

= ES,mES,(m+2)(k—1) (T =0 lgln)

elde edilir.

o) 1 i i kot
111.21-‘2015 lES'mkH = iF:olS I(Fs,m+1) (Esm)
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— (Fs,m+1>i (F )k
- sm

SFsm

F.
= s17k ﬁ [(Fs,m+1)k - (SEs,m)k]

1-k _Fsm (®) _ gkp®

=S s,(m+1)k smk|*

Fsm—1

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.3.3:k = 2 i¢cin yeni aileicinn =0, t > 0, n+t = 1 olmak iizere

2
Esfzgn+t—1) — FonytFsnie—2 = (1™ (3.2.3.3)

Ispat:C = (f) 1) formunda k-Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve

Tanim 3.2.3.2 kullanilirsa

( Fs,n+t Fs,n+t—1) _ (S 1) (Fs,n+t—1 Fs,n+t—2) = Cn+t-1 (FS,l Fs,o )
Fs,n+t—1 Fs,n+t—2 0 1 Fs,n+t—2 Fs,n+t—3 Fs,l Fs,—l

— Cn+s
olup her iki tarafin determinanti alinirsa

2
(Fs,n+t—1) - Fs,n+th,n+t—2 = (_1)n+t
Fiot FomreFonse—z = (=1 (r = 0 igin)

s2(n+t-1)

esitlikleri elde edilir.
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Teorem 3.2.3.4:F;€,21) i¢in ve Gs(fl) i¢in asagidaki ozellikler saglanir.

iFY =sE? +sFE?  +F? ,, n=45,..

sn—1 sn—3 sn—4"’

XZ

s 2
.Gy =
’ 1-sx—sx°>—x

Ispat: i. Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyelim. n = 2m igin

F® =sr? 4% 4+ F2

s,2m s,2m—1 s,2m-—3 s,2m—4
oldugunu gosterelim.

F@ _ (E;,m)z

s,2m
= Es‘,m(SFs,m—l FT- Fs,m—z)
= SFs,m—lEi,m + Fs,m—ZE;,m
= SFs,m—lF:s‘,m + Fs,m—Z(SFs,m—lFs,m—Z)

2

= SFs,m—lEi,m + SFs.m—ZFs,m—l(Fs,m—Z)
— 2 (2) (2)
= SF i1 T SE o3 + Fom_a

olup benzer sekilde n sayismin tek olmasi durumunu i¢inn = 2m + 1 olmak {izere

FG) o1 =SEa + SES _, + Fa

s,2m+1 s,2m s,2m—2 s,2m-—3

oldugunu gosterelim.
Esggnﬂ = (Fs,m+1)(Es,m)
= Fm(sFsm + Fym-1)
= s(Fsm)® + Fsm-1Fsm
= 5(Fsm)® + Fsm-1(SFsm-1 + Fsm_2)
= S(F:s,m)z + S(Fs,m—l)z + Fsm-1Fsm—2

=sF? +sF® 4+ F®

s,2m s,2m—2 s,2m-—3

olur.
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160 = T00 EO 0
sxGS(i) x)=s Z F;f,zl)_lx”

n=1
s6A w0 = ) R

n=3

oldugunu biliyoruz. Bu esitliklerden
(1= sx =523 = 26w = ) (B = sEGL, = sEE. — F2 )
n=4

= (0+ 0x — 1x2% + sx3) — (s0x + s0x? + sx3 + s0x3)

2

c? — X
St 1 —sx —sx3—x*
olup ispat tamamlanmis olur.
Yukaridaki teoremden
) _ 2 2
Foom+1 = SEom + Foom—1

olup burada n = 2m + 1 in tek say1 olduguna dikkat etmeliyiz. Ayrica
2
E5€23n+1 = FsmFsm+1

= Fm(sEm + Fsm-1)

= S(E;,m)z + Fs,m—lE;,m
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=sF? +F?

s,2m s,2m—1

elde edilir.

Benzer sekilde n = 2m durumunda da

@ 5F£3n—1 + F;(Qn_z +1 , mtekise
O sED L +FD -1, muiftise

bagintis1 elde edilir. Son bagintidan

2

E;Szzn 4 Fs,m+1Fs,m—1 = (_1)m+1
2

E;Szzn = Fs,m+1Fs,m—1 + (_1)m+1

2
F;fzzn = s,m—l(SE;,m + Fs,m—l) o (_1)m+1

2
Esfzzn — SFs,m—lEs‘,m + (Fs,m—l)2 + (_1)m+1

olup, bu durumu m ye gore inceleyelim:
e mtek say1ise
Fygm = SFsm-1Fom + (Fyn-1)? + 1
e m ¢ift say1 ise
Fyom = SFsm-1Fom + (Fyn-1)* = 1

elde edilir.
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3.2.4. k-Fibonacci sayillarimin farkh yeni ailesine ait baz1 6zdeslikler

2 2 .
Teorem 3.2.4.1:2F2) _ + F2 =F, L, dir.

s,2n— S,2n

Ispat: Binet Formiilii’'nden Ly = 2Fg,_1 + F; ,0lmak lizere

ZF(Z) + F(Z) = ZES,nFs,n—l + E;,nE;,n

s,2n—1 s,2n

= s,n(ZFs,n—l + E;,n)

= F:s‘,an,n

olur.

Teorem 3.2.4.2:2F£31_1 +sF? = s.2n dir.

s,2n

- 2 2

Ispat:ZEsfzzl_1 + sEsfzzl =2Fsn 1 Fpn + sk Fp
= F;,n(ZFs,n—l + SE;,n)

= s,n(Fs,n—l + Fs,n—l + SE;,n)

= s,n(Fs,n—l + Fs,n+1)

olup ispat tamamlanir.
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Teorem 3.2.4.3:F2)  —F®  =sF,, = ~o(T)sHF,, dir.

s,2n+2 s,2n—2
. 2 2 2 2
Ispat:F;fngz - E5€231—2 = (Fs,n+1) - (Fs,n—l)

= (Fs,n+1 - Fs,n—l)(Fs,n+1 - Fs,n—l)

=0
olup ispat tamamlanir.
2 2_{Fs,n—1Fs,n+1 +1 , ntekise
T 244:F ) =(F,) = e
corem 3 s.2n ( s,n) Fsn-1Fsny1—1 , n cift ise

ispat:Efn —Fsn1Fsne1 = (=1)n*t (r = 0igin)
Fsz,Zn - Fs,n—lFs,n+1 = (_1)n+1
Fsz,Zn = s,n—lFs,n+1 + (_1)n+1

olup

ED, = (Rn)'

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Fsn-1Fsny1+1 , ntekise
FS,Tl—lFS,TH'l - 1 ) n (;lft lse
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Teorem 3.2.4.5:F %) — Fy . Fy .y = (1" "E2) dir.

S,2n S,2Tr

ispat:([’;,n)z — Fsn—rFsn4r = (_1)n_TP;?r (r = 0igin)
F(Z) —EnrFsner = (_1)71—7"1_7(2)

S,2n S,21T

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4.6:F> + F® = s2n—1 dir.

s,2n s,2n—2

ispat:F>) + F& = (Es,n)z + (Fs,n—l)z

S,2n s,2n-2

= (M)Z + (M) (Binet Formiilii’nden)

r1—T2 -T2
2n—1 2n—1
_n -1
n—n
= s,2n-1

olup ispat tamamlanir.
3.2.5. k-Lucas sayllarimin farkh yeni bir ailesi

Tanim 3.2.5.1:n,s # 0 ve k # 0dogal sayilar olsun. Bu taktirde n = mk + r(0 <

r < k) olacak sekilde m ve r sayilar1 bulunur. Bu parametreleri kullanarak Lg’;)l, k-

Lucas sayilar1

L) = (XrMm+l — ypn Dy (X — Yk (3.2.5.1)

(ry — 1)k
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seklinde tanimlanir.

e k =1 durumu g6z 6niine alindigindan =m+rve 0 <r <1 olup
» n=0igin0=m+rolupm=0,r=0
L) = ﬁ(Xrl —Yr)O(Xr? — YrP) = 2,
» n=1ligcnl=m+rolupm=1,r=0

1Y =2 (Xr2 —Yvr2)°(Xr, — Y1) = 1,

511 r—n

» n=3icn3=m+rolupm=3,r=0
L) = ﬁ(er —Yr)OXrE —Yrd) =52+ 25 + 1,
» n=4icnd=m+rolupm=4,r=0
A =ﬁ(Xr15 —Yr)O(XrE — Y1) = s34+ 252 + 25 + 1,

s,4

elde edilir. Buradan
* 2 s "
{Ls,n} . ={2,1,s+2,s*+2s+1,5> + 25* + 25 + 2}
n=

olur.
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Yeni ailenin k = 2 ve k = 3 i¢in Lucas sayilar1 benzer sekilde

) . 2
{LS'”}n—o ={4,2,1,5 +2,5% + 4s + 4}

4
19} =p4215+2
"In=0
bulunur. k-Lucas sayilarinin Binet Formiilii ve (3.2.5.1) denklemi kullanilarak

L9 = (Lomin) (Lom) ™ m=mk+7r O<r<k) (3.2.5.2)
bagintisini elde ederiz.

Teorem 3.2.5.2: k,m € {1, 2,3, ...} olsun. k, m sabit sayilar1 i¢in k-Lucas sayilarinin

yeni ailesi ile alisilmis Lucas sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir.

k- 1 (k=100 _ - (k-1)
l'Zi=01(_1)lsk ! l( i )Ls,mk+i - (_l)k 1LSrmLS,(m—l)(k—l)

v ok 1(k=1Y i s (K _ k-1
iy i )Sng,,)nkH = Lym(Lsm+2) = Ls,ng,(mJ)rz)(k—n

oo vk-1 .—ir(®)  _ 1-k Ls k k
LY ST g s = S szn—mq[(Ls'm“) — (sLsm)

L
— Sl—k s,m [L(k) _ SL(k)
sm—1

L s.(m+1)k s,mk
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Ispat:

LEEH DT, = CDR R DR () (L) (L)

= (=D)L kz_f (k : 1) (Ls,m+1)i(_5)k_1_i(Ls,m)k_l_i

i=0

k-1

= D L Z (k : 1) (Ls,m+1)i(—SLS'm)k_1_i

i=0
k—
= (—D* 'Lgpm(Lsmsr — SLsm) 1(Binomial Teorem’inden)

= ()" Ly p(Lgmer) "

- k-1 .
= (_1)k 1LS,ng,(m31)(k_1) (T = O lgln)

olur.

iLﬂQGfﬁﬁ%H=ﬁ$mﬂ§@mﬂﬂ%wbi

k-1 . L
=Ls,mZ( i )(SLS'm_l_l)l(Ls'm)k 1=

i=0

[y

= Lgm(SLsms1 + Lsm)*?  (Binomial Teorem’inden)

= Ls,m (Ls,m+2)k_1

— (k-1) o
- LSrmLS,(m+2)(k—1) (r = 0igin)

olur.
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ces k=1 —i7(k -1 —i i k—i
111.21-(2015 ‘Lg',)nkﬂ = f:ols I(Ls,m+1) (Ls,m)
k-1

L ‘ .
_ s;m+1
= () (o)

i=0

L
= Sl_k I = [(Ls,m+1)k - (SLs,m)k]
s,;m—1
= g1k _Lsm (19— 541
Ls,m—l s,(m+1)k s,mk

olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.5.3:k = 2 i¢in yeni aile icinn =0, t = 0, n+t = 1 olmak lizere

2 —_—
Lg,z)(n+t—1) — LynitLlsnit—2 = (D™t 1(2s + 3) (3.2.5.3)
dir.
Ispat:C = (f) 1) formunda k-Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve k-

Lucas sayilarmin tanimindan tanimi kullanilirsa
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( Ls,n+t Ls,n+t—1) _ (S 1) (Ls,n+t—1 Ls,n+t—2) — cntt-1 (LS,l Ls,O )
L

sn+t-1 Ls,n+t—2 0 1 Ls,n+t—2 Ls,n+t—3 Ls,l Ls,—l

olur.

Her iki tarafin determinanti1 alinirsa

2
(Ls,n+t—1) - Ls,n+th,n+t—2 — (_1)n+t—1(25 + 3)

olup
2 - .
Lg,z)(n+t-1) — LyntiLsnie—2 = (=1 7(2s + 3) (r = 0 igin)
esitligi elde edilir.
g@) .. @) .. : ..
Teorem 3.2.5.4:L; ; i¢in ve G, lreteg fonksiyonu igin
L) =sL?  +sLE + L2, n=4,5,..

ii-Gs(,i) _ (2—48)x3+(1-25)x2+(2—45)x+4

1-sx—sx3—x*

dir.

Ispat: i. Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyelim. n = 2m igin

@ _ @ (2) (2)
Ls,Zm - SLS,Zm—l + SLS,Zm—3 + Ls,2m—4
oldugunu gosterelim.
2 _ 2
Ls,Zm - (LS,m)

= Ls,m(SLs,m—l + Ls,m—z)

= SLs,m—lLs,m + Ls,m—ZLs,m
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= SLs,m—lLs,m + Ls,m—Z(SLs,m—lLs,m—Z)

2
= SLs,m—lLs,m + SLs.m—ZLs,m—l(Ls,m—Z)

= sL¥ +sL? +1?

s,2m—1 s,2m—3 s,2m—4

elde edilir.

Benzer sekilde n sayisiin tek olmasi durumunu inceleyelim.n = 2m + 1 i¢in

LY s =sLE) 4L, + L)

s,2m+1 s,2m s,2m—2 s,2m-—3

oldugunu gosterelim.

ng)mﬂ = (Ls,m+1)(Ls,m)

= Lgm(SLgm + Lsm-1)

= 5(Lsm)® + Lym-1Lsm
= 5(Lsm)? + Lsm-1(SLsm-1 + Lsm—2)
= S(Ls,m)2 + S(Ls,m—l)z + Lsm-1Lsm-2

=s1® +s1? +1?

s,2m s,2m-—2 s,2m-—3

olur.

ii. Gs(fl) ) =2r0 Lg,)lx”

sxGS(i) x)=s Z Lg,)l_lx”
n=1

36200 = Y 1
n=3

S0 = ) LG
n=4
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oldugunu biliyoruz. Bu esitliklerden

1@ n
sn—1 sn—3 Ls,n—4)x

(1 —sx—sx3— x4)Gs(§l) x) = Z(ngy)l —sL®_ —s1®
n=4

= (4 + 2x + x% + sx3 + 2x3) — (4sx + 2sx? + sx3 + 4sx3)
=2—-4)x3+(1—-2s)x>+(2—4s)x+ 4

2=-4)x3+(1—-2s)x*+(2—4s)x+ 4
1—sx —sx3—x*

@ _
Gs,n -
olup ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremden

@ @ o

s,2m+1 s,2m s,2m—1
olup burada n = 2m + 1 in tek say1 olduguna dikkat edilmelidir. Buradan

L@

s2m+1l — LgmLsms1

= Ls,m(SLs,m + Ls,m—l)
2

= S(Ls,m) + Ls,m—lLs,m

=s1%) +1%

s,2m s,2m—1

olup benzer sekilde n = 2m durumunda da

@ _ SEsgznq + Fs(ﬁin_z —(2s+3) , mtekise
s2m 2 2 ) )
SESFZLL—l + stzin_z +(@2s+3) , mgiftise

bagintisi elde edilir. Bu bagintiy1 m in durumuna gore inceleyelim.

e m in tek olmasi durumu:
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ng)m - Ls,m+1Ls,m_1 = (—l)m(ZS + 3)
L? = LomirLsmor + (~1)™(2s + 3)
s,2m sm+1tHsm-1
ng)m = LS,m—l(SLs,m + Ls,m—l) + (_1)m(25 +3)

L(Z) = SLs,m—1LS'm + (Ls'm_l)z + (—l)m(ZS + 3)

s,2m
2 _ @ (2)
Ls,Zm - SLS,Zm—l + Ls,2m—2 + (—l)m(ZS + 3)
ng)m = SLgZ)m—l + ng)m—z — (25 +3)

olur.

e m ¢ift say1 olmasi durumu:

12, =sLY)

s,2m s,2m—

VAL, + (254 3)

s,2m—

olur.

3.2.6. k-Lucas sayillarimin farkh yeni ailesine ait baz1 6zdeslikler

Len_ 4L —(2s+3) n tek ise
(2) 2 sm—1bsn+1 ) .
T 3.2.6.1: L = (L =
corem san = (Lsn) {Ls,n—lLs,n+1 + (2s+3) , nciftise .
Ispat: ng)n — Lgpn-1Lsn+1 = (—1)(2s + 3)™ bagintisi kullanilarak

L?S,n = Ls,n—lLs,n+1 + (_1)(25 +3)"

L?S,Zn =Lgn_1Lsns1 + (_1)(25 + 3)"
elde edilir. Buradan

1@ = (1,2 = Lsn-1lsn+r —(@2s+3) , ntekise
s2n o Lop-1Llsn+1 + (25 +3) , nciftise
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olur.

—Lsn—rLsnsr = (2s + 3)(_1)n—r+1F(2) dir.

S,2T1

Teorem 3.2.6.2: L(z)

S,2n

Ispat: L2,, — Ly rLsnsr = (25 + 3)(—1)""+1F2,, bagmtisi kullanilarak

L@

S,2n

— Lon-rLsnsr = (2s +3) (=) T+ EP) (r = 0 i¢in)

S,2Tr

elde edilir.
3.2.7. k-Genellestirilmis Fibonacci sayilari

Bu boliimde genellestirilmis diger k-Fibonacci say1 dizisi, bu dizinin Binet formiilii
ve farkli 6zellikleri incelenmektedir. Genellestirilmis say1 dizileri Gupta, Panwar ve
Sikhwal tarafindan sunulmustur (2012). Yashwant K. Panwar ve Mamta Singh
genellestirilmis k-Fibonacci dizilerinin bazi ilging 06zelliklerini vermektedir. k-
Fibonacci Falcon ve Plaza tarafindan sadece k tamsay1 parametresine bagli kalarak

tanimlanmaktadir.

Tammm 3.2.7.1: Her pozitif gercel k sayisi i¢inF o = 0, F;; = 1 olmak iizere k-
Fibonacci dizisi

Fk,n = ka,Tl—l + Fk'n_z ) n 2 2
bagintisi ile tanimlanir.

Genellestirilmis Fibonacci dizisi Gupta, Panwar ve Sikhwal tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.

Tanim 3.2.7.2:.F, = a,F; = b olmak iizere genellestirilmis Fibonacci dizisi

Fo =pFh 1+ qF,—2, n=2
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olarak tanimlanir.

Eger p=1,q=a=2, b=0 secklinde segilirse Tanim 3.2.7.2 rekiirans
bagmtisinin daha 6zel bir sekli olanU, = 2, U; = 0 baslangi¢ terimleri ile {U,}

seklinde yeni bir bagnt1 tanimlanmaktadir.
UTl = Un—l + ZUTL—Z B n=?2
elde edilir.
Burada tanimlanmig olan bagintilara gore {U,},so dizisinin ilk birka¢ terimi

2,0,4,4,12,20, ... seklindedir. Ayrica elde edilen bu bagintinin Catalan’s, Cassini’s

ve D’ocagnes gibi esitlikleri de sagladig1 goriilmektedir.

Tamm 3.2.7.3:U; o = 2,U; ; = 0 olmak iizere {U, }k-genellestirilmis Fibonacci
dizisi dizisi
Uk,n = kUk,n—l + 2Uk,n—2 , n=?2

olarak tanimlanir.

Bu durumda k-genellestirirlmis Fibonacci dizisinin ilk bir kag¢ terimi

Uk,Z = 4
Uk,3 = 4k
Upa = 4k? + 8

Uk,S = 4k3 + 16k

Ure = 4k* + 24k* + 16

olarak yazilir. Ozel olarak eger k = 1 olarak segilirse genellestirilmis Fibonacci

dizisi elde edilmektedir.
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Tanim 3.2.7.4:k-genellestirilmis Fibonacci sayilarimin
x2—kx—-2=0
karakteristik denklemin kokleri R, veR,olmak {izere

Rt — Ry
Ugn=4—7F"—"--—/— , Ry >R
k,n Rl _ Rz 1 2

Binet Formiilii ile n. k-genellestirilmis Fibonacci sayilaritanimlanir.

Fibonacci sayilar1 i¢in Catalan’s formiilii Belgikali matematik¢i Eugene Charles

Catalan tarafindan tanimlandi (1879).

Tanmm 3.2.7.5: (Catalan’s Formiilii)k-genellestirilmis Fibonacci sayilar1 icin

Catan’s formiili
2 — n-r+lon-ryyj2
Uk,n—r+1Uk,n+r+1 - Uk,n+1 = (=1 2 Uk,r+1

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.2.7.6: (Cassini’s Formiilii)k-genellestirilmis Fibonacci sayilar1 igin

Cassini’s formuli
2 — non+3
Ugn+2Ukn = Ug s = (172

olarak tanimlanir.

Tanmim 3.2.7.7: (D’Ocagne’s Formiilii)

g(R{‘+R{”); ngift, mtek

Uk, 1Uk, - Uk, Uk, 1=
T men —g(R{‘ + RT") ;ntek, mift
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Tanim 3.2.7.8: k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin ardigik iki teriminin limiti

U
lim ( "'"“) =R,
now \ Uen

olarak tanimlanir.

Urete¢ fonksiyonlar lineer homojen denklemler arasindaki iliskiyi ¢ozebilmek igin

iirete¢ fonksiyonu verilmektedir.
Tanim 3.2.7.9:k-genellestirilmis Fibonacci dizisinin katsayilari ile iirete¢ fonksiyonu
arasidaki iliski
U = U+ xUp 1 + x2Up; + x3Up 3 + -+ x"Upp + -
kxUy = kxUy o + kx?Upq + kx3Up, + -+ + kx™ Uy, + -
2x%Uy = 2x%Up o + 2x3Up g + 2x* Uy + -+ + 2X™ 20U + -

U, nin kx ve2x? ile garpilarak elde edilen yeni esitliler aracihig ile asagidaki esitlik

olusturulmaktadir.
(1—kx—2x>)U, =2 — 2xk

U - 2(1 — kx)
71— kx —2x2)

olarak verilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. k-Fibonacci Yeni Aile Dizisinin Periyodik Olusu ve Baz1 Ozellikleri

Bu bolimde Mikkawy ve Sogabe’nin, n ve k # 0 dogal sayilar olmak iizeren =

mk +1r (0 <r <k)igin

(k) _ 1 - (am+2 _ ‘Bm+2)r(am+1 _ ‘Bm+1)k—r

" ()

bagimtis1 ile tanimladiklar1 yeni {Fn(k)} Fibonacci dizisinin periyotlar1 hesaplandi.

Bunun i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi mod p ye gore indirgenip tekrar eden

bir dizi elde edildi. Bu dizi

{Fn(k,p)} il {Fo(k,p)’Fl(k,p)’ ___’Fn(k.p)’ }

seklinde tanimladi. Burada Fn(k'p) = Fn(k) (modp) olup hp ile de {Fn(k'p)} nin en
kiigiik periyodu gosterildi. Bu ise k-Fibonacci yeni aile say1 dizisinin mod p ye gore
periyodu olarak adlandirildi. Ayrica k-Fibonacci yeni aile sayi dizileri, bilinen

Fibonacci dizileri ve bilinen Lucas dizileri arasinda bazi iliskiler elde edildi.

Teorem 4.1.1:{F*P} bir basit periyodik dizidir (Tasyurdu, Cobanoglu, Dilmen

2016).

. k-
Ispat:(F,f’l) " ve (F,f’l +1)T bilinen Fibonacci sayilar1 olmak iizere n = mk + r igin

Tanim 3.2.1.1. den
k-
FP = (ER) (RP,)"

yazilabilir.
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Buradan t = sk + r i¢in {(F,f’l)k_r} basit periyodik bir dizi oldugundan

D = () (R5)

dir.(F,f’l)k ve ( +1) bilinen Fibonacci sayilar1 olmak tizere, Tanim 3.2.1.1den
F&P = (F2)7(F2,,), n=mk+r

elde edilir. (F,f’l)k_r basit periyodik oldugundan

k- k- k- k- k- k-
(Fno) = (EL) () = (Bh) ve(BD) T = (B)
yazilir. Benzer diisiinceyle, ( +1) basit periyodik oldugundan
(E) = (&)

elde edilir. Buradan (F, +2) = (F, +2) ve (F +1) = (F, +1) dir. Dizilerde

periyodik olma kosulundan
(Fm—l)k-T(Fm)T = (Fs—l)k-T(E;)T = Fn(}_(f) = Ft(_kip)

dir. Ayrica bilinen Fibonacci say1 dizileri arasindaki periyodik olma kosulundan

(Fo) " (Fraa)” = (L) (FL,)

elde edilir ve bunun sonucu olarak

(kp) — (kD)
Fn+1 Ft+1

dir. Benzer sekilde Fibonacci say1 dizisi arasindaki
k- k-
(B (Br) = (B (REL)

olup

yazilabilir.
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Sonug olarak,

n+1

(kp) pkp) — pkp)
[?+1 By ==I? ’

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla {FP} basit periyodik dizidir.

Ornek 4.1.2:{F?} ={1,1,1,2,4,6,9,15,25,40,..,} yeni aile dizisinemod 2

uygulayalim:
{Fn(z,z)} ={1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,...,}

elde edilir ve dizinin periyodun h; 5y = 60oldugu goriiliir.

k-Fibonacci yeni aile say1 dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve bilinen Lucas dizileri

arasindaki iliskilerin bazilar1 agagidaki teoremlerde verilmistir:

Teorem 4.1.3:n €{1,2,...} olmak lizere genellestirilmis 3-Fibonacci sayilari

arasmda

(3) 3 - r®
E, .+ K, =E

n 3n+1

esitligi saglanir (Tasyurdu, Cobanoglu, Dilmen 2016).

ispattn =mk +r (0<r<k) icin EP=FfF® =pg*Ip®  oldugu

nk+r

bilinmektedir. k = 3 ve m =n — 1 i¢in
iy = Figriyry = Fae)'(B)? (411
elde edilir ve
FiD = (F)? (Faa1)® = () (4.1.2)

yazilabilir.
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(4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerinden

3 3
ED + ED = (F )Y (E)*+(F,)3

n

= (Fn)z{Fn—l + F,}

= n+1(Fn)2

olup F3(3)_1 + F3(7f) =F%) , elde edilir.

n 3n+

Ornek 4.1.4: Teorem 4.1.3 iin uygulamasi olarak n = 2 almirsa
D4 F® = @
seklindedir. Esitlik (3.2.1.3) denF> = 4, F =8, E = 12 olup
F+ F¥=4+8=12=F

oldugu goriilmektedir.

Teorem 4.1.5:n € {2,3 ...},n = 2k + 1 olmak lizere n sayilar1 i¢in genellestirilmis2-

Fibonacci sayilar1 arasinda

2 2 2 _
F2n+1_F2n+2 + FZn - (_l)n

esitligi saglanir (Tasyurdu, Cobanoglu, Dilmen 2016).

Ispat:k-Fibonacci yeni aile say1 dizileri ile bilinen Fibonacci dizileri arasindaki

2
E? = (F,)?

2
Fz(nlz = (Fnt1)?

F2(72-1 = (Fn)(Fn+1)

esitlikleri vardir.
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Bu esitlikler kullanilarak

Fitn—Fams + By = (B =(Fra1)? + () (Fasr)
= (F)(Fy+Fpy1)—(Fri1)?
= (F) (Frt1) = (Fp1)?

= —[(Fps1)? — (F) (Fpy1)]

= —(=1)"*!
= (-1

olup B2 —EZ + E? = (=1)" elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.6: Teorem 4.1.5 in uygulamasi olarak n = 3 alinirsa
ED_E® 4 F® = (_1)3
seklindedir. Esitlik (3.2.1.3) denF,® = 15, £ = 25, £ = 9olup
ED—F® 4+ F® =15 -25+9

=(-1)?

=-1
oldugu goriilmektedir.

Teorem 4.1.7:k,n € {1,2,...} olmak lizere n sayilar1 ic¢in genellestirilmis k-

Fibonacci sayilar1 arasinda

(k) k) _ o
Fnk+k—1 + Fnk+k - Fnk+k+1

esitligi saglanir (Tasyurdu, Cobanoglu, Dilmen 2016).
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ispat: Esitlik (3.2.1.3) den F%,, | = (E) (Fpe)*™ 2 ve X, = (Fryn)*(Fus2)®
yazilabilir. Buradan
ESOr s + Floe = [ED Frs) T+ [Frsn) (Fa2)”)
= [(F) ' (Fp ) M+ (Fpi)"
= (Fn+1)k_1[(Fn) + (Fn+1)]

= (Fn+1)k_1Fn+2

_ (B
T Fnk+k+1

olup Fé’,f,_l w—1 T Frg‘flk = FTE,’:)Jrk +1 €lde edilir.

Ornek 4.1.8: Teorem 4.1.7 in uygulamasi olarak k = 2, n = 3alinirsa
ED 4 f® = @
seklindedir. Esitlik (3.2.1.3) denF,® = 15, F® = 25, £ = 400lup

E? +F? =15+25=40 = i

oldugu goriilmektedir.
Teorem 4.1.9:F, L, = Fz(i)_l + Fz(ill dir. (Tagyurdu, Cobanoglu, Dilmen 2016).

Ispat: Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bilinen L, = F,_; + F,,, bagmtis1 ve

(3.2.1.6) daki 2, | = Fp,Fy,, esitligi kullamlarak

Fyly = Fy(Fpoq + Fngq)
= FyFpoq + FoFnia

_ (2 (2)
- FZn—l + F2n+1

eldeedilir.
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Ornek 4.1.10: Teorem 4.1.9 un uygulamasi olarak n = 3 alinirsa

Fsly = F2 + B
seklindedir. Esitlik (3.2.1.3) denF.> = 6, F® = 15dir. Ayrica F3 = 3, L3 = 7 olup

F3ly=3-7=6+15=F% + E®

oldugu goriilmektedir.

Teorem 4.1.11:L,L,.q — F_3Fp41 = Fz(ill + Fz(,f)_l + Fz(,f)_3 dir. (Tasyurdu,
Cobanoglu, Dilmen 2016).

Ispat: Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bilinen L, = F,_; + F,,,, iliski ve

esitlik (3.2.1.6) daki F\2), | = F, Fy,q kullanilarak

LpLpyy — FpooFpyq = (Fy + Foop) (Fryq + Fpq) — FpooFgg
= FFp + BF + FoFn + FooFnga
= FyFpy1 + FyFpoq + FppFy
= Fz(rfiq + Fz(rf)—l + Fz(rf)—3

elde edilir.

Ornek 4.1.12: Teorem 4.1.11 in uygulamasi olarak n = 4 alinirsa
LyLs — FoFs = BD + E2 + F®

seklindedir. Esitlik (3.2.1.3) den F\? = 6, £ = 15, F® = 40dir. Ayrical, = 7,
Ls =11, F, =2, Fs = 8 olup

Lils—F,Fs=7-11-2-8 =40+ 15+ 6 = 2 + E® + i*

oldugu goriilmektedir.



90

Teorem 4.1.13:L,F, | = Fz(i)_l + Fz(i)_3 dir. (Tagyurdu, Cobanoglu, Dilmen 2016).

Ispat: Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bilinen L, = F,_; + F,,,, iliski ve

esitlik (3.2.1.6) daki F\2, | = Fy Fyy,q kullanilarak

LpFypq = (Fn + Fn—z)Fn—l
= FyFpoq + Fp2Fnq

_ (2 (2)
- FZn—l + F2n—3

elde edilir.

Ornek 4.1.14: Teorem 4.1.13 iin uygulamasi olarak n = 3 almirsa
ED_E® 4 f@ = (_1)3
olur. Esitlik (3.2.1.3) denF,.? = 6, F\? = 2dir. Ayrica Ly = 4, F, = 2 olup
LiF,=4-2=6+2=F" +F”

oldugu goriilmektedir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada rekiirans iliskileri ile verilen dizileri tanimlamak ve tanimlanan
dizilerinin 6zellikleri arastirildi. Tanimlanan rekiirans iligkili diziler ile Fibonacci
say1 dizisi ve arasindaki baglantiin kurulmasi ve boylece sayilar teorisi ile rekiirens
arasinda farkli bir koprii olusturmus olmasi bakimindan ¢alismanin 6nemini artirmasi
icin ¢alisildi. Kurulacak bu iliski sayesinde, dizilerin 6zellikleri arastirilirken ayni
zamanda Fibonacci sayr dizilerinin ve yeni Fibonacci ailesinin de 0Ozellikleri

hakkinda bilgi sahibi olundu.

n ve k (k # 0) dogal sayilar olmak tizere n = mk + r (0 < r < k) i¢in

(k) _ 1 - (am+2 y ‘Bm+2)r(am+1 _ ‘Bm+1)k—r

")

bagimntis1 ile tanimladiklar1 yeni {Fn(k)} Fiboancci dizisinin periyodik oldugu

gosterildi.Ayrica k-Fibonacci yeni aile sayi dizileri, bilinen Fibonacci dizileri ve

bilinen Lucas dizileri arasindaki bazi iligkiler elde edildi.
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