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SIMGELER LIiSTESI

G(x,t; 1) : Green fonksiyonu

H : Hilbert uzay1
L : Lineer operator
A : Ozdeger

{A4,}., : Ozdegerler ciimlesi

0(2) : Sonsuz kii¢iik degerler
o@® : Sinirlt degerler

W (f,g) : Wronskian Determinanti

y(x,4) :Ozfonksiyon



1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi, matematik, fizik ve mekanigin pek c¢ok alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas
kaynaklar1 ayn1 zamanda lineer cebir ve titresim teorisinin problemleridir. Lineer
cebir problemleri ve titresim problemleri arasindaki benzerliklerin tanimlanmasi ¢ok
eskilere dayanmaktadir. Integral denklemler teorisiyle ilgili yapilan ¢alismalarda bu

benzerliklerden yararlanan ilk bilim adami Hilbert olmustur. Ozellikle I, ve H soyut

Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra Hilbert uzayinda lineer self adjoint operatdrlerin
teorisi hizla gelismeye baslamistir ve ozellikle XIX.-XX. asirlarda bu konularda
calisan bircok matematikgi tarafindan s6z konusu teori oldukga gelistirilerek {ist
seviyelere ulasmistir. Bu ¢alismalarda O6zdegerler, Ozfonksiyonlar, spektral
fonksiyon, normlastirici sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis ve farkh
yontemlerle, veriler yardimiyla asimptotik formiiller bulunmustur. Ayrica spektral
teori i¢cin dnemli yere sahip olan acilim teoremleri ispatlanmistir. Regiiler ve singiiler
olmak iizere iki tiir diferansiyel operator tanimlanmig, bunlarin spektral teorileri
yapilandirilmistir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar1 siirekli fonksiyonlar olan
diferansiyel operatore regiiler, tanim bdlgesi sonsuz veya katsayilart sonlu sayida
siireksiz nokta olan diferansiyel operatdrlere singiilerdir denir. ikinci mertebeden
regliler operatorler igin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak
bilinir. X1X. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel operatorler i¢in sonlu
aralikta regiiler sinir sartlart saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoft tarafindan incelenmistir. Diskret
spektrumuna sahip ve uzaymm tamaminda tanimli operatdrlerin 6zdegerlerinin
dagilimi oOzellikle Kuantum mekaniginde olduk¢a Onem tasimaktadir. Birinci
mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir.
Singiiler operatorler i¢in spektral teori ilk olarak Weyl H. tarafindan incelenmistir.
Daha sonra Riesz F., Von Neumann J., Friedrichs K.O. ve diger matematikgiler

tarafindan simetrik ve self-adjoint operatdrlerin genel spektral teorisi elde edilmistir.



Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasim 1946
yilinda Titchmarsh E.C. tarafindan verilmistir. Dogru ekseninde tanimli azalan veya

artan potansiyelli

d 2
L=——+q(x 11
o TAX) (1.1)
Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagimi formiilii Titchmarsh tarafindan

bulunmustur. Son yillarda bu operatdre bir boyutlu g(x) potansiyelli Schrodinger

operatorii de denir. Singililer diferansiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve
diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde 6nemli yere sahip olan ¢alismalar 1949
yilinda Levitan B.M. tarafindan yapilmigtir. Farkli singiiler durumlarda diferensiyel
operatorlerin ~ spektral  teorisi,  Ozellikle  6zdegerlerin,  6zfonksiyonlarin
asimptotikligine ve 6zfonksiyonlarin tamligina ilskin konular Courant R. , Birman
M. S., Salamyak M. Z., Maslov V. P., Keldish M. V. gibi matematikgiler tarafindan
gelistirilmistir. Bir ters problem, onlar1 iireten siradan faktorlerin bir takim
gdzlemlerinden hesaplama yapma siirecidir. Ornegin bilgisayar tomografisindeki bir
sembolii hesaplamak, seste kaynak aranmasi veya yergekim alaninin 6l¢limlerinden
diinyanin yogunlugunu hesaplamak ters problem diye adlandirilir. Ona ters problem
denir. Cilinkii o, sonuglarla baslar ve sonra da nedenleri hesaplar. Bu nedenlerle
baslayan sonra da sonuclari hesaplayan ileriki problemin tersidir. Ters problem,
bilimde ve matematikte en 6nemli matematiksel problemlerden biridir. Ciinkii onlar
bize direkt olarak gozlemleyemedigimiz parametreler hakkinda bir seyler soyler.
Onlar, optikte, radarda, seslerde, iletisim teorisinde, sinyal siirecinde, ila¢ alaninda,
bilgisayar gosteriminde, cografyada, okyanus biliminde, astronomide, uzak
duyularda, dogal dil siirecinde, makine 6grenmede, tahribatsiz muayene ve bir¢ok
diger alanda genis uygulamaya sahiptir. Ters problem, ¢alisma alani ilk olarak fizik¢i
Viktor Ambartsumian tarafindan kesfedildi ve tanitildi. Viktor Ambartsumian hala
bir 6grenciyken atomik yapilarin teorisi, enerji seviyelerinin degisimi ve Schrodinger
denklemi ve onun oOzellikleri hakkinda yogun bir sekilde calisti. Diferansiyel
denklemlerin 6zdegerleri teorisinde uzmanlastiginda, soyut enerji seviyeleri ve
diferansiyel denklemlerin 6zdegerleri arasindaki agik benzerlige dikkat g¢ekti. O,
‘verilen bir 6zdegerler kiimesinde 6zdegerleri olan denklem formlarini bulmak

mimkiin midir?”  diye sordu. Temel olarak Ambartsumian titresen yaymn



denklemlerini belirlemeyle ilgili olan ters Sturm Liouville problemini inceledi. Bu
calismalar 1929°da Almanya fizik dergisi Zeitschrift fiir physik dergisinde basildi ve
uzun bir zaman belirsizlikte kaldi. Birgok yil sonra bu durumu tanimlarken
Ambartsumian ‘Eger bir gokbilimci bir fizik dergisinde matematiksel konu ile ilgili
bir makale yayinlarsa, o zaman ona olacak en muhtemel sey unutulmaktir.’ dedi.
Buna ragmen ikinci diinya savasinin sonuna dogru 20 yasindaki Ambartsumian
tarafindan yazilan bu makale Isve¢ matematikgiler tarafindan bulundu ve ters
problem hakkinda tiim arastirma alanlar1 i¢in baslangi¢ noktasini sekillendirdi. Tiim
disiplinlerin kurulusu oldu. Son yillarda regiiler ve singiiler Sturm Liouville
operatorleri igin ters problem (Amirov, 2013; Buterin, 2007; Hochstadt et. al., 1978;
Yang, 2012; Freiling and Yurko, 2010) yazarlar tarafindan ¢alisilmaktadir. Simdi de
tezde gegen iz kavramindan bahsedelim. Sonlu boyutlu iz biitiin 6zdegerlerin toplami
olarak tanimlanir. Fakat sonsuz boyutta genellikle adi diferansiyel operatorler sonlu
ize sahip degildir. ilk olarak (Gelfand ve Levitan, 1953) tarafindan Self adjoint
Sturm Liouville diferansiyel denklemi igin bir iz formiilii elde edildi. Daha sonra
(Dikii, 1957; Lax, 1994; Lidskii ve Sadovnichii, 1967; Papanicolaou, 1995) yazarlari
tarafindan izlerle ilgili calismalar yapildi. Son yillarda da Levitan yontemi
kullanilarak (Guliyev,2005) tarafindan kosullar1 spektral parametreye bagli Sturm
Liouville denklemi i¢in iz formiilii hesaplandi. (Adiguzelov et. al., 2001; Yang,
2010) tarafindan Lax P. D. yontemi kullanilarak iz formiilii hesaplandi. Bu tezde de
derleme olarak Gelfand Levitan yontemi kullanilarak hesaplanmis iz formiilii detayl

bir sekilde agiklandi.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tamm 2.1. (Hilbert Uzay1) X, Y,z elemanlarindan olusan herhangi bir ciimle H

olsun ve asagidaki aksiyomlar saglansin:

1. H lineer kompleks uzay

2. Hnin her x,y ikili elamanina karsilik gelen <X, y> kompleks sayisi1 i¢in

) (xy) =(y.x)

O, V) =00 ) +06.y) (%% €H)
<2,X, y) = 1<X, y> (Her A kompleks sayist igin)
(

d) (X, x)>0;(x,X)=0<x=0; (||x||:M)

3.d(x,y)= ||X — y|| metrigi anlaminda H tamdir.

b) (X +X,

4. Her n dogal sayisi i¢in H de n sayida lineer bagimsiz elaman vardir. Yani H
sonsuz boyutludur.

Bu takdirde 1-4 sinir sartlarint saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarini
saglayan uzaya ise Uniter Hilbert uzay1 denir. (Liusternik ve Sobolev, 1961)
Tamim 2.2. (Operator) Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime
operator denir. (Musayev ve Alp, 2000)

Tamim 2.3. (Lineer Operator) E, ve E herhangi iki vektor uzay olsun.
A:E, — E, operatdr doniisimii asagidaki sartlari saglarsa:

) %, % € B, A +X,)=A(x)+A(X,) = Ax, + AX,
i) A(x)=JAx, 1eR

A operatoriine lineerdir denir. (Kolmogorov ve Fomin, 1972)
Tamim 2.4. (Siirekli Operator) A:S(x,0) — S(AX, &) olsun.

|X—XO| <9 ig¢in |AX—AX0| <¢
ise A operatoriine siireklidir denir. (Balci, 1999)

Tamm 2.5. X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X bir L operatériiniin tanim

climlesi olsun. Eger



x| < c||x] (2.1)
olacak sekilde bir C reel sayis1 varsa L operatoriine sinirhidir denir. (Kreyszig, 1978)
Tanmim 2.6. (Adjoint Operator) H, ve H, iki Hilbert uzay ve L:H, — H, smirh
lineer bir operatdr olsun.
Eger L :H, — H, operatdrii (LX,y) :<X, L*y> sartin1 sagliyorsa L operatoriine
L nin adjointi denir. Eger L =L" ise L operatoriine self adjoint operator denir.
(Kreyszig, 1978)
Tamm 2.7. L, D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak tizere

Ly =2y (2.2)
esitligini saglayan y(x) = 0 fonksiyonu mevcut ise 4 sayisina L operatoriiniin

ozdegeri, y fonksiyonuna ise ona karsilik gelen bir 6zfonksiyon denir.
(Kostyuchenko, 1979)

Tamm 2.8. {4,} dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve y(x,,) ler bu dzdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde
b
a, =J'y2(x,ﬂn)dx (2.3)

sayllarina L operatOriinlin normlastiric sayilar1 denir.
Tamim 2.9. (Doniisiim Operatorii) E lineer topolojik uzay, A ve B operatérleri

A:E —> E, B:E — E seklinde tanimli iki lineer operator olsun. E, ve E, ise E

lineer uzayn kapali alt uzaylar1 olmak {izere E lineer uzayin kapal alt uzaylar1 olmak

tizere E uzaymin tamaminda tanimli E, den E, ye doniisiim yapan ve lineer terse

sahip X operatort,
i) X ve X operatdrleri E uzayinda siireklidir
i) AX = XB operator denklemi saglantyor
sartlarin1 sagliyorsa A ve B operatorler ¢ifti icin doniisiim operatorii denir.

(Levitan ve Sargsyan, 1975)



Tamm 2.10. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z, noktasinin &
komsulugunun tiim noktalarinda diferansiyellenebiliyor ise f(z) fonksiyonuna z,
noktasinda analitiktir denir. (Markusheyich, 1977)

Tamim 2.11. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f(z)’ye
tam fonksiyon denir. (Bayraktar, 1994)

Tamm 2.12. Bir f(z) fonksiyonuna karsilik gelen A ve o pozitif sayilar

bulunabiliyorsa, dyle ki r = |Z| — o0 iken

|f(2)] < Ae” (2.4)

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur, a sayilarinin en kii¢tigii

olan r ye ise tam fonksiyonun mertebesi denir.

f(x)

Tanmm 2.13. X — X, iken eger T — 0 ise f(x)=o0(g(x)) ve
g(x

f(x)

sinirli ise

X —> X, iken x, komsulugundaki tiim Xx ’ ler igin |f(x)| £C|g(x)| olacak bigimde
bir c)0 sayis1 varsa X)X, icin f(x)=0(g(x)) olarak gosterilir.
Tamm 2.14. (Parseval Esitligi) H bir Hilbert uzay1 x € H ve (e, ) ortonormal bir dizi

olsun. Bu durumda Parseval esitligi

X =3 [(x.e)f (2:5)
k=1
olarak tanimlanir. (Kreyszig, 1978)

Tamm 2.15. a<t<b olmak iizere L*[a,b] uzay1,

Lz[a,b]z{x(t) :T[x(t)]z dt <oo} (2.6)
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim
(F(0,909)=[ f(x)g(x)dx 2.7)

seklinde tanimlanir. (Kreyszig, 1978)



3. STURM-LIOUVILLE OPERATORU
3.1 Sturm-Liouville Operatorii i¢in Genel Bilgiler

L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli lineer bir operatdr olsun. y # 0 olmak {izere
Ly = Ay esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu A’ ya ise
0zdegeri denir.

Operatorlerin spektral teorisinde sik gz oniine alinan Sturm-Liouville operatori

d 2
L=———+q(x
o T4
seklinde tanimlanir. Burada q(x), [a,b]araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur.

L operatorii i¢in sinir sartlart genellikle agagidaki gibi tanimlanir.
1. tiir sinir sarti: Bunlara ayrik sinir sartlari denir ve

y(a)cosa + y'(a)sina =0

y(b)cos g+ y'(b)sin f=0
seklinde tanimlanir.

2. tiir simir sarti: Bunlar periyodik ve antiperiyodik sinir sartlar1 olarak bilinir ve

sirasi ile
y(a)=-y(b)
y'(a) =-y'(b)

seklinde yazilir.

3. tiir simir sarti: Bunlar uglar1 bagl sinir sartlar olarak bilinir ve
y(@)=y(b)=0 veya y'(a)=y'(b) =0

seklinde tanimlanir.

Ly(x) :—%+q(x)y:/1y (3.1.1)
X

y(@)cosa+y'(a)sina=0

y(b)cos g+ y'(b)sin =0

seklinde tanimlanan (3.1.1)-(3.1.2) siir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

(3.1.2)

problemi olarak bilinir.



p(x), 1(x) ve r(x) fonksiyonlar1 reel ve sonlu [a,b]araliginda siirekli olmak iizere

Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini inceleyelim. p(X) ve r(x),

[a, b] araliginda pozitif fonksiyonlar olmak tizere Sturm-Liouville denkleminin genel

L:—i{p(x)ﬂ}ﬂ(x)y:ﬂr(x)y (a<x<h) (3.1.3)
dx dx

ifadesini gz Oniine alalim. p(x) birinci mertebeden ve p(x)r(x) ikinci mertebeden

stirekli tiireve sahip olacak sekilde

- I(L(();))szx u:(r(x)p(x))%y, 1u=cl

dontigiimleri yapilirsa (3.1.3) denklemi

1810
eI
Q@ .1
QD) r(

q(z) =

Q(2) = (r() p(x)-
olmak iizere
—y'+a(x)y =1y
seklinde yazilir.

Herhangi 4, icin gbz Oniine alinan simir deger probleminin Yy(X,A4,)=0 asikar

olmayan ¢6ziime sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda bu bdliimiin baglangicinda

verilen tanimda (3.1.1)-(3.1.2) siur deger probleminin 6zdegeri A, ve buna karsilik
gelen 6zfonksiyonu da y(X, 4,) olarak tanimlanir.
Lemma 3.1.1. A #A4, farkli 6zdegerlerine karsilik gelen y(x,4) ve y(x,4,)

ozfonksiyonlart ortagonaldir. Yani

[y Ay )k =0 24 %2,

dir.

Ispat. f(x) ve g(x) siirekli ve iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.



Lf = £"(x)—a(x) f (x)
alalim.

) 9(x)
f)" g

Wx{f,g}:‘

olmak iizere bu ifadeyi iki kez kismi intergralini alirsak

TLfg(x)dx:W”(f,g)—WO(f,g)+_T f (x)Lgdx (3.1.4)

denklimini elde ederiz. f(x)=y(x,4) ve g(x)=Yy(x,4,) olsun. (3.1.2) smir
sartlarmdan W, {f,g}=W_{f,g}=0 oldugu kolaylikla gdriilir. Bundan dolay:
(3.1.4) denkleminden

(= 22) [ YO, A)Y(, 2 ) =0

ve dolayisiyla 4, # A, oldugundan Lemma ispatlanmis olur.

Lemma 3.1.2. (3.1.1)- (3.1.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. 4 =u+iv kompleks bir zdeger olsun. q(x) reel degerli bir fonksiyon « ve S

sayilari reel oldugundan dolayr y(X,4,) 6zfonksiyonu A, =4 =uU—Iivsayisina sahip

bir 6zdeger olur. Bu takdirde bir 6nceki Lemma'dan
T 2
[ly(x, ) dx =0
0

elde ederiz ki buradan da y(x,4) =0 oldugu bulunur.
Teorem 3.1.3. Eger q(x), [a, b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve
p(a, ) =sina , ¢,(a,4) =—cosa
baslangi¢ sartlar saglanirsa (3.1.1) denkleminin (a < x<b) araliginda her « igin bir
tek @(x,A) ¢oziimii vardir. Her X €[a,b]sabiti i¢in ¢(x,4) fonksiyonu 1 ya gore

bir tam fonksiyondur.

Ispat. ¢,(x, 1) =sina—(Xx—a)cosa alalim ve n>0igin

2, 2) = 05 (%, A) + [ {a(t) = A}, 4 (t, ) (x—t)alt
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olsun. q siirekli bir fonksiyon oldugundan (a<x<b) i¢in |g(x)|<M elde ederiz.

|/1|S N olsun. O zaman (a<x<b) i¢in |(p0(x,i)|< K olur. Bundan dolayr n=1

igin,
2% 2) = @y (% A) + [{a(t) — Ao, (t, ) (x )t
2.6 2) =@y (. A) = +[ {a(t) — Ao (t, A)(x ~ )t
|1 (%, 2) = 2y (%, )| < [|1(t) = Ao (t, ) [x [t
< j {ac) + Al e, (t, A)|[x—t|dt
s_X[(M +N)K(x—t) :%K(M +N)(x—a)?
n=2 i¢in

2, (%, A) = 2y (%, 2) + [ {a(t) - 2}, (t, ) (x )t

A% 2) = 9y (6, )+ [ {00 — Ay 6 D (x—Dck
ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak

P, (%)= (X, A) = I{Q(t) — At 2) = g (t, D) (x ~t)dt
elde ederiz. Buradan da n> 2 igin

®n (X’ 2’) _¢nfl(xi ﬂ“) = J.{q(t) _ﬂ“} {¢n71(t1 Z’) — P (t’ ﬂ“)}(x _t)dt

0, (% )~ 2,2 (%, ) < (M +N)(b—) [|,,(t,2) — 2, , (t, Al

elde ederiz. Bundan dolayi

X

2, (6 2) = ,(x, A)| < [{la®)|+ |2} {(t 2) -, (t, 2)} [x—tll

a
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S.T(M + N)%K(M +N)(t—a)*(x—t)dx

:%K(M n N)Z(b—a)_!j(t—a)zdx

_KM+ N)?(b—a)(x—a)®
3!

ve genel olarak

K(M +N)"(b—a)"*(x—a)""

|¢n (X' ﬂ')_¢n—1(x’ﬂ“)| < (n +1)|

seklindedir. Dolayistyla

0(%,2) = gy (%, A) + {0, (% 1) = 9y (%, )} (3.15)

n=1
(a<x<b) icin X’e gore diizgiin ve |l| <N igin A ya gore diizglin yakinsak bir
seridir.

n>2igin

o, (6 2) =9, (6 A)+ [{at) - A)e, (&, A)dt

0, () = 9, (%, 2)+ [{000) - 2J, ot At
oldugundan, bu ifadeleri taraf tarafa ¢ikarirsak

0, ()=, (6. 2) = [ (A0 - 2} {216 ) 0,6 )}
olur.

P (%, 2) ={a(x) = A} @4 (X, 2)

(Dr!l,—l(x’ ﬂ“) = {CI(X) - ﬂ“} Pn2 (X1 ﬂ“)

ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak

P (X A) =1 (% A) ={0a(X) = A} {p, 1 (X, A) =, , (X, D)}

elde ederiz. (3.1.5) serisini bir veya iki kez diferansiyellersek

o'002)=3 0] (6 D)=, (%)
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= (01” (X’ ﬂ') - (00” (X1 ﬂ“) + i{¢n” (Xv /1) - (Dn—l” (X! ﬂ“)}

n=2

=(9(x) —M(%(X'ﬂ) +i{¢n_1(x,/1) — Py o (X, /1)}]

={a(x) -4} o(x, 2)
buluruz. Dolayisiyla ¢(x,4), (3.1.1) denklemini saglar. Ayrica ¢,(X,A4)

fonksiyonunun yapist ve (3.1.5) serisinin diizglin yakinsak olmasindan dolay1

o(x,A), A degiskenine gore tam fonksiyondur.

3.2. Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Problemi

Sturm-Liouville problemi i¢in

d’y
Ly(x) =—
y(X) e

+9(X)y =4y (3.2.1)

y(@)cosa + y'(a)sina =0
y(b)cos g+ y'(b)sin =0

sinir deger problemini goz oniine alalim. Burada sina #0ve sin ##0 olmak iizere

(3.2.2)

(3.2.2) sinir sartlarini sirast ile sina ve sin g ifadelerine bolersek

y(@)cota+y'(a)=0

(3.2.3)
y(b)cot S+y'(b) =0
elde ederiz. cota =—h ve cot f=H ile gosterilirse
'(@)—h =0
y'(a)—-hy(a) (3.2.4)

y'(b)+Hy(b)=0
yazilir. Boylece (3.2.3)-(3.2.4) probleminde eger q(X)siirekli reel degerli bir

fonksiyon h ve H reel sayilart da sonlu ise bu probleme Regiiler Sturm-Liouville
Problemi denir. Bu sartlardan herhangi biri bozuldugunda bu probleme Singiiler

Sturm Liouville Problemi denir.
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3.3 Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar icin Asimptotik Formiiller

1. q(x), [0, 7r] araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

Sturm-Liouville problemini

—y"+a(x)y =1y xe[0,7] (3.3.1)
y:(O)—hy(O) =0 (33.2)
y'(m)+Hy(r)=0
g0z Ontine alalim. (3.3.1) denkleminin
»(0,2) =1, ¢'(0,4)=h (3.3.3)

baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii (X, A) ile gosterelim. Ayni1 denklemin
w(0,14)=0, v'(0,4) =1 (3.3.4)
baslangic sartlarini saglayan ¢oziimiinii de w (X, 1) ile gosterelim.

Lemma 3.3.1. A =s?olsun. Bu takdirde

o(X, 1) = cos sx +gsin sx+%_|'sin {s(x—7lq(r)e(r, A)dr (3.3.5)
0
1. 17 .
v (x2) = sinsx+ [sin{s(x—zla(z)y (z, )dz (3.3.6)
0
seklindedir.

Ispat. Oncelikle (3.3.5) esitligini ispatlayalim. ¢(x,4) fonksiyonu (3.1.1)

denklemini sagladig1 i¢in
j sin{s(x—z}a(z)p(z, A)dz = j sin{s(x—}p"(z, A)dz + s j sin{s(x—z}p(r, 2)dz
0 0 0

yazilabilir. Daha sonra sagdaki integralin iki kez kismi integrasyonunu alalim ve

(3.3.3) sartlarin1 goz Oniine alarak

_[Si n{s(x—z}p"(z,A)dr integralini hesaplayalim.
0
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Jx.sin {s(x—zlp"(r,A)dz =
=¢'(x,A)sin{s(x—x)} —¢'(0, A)sin{s(x—0)} + sjcos {s(x—7}¢'(z, )dz

=-hsin x+sJ'cos{s(x—r}(p’(r,/1)dr
0

=—hsinx+s {(D(X, A)cos{s(x—x)} —¢(0, 1) cos{s(x—0)} — sj.sin {s(x—7}o(r,2)d r}

=—hsinsx+ s{go(x,i) —COS SX — sjsin {s(x—7}o(z, /I)dr}
0
bulunur. Boylece

Tsin {s(x—7la(r)e(r, A)dr = _X[sin {s(x—7}p"(r,A)dr + szisin {s(x—7}p(r,A)dr

=—hsinsx+s{p(x, 1) —cossx}— szisin {s(x—t}p(r,A)dz + szjsin {s(x—7lp(r,A)dr

=—hsin sx+se(x, A) — S €0S sX
elde edilir. (3.3.6) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.3.2. s=o+itolsun. Bu durumda 8yle s,>0 vardir ki |s|>s, igin

asagidaki esitlikler saglanir.

p(x,2)=0E"™), w(x2)=0(s| " e") (3.3.7)
p(x, A) =cossx+O(s| ") (3.3.8)
. [t]x
w(x 4) = 20X +0(|e |2) (3.3.9)
S

0<x <7 i¢cin X in ald1g1 tiim degerlerde bu ifadeler saglanir.

2. Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiilleri hesaplayalim.
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(3.3.1)-(3.3.2) Sturm Liouville problemini goz Oniine alalim. Lemma 3.3.1 ve

Lemma 3.3.2 den dolay1

o(x, 1) = cos sx+Esin sx+1Isin {s(x—7}q(r)e(z, A)dr
s S

o(x, 1) =cos sx+O(|s|71 )

seklindedir.

h=o ve H=owolsun. ¢(x,4), (3.3.1) denkleminin (3.3.2) sinir sartlarin1 saglayan
bir ¢oziimii oldugundan bu fonksiyonun 7z noktasindaki degerini (3.3.2) sinir
sartlarinin ikincisinde yazdigimizda 6zdegerleri buluruz. Lemma 3.1.2 den dolay1
O0zdegerler reeldir. Negatif 6zdegerlerin sayisi sonludur. A pozitif sayisi igin
Ims =0 dir. Bu sebeple (3.3.8) formiiliinden

1

@(X, 1) =COSSX + O(ISI

) (3.3.10)

yazilabilir. Daha sonra (3.3.5) ifadesini x ‘ e gore diferansiyelini alip ve (3.3.10)

bagintisini da kullanirsak
@, (X, A) =—ssin sx+hcossx+0(1) (3.3.11)
S

ifadesini elde ederiz. (3.3.2) sinir sartlarinin ikincisinde (3.3.8) ve (3.3.11) ifadelerini

yerlerine yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in asagidaki
—ssin s;z+(h+H)coss;z+O(1) =0 (3.3.12)
S

denklemini elde ederiz.

S nin biiylik degerleri i¢in (3.3.12) denkleminin tam dogal sayilarin komsulugunda
kokleri olmak iizere ¢ozlimlerin varligi agiktir. Buradan 6zdegerlerin sonsuz bir
ciimlesinin var oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiyiik tam n'den
baslayarak her n'nin komsulugunda (3.3.12) denkleminin sadece bir kokiiniin
bulundugunu gosterelim. Bu amagla (3.3.12) denkleminin sol kisminin S'ye gore
diferansiyeli alinirsa

—nscos sz —sinsz—z(h+H)sinsz+0(1) =0
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elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s biiyiikk tam degerleri komsulugunda sifira esit
olmadigini géstermek miimkiindiir.

s, 1le (3.3.12) denkleminin n. kokiinii gosterelim. Sturm'un osilasyon teoreminden ve
(3.3.8) formiiliinden S, icin S nin sifirlarni yalniz tam n ler komsulugunda elde
ederiz. Bu iddianin Sturm’ un teoremine bagli kalmadan bagka bir ifadesini de
soyleyebiliriz.

A =s’ olsun. Bu takdirde dzdegerler

@(m, 2)+He, (7, 2) =wW(A) =0

denkleminin kokleri oldugu i¢in W(A) =w,(s) dir. (3.3.5) ifadesinden dolayr w,(s), s
ye gore tam fonksiyondur. Buna ilaveten (3.3.10) ve (3.3.11) formiillerinden

sinsz =0 i¢in W(A) =w,(s) ifadesinden

W, (s) =—Hssin Sﬂ{l-f-O[lJ} (3.3.13)

s
elde edilir.
S diizleminde R=N +% yaricapli ve merkezi orijinde olan D, dairesini g6z Oniine
alalim. Rouche teoreminden ve (3.3.13) asimptotik formiilinden Dj dairesinin i¢inde

w,(s) fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esit olup bu sayr 2n+2 dir. w(s)

fonksiyonu ¢ift oldugundan onun sadece pozitif sifirlarim1 g6z Oniine almak

yeterlidir. w;(S) nin her pozitif sifirina bir 6zdeger karsilik gelir. Yani N +1 den

kiigtik olan s, 6zdegerinin sayist N +1 olacaktir. S, i¢in asimptotik formiil asagidaki
gibi olur.

s, =Nn+0(1) (3.3.14)
s, =N+0, olsun. O zaman (2.3.12) denklemini
nsin g,z +0(1) = 0seklinde olur. Buradan sind, 7 = o(%) yani o, = o(%) olur. Buna
gore (3.3.12) denkleminin koklerini biiyiik n ler igin

S, = n+o(%) (3.3.15)
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elde ederiz.

Eger (3.1.1) denkleminde qg(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahipse (3.3.15) formiili

yeteri kadar diizgiin sayilir. Sayet (3.3.5) esitliginin x gore tiirevini alip daha sonra

p(x,A) ve ¢/(x,A) ifadelerinin (3.3.2) smir sartlarmin ikincisinde kullamp birkag

doniisiim yaparsak
T H .
A=h+H +I{cos ST+—sin Sr}q(r)go(r,/’t)dr
S
0

hH

B = —+T{sin Sr+i}q(r)(p(z’,/1)dz'
s 1 s

olacak sekilde
(—=s+B)sinsz+ Acossz =0 (3.3.16)

ifadesini elde ederiz. (3.3.10) ifadesinden dolayr Ave B igin

A=h+H +qu(f)dr+1jq(r)coszsrdr+0(1)
29 29 s

B=2[q(r)sin2srdr+0()
21 s

olur. Hipotezimizden dolay1 q(x) potansiyel fonksiyonu sinirli tiireve sahip oldugu

icin kismi integral alinirsa

Iq(r)cosZSrdr:O(lj, J.q(r)sin 287dr=0(1j
0 s) o s
olur. Dolayisiyla A ve B ifadeleri i¢in

A=h+H +hl+O(%) hl=%ifq(r)dr

B=0()
S
elde edilir. Bu sebeple (3.3.16) denklemini
1
h+H+h + O(j
S

tansz = 1
S +O(§)
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seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar s, =n+0, almirsa

L L EY
zn n

olmak lzere

tan 71-5n = M+O(ij

n n?

elde edilir ve

1 17
c=;(h+H+§_([q(r)er

olmak lizere

s =n +3+o(i2] (3.3.17)
n n
elde ederiz. q(x)eC?(0,7) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik

formiil buluruz. ¢, sabit olmak {izere

+_3+o(i4j (3.3.18)

olur.

Simdi (3.3.17) formiilinden faydalanarak ¢(X,A,)=¢,(X) Ozfonksiyonlar: igin
asimptotik formiil bulalim. Bunun i¢in (3.3.5) esitliginde ¢(x,4) yerine (3.3.10)

ifadesini yazarsak

o(x, 1) = cos sx+nsin sx+1J'sin {s(x—1}cos 3rq(r)dr+0(%j
S S S

Si”SXiq(r)dHo(ij

2s 7 s?

elde edilir. (3.3.17) formiiliinde s i¢in her yerde s, alinirsa

h .
= COS SX+—SIN SX+
S

P(X) =—Cx+ h+%iq(r)dr

olmak tizere
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qo(x,)tn):gon(x):cosnx—%sin nx+%sin nx+s nx_[q( )dr+0( L j
cosnx+&sm nx+0(%j
n

elde ederiz. ¢, (x) normlastirilmis Ozfonksiyonlarmin asimptotik formiillerini

bulmak i¢in

]E Z(x)dx _[cos nxdx+—_[,6(x)sm2nxdx+0( 1)

0

integralini goz oniine alalim. S(X) fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan
T . 1
Iﬂ(x) sin2nxdx =0 (—]
n
0

dir. Bundan dolay1 a’ = 7.0 (n_lzj ve dolayisiyla

2ol

olur. Boylece normlu 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiil

v, (X) :aigon(x) :\/%{cos nx+@sin nx}+0£%j (3.3.19)

seklinde olur.
3. Simdi h=w, H=#o0 oldugu durumu inceleyelim. (3.3.2) smir sartlarinin
birincisinde

y(0)=0 (3.3.20)
oldugunu kabul edelim. (X, A) fonksiyonu (3.3.20) sartin1 saglar. Bundan dolay1
arastirdigimiz durum igin (3.3.2) smur sartlarinin ikincisinde (X, 4) fonksiyonunu

yazarak Ozdegerlerini arastirabiliriz. (3.3.6) ifadesinin x’ e gore diferansiyelini

alirsak
v, (X, A) = COS SX + _[cos {s(x=2)}a(r)y(r, )dr
0

elde ederiz. Bundan dolayi (3.3.2) sinir sartlarinin ikincisinden
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COS ST + TCOS{S(%’ —74q(z)y (z, A)dz

_ ) (3.3.21)
+H {SmSS” +%J.Sin {s(z—ta(@)y(z, l)dr} =0
0
elde ederiz. (3.3.9) ifadesinden dolay1 (3.3.21) den
cos s;z+£jcos{s(7z—r}sin stq(zr)dr + SISz, O(iz] =0 (3.3.22)
S S S

bulunur. q(x) sinirli tiireve sahip oldugundan

_[q(r) cos{s(yz—r}sin stdz = (X, A1) =cos SﬁISin st cosszq(zr)dz +sin Srjsin2 stdr
0 0 0

sinsz ¢ 1
s !q(r)dr+0(gj

olur. Bundan dolay1 (3.3.22) esitliginden

cossn+s'”s”{H +qu(r)dr}+0(%j=0055ﬁ+ H, 2057 +o(izj= 0 (3.3.23)
S 2 S s 5
olur.
S, = n+%+5n olsun. O zaman (3.3.23) ifadesinden
. —Y
rea)
i n+

2

olmak tzere

cot(n+1+5nj7r:—tan5n7z:— Hll +O(ij
2 n+3

olur ve
H =H +qu(r)dr
1 2 )

olmak tzere
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elde ederiz.
Simdi (3.3.6) da s, degerini yerlestirirsek (X, 4,)=v,(X) Ozfonksiyonlar1 i¢in
asagidaki asimptotik formiilii

v, (x):isin n+1 x+0 S
" 1 2 n?
n+E

elde ederiz. ;' normlastirilmis katsayilar1 igin

L Er et

formiiliinii elde ederiz. Bundan dolay1 bu durum igin v, (X) :(ijt//n(x) normlu
a

n

vn(x)z\/%sin(n+%jx+o(%j (3.3.24)

4. Son olarak h=o0w ve H =00 durumunu arastiralim. (3.3.2) smir sartlarinda

6zfonksiyonlari

seklinde olur.

y(0) = y(r) =0o0ldugunu soyleyebiliriz ve bundan dolay1 w(X,A) fonksiyonu o6zel
olarak w(x,A) =0 sartin1 saglamalidir. (3.3.6) ifadesinden

sinsz+ ,TSin {S(ﬂ' — T}q(T)l//(T, A)dz =0
0
ya da
sin m{l{fcos stq(7)w (7, /l)dr} —CO0S Snjisin stq(7)w(r,A)dz =0
0 0
seklinde elde edilir. (3.3.9) ifadesinden dolay1 ( q(x) sinirl)

sin Sﬂ—iCOS Sﬂjq(r)dr+0(%j —sinsz—Z cos S7Z+O(i2) =0 (3.3.25)
2s 5 s S s
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elde ederiz. Bu denklem (3.3.12) denklemi ile aynidir. Bundan dolay1 (3.3.25)

denkleminin s kokleri o :[Zij _[ g(r)dz olmak iizere
4 0
o, 1
s,=n+—+0| = (3.3.26)
n n

seklindedir.

(3.3.6) da s, nin degerini yerine yazarsak w(x,4,) =, (X) dzfonksiyonlari i¢in
sin nx 1
v, () = +0 (Tj
n n
asimptotik formiiliinii elde ederiz. @, normlagtirilmis katsayilari igin
L Bl
a, \rx n
1

formiilinii elde ederiz. Bundan dolayr Vv, (X) :(—j w,(X) normlastirilmis

a,

V. (X) :\/%sin nx+0(%) (3.3.27)

ozfonksiyonlari

olur.
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3.4 Sturm-Liouville Operatorii icin Diizenlestirilmis iz’in Hesab1

1. y'+y(A-q(x))=0 xe[0,7] (3.4.1)

y'(0,4)—hy(0,4) =0

y'(z,A)+Hy(r,2)=0 (3.4.2)

sinir deger problemini diisiinelim. Burada q(x)eC?(0,7) ve h ve H sonlu reel

sayilardir. Ay, 4, 4,,4,... ile bu problemin 6zdegerlerini gosterelim. (3.3) te
gosterildigi gibi yeterince biiyiik n ler i¢in

o = n+%+0(%} (3.4.3)

asimptotik formiilii elde edilmisti. Burada

c:z(h+H +3jq(x)dx] (3.4.49)
T 2
bicimindedir. (3.4.3) esitliginden her iki tarafinin karesi alinirsa
2
/In:n2+c+c—2+0(i3j:n2+c+0(i2j (3.4.5)
4n n n
elde edilir. Buradan
> (4, —n*—c)<oo (3.4.6)

n=0
yazilir. (3.4.6) serisine Sturm-Liouville operatorii i¢in diizenlestirilmis iz denir.
2. o(x,4) ile ¢0,4)=1 ¢ (0,4)=h baslangic sartlarmn1 saglayan (3.4.1)
denkleminin ¢6ziimiinii gosterelim. O zaman A, O6zdegerleri ¢(7,A)+Hep(r, )
tam analitik fonksiyonlarimin kokleridir. Boylece

@ (7, A)+Hep(r, A1) = AD(A) (3.4.7)
acilimina sahiptir. Burada A bir sabit ve

D(A) = ﬁ[l-%j (3.4.8)

n

seklindedir.

A=—u negatifleri icin (3.4.7) nin her iki tarafinin asimptotik davranisini

inceleyelim.
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(348) de A=-u yazilirsa, sinz= ZH(
1 I

siniz
] ——=sinhzve

H 0 2
siniz z . .
——=sinhz= I I [1+ ﬁ] ifadelerinden yararlanirsa
Nz

i n=1
11 1+ |
v} A, )sinh 1

O(—u) = f!(1+ ﬂﬁn] = (1+ %j

ﬁ(1+'téj TNH
n=1 n
sinh
=¢,(4 +u)‘P(u)—ﬁ (3.4.9)
AP
elde edilir. Burada
1 24
c=—1|1— (3.4.10)
=517
ve
i n—A4
Y(u)= 1- mn 3.4.11
(1) H[ /anj ( )

seklindedir. Gergekten de;

f2) (ogls)s)-

lj(nj (1+u)[1+2‘j(1+/9’j...

esitligi yazilabilir. Bu ifadeler biraz daha diizenlenirse
n=1 ﬂ“n _ /11 12 ﬂ?
- Y7, 4+ u )\ 9+ u
1+ = I+ pu)| —— || —— |-
() ennf)057)

(2] )t |2
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elde edilir. Buradan :—H— ve W(u)= H[l— ”j elde edilir.
na A n=1 u+n

upozitif sayilarn i¢in W(x) fonksiyonunun asimptotik davranisini elde etmeye

calisalim. (3.4.11) esitliginde her iki tarafin dogal logaritmasi alinirsa yani;

In(¥(u)) = '”[13(1‘ /J+: : J]

olursa ve In(ab)=Ina+Inb den yararlanilirsa

o () S35

Lu+n
seklini alir. Burada
+ 3 K
Inl 1+ _M = i DD (n*- Zl A seklindedir.
L+N? = k ,u+n o K u+n2

k
n’ —
( }LZ”J elde edilir. Simdi teoremin  ispatinda

kullanacagimiz bir Lemmay1 ve ispatini verelim.

Lemma 3.4.1 Eger ‘n -

\n k
Z(Mn) <3 ; (3.4.11)

esitsizligi vardir.

Ispat. Gergekten de ‘n —

k
n* 4

>

= (u+n?)

“Z

'—:8
v
/—\
= o
~—x

°° Toodx
ﬂ"‘n) '([(,U"‘X) '([(1+X2)k
7,

O pf (1+
y7i
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2
seklini alir. Burada X _¢ doniisimii yapilirsa ﬁdx = 2tdt elde edilir. Bu ifadeler
U

yerine yazilirsa

olur.

C.opoodt ..
Simdi biz | ——— integralini hesaplayalim.
-([ (L+t*)*

integralinden

X i 2n—3]1~ dx

= — —+ =
1+x2)"  (2n-2)1+x3)",  2n-23 @+x3)™?

0

Burada _[ dx
o (

yararlanilirsa

m(i A", 8 a a N +j dx
¢ (L+t?)7 ave (2n-2)(L+a®)™? Qn—aa+aﬁ”1'“ < 1+ %2

yazilir. Buradan

lim (arctan X| ) arctan o =% bulunur. Denklemde yerine yazilirsa

a—w

a.k

Kk—

r* -4

n

? (u+n?)"

Z

<
2

1
2
esitsizligini almis oluruz. Bununla Lemma’nin ispat1 yapilmis olur. O halde tekrar

toplam ifadesine doniiliirse;

o o k 3
T a T T a s
I8 I3 ZA SR _of 3.4.12
2 1 2 k+g 2 — [ /J ] (/I’l J ( )
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oldugunu gosterelim.

k
. . e e . o . . ([ a ..
yani IImf limitinin sonlu oldugunu gosterehm.Z(—] serisi
s> k=0\ M
3
2

geometrik bir seri olup |— a1 oldugundan bu limitin sonucu sonludur.

Buna ilaveten

+CZ

~ u+n® o u+n’ S u+n’
e 1 1 © 1 © n2
—¢c +=3 (A, —n°=C)==> (4, —n°—c) (3.4.13)
nZ;ﬂJrnz ,Ung' ,ung‘ L+N

yazilabilir. sup,, ( -n —C) nz‘ < oo oldugu i¢in

IS, -n -1 :o[/[zsj (3.4.14)

Hna H+nNn
yazilabilir. Gergekten de (3.4.12) ve (3.4.14) yardimiyla

Z(}L —n®—c)n? ! .
. 2 2 1 n=1 n
> (4, -n’=c)n > pd+—)

.1~ ML+N .1

lim - =lim= -

'“_)wlLl ﬂ7 ,u—)ooﬂ lu?

=lim—> (4, -n’-c) <o
U0 > 1 n
H 1+-)
elde edilir. (3.4.14) ve (3.4.12) den
1& >3
n(¥(w)= Z e — Z(}tn—nz—c)+0[,u2J (3.4.15)
y 2o

yazilabilir. Bilindigi gibi
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seklindeydi.
O halde

=3
|ny/(y):c—ﬂ+l(sl—ﬂo+lcj+0(,u2] (3.4.16)
2Ju n 2
halini alir. Burada

s, :i(/ln—nz—c)@o

n=0

seklindedir. Sonug olarak

v (1) =exp{;—”\/;+%(si — +%CJ+O(£]}

halini alir. Burada da iistel fonksiyonun seri agilimindan faydalanilirsa

22 -3
=1+C—7T+1 sl—ﬂo+1c+C” +0O| pu? (3.4.17)
2y U 2 8
elde edilir. (3.4.17) den
1 m 1 1 1 c*n 1
O(—p) =—rce™™ +=Cr+—|S,+=C+ +0| — 3.4.18
(C1)=-—c {ﬁzﬁﬂ[ﬂz 8} (ﬂj} (3.4.18)

elde edilir.

3. Liouville integral denklemini kullanarak A =—g sayilari igin

Ho(z,A)+@, (7,4)  fonksiyonunun  asimptotik  davranigmi  inceleyelim.

Hesaplamay1 kolaylastirmak igin h=0 ve jq (x)dx =0 alalim. (3.3.5) formiiliinden
0

ve cosh(—ux) = cosh\[ux ifadesinden

yararlanilirsa
(X, —11) = cosh \/;x+ﬁ Jsinh {Jz(x-la®e(t, -t

seklinde yazilabilir. (3.3.8) den yararlanilirsa

o7, —p) = %e”ﬁ {1+ %Isinh {ﬁ(n —t)}q(t) cosh ﬁtdt +0 (%)}
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_Llei {1+o(1j} (3.4.19)
2 7

elde edilir. Ayni sekilde X’ e gore tiirev alinirsa
0, (=) = Jpsin Jux+ [cosh { [ (x =) [a@)p(t, ~p2)clt
0
elde edilir. x=7 yazilirsa

NCEE \/ZSin \f;n + J.cosh {\/;(7[ —t)}q(t) [cosh \/;t
+%Isinh {ﬁ(t —s)}q(s) cosh ﬁsds}dt +O(e” T j

U

:%e” " {\/Z +$[q(0)+q(ﬁ)]+o&j} (3.4.20)

elde edilir. O halde

Ho(r,A)+¢, (r,1) = %e”ﬁ {JZ +H +$[q(0) +q(z)]+ o(%]} (3.4.21)

yazilir. A= 7 Yazilirsa (3.4.18) ve (3.4.21) den

G

1 1 cr 1 1 cn 1
H+m[q(o)+q(”)]+o(;]:7ﬁ(%+§C+ g J+O(;j

yazilir. Burada 1 katsayilarini esitlersek ve (3.4.4) esitligini dikkate alirsak

NP
H2

1 H
s, =100 +a(m)]-— -

elde edilir.
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4. INTEGRAL DENKLEMLERI METODU ile ACILIM TEOREMININ
ISPATI

L Yy +{A-a()}y = f(x) (4.1)
y(0,4)cosa + y'(0, l)sif\a =0 4.2)
y(z,A)cos B+ Y (7, A)sin f=0

siir deger problemini diisiinelim. Burada f(x) siirekli bir fonksiyondur. A sabit bir

kompleks sayr olsun. u(x,A) ile u(0,A4)=sina ,u’(0,4)=—cosa baslangi¢

sartlarim1  saglayan  (3.2.1)  denkleminin  ¢Oziimiinii,  v(x,A)ile  de

V(z,A)=sing ,V'(x,A)=—cosf baslangic sartlarmi saglayan ayni denklemin

¢Oziimiinii gésterelim.

Eger u(x,4) ve v(x,4) lineer bagimsiz ise yani u(x,A) (3.2.1)-(3.2.2) probleminin

0zfonksiyonu degilse o zaman Wronskian determinanti sifirdan farklidir.Yani

u v

W {u,v} = w

=0

!

seklindedir.

Tersine baz1 A lar i¢cin Wronskian determinant1 0 ise o zaman U =cVv seklidedir ve
buradan u(x, A) bir 6zfonksiyondur. Boylece (3.2.1)-(3.2.2) probleminin 6zdegerleri
Wronskian determinantiyla baglantilidir. Sturm-Liouville denklemindeki birinci
mertebeden tiirevin katsayist 0 oldugu i¢in Wronskian X’ e bagimli degildir. Yani

w {u,v} =W(A) seklindedir. Simdi Green fonksiyonu olarak adlandirilan

LU(X,@)V(‘:,&), x<t
w(A4)
G(xt4)= 1
——u(t,A)v(x,4), x>t
w(A)
fonksiyonunu tanimlayalim.Bu fonksiyon x’ e ve t’ ye gore simetriktir ve A reel

sayilari i¢in reeldir. Biz

y(x,A) = ][.G(x,t;ﬂ,)f (t)dt (4.3)
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fonksiyonunun (4.1)-(4.2) smir deger probleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim.
Burada  Leibnitz =~ formiilin  den  faydalanacagiz.  Leibnitz  formiilii

g A0
di( J f(x,t)dt] — F(x SONA ()~ T (xa(a(0+ | ST éxx’t»dt
a(x) 2 %)
seklindeydi.
1
w(A)

y(x,A) = {v(x, i)iu(t, A) f(t)dt +u(x, A)Tv(t, A)f (t)dt} 4.9

seklinde yazilabilir. Leibnitz formiiliinden

y'(x,4) = ﬁ{v(x, Au(x, 4) f(x)+ iv’(x, Au(t, A) T (@)dt —v(x, Au(x, ) f(x) + ju'(x, AV, ) f (t)dt}
y(X A) = ﬁ{iv’(x, A)u(t, A) f (t)dt +Iu'(x, AVt A) | (t)dt}

elde edilir. Benzer mantikla ikinci tirevinden de

y'(x,A) = ﬁ{v’(x, Au(x, 4) f(x)+ Jx'v"(x, AL, A) f(t)dt—u'(x, A)v(x, 2) f(X) + ju”(x, AVt A) f (t)dt}

w(A) =u(v, A)V'(x, 1) —u'(v, A)v(x, A1) oldugundan ve u(x,4), V(X,A1)
ozfonksiyonlar1 (3.1.1) denklemini sagladigindan dolay1
f () (V'(x, ADu(x, A1) —u'(x, A)v(x, 1))+

V(6 A) = 0% ;
W(A) | [vx, A)(@(x) - A)u(t, 2) F @)dt+ [u(x, A)(@(x) - v(t, ) f ()t

elde edilir. Buradan

y'(x,A) = i{ f (X)w(A) +(q(x)—A) Uv(x, Au(t, A) f (t)dt + Tu(x, v, ) f (t)dtj}
W(ﬂ’) 0 X

elde edilir. Buradan da
y'(x,2) =[a(¥) —A]y(x, A)+ f(x)  yani;
y" (X, /1)+[/1—q(x)] y(x,A) = f(x) elde edilir. (4.3) fonksiyonunun (4.2) sinir

sartlarini sagladigi kolaylikla gosterilebilir. 1. sart1 sagladigin1 gosterelim.
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u(0,4) =sina ,u’(0,4) =—cosa sartlarin1 gz oniine alirsak

1 0 V.4
y(0,2) = W{V(O' ) ! u(t, A) f ()dt +u(0, 2) ! v(t, A) f (t)dt}

sina

o) {u(o 2) j v(t, A) f (t)dt} j (t, A) f (t)dt

elde edilir.
y'(0,2) = (L{Tv'(o, A)u(t, A) f (Dt + Tu'(o, AN A) § (t)dt}

COS

{u (0, 1) j v(t, 2) f (t)} j (t, A) f (H)dt

w(4)

elde edilir. Bu fonksiyonlar (4.2) nin birinci sartinda yerine yazilirsa

(S'”“ e, A)f(t)dtjcos [COS“ [ut. z)f(t)dthma 0

oldugu goriiliir. Benzer sekilde ikinci sartta kolaylikla gosterilebilir.

Boylece 4, (3.2.1)-(3.2.2) homojen problemin bir 6zdegeri degilse o zaman (4.1)-
(4.2) homojen olmayan sistemi herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in ¢éziime sahiptir.
Coziimii de (4.3) te verilmistir. Tersine 4 homojen problemin 6zdegeri ise o zaman
(4.1)-(4.2) homojen olmayan sistemi ¢oziilemez.

Eger A, homojen problemin 6zdegeri degilse o zaman (4.1)-(4.2) sistemi tek bir
¢coziime sahiptir. Gergekten de homojen olmayan problemin iki ¢oziimiiniin farki
acikca homojen problemin bir 6zfonksiyonudur.

A =0sayisinin bir 6zdeger olmadigini farzedelim. x sayisini segelim ve

Y +{(A+1)—q(x)}y=0

y(0,4)cosa +y'(0,4)sina =0
y(7z,A)cos B+ Y'(x,A)sin f=0

siir deger problemini diisiinelim. Bu sistemin 6zfonksiyonlari (3.2.1)-(3.2.2) sistemi

ile aymidir. G (X,t; O) =G (X,t) olarak alalim. O zaman
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y(X) :]EG(x,t)f (t)dt (4.5)

fonksiyonu (4.2) sinir kosullarin1 saglayan y"—q(x)y = f(x) denkleminin bir
¢oziimidir. y"—q(x)y = f(x)— Ay formiiliinii tekrar yazalim. (4.1)-(4.2) sisteminin

y+ ATG(x,t) y(t)dt = TG(x,t) f (t)dt = g(x)

integral denklemine denk oldugunu sdyleyebiliriz.

f (x) =0 homojen problemi
y(X) +/1'TG(x,t)y(t)dt =0 (4.6)

integral denklemine denktir.

2. o, A4 Ay, ile (3.2.1)-(3.2.2)probleminin dzdegerlerinin  kiimesini ve
Vy(X),V;(X),...ile de bu sisteme karsilik gelen normallestirilmis &zfonksiyonlari

gosterelim.

() - 3 500

n=0 n
cekirdegini alalim. 3. kisimda elde edilen asimptotik formiillere gore ,H(X,&)

serileri mutlak ve diizgiin yakinsaktir ve boylece H(x,&) ¢ekirdegi siireklidir.

Q) =G(x, )+ 3 ()

n=0 n

cekirdegini ele alalm. Bu ¢ekirdek acikca siirekli ve simetriktir. Integral

denklemlerinden bilindigi gibi her simetrik Q(X,&)#0 cekirdegi en azindan bir

0zfonksiyona sahiptir. Yani
u(x)+ 4 [ QX &)u(£)dé =0 (4.6)

denklemini saglayan u(x) =0 fonksiyonu ve 4, sayisi vardir.
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Boylece Q(x,&) ¢ekirdegi Ozfonksiyona sahip degilse Q(x,£)=0 sonucuna

varilabilir. Yani

G(x &) = iV“(X)V () (4.6)

n=0 n

yazilir. (4.6) denkleminden

Ie(x, WV, () - —%nvn(x)
elde edilir. Boylece

IQ(X,S)Vn (£)dE=0

olur. Yani Q(x,&) ¢ekirdegi (3.2.1)-(3.2.2) smir deger probleminin
ozfonksiyonlarina ortogonaldir.
u(x), (4.6) integral denkleminin bir ¢oziimii olsun. u(x)’ in tim v, (X)’ lere

ortogonal oldugunu gosterecegiz. (4.6) dan

0= [uv, (9dx+ 4 [, {TQ(X,f)U(é)dé}dx

- Tul0y, 090+ 2, u(@) {fQ(x, v, (x)dx}de: = [0, (90
elde edilir. Boylece
0=u()-+ /o | QUL EU(E ~U(X) + 4, [ G(x (S

olur. Yani u(x), (3.2.1)-(3.2.2) smir deger probleminin 6zfonksiyonlaridir. Boylece
u(x), tim v (x)’ lere ortogonal oldugu i¢in u(x)=0 aliriz. Sonug¢ olarak

Q(x, &) =0elde edilir.

Teorem 4.1. (A¢cithm Teoremi) f(X), ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve

(3.2.2) smir kosullarini saglarsa o zaman f(x) fonksiyonu (3.2.1)-(3.2.2) sinir deger
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probleminin 6z fonksiyonlarina gére mutlak ve diizglin yakinsak Fourier serilerine

acilabilir. Burada ,
f(x)= ianvn (x), a, =I f (x)v, (x)dx (4.6)
n=0 0

seklindedir.
Ispat: f”—q(x)f(x)=h(x) denklemini alalim. (4.3) ve (4.6) yardimiyla

(00 =[G ANENE=-30,() [V, =3 av,0  elde el

v, (X) fonksiyonlarinin ortonormal olmasindan

a, :T f (x)v, (x)dx

0

elde edilir.

Teorem 4.2. [0, 7] araliginda karesi integrallenebilir olan her f(x) fonksiyonu i¢in

Parseval esitligi vardir. Yani
[f200dx="a/
0 n=0

seklindedir.
Ispat. Gergekten de

T F2(x)dx=Ya, j F (X, ()dx = > a?

elde edilir.

3. (4.6) formiiliine tekrar donelim. Bu formiiliin sag tarafina resolvent denilir.

Biz (3.2.1)-(3.2.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri olmayan tim A lar igin
resolventin oldugunu biliyoruz.

Simdi biz f(x) fonksiyonunun agilimi bilinirse resolventin Fourier agilimi ile nasil
elde edilebilecegini gosterelim.

(4.6) ile taniml1 y(Xx, A) fonksiyonu (4.2) sinir sartlarini saglar. O halde
V', A)—q(x)y(x,A) =4y ve V'(x,A)—q(x)v(x,A)=Av, yazilabilir. Birinci
esitligi v (x) ikinci esitligide y(X) ile carpip taraf tarafa ¢ikarirsak ve daha sonra

integrallersek
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1Y (x, A) = a()y(x, A)} v, (x)dx

O ey

O =3

v’ 00 -a00v, (0} y(x, A)x @.7)

= —znf y(X, AV, (X)dx = —-2,d, (1)
elde edilir. O
Y(x,A) = i;dn NG00, a, = [ FO0v, (0
olsun. O zaman (4.1) v_e (4.7) den 0
a = ]j{y”(x, A)+[2=a(x)]y(x, D)}V, ()dx =-2,d, (1) + Ad, (1)

elde edilir. Boylece

an

d (1)=
(=52

olur. Sonug olarak resolvent agilimi

0

V(% 2)= 3, ()

n

formuna sahiptir.
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