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OZET
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YENI AILE

Ipek ALTUN
Erzincan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Engin OZKAN

Bu ¢alismada, Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi olan Fn(k) tanim1 verildi. Bu
tanimdan faydalanilarak Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan Lglk) elde edildi. Ayrica
Fn(k) ve Lglk)sayllarl icin gesitli teoremler, ispatlariyla birlikte verildi.

Daha sonra genellestirilmis Lucas polinomlarinin tanimi verildi. Genellestirilmis Q-
matris ile yeni bir matris elde edilerek bunun yardimiyla genellestirilmis Lucas
polinomlarinin elemanlar1 bulundu. Ayrica Lucas polinomlar1 ve bagimtilarinin
genellestirilmis durumlar elde edildi.

Son olarak bu bagintilardan yola ¢ikilarak Fibonacci ve Lucas polinomlarinda yeni
aile ile ilgili teorem ve 6zellikler bulundu.
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We prove some theorems concerning a new family of Fibonacci numbers. We give
some relationship between the family and Fibonacci and Lucas number. Then we
give a new family of k-Lucas numbers and establish some properties of the relation
to the Lucas numbers and the family of Lucas numbers.

Then, we define the Lucas polynomials and find elements of the Lucas polynomial
by aid of the generalized Q-matrix. Also, the Lucas polynomial and their relationship
are generalized in this paper. Therefore, we define a new generalized Fibonacci and
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SIMGELER

Bu caligsmada yer alan bazi1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida verilmistir.

Simgeler
F, n. Fibonacci Sayisi
Ik, n. Lucas Sayist
Ffzk) k-Fibonacci Sayisinin Yeni Ailesinin n. Sayisi
L(Hk) k-Lucas Sayisinin Yeni Ailesinin n. Sayisi
FP k-Fibonacci Sayilarinin Yeni Bir Ailesinin Dizisi
n y
{L(,Ik) } k-Lucas Sayilarinin Yeni Bir Ailesinin Dizisi
F,(x) n. Fibonacci Polinomu
L,(%) n. Lucas Polinomu
Fflk) (%) k-Fibonacci Polinomunun Yeni Ailesinin n. Sayisi

L(,Ik) (x) k-Lucas Polinomunun Yeni Ailesinin n. Sayisi



1. GIRIS

Pisa’li olan Leonardo Fibonacci, Ronesans oncesi Avrupa'nin en Onde gelen
Matematikgilerindendir. Fibonacci i¢in, "Matematik'i Araplar'dan alip, Avrupa'ya

aktaran kisi" denilebilir.

Fibonacci'nin yasami hakkinda matematik yazilar1 disinda pek az sey biliniyor. Ilk ve
en iyi bilinen kitab1 Liber Abaci'nin yazildigi 1202 tarihine bakilirsa, 1170 dolayinda
dogmus olabilecegi saniliyor. Bu yonde pek kanit olmamakla birlikte Italya'nin Pisa
kentinde dogmus olmasi olasilig1 var. Fibonacci heniiz ¢ocuk yastayken, Pisa'li bir
tiiccar olan babasi Guglielmo, Pisal1 tiiccarlarin yasadigi Bugia adli Kuzey Afrika
limanina Konsiil olarak atanir. (Bu liman, simdiki Bejaya'dir ve Cezayir'dedir.)
Babas1 burada ogluna hesap dgretmesi i¢in bir Arap hoca tutar. Fibonacci daha sonra
Liber Abaci'de hocasindan "Dokuz Hint Rakaminin Sanatim1" 6grenirken duydugu

mutlulugu anlatacaktir.

Fibonacci'nin Liber Abaci adli kitabinin yayimlandig: yillarda, Hindu-Arap sayilarini,
Avrupa'da Harzemli Muhammed Bin Musa'nin eserlerinin g¢evirilerini okuyabilmis
bir ka¢ "aydin" disinda kimse bilmiyordu. Fibonacci, kitabinda bu rakamlari
anlatmaya soyle baslar: "Dokuz Hint Rakam1 9 8 76 54 3 2 1 dir . Bu dokuz rakama
"0" isaretinin de eklenmesiyle, her hangi bir say1 yazilabilir. Kitap Avrupa’da egitim
almis insanlar arasinda hizli bir sekilde yayilmistir ve Avrupa’nin miispet bilimde
ilerlemesinde 6nemli etkileri olmustur. Yaymladigi bu kitapta Hint-Arap Sayi

Sistemi'ni tim Avrupa’ya duyurmustur (King, 1963).

Fibonacci’nin 1202°de yazdig: Liber Abaci Kitabinin disinda, “Practica Geometria”(
The Practice of Geometry) (1220), “Flos” (The flower) (1225) ve “Liber
Quadratorum” (The Book of Square Numbers) (1225) Kkitaplart da matematik
alaninda yapmis oldugu diger eserleridir. Bu eserlerin i¢cinde en iinli olan, Fibonacci
sayilariyla Altin Oran’in anlatildig1 “Liber Abaci” adli eseridir. Liber Abaci, 13.yy.
Avrupasinda biiyiik ilgi goriir, ¢ok sayida kopya edilir ve kilisenin yasaklamasina

karsin Arap sayilari Italyan tiiccarlar arasinda yayilir. Kitap Kutsal Roma


http://www.turkcebilgi.com/liber_abaci/ansiklopedi

Imparatoru II. Frederick'in dikkatini ¢eker. Frederick bilime diiskiin bir
imparatordur. Bilim adamlarin1 korur, bu nedenle kendisine Stupor Mudi (Diinya
Harikas1) denilmektedir. 1220 yilinda Fibonacci huzura ¢agrilir. Frederick'in bilim
adamlarindan biri tarafindan simava ¢ekilir. Sonunda Fibonacci goze girer. Yillarca
hem imparatorla, hem de imparatorun dostlariyla yazisir. 1225 yilinda yazdig: Liber
Quadratornum'u  (Kare Sayilarin Kitab1) imparatora ithaf eder. "Diyofan
Denklemleri” ne ayrilan bu kitap Fibonacci'nin bas yapitidir.

Fibonacci, Liber Abacci adli kitabinda tavsan giftligi olan bir arkadasiyla ilgili
oldugunu iddia ettigi bir soru sorar. Bu probleme gore arkadasinin ¢iftligindeki
tavsanlar dogduklar1 ilk iki ay yavru yapamazlar. Ugiincii aydan itibaren her
cift tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek olursa,

herhangi n. ayda ciftlikte toplam kag ¢ift tavsan vardir?

[lk ay yeni dogmus bir ¢ift tavsan olsun. Ikinci ayda bu tavsanlar heniiz
yavrulamadiklar: icin hala bir ¢ift tavsan olacaktir. Ugiincii ay bu tavsanlar bir ¢ift
yavru verecek ve iki ¢ift tavsan olacak. Yeni dogan ¢ift dordiincii ay
yavrulamayacak ancak ana babalar1 yeniden bir ¢ift yavru yapacak ve toplam i ¢ift

tavsan olacak.

Buna gore Fibonacci dizisi soyle tamimlanir. Eger n. aydaki tavsan g¢iftlerinin

sayisini F,, ile gosterirsek, Fibonacci dizisi

Foy2 = Fpy1 + By ) n=1

bagintist ile tanimlanir. Buna goére Fibonacci sayilarinin ilk bir kag tanesi asagida

verilmistir:

1,1, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
610, 987, ...



Bir ayciceginin gobegindeki spiraller incelendiginde, saat yoniindeki spirallerin
sayis1 55, ters yondekilerin sayis1 34 veya 89 dur. Kozalakta bu oran 5 8
olup, bunlar ardisik Fibonacci sayilaridir. Aymi sekilde papatya c¢iceginde de bir

Fibonacci dizisi mevcuttur.

Pascal iiggeni olarak da bilinen Omer Hayyam iicgeni tiim Katsayilar veya terimler

yazilp ¢apraz toplamlar: alindiginda yine Fibonacci dizisi ortaya ¢ikar.

Cam kozalagindaki taneler kozalagin altindaki sabit bir noktadan kozalagin
tepesindeki baska bir sabit noktaya dogru egriler olusturarak cikarlar ve bu taneler
soldan saga ve sagdan sola sayildiginda ¢ikan sayilar, Fibonacci dizisinin ardisik

terimleridir. Ayrica bitkilerin yapraklarinin dizilisinde de Fibonacci dizisi vardir.

Mimar Sinanin da bircok eserinde Fibonacci dizisi goriilmektedir. Ornegin

Siileymaniye ve Selimiye Camileri’nin minarelerinde bu dizi mevcuttur.

Fibonacci sayilari ile Altin Oran arasinda ilging bir iliski vardir. Dizideki ardisik
iki sayinin orani, sayilar biiyiidiikge Altin Oran'a yaklasir.

Altin oran, dogada sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan 6zel
bir orandir. Dogada bir biitiiniin pargalari arasinda gézlemlenen, yiizyillarca sanat ve
mimaride uygulanmis, uyum agisindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik

ve sayisal bir oran bagintisidir.

Bu sayilar arasinda daha pek ¢ok iliski vardir. Fibonacci bu say1 dizilerini aslinda
yeniden kesfetmistir. Bunun nedeni, antik Yunan ve Misirli matematikgilerin
1,618 ya da 0,618 oranim biliyor olmalaridir. Oran, Altin Oranm1 ya da Altin
Ortalama olarak biliniyordu. Bu sayilar miizikte, sanatta, mimaride ve biyolojide
kullanilmigti.  Yunanlilar Altin  Ortalama’yr Parthenon tapmaginin yapiminda

kullanmiglardi. Misirhilar, Altin Oran’t Gize Piramidinin yapiminda kullandilar.



Ressamlarda altin oran1 kullanip g6ze daha giizel goriinen sanat eserleri meydana
getirmisledir. Bu eserler arasinda en iinlii olan1 Leonardo da Vinci’nin “Mona Lisa”

tablosudur. Bu tablonun boyunun enine orani yine altin oran1 verir.

1228'de Fibonacci, Liber Abaci'yi yeniden gozden gecirir ve kitabin bu ikinci
yazilimin1 imparatorun bas bilimcisi Michael Socott'a ithaf eder. Bu tarihten 1240
yilina kadar Fibonacci hakkinda hi¢ bir sey bilinmiyor. 1240'ta Pisa kenti kendisine
kente yaptig1r hizmetlerden dolay1r "20 Pisa Liras1" yillik baglar. Bundan sonra
Matematik¢imiz ne kadar yasadi, o da bilinmiyor. 19. yiizyilda Pisa’da Fibonacci
heykeli yapilarak buraya dikilmistir. Heykel bugiin Camposanto’nun bati galerisinde

ve Piazza dei Miracoli tarihi mezarliginda bulunmaktadir (King, 1963).

Son yillarda Fibonacci sayilar ile ilgili bazi ¢alismalar asagida verilmistir:

Akbulak, M. and Bozkurt, D., “On the order-m generalized Fibonacci k-
numbers” isimli ¢aligmalarinda, m basamak genellestirilmis Fibonacci k sayilarini
matris gosterimi ile tanimlamiglardir. Bu matris gosterimini kullanarak m basamak
genellestirilmis Fibonacci k sayilarimin genellestirilmis Binet formiili ve bazi

Ozdeslikleri elde etmislerdir.

Campbell, C. M. and Campbell, P. P., “The Fibonacci length of certain centro-
polyhedral groups” adli ¢aligmalarinda, belirli centro-polihedral gruplarinin
orbitlerini tanimlamislardir. Ayrica bu gruplarin Fibonacci uzunlugunu incelemis ve

baz1 durumlarda uzunluklarin tribonacci dizilerine baglh oldugunu gostermislerdir.

Hoggatt, V. E. Jr., & Marjorie Bicknell, “Generalized Fibonacci polynomials”,
adli ¢alismalarinda, Fibonacci polinomlarimi ve bu polinomlarin Pascal {iggeniyle

iligkilerine yer vermislerdir.



lvie , J., “A General Q-Matrix”, adli ¢alismasinda, genellestirilmis Fibonacci
dizileri i¢in Q-matris formunun genel seklinin tanimini vererek Q-matrisinin bazi

Ozelliklerine yer vermistir.

Kilig, E. and Tasci, D., “Generalized order-k Fibonacci and Lucas humbers” adli
bu c¢aligmalarinda, alisilmis Lucas sayilar1 ve genellestirilmis k basamak Fibonacci
sayilar1 tizerinde durmuslardir. Daha sonra Lucas sayilarinin genellestirilmesi igin
yeni bir tanim vermislerdir. Ayrica genellestirilmis k basamak Fibonacci ve k
basamak Lucas fonksiyonlarini verip bu fonksiyonlar arasinda yeni bagintilar ortaya

¢ikarmiglardir.

Koshy, T., “Fibonacci and Lucas Numbers with Applications” adli kitapta

Fibonacci ve Lucas sayilartyla ilgili ¢cok sayida 6zellige yer verilmistir.

Mikkawy, M. and Sogabe, T., “A new family of k-Fibonacci numbers” adli
caligmalarinda k -Fibonacci sayilarinda yeni aile tanimini vermislerdir. Bu tanima

gore; n ve k (k # 0) dogal sayilar olsun. Bu taktirde n = mk+r (0 = r < k) olacak

sekilde m ve r sayilar1 bulunur. Bu parametreleri kullanarak F';.fk}, genellestirilmis K -

Fibonacci sayilari

Fr':k::' —

i (am+2_ﬁm+2jr(am+1_ﬁm+1jk-r! n = mk +r

55
seklinde ifade edilir. Buradan,

E% = (F )" (F,.)", n=mk+r

bagintist elde edilir. Ayrica bu calismada Fibonacci sayilar1t ve k-Fibonacci

sayilarinda yeni aile ile ilgili baz1 bagintilar vermislerdir.

Ocal, A.A., Tuglu, N. and Altinisik, E., “On the representation of k-generalized
Fibonacci and Lucas numbers” isimli ¢aligmalarinda, k-genellestirilmis Fibonacci
ve Lucas sayilarmi temsil eden bazi gosterimleri vermislerdir. Bu temsiller
yardimiyla, k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiiliinii elde

etmislerdir.



Ozkan, E., Aydin, H. and Dikici, R. “3-step Fibonacci series modulo m”, adli
calismalarinda, 3-adim Fibonacci dizilerinin Wall sayilarina iligkin iki yeni teorem
ispatlamislardir. Bununla birlikte 3-adim Fibonacci dizileriyle ilgili bes varsayim
vermislerdir. Ayrica 5x10° den kii¢iik asal sayilar i¢in bu varsayimlarin bilgisayar

dogrulamasini vermislerdir.

Bu ¢alismanin birinci boliimiinde gerekli 6n bilgiler verilmistir. Fibonacci sayilari,
Lucas sayilari, Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki 6zdeslikler ve genellestirilmis

Fibonacci sayilarina deginilmistir.

Ikinci béliimde, kaynaklar kisminda kullanilan calismalarla ilgili kisa bilgiler
verilmigtir.

Ucgiincii béliimde, k -Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin yeni bir ailesi, genellestirilmis
Fibonacci polinomlarinin tanimlari verilmis ve bunlarla ilgili bazi o6zellikler,

teoremler sunulmustur.

Ddérdiincii boliimde, genellestirilmis Lucas polinomlarinin tanimi verilmistir. Ayrica,
genellestirilmis Q-matris ile yeni bir matris elde edilerek bunun yardimiyla
genellestirilmis Lucas polinomlarinin elemanlari bulunmustur. Ayrica Fibonacci ve

Lucas polinomlarinda yeni aile ile ilgili teorem ve 6zellikler bulunmustur.



2) KURAMSAL TEMELLER

2.1. Fibonacci Sayilari

Tanmm 2.1.1. F, =0, F;, =1ven >0ig¢in,

Friz = Fpy1 + B (2.1)

seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci Sayilar1 adi verilir (Koshy, 2001; Vajda,
1989).

(2.1) den hareketle, F, =0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... eldeedilir.

2.2. Fibonacci Sayilar ile Tlgili Ozdeslikler

Simdi Fibonacci sayilar ile ilgili literatiirde bilinen baz1 6zellikleri verelim:

a)n € Z* igin,
n-1
D EP=FFoy, 22)
s=0

b) n € Z* igin,

n-—1
Z EF - F?2,,  ntekise 2.3)
< ST\ F2, — 1, nciftise’ '

c)n € Z* igin,



7
Jay

Fsz—l =Fp2Fp1 +1, (2.4)

%
I
(=}

d)n € Z* i¢in,

Fn=(CFD"E, (2.5)
(Koshy, 2001; Vajda, 1989).

(2.1) bagintis1 geriye dogru da asagidaki sekilde kullanilabilir. Yani,
Foi=F—-F, Fo=F— F4,

esitliklerinden hareketlen = Oi¢in, F_, =0, 1,-1, 2,-3, 5,-8, 13, ...

elde edilir.

Fibonacci dizisinin indirgeme kurali i¢in karsilik gelen karakteristik denklem
3% — 3 — 1 = 0 olmak iizere, bu denklemin koklerini,

1+v5 15
a= vaeﬁ=T\/_

ile gosterelim.

O halde fark denklemlerinde bu dizinin genel terimi,

(145 (1-v5\"
SERE

bi¢imindedir. Simdi A ve B sabitlerini bulalim.

n =0 i¢in,

F0:A+B:0,



n=11igin

F,=Aa+Bf=1

dir.

Yukaridaki denklem sistemi ¢oziildiigii zaman,

el

bulunur. Béylece Fibonacci sayilari

an_ﬁn

E =
n d—ﬁ

seklinde yazilir. Literatiirde bu formiil Fibonacci sayilari i¢cin “Binet Formiili”

olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2.

o1
Q_10

seklinde tanimlanan matrise Q- matrisi denir (Koshy, 2001).

Teorem 2.1.1. n > 1 olsun. Bu takdirde

an Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

dir (Koshy, 2001).

Ispat: Ispat1 n iizerinden tiimevarimla verelim.

n =1 igin,



=[e )=l ol-0

olup, n =1 igin iddia dogrudur.

n = k igin iddia dogru olsun. O halde,

0k = Fryr  Fy ]
Fe  Frq
dir.
Bu takdirde;
F F, 1 1
k+1 — nkpnl — [Tk+1 k
Q=07 Fy Fk_l][1 0]
n =k +1 igin,

Qk+1 = [ Flev1 + Fi Fk+1]

Fr + Fe—1 Fy
_ [Fr+2 Fk+1]
Frer Fx

olup, ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.1.1. n > 1 olsun. Bu takdirde,

Fpo1 Fagq — Fn2 = (D"
dir (Koshy, 2001).

Ispat: |Q |=(-1) ve |Q™|=(—1)™dir. Teorem 2.1.1°den

|Q™| = F,_; F,..1 — EZ dir.



O halde,
O Fn2 = (_1)71
dir.

2.3. Lucas Sayilari

Tamm 2.1.3. Ly =2, L=1ven =0 ig¢in,

Lptz = Lpyq + Ly

(2.6)

seklinde tanimlanan sayilara Lucas Sayilari ad1 verilir (Koshy, 2001; Vajda, 1989).

(2.6) den hareketle, L, =2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, ...

elde edilir.

2.4. Lucas Sayilari ile Tlgili Ozdeslikler

Simdi Lucas Sayilar ile ilgili literatiirde bilinen baz1 6zellikleri verelim:

a)n € Z* igin,
n-1
L& = LyL,_4 +2,
=0

%)

dir.

b) n € Z* igin,

12 ., —6,
LsLg_q = {LG 1_ 1
n-—1 )

(2.7)

n tek ise
) 2.8
ncift ise (28)
(2.9)
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dir.
d)n € Z* i¢in,

L_,=(D"L,, (2.10)
dir.

(Koshy, 2001; Vajda, 1989).
(2.6) bagmtis1 geriye dogru da asagidaki sekilde kullanilabilir. Yani,
Ly=1L;— Ly, Lo=Lo— L4, . ..

esitliklerinden hareketle n > 0 i¢in,
L,=2-1, 3,—-4, 7,—11, 18,— 29, ...
elde edilir.

Lucas dizisinin indirgeme kurali i¢in karsilik gelen karakteristik denklem
3% — 3 — 1 = 0 olmak iizere, bu denklemin koklerini,

145 1-V5
a= vaeﬁ=7d—

ile gosterelim.

O halde fark denklemlerinde bu dizinin genel terimi,

L_A1+£" 1-v5\"
=a(5) ve ()

bi¢imindedir. Simdi A ve B sabitlerini bulalim.

n =0 igin,

Lo=A+B=2

n =1 i¢in,
Li=Aa+Bf =1
dir.
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Yukaridaki denklem sistemi ¢oziildiigli zaman,
A=1 ve B=1
bulunur.
Boylece Lucas sayilari,
L, =a™+p"
seklinde yazilir. Literatiirde bu formiil Lucas sayilar1 i¢in “Binet Formiilii” olarak

adlandirilir.

2.5. Fibonacci ve Lucas Sayilar1 Arasindaki Ozdeslikler

Fibonacci ve Lucas sayilart i¢cin bircok 6zdeslik cesitli yazarlar tarafindan elde

edilmistir. Bunlardan bazilarini burada hatirlatalim:

o Flu—Fii= Fn

o Li+L541 = 5Fny

o L,, =5E%+2(—1)"

o FEnFy — Fniibnk = (_1)n_ka+k—an
(Koshy, 2001; Vajda, 1989).

2.6. Genellestirilmis Fibonacci Sayilar

Tanim 2.14. Gy, =a,G, =b (a,b € R) ven = 0 igin,
Gniz = Gpia + Gy (2.11)
seklinde tanimlanan sayilara Genellestirilmis Fibonacci Sayilar1 adi verilir (Koshy,

2001; Vajda, 1989).
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(2.11) den
G,=a, b, (a+b), (a+2b), (2a+ 3b), (3a +5b), (5a + 8b),
elde edilir.
Simdi genellestirilmis Fibonacci sayilari ile ilgili literatiirde bilinen bazi1 ozellikleri

ve ispatlarini verelim:

a)n € Z* igin,

2= GnoyGy — GoGy + Gy’

“ 3
iNT
Q
1%,)

dir.

(Koshy, 2001; Vajda, 1989).

n—
@%=Z (Hlao—zﬁam zﬁGH

= GOGl - GOG—I + GIGZ - GlGO + -+ GTl—lGTl - GTl—lGTl—Z

= Gn—lcn - GOG—l = Gn—lGn - GO(Gl - GO)
= Gp_1Gp — GoGy + Gy*

denklemi elde edilir.

b) n € Z* igin,
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Gs Gs_q = {

2 2
Gp-1— G2y,

s=0

dir.
(Koshy, 2001; Vajda, 1989).

Ispat:

(Gn+1 Gn ) — ( Gn Gn—l) (FZ Fl) —
Gn Gn—l Gn—l Gn—z F1 FO

_ (Gz Gl)(FZ Fl)n_l
~\G; Gy/\F, F,

G G

g:l Gnil - Gn+1Gn—1 G%
G G| |F F "1 _
Gi G(l) F'j F-(l) = (GzGo—Gf)U;oﬁz—Plz)n !

= (G2Go—GD) (=)
= (—1)”(612—6260).

Yukarida bulunan sonuglar (2.12)’de yerine yazilirsa,

Gn+lGn—1_G13 = (—1)”(012—0260)

GnGn-1+Gy_1 =Gy = (—1)"(G{—G2G)p)

elde edilir.

GTzl—l - GE1_G(§ + G_1G1 )

n tek ise
ngift ise

(2.12)
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GOG—1+GE1_G(§ = (_1)0(61 - GzGo)

G1Go+GE—Gf = (—1)(G; — G,Gy)

GZnGZn—1+GZZn—1_GZZn = (_1)2n(Glz_GZGO)-

Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

-1

S

GsGs_q = G2_; — G2,+G% — G,G,,  ntekise
0

)
Il

== GTZL—l - Gzl‘l'GlZ r— (Gl+GO)GO
=G2_; — G2, +G? — G,Gy — G¢
= Gi_1 — G2 + G1(G1—Gy) Gy — G§

n-1
Z GS Gs—l = G%—l - Gzl + GlG—l - Gg ) n tek ise
s=0

denklemi elde edilir.
(2.13)¢
Gont1Gon+tGn—Goni1 = (1) H(GE—G,Gy)

(2n +1). terim eklenirse,

n-1
Z GsGs_1=G2_,—G_, , mngiftise
s=0

denklemi elde edilir.

c)n € Z* igin,

(2.13)
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-1
652—1 = Gp2Gp-1—GoG_1 + 631

0

S

S

dir.
(Koshy, 2001; Vajda, 1989).

Ispat: a sikkina benzer olarak elde edilir.
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3.MATERYAL VE YONTEM

3.1. k -Fibonacci Sayilarinin Yeni Bir Ailesi

Tammm 3.1.1. (k -Fibonacci Sayilar1) n ve k (k #0) dogal sayilar olsun. Bu

taktirde n = mk+r (0 < r < k ) olacak sekilde m ve r sayilari bulunur. Bu

parametreleri kullanarak Fn(k), genellestirilmis k-Fibonacci sayilari

1
Fn(k) . — - (am+2_ﬁm+2)r(am+1_ﬁm+1)k—r’ n=mk+r (3_1)

(V5)
seklinde tanimlanir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

k=1 durumu go6z 6niine alindifinda 0 < r < 1 olacagindan r=0 ve m=n

bulunur. Bu durumda
(1) 10
{Fn } = 1{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55)
n=

alisilmig Fibonacci sayilari olan F, elde edilir.

Yeni ailenin k = 2, 3 igin farkli say1 dizileri asagidaki sekildedir:

2) 10
{Fn } =1{1,1,1,2,4,6,9,15, 25,40, 64},
n=0

3) 10
{Fn } =1(1,1,2,4,8,12,18,27,45},
.

Tanim 3.1.1 ve (3.1) denkleminden genellestirilmis k-Fibonacci ve Fibonacci

sayilar arasindaki

E® = (E)FT(Fpe)’, n=mk+r (3.2)

bagintis1 elde edilir.
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Teorem 3.1.1. k,m € {1, 2, 3, ...} olsun. k, m sabit sayilar1 igin genellestirilmis k-

Fibonacci sayilar1 ve alisilmis Fibonacci sayilar arasinda;

i)
k-1 1
i (r) - (k-1)
Z (—D‘( ; )ka+l = (=D FnFon_Da-1y
i=0
i)
k-1 k—1
(k) (k 1) k—
( i )ka+l E F(m+2)(k 1) — (Fm+2)( 1),
i=0
i)
k k k
zF,;,SH = L)~ )] = 2 (Fhye — P,
m-—

esitlikleri bulunur (Mikkawy ve Sogabe 2010).

Ispat: i)

ki(_l)i( il) Fiesi = (=1 IZ( k- ‘( il) (F)® D (Fppyp)?
i=0
= (—1)k—1 .E, Iil(—l)k_l_i (k : 1) (Fm)(k_l_i)(FmH)i
i=0

k—

= 0ty () R (B

i=0

=
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= (_1)k_1 B (Fm+1 - Fm)k_l

= (=D B (Fpo))F !
— - (k-1)
= (D" 'EnF i -1

esitligi saglanir.

i) Benzer yolla,

k-1 k-1
k-1 k—1 . .
( ; )Frglkk)ﬂ = Z ( ; ) (E)*D(F, 1) ((3.2)denkleminden)
i=0 i=0

. . Fm
=S,y = (B () = (22 (5"
= Fp. (Fpy1 + Bt (binomial teoremi kullanilarak)
= Fn. (Fm+2)k_1

=K F((TI:H;))(R 1 (r = 0igin (3.1) denkleminden)

esitligi saglanir.

i) F92,. = ()60 (Fra)! = (222)' (B¢

esitliginden faydalanarak,

k-1
D = Z(F D ()
i=0 =

R‘

-1

( m+1>. (F,)k

I
o

i
k-1

- 3 )

i=0

i



19

= (@J"(%)

Fm

_ k pFma)*=(F)* Fm
= (Fn) [ (Fm)k Fm+1—Fn

= 2 (Fs)* = ()]

elde edilir.

Teorem 3.1.2. k=2 iginyeniailen >0, s > 0 ven +s > 1 oldugunda,

2 —
FZ((7)1+S—1) - F(n+s)F(n+S_2) = (_1)n+s 1

bagintisi elde edilir (Mikkawy ve Sogabe 2010).

Ispat: C = (} (1)) formunda Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve (3.1)

denkleminden

( Fn+s Fn+s—1) =C (Fn+s—1 Fn+s—2) — Cn+s—1 (Fl
Fots—1 Fnys—2 Fays—2  Fnis-3

elde edilir. Her iki tarafin determinanti alinirsa,

Foys Fnys—2 — (Fn+s—1)2 = (_1)n+s

elde edilir.

2
(Fn+s—1)2 = F2((7')l+5—1)

Fo

—_ n+s
F_1> =C
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oldugunu k = 2 ve r = 0 i¢in (3.1) denkleminden elde ederiz.

F(Z)

2(n+s-1) F(n+s)F(n+s—2) = (_1)n+s—1

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.3. Fn(z)ve Gr(lz) iirete¢ fonksiyonu igin,

)EP=F® +F% +F®  n=4,5, ..

1

1-x2—x3-x*"'

i) G\ (x) =

esitlikleri verilebilir (Mikkawy ve Sogabe 2010).

Ispat: i) Oncelikle n sayismin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyecegiz.

@ _ (2 (2 @)
FZm - FZm—l + FZm—3 + E

2m—4

yukaridaki denklemin dogrulugunu gostermek igin,

Fy) = (Fy)? (3.3)
Fz(rr:?+1 = FnFmit (3.4)

esitliklerinden yararlanacagiz. Bu bagmtilar Tanim 3.1.1 den rahatlikla elde
edilebilir.

F2 = (Fp)? =Fp(Fr1+Fm_2)
=Fp_ 1Bt En ok
=Fp 1 Ep+Fm_2(Feq + Fpzy)
= Fpe1Fn+Fp— o Fp_ 1+ (Fp_2)?

— (2 () )
- F2m—1 + F2m—3 + FZm—4'
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Benzer sekilde, n sayisinin tek say1 olmasi durumunu inceleyecegiz. Yani,
@ _ @ (2 (2
F2m+1 - FZm + FZm—Z + FZm—3'
Yukaridaki denklemin dogrulugunu gostermek i¢in sol kismini yazalim.

2
Fz(m)+1 = EnFns

= m(Fm‘I'Fm—l)

= (Fm)z + FmFm—l

o (Fm)z + Fm—l(Fm—l‘l'Fm—Z)
_ (2 (2) (2)
- F2m + FZm—Z + FZm—3

olup ispat tamamlanmis olur.

olsun.

GO = ) EZan,
n=1

362 (x) = Z E®, xm,
n=3

oo

(2) — ()
x*G," (x) = Z E 5. x™,

n=4

(3.5)-{(3.6)+(3.7)*+(3.8)} islemini ve Teorem 3.3’{i kullanarak

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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(1 _ XZ _ x3_x4) GT(I,Z)(x) - (FO(Z) + I;;L(Z)x + FZ(Z)xZ + F3(2)x3) _

(FO(Z)X + F1(2)x2 + Fz(z)x3 + F3(2)x3) _ (FO(Z)X3)+

(2) (2) 2 2
> ED ~ B, - B - EE)
n=4

=(1+x+x2+2x3)—(x+x>+x3)—x34+0
=1
1

— x2 — x3—x4

G (@) = =
denklemi elde edilip ispat tamamlanmis olur.

@ _ @ (2)
F2m+1 e FZm + FZm—l
rekiirans bagintisin1 kolayca elde edebiliriz. Burada n=2m+1 sayisinin tek say1

olduguna dikkat etmeliyiz.

Benzer sekilde n =2m durumunda da,

m—1

2m 2)

@) @)
F(Z) _ FZ + FZm—Z -1 ,ym tek
2 )
Fym—1 + FZ(m)—Z ,mgift

elde ederiz.

) B = EO+EY, - EOAFOAESAES -F2 —F2, . n=7
A2

i) G = X

1-x —x2+x3—x*—x5-x6+x7+x8 '

ile verilen Fn(3) lin lrete¢ fonksiyonu Gr(l?')ve rekiirans bagintisin1 Teorem (3.3)’iin

ispatina benzer bir yolla gosterebiliriz.

Burada F& = 0 olduguna dikkat etmeliyiz. Daha genel haliyle, k = 1, 2, ... igin
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F® =0 olmas: durumuna dikkat etmeliyiz. k = 4, 5, ... igin E yeni ailesinin

tirete¢ fonksiyonu ve rekiirans bagintilarini ifade edecegiz.

(i,j). elemanlart Fi(j Jolan A matrisi A = [ Fi(j)] ise
1<i,Jsn
(1 , ntek
detA—{ -1 , ngift
olur.

Fn(n—l)

k =n -1 oldugunda m =r = lolup = 2 oldugunu kolayca gosteririz.

3.2. k-Fibonacci Sayilarinin Yeni Ailesine Ait Bazi1 Ozdeslikler

Son olarak bu teoremlerin disinda ispatlar1 verilmeden bazi1 6zdeslikleri siralayalim

(Mikkawy ve Sogabe 2010):

2 2
2Fz(n)—l + Fz(n) = F2n+1-
2 2
Fiy) + By = Fon.

2 2
FZ(n?FZ - FZ(n)—Z = Fony1-

E® — Fy_iFpp = (-2

i=12,..,n.

Fo_1Fus1—1 , n tek

2 _ 2 _
Fon' = (F) ‘{Fn_an+1+1 | it

3) 3) 3 _
F3n+3+F3n - F:%n—3 = F3p42.

2 1
) = H2Lynss — (Lnsa)?]
Fiohy = L1 FuFan.

4in+1

2 1
Fz(n)—z = FnFn—Z + E[Ln+1Ln—1 - (Ln)z] .
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3.3. k-Lucas Sayilarinin Yeni Bir Ailesi

Tamim 3.3.1. (k-Lucas Sayilar) n ve k (k #0) dogal sayilar olsun. Bu taktirde

n=mk+r (0<r<k) olacak sekilde m ve r sayilar1 bulunur. Bu parametreleri

kullanarak LE{‘), genellestirilmis k-Lucas sayilari

LE s = (@™ 4 BT (@™ 4 BMKT o= mk 47 (3.9)
seklinde tanimlanir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

k=1 durumu go6z 6niine alindiginda 0 < r <1 olacagindan r=0 ve m=n

bulunur. Bu durumda,

1) 10
(L} =1213,4,7,11,18,29,47,76,123)

olup aligilmis Lucas sayilari olan L,, elde edilir.

Yeni ailenin k = 2, 3 igin farkli say1 dizileri asagidaki sekildedir:

2) 10
{Ln }n ={4,2,1,3,9,12,16,28,49,77,121},

3) 10
{Ln }n ={8,4,2,1,3,9,27,36,48, 64,112}.

Tanim 3.3.1 ve (3.9) denkleminden genellestirilmis k-Lucas ve Lucas

sayilar arasindaki,

L = (L) (Lipyy)”, n=mk+r (3.10)

bagintisi elde edilir.

Teorem 3.3.1. kym € {1, 2, 3, ...} olsun. k, m sabit sayilar1 igin genellestirilmis k-

Lucas sayilar1 ve alisilmis Lucas sayilar1 arasinda,
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i)
k-1 I 1
(" k - k-1
> (—1)‘( l. )Lin?m = DU
i=0
i)
k-1 K 1
B | _ (k-1) _ .
( i )Lmk+i_LmL(m+2)(k—1)_Lm(Lm+2)( n,
=0
i)
k-1 L ;
k . .
D L = T [ = Ld¥] = = 50— 190
i=0 Lm_l m-—1

esitlikleri bulunur (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Ispat: i)

kf(—l)l’ (7 )= o kz_l(—l)'“-i (7 1) <O
i=0 i=0
< k=1 . .
= (-1 .Lm;(—l)"*-l( ) )
= (-DF Ly, kz (7 1) L Ly’
i=0 !

= (_1)k_1 Loy (Lm+1 - Lm)k_l

= (_1)k_1 Lo, (Lm—l)k_l
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— k— ..
= (=1* 1LmL((m_1£)(k_1) r =0 icin

elde edilir.

k-1 k-1

(k - 1) [ = z (k B 1) (L)% DL 1)t ((3.10)denkleminden)
; mk+i i m m+1 :

= 19 = L) ® D L)

- () @

= L. (Lm+1 + Lm)k_l
= Lp. (Lm+2)k_1

= bl A (r = 0 igin (3.9) denkleminden)

elde edilir.

ii)
i i (Lme)
Lt = U E DU = (2222) (Ly)*

esitliginden faydalanarak,

k-1 k—1 k—1 L ; k-1 L i
Z L(mk2c+i = z(Lm)(k_i)(Lm+1)i = z ( m+1) (Lm)k = (Lm)k z (m_"'l)
- ; , L ' L,
1=0 t=0 =0 i=0
(Lm+1)k_1
= (Ly)* LI;Z:_—l_l)
Lm

L+ -Lm)*, L
= (L) Pt ]

Lm+1 —Lm

= 2 (L) = L")

elde edilir.
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Teorem 3.3.2. k=2 igin yeni ailen > 0, s = 0 ve n +s > 1 oldugunda;

L(Z)

2(n+s-1) L(n+5)L(n+S—2) =5 (_1)n+s—1

bagintisi elde edilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Ispat: C = (i é

denkleminden

) formunda Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve (3.10)

( Lys Ln+s—1) wr C(Ln+s—1 Ln+s—2>
L

n+s—1 Ln+s—2 L1’l+S—2 L1’l+S—3

e Cn+s—1 (Ll LO )

P .
— Cn+s—1 (; _21)

elde edilir. Her iki tarafin determinanti alinirsa;

2 —_—
L(Z()n+5—1) - L(n+s)L(n+S_2) =5 (_1)n+s 1

2
L(n+s)L(n+s—2) - L(z()n+g_1) =5 (_1)n+s

elde edilir.

2
(Ln+s—1)2 = L(2(31+s—1)

oldugunu k =2 ve r = 0 i¢in (3.10) denkleminden elde ederiz.

1@

2(n+s-1) L(TH'S)L(Tl"'S—Z) =5 (_1)n+s—1

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.3. Lﬁf)ve Gr(lz) tirete¢ fonksiyonu igin,
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P =12 +1P,+1®, n=45, .

n—4

_ 2 3
i) GrEZ)(x) _ 4-2X-x?-2x

esitlikleri verilebilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Ispat: i) Oncelikle n sayismin ¢ift say1 olmasi durumunu inceleyecegiz.

@) _ ;2 (2) (2)
L2m - L2 -1 + L2m—3 + L2m—4

m

yukaridaki denklemin dogrulugunu gostermek igin,

L5 = (Lm)?,
(3.11)

) A
Lom+1 = LmnLm1,

(3.12)

esitliklerinden yararlanacagiz. Bu bagintilar Tanim 3.3.1 den rahatlikla elde

edilebilir.

L(zzrzl = (Ln)? =Ly (L1 +Lp—2)
=Lp—1Lm+Lym_sLy
= L1 L+ Lm—o(Lin—1 + Lim_2)
= Lm_le+Lm_2Lm—1+(Lm—2)2
= L(erzl_l + L(zzrzl—s + L(22731—4

elde edilir.
Benzer sekilde, n sayisinin tek say1 olmasi durumunu inceleyecegiz. Yani,

L(Z)

) (2) (2)
2m+1 LZm + LZm—Z + LZm—3'
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Yukaridaki denklemin dogrulugunu gostermek i¢in sol kismini yazalim.

2
L(2731+1 = LinLm+1

=Ly (Lyn+Ly—q)

= (Ly)? + LyyLip—y
= (Ln)? + L1 (L1 +Lm—3)
=1® +1%  +1P

m-— 2m-—3
olup ispat tamamlanmais olur.
i)
G,(lz) x) = Z Lﬁf).x"
n=0

olsun.

[0e]

xG,gz) (x) = Z Lﬁfll.x",

n=1

(2) — ()
x3G,~ (x) = Z L, 5. x",
n=3

(2) — ()
x*G," (x) = Z Ly, x™,
n=4

(3.13)-{(3.14)+(3.15)+(3.16)} islemini ve Teorem (3.11)’1 kullanarak,

(1-—x—x3—xH) 6P (x) = (LE)Z) +1P% + 1Px% + L(32)x3)

—(L%Z)x + L(lz)x2 + L(Zz)x3 + L%Z)xg’)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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) ) (2) 2
+ Z(Ln - Ln—l - Ln—3 - Ln—4) x™
n=4

= (4 +2x + x? + 3x3) — (4x + 2x? + x3+4x3)
4 —2x — x? — 2x3

@) _
G (%) = 1—x—x3—x*

denklemi elde edilip ispat tamamlanmis olur.

@ _ ;@ ©))
L2m+1 - LZm + LZm—l

rekiirans bagintisin1 kolayca elde edebiliriz. Burada n = 2m+1 sayisinin tek sayi

olduguna dikkat etmeliyiz.

Benzer sekilde n = 2m durumunda da,

2 2
L(Z) _ L(Zrzl—l + L(Zrzz—z -5 ,mtek
2m

L(ZZ)_1+ L(ZZ)_2 +5 ,mgift

m m

esitligini elde ederiz.

3.4. Genellestirilmis Fibonacci Polinomlari
3.4.1. Fibonacci Polinomlari

Fy(x) = 0,F;(x) =1 ve F,(x) = x olmak iizere Fibonacci polinomlari
Fn+2(X) :an+1(x)+ Fn(x) n=2012 -
bagntisi ile verilir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).

Ayrica, Fibonacci polinomlart Q, matrisi ile olusturulabilir.
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n Fn+1( ) Fn( )
Q; = (316 (1))’ Q: :( Fn(xgc Fn—13(cx)

Q, matrisinden n {izerine timevarim uygulanarak kolayca elde edilebilir.

) matrisi,

Ayrica, x = 1 iken E,(1) = E,, n. Fibonacci sayisin1 ve x = 2 iken F,(2) = B,, n.
Pell sayisin1 verdigini gorebiliriz.
Pascal {iggeni sola yaslanmis bigimde yazildiginda, esas kosegen elemanlarinin

toplam1 Fibonacci polinomu katsayilarini vermektedir. Yani,

=]

e 3 (e

j=0
seklinde yazabiliriz.

[lk birkag Fibonacci polinomlari ve bas katsayilar1 asagidaki sekilde gosterilebilir:

Fibonacci polinomlari

Fi(x) =1

F,(x) = x

F;(x) = x2+1

F(x) = x3+2x

Fs(x) = x*+3x%2+1

Fo(x) = x5+ 4x3 +3x

F,(x) = x®+5x*+6x%2+1

Fo(x) = x7 + 6x> + 10x3 + 4x

Fo(x) = x84+ 7x®+ 15x* + 10x2 + 1

Fio(x) = x° +8x7 4+ 21x° + 20x3 + 5x
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Bas katsayilari

10 4
15 10 1
21 20 5

L = T = S e S e N
0 N o g b~ W N e
w

3.4.2. Tribonacci (3-Basamak) Polinomlar1

Tribonacci (3-basamak) polinomlart,
T_1(x) = Ty(x) = 0,T;(x) = 1ve T,(x) = x? olmak iizere,

Tpa3(X) = x°Tyyp (%) + xTppq (%) + T, (%)
bagintisiyla verilir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).
x = 1iken T, (1) = T, , Tribonacci(3-basamak)sayilari
1,1,2,4,7,13, 24, 44,81, --- seklinde yazilir ve

Thi3 = Thyz + Tpa + Ty

bagntisi ile verilir.
Ik birkag¢ Tribonacci (3-basamak) polinomlar1 ve bas katsayilar1 asagidaki sekilde

yazilir:

Tribonacci (3-basamak) polinomlari
Ti(x) =1

T,(x) = x?

T3;(x) = x*+x

T,(x) = x°+2x3+1
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Ts(x) = x® + 3x5 + 3x?

Te(x) = x10 +4x7 + 6x* + 2x

T,(x) = x2 +5x8 + 10x® + 7x3 + 1

Tg(x) = x™ + 6x + 15x8 + 16x° + 6x2

To(x) = x1®+ 7x13 +21x1% + 30x7 + 19x* + 3x
Tio(x) = x'8 + 8x1> + 28x2 + 50x° + 45x° + 16x3 + 1

Bas katsayilari

10 7 1

15 16 6

21 30 19 3

28 50 45 16 1

L T T T Y = S Sy Sy S S
0o N o g b~ W N e

o

)

Yukaridaki bas katsayilarda soldan saga dogru 0 dan baslayarak siitunlar
numaralandirirsak ve her bir siitun, siitun numaras1 kadar yukar1 kaydirilirsa

asagidaki tabloyu elde ederiz.

10 16 19 16 10 4 1
15 30 45 51 45 30 15 S} 1

L T S U Gy U WY
g W N e
(@)
N
(@)
w
—_
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Buradan hareketle, genel formiilii
n _]: - 1) x2n-3j-2

.= ( )

j=0

bagintisi ile ifade edilir. Burada ;l) , J- stitun, n. satirdaki trinomial bas katsayidir.
3

Ayrica ("_;_1)3 =0, j>ndir.

Tribonacci (3-basamak) polinomlari asagida verilen Q5 matrisi tarafindan tiretilir.

x> 1 0
Q;=1x 0 1]/
1 0 O

Tn+1(x) Tn(x) Tn—l(x)
Q3 = | xT(x) + Ty (x)  xTp_1(x) + Typ(x)  xTp_p(x) + Tp—3(x) |-
T (x) Ty—1(x) Th—2(x)

Q%, Q3 matrisi iizerine tiimevarim uygulanarak kolayca elde edilebilir. Bu Q% igin
n= 1 alinirsa, Q3 kolay bir sekilde yazilir. Tribonacci (3-basamak) polinomunun
tanimu kullanilarak Q3! = Q3 QY esitligi yazilabilir. Yukaridaki matriste satir 1 ve

satir 2’ yi yer degistirir ve determinant1 x = 1 i¢in alirsak,

Tn+2 (x) Tn+1(x) Tn(x)
(1) = |Ths1(x)  To(x) Tr-1(x)
Tn(x) Tn—l(x) Tn—Z (X)

esitligi elde edilir.

3.4.3. Quadranacci (4- Basamak) Polinomlari

Quadranacci (4- Basamak) polinomlar1

TZ,(x) =T, (x) = Ty(x) = 0ve Ty (x) = 1 olmak lizere ,
Trsa(x) = x3Tp3(x) + x2Tpi () + xTyiyq + Ty

bagintisi ile tanimlanir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).

[k birkag degeri sdyledir:
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Quadranacci (4- Basamak) polinomlari
Ti(x) = 1

T;(x) = x°

T;(x) = x®+ x?

Ti(x) = x° +2x° +x

Té(x) = x12+3x8+3x*+1

Te(x) = x5 + 4x™ + 6x7 + 4x3

Ts(x) = x® + 5x* + 10x1° + 10x° + 3x2

Tg(x) = x?1 + 6x17 + 15x13 + 20x° + 12x> + 2x

Tg(x) = x** + 7x%° + 21x° + 35x% + 31x% + 12x* + 1
Tyo(x) = x?7 + 8x23 + 28x1% + 56x1° + 65x11 + 35x7 + 10x3

Bas katsayilari

10 10 3

15 20 12 2

21 35 31 12 1
28 56 65 35 10

L T e T = T = Y S S Sy S S
0 N o g b~ W N e

o

o

Boylelikle T,y (x)‘in katsayilar1 dort terimli tiggenin yiikselen kosegenin n. cisinde
bulunan katsayilara esittir.

Ayrica, T, (1) = T,y , Quadranacci (4- Basamak) sayilari

1,1,2,4,8,15,29,56,108, --- seklinde yazilir.
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Tr’{+4 = T;+3 + T;{+2 + Tr’;+1 +T,

Quadranacci polinomlar1 Q, matrisi tarafindan tiretilir.

S OO
S O = O
O RO O

Yukaridakilere benzer islemler yapilinca, x = 1 icin asagidaki matris formunu elde

ederiz.

* * * T*
n+3 n+2 n+1 n
* * * *
(_1)n+1 o Tn+2 Tn+1 Tn Tn—l
2 * * * * .
Tn+1 Tn Tn—l Tn—Z

Ty Thoa Thoz Thos
3.4.4. r-bonacci (r-Basamak) Polinomlari

- bonacci polinomlari
R—(r—z)(x) = R—(r—l)(x) =-R_1(x) =Ry(x) =0, Ri(x)=1 ve R,(x)=x"""
olmak tizere,
Rnyr() = X" Rppr1(0) + X" ?Rpyr 2 (%) + -+ R ()
bagintisi ile tanimlanir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).

r-bonacci polinomlari
QI+x+x2+-+x""H" n=0,1,2, - genislemesinden dogan katsayilarla
sola dayali katsayr sirasimin artan n.kosegenindeki katsayilar tarafindan verilen
azalan sirada yazili R, (x)’in katsayilarina sahip olacaktir. Bu,
R, (x) = Z (" - 1) £ T=D(n=1)-7]
J=0 J r
bagintisiyla ifade edilir.

r-bonacci polinomlari X r tipindeki asagida verilen Q, matrisi tarafindan tretilir.
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><—x ><—x

bob
o o
o
=)
o o

3.5. Lucas Polinomlar1

Lucas polinomlari,
Lo(x) =0,L,(x) =x, Ly(x) = x? + 2 olmak iizere,

Lpy2(x) = xLpyq(x) + Lp(x)
bagintisi ile tanimlanir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).

Ayrica; x =1 iken
L,(1) = L,, n.Lucas sayisi elde edilir.
Lucas polinomlarinin genellestirilmis formunu asagidaki sekilde gosterebiliriz.

5]

=Y (e

k=0

Ik birkag Lucas polinomlar: ve kendi sabitler dizisi asagidaki sekilde gosterilebilir:

Lucas polinomlari
Li(x)= x
L,(x) = x%2+2

Ly(x) = x3+3x

Ly(x) = x*+4x%2+2

Ls(x) = x5+ 5x3 +5«x
Le(x) = x°+ 6x* +9x2% + 2
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L,(x) = x7 + 7x° + 14x3 + 7x

Lg(x) = x84+ 8x% + 20x* + 16 x> + 2

Lo(x) = x° + 9x7 + 27x> + 30x3+9x

Lig(x) = x1° + 10x® + 35x° + 50x* + 25 x2 + 2

Bas katsayilar

1

1 2

1 3

1 4 2

1 5 5

1 6 9 2

1 7 14 7

1 8 20 16 2

1 9 27 30 9

1 10 35 50 25 2

Lucas polinomlarinin olusum kuralini gézlemledigimizde, L, 4, (x) teriminin (k+1).
siitununun katsayisint olusturmak amaciyla, L, (x) teriminin k.siitunun katsayisi

ile L,,+1(x) teriminin (k+1). siitunun katsayis1 toplanarak elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. k-Fibonacci ve k-Lucas Sayilarinin Yeni Ailesine Ait Bazi Ozdeslikler

Teorem 4.1.1. n € {1, 2, ...} i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesine ait,

(FZ(Z))Z _ F(Z) F(Z) — (_1)nF2(721)

n 2n—-1"2n+1

esitligi saglanir.

Ispat:
2
) = (B2,

F2 ) = (F) (Fa1),
Faohy = () (Fas) »
elde edilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010). Bu ii¢ esitlik kullanilarak,
(EPY? = B2 By = (F)* = (B) (Fae1) (B) (Fraer)
= (F)* = (F)? (Fae1) (Frsn)
= (F)*{(F)? = (Fp-1) (Fae1)}
= (F)?(=1)"
= (-)"E?

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.2. n € {1, 2, ...} i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesine ait,

(2) (2) @) _
F4n—2 + F4n—1 - F4n =-1

esitligi saglanir.

Ispat:

2
F4(n)—2 = (FZn—l)z'

F4(r%)—1 = (Fon) (Fan-1),

F4(1f) = (FZn)Z'

elde edilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010). Bu iig esitligi kullanarak,
F s+ Fly = FS = (Fano1)? + (Fan) (Fano1) — (Fan)?

= (Fan-1) { (F2n) + (Fzn-1) } = (Fan)?

(FZn—l) {F2n+1} - (FZn)z

_[(FZn)z - (FZn—l) (F2n+1)]

—[(=1)*"]

=1

seklinde ispati tamamlamis oluruz.

Teorem 4.1.3. n € {1, 2, ...} igin k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesine ait,
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iD= FD w26 4

2n+2 n

esitligi saglanir.

ispat:

Fz(ya-z = (Fn+1)2

(Fn—l + Fn)z

(Fn—1)2 +2FnFn—1 + (Fn)z

— (2 ) ()
- FZ -2 + 2FZn—l + F2n

n

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4. n € {1, 2, ...} igin k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi ile Fibonacci ve

Lucas sayilar arasinda,

2 2
LyFonyr — LpFnq = Fz(n-)l-z _Fz(n)—z
esitligi saglanir.

ispat: LnFn+1 - LnFn—l = [(Fn+1 + Fn—l) Fn+1] - [(Fn+1 + Fn—l) Fn—l]
=In— Fn+1 + (Fn+1 )2 - (Fn—l)z - Fn—an+1

= (Fn+1)2 - (Fn—l)z

—_ @ @)
_F2n+2 _FZn—Z

dir.

Teorem 4.1.5. n € {1, 2, ... } i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi ile Lucas sayilar

arasinda,
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(Lns1)? - (Lp)? = 5EZ +5FE2)

esitligi saglanir.

Ispat: (L,,1)%- (L,)? = 5(F,,) (Mikkawy ve Sogabe, 2010) esitligini biliyoruz.
Bu esitligi kullanarak,

(Ln+1)?= (Ln)? = 5(Fzn)
= 5(FyFryr + FiFpo1)
. 5(F2(121 + Fz(rf)—1
= 51:2(511 +5F2(7’2L)—1
seklinde ispat1 tamamlamis oluruz.

Teorem 4.1.6. n € {1,2,...} i¢in i¢gin k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi ile Lucas

sayilar1 arasinda,

2 2 2
(Ln)z = 3F2(n)—2 +2FZ(11)—1 + Fz(nlz

esitligi saglanir.
Ispat: (Lp)? = (Fooq + Fpy1)?
= (Fpo1)?+2Fn_1 Fopq+(Fogr)?
= (Fno1)? + 2Fp 1 (Fao14 B+ (Fret)?

=( Fn—1)2 + Z(Fn—1)2 +2F, Fp_q + (Fn+1)2
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= 3(Fn—1)2 +2E, Fq + (Fn+1)2
— (2) @) 2
- 3FZn—Z +2F2n—1 + F2n+2

seklinde ispat1 tamamlamis oluruz.

Teorem 4.1.7. n € {1, 2, ... } igin k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesine ait,

(2) @ _ @ 2)
F2n+2 - F2n—2 - F2n—1 + F2n+1

esitligi saglanir.

. 2 2
Ispat: F'Z(Tl?l-z - Fz(n)—z = (Fn+1)2 — (Fn—1)2

= (Fn+1 = Fue1) (Frr + Fpo1)
= (F)(Fpi1 + Foo1)
= (BiFny1 + FoFoq)
= FZ(r?—l + Fz(ra-l

seklinde ispat1 tamamlamis oluruz.

Teorem 4.1.8. n € {1, 2, ...} igin k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi ile Fibonacci ve

Lucas sayilar1 arasinda,

2 2
(Ln)z +2F2n + Fz(n) = 4F2(n?|-2

esitligi saglanir.

ispat: (L,)? +2F, + B2 = (Ly)? +2F,L,+(F,)?
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= Lyt E)?

= (Fuy1 + Fooq + Bp)?
= (Fps1 + Fryr)?

= (2Fp41)?

= 4F2(72112

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.9. n € {1, 2, ... } i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesine ait,

@3] @ _ ©)) 2)
F2n+1_F2n—3 F FZn +F2n—2

esitligi saglanir.
: 2 2
ispat: F2 . —FE% . = EFypy — FyqFyy

[Fn—l + Fn—Z]Fn+1 - Fn—an—Z

Fn—an+1 + Fn—ZFn+1 - Fn—an—Z

= Fn—an+1 + ( Fn+1 - Fn—l)Fn—Z

= Fn+1Fn—1 + FnFn—Z

=I'nyn—1

=I'n_14n
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FnFn - Fn—an—l

(F)? = (Fa-1)?
— @ (2)
- FZn + FZn—Z
esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.10. n € {1, 2, ...} i¢in k-Lucas sayilarinin yeni ailesine ait,

(k) k) _ ;@)
Lok+k-1 1 Luksre = Lagtrsa

esitligi saglanir.

ispat: Ly + Liae = [@n) Unsn) ]+ Unsd)* (Lns2) ]
= [L) Lns) ] +(Lns)®
= (Lnt1)* ' [ (L) + (Lnsa) ]

= (Ln+1)k_1 Lpis

_ 1)
- Lnk+k+1

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.11. n € {1, 2, ... } i¢in k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin yeni ailesine
ait,
(2) @) _ ) (2)
2 LZn—l + L2n - 5(F2n+1 + FZn—l

esitligi saglanir.
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ispat: 212 + 12 = 2(L,)(Lpor) + (Ly)?
= (Lp)(2Lp—1 + (Ln))
=Ly(Lp-1+ Lp-1+ Ly)
= Lp(Lp—1 + Lny1)

=L, 5E,

5E,L,
= SF
= 5( Fn Fn+1 + Fn—an)

= 5(Fysy + Bl )

2n

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.12. n € {1,2,...} i¢in k-Lucas sayilarinin yeni ailesi ile Fibonacci ve

Lucas sayilari arasinda,

2 2
L(2r2+2 - L(Zn)—z = Lans1

esitligi saglanir.

. 2 2
Ispat: L(273+z - L(Zrz—z = (Ln+1)2 - (Ln—1)2

= (Ln+1 - Ln—l)(Ln+1 + Ln—l)

= Ly(Lp41 + Lp—1)
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= LpLlpsq + Lplyp_4

= Lyps1

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.13. n € {1, 2, ...} i¢in k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin yeni ailesine

ait,

@ _ ;@ (2)
F4n+1 - L2n+1 F2n

esitligi saglanir.

: 2
Ispat: F4(n11 = FouFoni1

= Fon(Fy Fppr + FuoaB)
= FonFy(Fpy1 + Frg)

= FpnFy Lysa

= BiLnBEyLnyq

= (Fn)z LyLyyq

_ 1@ (2)
- L2n+1 FZn

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.14. n € {1, 2, ...} i¢in k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin yeni ailesi ile

Fibonacci sayilar1 arasinda,
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2 2 2
LY —2FF, ,=F? +E2,
esitligi saglanir.

ispat: L —2F,F,_, = (Lp)? — 2 EyFy,
= (Fy + Fo2)® =2y Fy s
= (B)*+2FFyp+ (Fpo2)® —2FFyy
= (F)*+ (Fp-2)®

_ @2 (2)
4 F2n + FZn—4

esitlikleri yazilarak ispat tamamlanmis olur.

4.2. Genellestirilmis Lucas Polinomlari

Lucas polinomlari,
Lo(x) =0,L,(x) =x, Ly(x) = x% + 2 olmak iizere,

Lpy2(x) = xLpyq(x) + Lp(x)
bagintisi ile tanimlanir (Hoggatt ve Bicknell, 1973).

Ayrica, Lucas polinomlarinin terimleri §,matrisi ile Q, matrisinin garpimlar1 sonucu

elde edilir.

e=({ o). &=("}*3)

Lny1(x)  Lp(x) )

20=0 =10 L

Lucas polinomlarmin elemanlarini elde etmek ig¢in kullandigimiz Q, ve ¢%

matrislerinden @7 matrisinin determinantini alirsak,
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det[Ln+1(x) Ly (x) - (_1)n(x2 +4)

Ln (x) Ln—l(x)

esitligini elde ederiz.
Burada x =1 vek € Z olarak aldigimizda

-5 , n=2k—-1

n —
detez—{ 5 n = 2k

esitliginin saglandigi goriiliir.

4.2.1. 3-Basamak Lucas polinomlari

3-basamak Lucas polinomlari,
L'y(x) =3, L*;(x) = 1ve L*,(x) = x? + 2 olmak iizere,
L*n+3(x) = sz*n+2 (x) + xL*n+1(x) + L*n(x)

bagintisi ile tanimlanir.

x=1vel,(1) = L, igin,
3-basamak Lucas sayilan 3,1, 3,7,11, 21,39, 71, 131, ...seklindedir ve
L'pyz = L'pyz + Lpa + L7
bagntisi ile verilir.
Ik birka¢ 3-basamak Lucas polinomlari ve bas katsayilar dizisi asagidaki sekilde

gosterilebilir:

3 — basamak Lucas polinomlari
L'y(x)=1

L'y(x) = x?+2

L's(x)= x*+2x>+x+3

L'a(x)= x®+2x*+2x3+3x2+2x+1
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L's(x) = x® +2x°%+3x5 +3x* +4x3 +3x% +3x + 2

L'g(x) = x1% +2x8 + 4x7 + 3x® + 6x° + 6x* + 6x3 + 6x2 + 2x + 3

L'5(x) = x'2 +2x° + 5x% 4+ 3x® + 8x7 + 10x® + 9x> + 12x* + 7x3 + 9x?
+4x+1

L'g(x) = x™ + 2x'2 + 6x11+3x10 + 2x° + 15x8 + 12x7 + 20x® + 16x> + 18x*
+ 16x3 + 4x% + 6x + 2

L'g(x) = x16 + 2x™ + 7x1343x12 + 4x11 + 21x1° + 15x° + 30x8 + 30x7
+ 30x° + 34x° + 17x* + 21x3 + 12x% + 3x + 3

Bas katsayilari

1

1 2

1 2 1 3

1 2 2 3 2 1

1 2 3 3 4 3 3 2

1 2 4 3 6 6 6 6 2 3

1 2 5 3 8 10 9 12 7 9 4 1

1 2 6 3 2 15 12 20 16 18 16 4 6 2

1 2 7 3 4 21 15 30 30 30 34 17 21 12 3 3

3-basamak Lucas polinomlari asagida verilen Q3 Ve 65 matrislerinin ¢arpimlari olan

K matrisi tarafindan uretilir.

x2 1 0 X242 1 3
Qz=|x 0 1]ve 65= 1 3 2—3x |
1 0 0 3 2—3x 1-2x



51

Lhpo(®) Lpyq(x)  Lyp(x)
K=65,0Q;=0%=L,(x) Ly(x) L,_,(x) |eldeedilir.
La(x)  Lp_1(x) Lyp_,(x)

Buradan;

X242 1 3 x2 1 0
1 3 2—3x|-lx O
3 2—3x 1-—2x 1 0 O

[EEN

<x +2x +x+3 x%242 1 )

x? +-2 1 3
3 2—3x
Ly Li
Ly Lp
Ly L,

= 1 yazilir.

3-basamak Lucas polinomlarmin terimlerini elde ettigimiz % matrisinin

determinantin1 aldigimiz zaman asagidaki esitlik bulunur.

Ly (x) Ly () Ly(x)
det(o3z) = |Lpp1(x)  Lh(x) Ly (%)
Lr(x)  Lp_q(x) Lyp_p(x)

= (=1)"(9x* — 6x3 + 19x2 + 4x + 18).
Burada x = 1 ve k € Z olarak aldigimizda,

(—44 n=2k-1
detos '{ 44 n =2k

esitliginin saglandig goriiliir.

4.2.2. 4-Basamak Lucas polinomlari

4-pasamak Lucas polinomlari,
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L*o(x) =4, L™ (x) = 1ve L**,(x) = x3 + 2 olmak iizere,

L**n+4(x) = x3L**n+3 (x) + xZL**n+2(x) + XL**n+1(x) + L**n
bagntisi ile tanimlanir.
x=1ve L™,(1) = L; igin,
4 — basamak Lucas sayilar1 4,1, 3,7, 15,26,51,99, ... seklinde olup

L= L3+ Ly + L7 + L7,

bagntisi ile verilir.
[k birka¢ 4 — basamak Lucas polinomlari ve bas katsayilar dizisi asagidaki sekilde

gosterilebilir:

4 — basamak Lucas polinomlari
L“y(x)= 1

L) = x3+2

L*3(x) = x®+2x3+x%2+3

L*y(x)= x°+2x® +2x5+3x3+2x2+x +4

L*s(x) = x™2 +2x° +3x% +3x% +4x5 + 3x* + 4x3 + 3x2 + 2x + 1

L™ (x) = x%° + 2x12 + 4x + 3x° + 6x8 + 6x7 + 4x° + 6x° + 6x* + 4x3 +
4x2 +3x + 2

L5 (x) = x'® + 2x1° + 5x™ 4+ 3x12 + 8x11 + 10x° + 4x° + 9x8 + 12x7 +
10x° + 8x° + 9x* + 8x3 +3x2 +4x + 3

Bas katsayilari

1
3
6

R N = = T = T =Y =
N NN N NN
ga b~ W N -

wWw W w w w

4
4 3
4 6
4 9

o o A~ DN

2 1
6 4 4 3 2
10 12108 9 8 3 4 3
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4 — basamak Lucas polinomlar1 asagida verilen Q, ve y, matrislerinin ¢arpimlari

olan @3 matrisi tarafindan iiretilir.

x®+2x3+x>+3 x3+2 1 4
ve = | *+2 1 4 3-ax |
1 4 3 —4x 4x% —3x — 2
4 3—4x 4x?—3x—2 —4x3+3x242x—2
x3 1 0 0
Q, = <§2 8 (1) g) matrislerinin ¢arpimindan,
1 0 0 0

k% *3%k k% L**
n+3 n+2 n+1 n
n+ n+ n n— HH
n+1 n n—-1 n-2
L** *3% k% *3%
n n—-1 n—2 n-3

4.2.3. r-Basamak Lucas polinomlar:

r-basamak Lucas polinomlari,
L%T) = r,L(lr) =1 VeL(ZT) = x""1 4+ 2 olmak iizere,

L(T)

n+r

() =" )+ 12 )+ 4 L ()

bagintist ile tanimlanir.

r-basamak Lucas polinomlari rxr tipindek Q,- ve &8, matrislerinin garpimlari olan ¢

matrisi tarafindan tretilir.
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X224 x"2 42" 4+ 3 X7 42 01 r -1

x™1 42 1 r -1 -1

8 = A I -1 -1 ol
\ —1 —1 —1 7 _1

-1 -1 -1 -1 -1

L%r) =T,L5cr) =-1, k:‘r+1> s -1

X*1 00 .. 0
X720
Q,= X720 ,
0 1
1 0 O
/Sfir () L, 00 e e I PR \
Lipr20) Ll s@ 7 7 LR L2 ()
_ 570, - S
k D@ 100 e e 1D L“)m(x)'
L(r) (x) L(r) ) (x) L(r) L (X) L(r) L (x)/

yukaridaki matrislerin  yardimiyla r-basamak Lucas polinomlarinin  biitiin

elemanlarini bulabiliriz.

4.3. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin Yeni Ailesine Ait Bazi

Ozdeslikler

Teorem 4.3.1. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,
2 2 2 2
F2 L, (0) = X2 EZ,,(x0) + 2xF, (%) + B2 (%)

esitligi saglanir.

ispat: X2Fo, (%) = X2 [Foy1 ()2
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22 (%) = 2xF (%) Fpp1 (%)

n

E2 (x) = [Fy(x)]?

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

X2E2 (0 + 2xE2 (0) + E2 () = x2[Fpp1 (0)]? + 2%F, (X) Fppr () +

n n

[F. ()]

= [xFn41 () +F, (0)]?

= B 4(X)

2n+

olup, boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.2. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

%(312(95) = le%(,f) (x) + 2xF3(,3:) 1(0) + F3(13)—2 (x)

n —

esitligi saglanir.

ispat: *2FS (X) = x%(F(x))?,
2xF | (%) = 2x(F, (%)) Fp_y (%),

ES) () = By () (Fpey (1)),

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

x2FE3 (x) + 2xFS (%) + B (%)

= x?(Fu(x))® + 2x (Fy (%)) * Fr-1 () + F () (Fp—1 (%))
= F,(0)[x*(Fu(x))? + 2xF, () Fp—1 (x) + (Fp-1(x))?]

= F, () [xE, (X)+Fp_1(x)]?
= Fp () [Frs1 (0]
= F(3) (x)

3n+2
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olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.3. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

Iif:lg(x) = x3F4(;:) (x) + 3x2F4(:)_1(x) + 3xF4(;f)_2 (x) + F4(;ll)_3(x)

esitligi saglanir.

Ispat: x3F4(:)(x) = x3(F ()%,
3x2E (%) = 3%2(Fy ()3 Fn_1 (%),
3xFY , (%) = 3x(Fy (X))2(Frq ()%,

F 00 = B (0) (Fp_q (1))3,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

X3E () + 3x2EL () + 3xESY, (0 + ESY 4 (%)
= 2PEE)" + 323 (F,(0))° Fue1 () + 3x (B, (0))* (Fr-a (0)* +
Fo () (Fp—1 (0))°
= B[ (F(0))® + 3x* (F(x))*Froq () + 3xF, () (Fpa (%)) +
(Fp-1(0))?
= B [xFy () +Fpo1 (O
= F(0) (Fa (0)?

= E9 ()

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.4. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

F () = X*ES) (x) + 435, () + 6X2ES) 5 (%) + 4xFa) 5 () + ES) 4 (x)

esitligi saglanir.
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ispat: X*FS) (%) = x* (Fy ()5,
4x3F (%) = 4%3 (Fy(2))*Foq (),
6x2FS L (%) = 6x2 (Fy(%))3 (Fnq (1))?,
AxXFS) (%) = 4x(Fy () (Fpo1 (1)),

FS),(0) = Fy () (Fey ()%,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

XA () + 4x3FS) (%) + 6x2FS) (%) + 4xFS) (%) + FS) L (%)
= x*(Fy(x))° + 423 (B, (X)) *Frm (X)) + 6% (F, (%)) (Fro1 (%))?
+ 4% (Fy ()2 (Fro1(%))® + Fy () (Fro (0))*
= B () [x* (B (0))* + 4x3 (F (%)) Fooq (X) + 637 (Fy (X)) * (Frmq (X))? +
4xFy () (Fr—1 (%)) + (Fp—1 (2))*]
= F, () [xF, () + Fp (0]
= E,(0) (Fpe1 (X))*
= E3),(x0)

5n+4

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.5. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

FO (%) = x5F9 () + 5x*F9  (x) + 10x3E (%) + 10x2E (%)

+5xF9 ,(x) + F9 ()

esitligi saglanir.

ispat: X°Fue (x) = x°(Fy(x))°,
Sx*F L (%) = 5x*(Fy (%)) Fpey (%),

10x3F{S, () = 1053 (Fy () * (Fer ()2,
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10x2F 5 (x) = 10x2 (Fy(2))? (Fpea (1))3,
5xFae) (%) = 5% (Fy ()2 (Fpoa (),

F o(x) = By (1) (Feq (1)),

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

x5F6(,f)(x) + 5x4F(6) L)+ 1Ox3F(6) ,(x) + 10x2F(6) S () + SxF(G) 2 (%)
+F© (%)
= X°(Fy(0))° + 5x* (Fy ())° Fpmq () + 10x3 (F (x))* (Fpe1 (%))?
+ 10x% (F (0))® (Fn—1(0))® + 5x (F (%)) ? (Fp1 (x))*
+ By (1) (Fpe1 (0))°
= B () [x° (Fu(x))® + 5x* (F ())* Frmq (x) + 103 (F,(x))* (Fp-1 (X)) +
10x2 (F ()% (Fpe1(2))® + 5xF, (x) (Fpe1 (0))* + (Fpo1 (%))°
= F(0) [xFy () +Fp_ 1 (0)]°
= F () (Fry1(0))®
~F® ()

6n+5

olup boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.3.6. Fibonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,
F& (k) k-1 k
s 00 = (S DR + (] D k2Rl

k=1 k-3 k1(k1)(k1)(k)
+( 2) Fin=2 (30 + - +(k 1) Fin=e-1) (%)

esitligi saglanir.

ipat: (5 AR @ = (45 D@,
(712 rR 00 = (T D)2 R0t R ),

(5 DRl 00 = (5 1) A3 ) 2 (R )2,
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k-1 —1)—(k— k-1 )= (k= _
(k— 1)x(k D=DED () = (k— 1)x(k D=C-DE, () (Fpog ()71,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.
k—1\ k- k—1\_ k- k—1\_ k-
( 0 )x" 1F,g?(x) + ( 1 )x" ZFlg?_l(x) + ( 5 )x" 3F,g?_2(x) + -

k =1\ (e-0-k-1) 0
+(k L Fien— -1 ()

kn—

Ko E )
X2 ()2 Fpea ()
X (E ) (Faa ()2 + -

+ (0T ) 0D m, L )kt
= Fn(x)[an(x)'l'Fn—l(x)]k_l
= Fn(x)(Fn+1(x))k_1

_
= Fentr-1(x)

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.7. Tribonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

Tz(flle,(x) = x4T2(72114(x) + 2x3T2(72113(x) + xZTz(ﬁzr2 (x) + (2x* + Zx)Tz(,lel(x)

+ (2x% + DT (x) + 2x2T2 (%)

esitligi saglanir.

. 2
Ispat: x4T2(n)+4(x) = x*(Tn42(x))?,
23Ty, 5 (%) = 23Ty () Ty (1),
2
szZ(n?l-z(x) = xZ(Tn+1(x))2;

2xT 2 (%) = 2xT (%) Tp1 (%),

n
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24Ty, () = 20Ty () Ty (),
2x3T2(£) (x) = 2x3(T,(x))?,
T2 (x) = (T, (x))?

2x2T32) | (x) = 22Ty () Ty (),
esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

x4T2(le4(x) + 2x3T2(72L)+3(x) + szZ(YZL?I-Z (x) + 2xT2(12111(x) + 2x4T2(12111(x)
+ 20372 (x) + TP (x) + 222T2 | (%)
= X (Tp42(%))? + 2x3 Ty 1 (O T2 (x) + 22 (Typ1 (%))?
+ 20T () T 1 () + 22T () T 1 () + 2563 (T (%)% + (T (%))?
+ 2x2T,, (x) Ty ()
= (Tn43(x))?
= Tyre(®)

n

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.8. Tribonacci polinomlarinin yeni ailesine ait,

) _ ) (2) )
Tonom(X) = X4T2n+(2m—2)(x) + 2x3T2n+(2m—3) (x) + x2T2n+(2m—4)(x)

+ (2x* + 20Ty (amsy () + (203 + DT, 1o ()

(2
+ 2xZTZn+(2m—7) (x)

esitligi saglanir.

. 2
Ispat: x4T2(n1(2m_2) (x) = x4(Tn+(m—1) (x))?,

2x3T2(7211-(2m—3) (X) = 2x3Tn+m—1(x)Tn+m—2(x)a
2
szZ(n?F(Zm—AL) (x) = xz(Tn+m—2) (x))Z’

220 T2, (o) (O0) = 22 Ty () Trgmes (),
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22T, ey () = Xm0 () T3 (%),
2x3T2(121)+(2m—6) () = 2x%(Tp4m-3(x))?,
Ty cam—) @) = (Tnam—3 (),
222 Ty ey () = 222 T3 () Trm—a (),
esitliklerini taraf tarafa toplayalim.
x4T2(1211-(2m—2)(x) + ZXBTZ(rZLzr(Zm—s)(x) + szz(rzzzr(Zm—zL) (x)

+ (2x* + 2x)T2(7211(2m_5) (x) + (2x3 + 1)T2(7211(2m_6) €3]
+ ZxZTz(ﬁ)Jr(Zm—n (x)
= x* (Tt (m-1)())? + 22° T 3n—1 () T2 (%)
+ %% (Tnam-2)())? + 2x* Ty m—2 () Ty m—3 (%)
+ 2T 1m—2 () Tnym-3(0) + 2x> (Tnym-3(%))* + (Tn1m-3(x))?
+ 2% T3 () Ty (%)
= (Tn+m(x))?
= T2, ()

2n+2m

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.9. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

2 2 2 2
LD, = 221D () + 2xLP, (0) + L (x)

n

esitligi saglanir.

Ispat : sz(2213+2 (%) = x*[Lp41 ()%,
251571 (6) = 2Ly () L1 (),

L2 ) = [La(0)]?,
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esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

2P L 00) + 22002, () + LL (%) = X2[Lyyy (]2 + 26 Ly () Ly () +
[Ln(0)]?
= [an+1(x)+Ln(x)]2
=13,

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.10. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

L(3)

3n+

L) = x2 LD 0 + 2xLE)_ (0 + 1), (x0)

n

esitligi saglanir.

ispat: *2L5) () = %2 (Ln(x)),

2xLY)_, () = 2x(Ln (%)) ? L1 (%),

n

LD, () = Ly(O) Loy ()2,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

sz(;;z(x) + 2xL§;3_1(x) + L(;’Tz_z(x) = x2(Lp ()3 4+ 2x(Lpp(%))?Lyp_1(x) +
Ly () (Lp-1())?
= Ly()[x?(Lp(x))? + 2xLy () Lyp—1 (x) +
(Ln-1(0))?]
= L () [xLn () +Ln—1 (x)]?
= Ly () [Ly41 (0)]?
= Lgso ()

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.11. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,
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LY () = 231 () + 32215 () +3xL () + LY (%)

n

esitligi saglanir.

ispat: X3LS:;)(X) = %3 (Lyp (X)),
3x2LE;2_1(x) = 3x%(L,(%))3 L,_1(x),
%L, (%) = 3x(Ln (1))? (L1 ()2,
LY (0 = Ly(®) L1 ()3,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

3B 0 +3x2LP_ () +3xLE L, (x0) + LY (%)
= x3(Ln(0))* + 3x%(Ln(x))® Lp—1 (%) + 3x(Lyy (%))? (Ly-1(x))?
+ Ly (%) (Lp—1 ())*
= Ly (O[> (L (2))® + 3% (L (%))? Ly—1 (x) +
3Ly (X) (L-1(x))* + (Lp-1(x))?
= L () [xLy () +Lyp—1 (0)]°
= L () (Lp41(%))*
= Linia ()

n

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.12. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

L9, () = x* L () + 4x3LE)_ () + 6x2LY) () + 4xLE)_ (%) + LS, ()

esitligi saglanir.

ispat:  **LS) (%) = x* (Lo (%)%,
4x3LG)_; (x) = 423 (L (6))* L (x),
6x%LS)_,(x) = 6x2 (L (%))3 (L1 (%)),

n

4xLS) (%) = 4x(Ln (1))? (L1 (),
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L2, (1) = Ly() Loy ()%,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

L8 () + 4x3L8)_ () + 6x2LE) (%) + 4xLS) () + LE)_, (%)

= x*(Ln(0))® + 42> (L (0))* Lyp—1 (%) + 6x% (L (%)) (Lyp—1 (x))?
+4x (L (%)% (Ln—1 (0))* + L (x). (Ln—1 (0))*

= Lp()[x*(Ln())* + 4x° (L (%))® Lp—1 () + 6x% (L (%))? (Lo (X)) +
4x L () (Lp—1(0))* + (L1 (x))*]

= L () [xLy (%) + L1 (0)]*

= L (0) (Lyps1 (0))*

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.13. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

L) () = x5LE) () + 5x*LE)_, (x) + 10x3LS)_, (x) + 10x%LG)_, (%)

+5xL8 () + L ()

esitligi saglanir.

ispat: stg(x) = x°(Ln(x))°,

5x*Li)_; (%) = 5x* (L ())° L1 (5),

n

10x3LE) (%) = 10x3 (L ())* (Ly—1 (%))2,

n

10x2LE)_. (%) = 10x2(Ly (%)) (L1 ()3,

5xLE)_,(X) = 5x(Ln(1))? (L1 (X))*,
ng—s (x) = Ly(x)(Lp—1 (x))s,

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.
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x5L(66,2 (x) + 5x4L(6673 L)+ 10x3L(66,2 ,(x) + 10x2L(66,3 5 (x) + SxL(66,3_4(x)

L(G) S(X)

= x°(Ln(x))® + 5x* (L (2))® Lyp—1 (%) + 10x° (L (0))* (Lp—1 (%))?

+10x% (L (0))® (Lno1 (0))? + 52 (L (0))? (Ln—1 (x))*

+ L () (Lyp—1(x))°

= Ly () [x° (L (0))° + 5x* (L (0))*. Lyp—1 (%)

+10x% (L (2))* (Lpo1(0))? + 102 (L (%))? (Ln—1 (%))?

+5xLp () (Lp—1 ())* + (L1 (x))°

= Ly () [xLn (X) +Lyp_1 ()]

= Ly () (L1 (0))°

~ 19, ()

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.14. Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,
L(k)+k 1( x) = ( ) k- 1L(k)( )+( ) k- ZL(R) 1(x)

k= 1Y, k-3;,00 k1(k1)(k1)(k)
+(1) )L @ e (D) Lien—gie-1) (%)

esitligi saglanir.

ispat: (5 )l = (5 ) ek,
(K7 D218, @ = (57 )2 0n00) s (),

(5 1800 = (K5 1) a2 (a2

(k—l

1 V(e -
k — 1)x(k D=k 1)L(k) n—(k— 1)( x) = (k 1)x(k DD L () Loy ()

esitliklerini taraf tarafa toplayalim.
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(ko 1) k=100 (5 )+( ) k2100 (y )+( ) k=300 () 4 -

k—1\ - (k)
+ ()OO ()

(5 1) B @) s ()2 +
+ (Ilz ~ 1)x(k 1)—(k— 1)(L (x))k—l

= L,(x) [an(x)+Ln—1(x)]k_1
= Ly () (Lpy1 ()77

= Lo 1 ()

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.15. 3-basamak Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

L gn+6( ) = x* L 3 (x) + 2%°L (2)+3(X) +x°L 2n+2(x) + (2x* + 2x)L ;nﬂ( )

+2x3 + DI (o) + 2221 5 (%)
esitligi saglanir.
. 4 «(2) — AT * 2
Ispat: X*L pnpa(x) = x*(L n+2(x)) ,

263055 (0) = 2% L g (0L 42 (2),
KL () = X2(L°,, ()2,
2xL7 571 () = 2217 5 (X)L 1 (),
2x* L5 (1) = 2x* L (0L g (),
22318 (x0) = 2x3(L°, (%)),
L) = (7, (0)%,

*(2) * *
zsz 2n—1(x) = ZxZL n(x)L n—1(x)1
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esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

x4L*%)+4(x) + 2x3L*gq)+3(x) + xZL*§2n)+2 (x) + 2xL*§2,3+1(x) +2x* 2, (x0)

2n+1
+ 2x3L*(2)(x) + L*(Z) (x) + ZxZL*gzn)_l(x)

=x*(L*,,,(0))? + 2xX° L (O L g (1) + x2(L°,,, (X))?
+ 2xXL 5 (0 L 1 () + 2L (O Ly () + 263 (L7, (%))
+ (L7, () + 2x? L (X)L 1 (%)

= (I3 (0))?

= L*gzn)+6(x)

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.16. 3-basamak Lucas polinomlarinin yeni ailesine ait,

2 «(2) «(2 27+(2)
gn)+2m(x) = x*L 2n+(2m-2)(X) + 22317 )+(2m 3) (x) +x°L 2n+(2m—a)(X)
«(2) «(2
+ (2x* 4 200 5, sy () + (223 + 1L & am ()
2

+ 2le'*2n+(2m—7) (x)

esitligi saglanir.

. @) .
Ispat: x*L* 2n+(2m- 2)(x) =x*(L n+(m-1) (x))?,
* 2 * *
2L 2, a3y (0) = 263 L s (OL e (),

«(2) x
x*L 2n+(2m—-4) (x) = x? (L n+m-2) (x))z’

26 L5 ooy (1) = 2L 2 (O L pm3 (%),
2xL*g2n)+(2m_5)(x) = 2xL" pym—2 ()L nim—3 (),
26318 oy () = 2331, ()2,
L8 ome @ = (7, (D),

*(2) * *
2x°L 2n+(2m—7)(x) = 2x°L nem—-3 (O L nym—a(X),
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esitliklerini taraf tarafa toplayalim.

«(2) «(2 «(2)
X* Lyt (am—2)(X) + 2x°L gn)+(2m—3)(x) + XLy 2m—-ay (%)
«(2) «(2)
+ (2x* + 2x)L Pt (2m—5) () + 2x* + DL 304 2m—6) (%)

«(2)
+2x°L 2n+(2m-7) (x)

= 2Ly ey 00 F 2L e COL g2 ()

F (L ey Q)P + 20 (DL s (1)

+ 200 2 O s () + 203 (L ()2 + (U g (0))?
+ 20°L -3 GO L (2

= (I (0)?

«(2)
=L 2n+2m (X)

olup boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi olan Fn(k)ve Lucas sayilariin yeni

bir ailesi olan Lﬂ‘) sayilarinin tamimindan faydalanilarak yeni aile hakkinda bazi
teorem ve Ozdeslikler elde edildi.

Ayrica genellestirilmis Lucas polinomlarinin tanimi verildi ve bu tanim yardimiyla
genellestirilmis Lucas polinomlarinin elemanlar1 bulundu. Ayrica Lucas polinomlari
ve bagintilarinin genellestirilmis durumlari elde edildi.

Son olarak bu bagmtilardan yola ¢ikilarak Fibonacci ve Lucas polinomlarinda yeni
aile ile ilgili teorem ve 6zellikler bulundu.

Bu ¢aligma tizerinde inceleme yapildig: takdirde Fibonacci sayilariin yeni bir ailesi

olan Fn(k), Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan L;k) ve genellestirilmis Lucas

polinomlartyla ilgili ¢ok daha fazla 6zellige ulasilip, 6zdeslikler yazilabilir.
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