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SIMGELER ve KISALTMALAR

: M = IR seklinde tanimli her mertebeden siirekli tiirevlere

sahip olan fonksiyonlarin kiimesi

: M iizerindeki C* fonksiyonlarin cebiri

: Cheeger-Gromoll metrigi

: Sasaki metrigi

: Reel sayilar kiimesi

: Egrilik tensdriiniin koordinatlari

: M demeti manifoldunun tanjant

: M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi

. (r, s) —tipli tensorlerin F (M) tizerindeki modiili
: Afin konneksiyon

: 2. Tiir Christoffel sembolleri (konneksiyon katsayilari)
: Bir egri boyunca i¢sel (mutlak) tiirev
: Xve Y vektor alanlarmin Lie ¢arpimlari

: Dogal izdiisiim fonksiyonu

: Tensor ¢arpimi



1. GIRIS

(M,g) Riemann manifoldlar1 {izerindeki tanjant demetlerin diferensiyel
geometrisinin tarihgesi Sasaki (1958) ile baglar. Sasaki’nin bu calismasinda ele
aldigi °g metrigi, X ve 'Y swrasiyla, M iizerindeki X ve Y vektor alanlarmin

demete yatay ve dikey liftleri olmak tizere

Sg("x, "y) = g(X,Y),
Sg(HX, VY) — O,
Sg(VX, VX)) = g(X,Y)

seklinde tanimlanir. Gorildigi gibi, Sasaki metrigi, yatay ile dikey dagilimlarin

dikligini korumaktadir ve baz manifoldun metrigi cinsinden yazilabilmektedir.

Bazi seckin geometricilerin Sasaki metrikli tanjant demete ilgisi sayesinde, 20.
yizyitlin 60’ ve 70°1i yillar1 konunun yiikselme evresi olmustur. Bu donemde
yapilan ¢alismalar iki ekole ayrilabilir: Bunlar, (fizikten etkilenerek) koordinatlarla
calisan Sasaki, Sato ve Tanno’nun basi ¢ektigi Japon ekolii ile invaryant
(koordinatlardan bagimsiz) olarak calisan Dombrowski, Kowalski, Nagy,

Walczak’n onciiliigiindeki Avrupa ekoliidiir.

Gegtigimiz ylizyillin 80’1 yillart ise konunun olgunluk evresinin baglangici olarak
kabul edilebilir. Ciinkii, bircok makalede gosterilmistir ki, Sasaki metrigi bir cesit
“katilik” ortaya koymaktadir. Kowalski (1971), g Sasaki metrigi yerel simetrik ise
baz metrik g nin flat ve buradan °g nin flat olacagmi gostermistir. Musso ve
Tricceri (1988), daha kat1 bir sonug olarak,(TM, ®g) sabit skaler egrilige sahipse
(M, g) nin yerel diizlemsel oldugunu ispatlamiglardir. Yazarlar, ayni makalede,
Sasaki metriginin katiliginin oniine gegebilmek igin OM ortonormal ¢ati demeti
olmak tizere, OM X IR™ iizerindeki (0,2) —tipli temel simetrik tensor alanlari

vasitasiyla TM {iizerinde Riemann manifoldlar1 insa etmek icin bir yontem One



siirmiisler ve bir 6rnek olarak TM iizerinde yeni bir metrik olan ““g Cheeger-
Gromoll metrigini tanimlamislardir (Abbassi 2008). Cheeger-Gromoll metrigi,
u = u' kanonik dikey vektdr alanit ve 2 = g;;u'u/ onun normunun Kkaresi olmak

uzere

( Cg(ix, Hyy = g(X, ),
! “g("x,"V) =0,
LCGQ(VX' y) = %(g(X, Y)+gX, wgY,u))

seklinde tanimlanir. Burada a@ = 1 + r2 dir.

(TM,““g) ye iliskin olarak, Sekizawa (1991), eger (M, g) baz manifoldu sabit
kesitsel egrilige sahipse (TM,“Cg) nin hicbir zaman sabit skaler egrilige sahip
olamayacagini gostermistir. Yazar bu g¢alismasinda, Cheeger-Gromoll metriginin
Levi-Civita konneksiyon katsayilari ile egrilik tensoriinii de hesaplamistir ancak
daha sonra Gudmundsson ve Kappos (2002), bu hesaplamalar1 yeniden gdzden
gecirmis ve bu ¢alismadaki bazi1 yanlishklart diizeltmislerdir. Diger yandan Abbassi
ve Sarih (2003), (TM,““g) nin hicbir zaman sabit kesitsel egrilige sahip
olamayacagim gostermislerdir. (TM, ““g) nin jeodeziklerinin diferensiyel denklemi

ise Salimov ve Kazimova (2009) tarafindan elde edilmistir.

Anastasiei (1999) ise ““g Cheeger-Gromoll metriginin dikey parcasini deforme
ederek Sasaki ve Cheeger-Gromoll metriklerini kapsayan daha genel bir metrigi

asagidaki sekilde tanimlamistir:

ga,b(HX' HY) = g(X, Y),
9ap ("X, 'Y) =0, (1.1)
9ap ("X, YY) = ag(X,Y) + bg(X,w)g(Y,w).



Burada a > 0 ve b > 0 bi¢imindeki diizgiin fonksiyonlardir. Eger (1.1)’de a =
1,b = 0 alimirsa Sasaki metrigi; a = b =§ alinirsa Cheeger-Gromoll metrigi elde

edilir. (TM, g4 ) lizerinde yapilan calismalarin ¢ogu, bu metrikle uyumlu yapilart
(kompleks, parakompleks vb.) arastirmak yoniinde olmustur. (TM,g,,) nmn
jeodezikleri ve Killing vektor alanlari Gezer ve Altunbas (2012) tarafindan

belirlenmistir.

Bu tezin amaci ise (1.1) denklemleri ile verilen g,;, metriginin yatay kisminin
pozitif tanimli bir fonksiyonla carpimasiyla elde edilen Kaluza-Klein metrigine gore,
tanjant demet lizerindeki jeodezikler ile baz manifoldda tanimli vektor alanlarinin
yatay ve tam liftlerinin sikistirilamaz ve harmonik olma sartlari hakkinda bazi

karakterizasyonlar vermektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, kaynak gosterilmeden verilen tanim ve teoremlerin tamami Kiihnel

(2005) kitabindan alinmastir.
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1.1. Asagidaki sartlar1 saglayan (M;);c; alt kiimeler ailesine sahip M

kiimesine bir n —boyutlu diferensiyellenebilir manifold denir:

1.M =U;¢; M;.
2. Her i €1 igin ¢;(M;), IR™ de agik olacak sekilde bir ¢;: M; - IR™ oOrten
fonksiyonu vardir.
3. M; N M; # @ igin (pl-(Mi N MJ) kiimesi IR"™ de agiktir ve
@jo @i i (M; 0 M)) = @;(M; N M)

bileske fonksiyonu keyfi i, j i¢in diferensiyellenebilirdir.

Burada her ¢; bir harita, ¢;* parametreleme, ¢;(M;) kiimesi parametre bdlgesi ve
(M;, 9;) ;¢ bir atlas adini alir. Iki haritanin arakesiti iizerinde tanimlanan
QjoPp; Lg:(M; n M;) = @;(M; N M;) fonksiyonlarna koordinat doniisiimleri ya da

dontisiim fonksiyonlar: denir.

Genelligi bozmaksizin, yukaridaki tanimda 2. ve 3. sartlar1 saglayan daha fazla harita
eklenmesine gore elde edilen atlas maksimal atlas olarak kabul edilebilir. Boylece,

bu anlamdaki bir maksimal atlas, bir diferensiyellenebilir yap1 olarak ifade edilebilir.

Tamim 2.1.2. Bir n-boyutlu manifold verildiginde, manifoldun atlasina ait olan tiim
Q;N; 1 doniisiim fonksiyonlar1 asagidaki tabloda yer alan soldaki sartlar1 saglarsa

manifold sirasiyla sagdaki isimleri alir:



Siirekli < topolojik manifold

Diferensiyellenebilir <« diferensiyellenebilir manifold
C! —diferensiyellenebilir & C1-manifold
C"-diferensiyellenebilir & C”-manifold
C-diferensiyellenebilir & C*-manifold

reel analitik & reel analitik manifold

kompleks analitik < 2 boyutlu kompleks manifold

Afin < afin manifold
Projektif < projektif manifold
Konform < konformal manifold

Y6n koruma <yonlendirilebilir manifold

Bundan sonra bir “’manifold’’> denildiginde C*-manifold anlasilacak ve

“diferensiyellenebilme” her zaman C* anlaminda olacaktir.

Tanmim 2.1.3. ¢; (0 N M;) kiimesi IR™ de her i i¢in agik ise 0 S M kiimesine bir agik

alt kiime denir.

Tiim agik alt kiimeler kiimesi M iizerinde bir topoloji tanimlar. Boylece tim ¢; ler

stirekli olur, ¢iinkii acik kiimelerin ¢; ler altindaki ters goriintiileri de agiktir.

Tanim 2.1.4. M topolojik uzayinin her agik Ortiisii sonlu bir alt ortii iceriyorsa M ye

kompakt topolojik uzay denir (Heine-Borel igerme 6zelligi).
Ozel olarak, her kompakt manifold sonlu sayida harita ile ortiilebilir.

Tamm 2.1.5. X bir topolojik uzay olsun. X in farkli her p, g noktalari igin



olacak bi¢imde p nin U, ve g nun U, agik komsuluklar1 varsa X topolojik uzaymna bir

Hausdorff uzayi denir.

Burada manifoldlarin her zaman Hausdorff ayirma aksiyomunu (T2 aksiyomu)
sagladigi kabul edilecektir. Ayrica manifoldlarin Hausdorff wuzayr olmast,

diferensiyellenebilir manifold taniminin bir sonucu degildir.

Burada onemli bir nokta, bir manifoldun topolojisinin yerel olarak IR™ ile ayni
olmasidir. Ozel olarak manifold iizerinde uzaklik fonksiyonu (metrik) olmadigindan,
¢ yarigapli agik yuvar kavrami manifoldlar tizerinde yoktur, ancak IR™ de € yarigaph
acik yuvarlarin ters goriintiileri M de yine agiktir. Bu ise IR™ deki gibi dizilerin
yakinsakligin1 tanimlamak i¢in yeterlidir. Buna ek olarak, her manifoldun topolojisi
yerel kompakttir, yani her nokta bir kompakt komsuluga sahiptir. Bir & yarigaph

kapali yuvarin ters goriintiisii buna 6rnektir.

Tamm 2.1.6. M, m —boyutlu ve N, n —boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold;
F:M — N bir doniisim olsun. F(U) € V olmak fiizere tim ¢:U — IR™, ¥:V —
IR™ haritalar1 i¢in W o F o =1 diferensiyellenebilir ise F ye diferensiyellenebilirdir

denir.

Tanim 2.17. F:M —-> N 1:1 ve oOrten doniisimi her iki yonde de
diferensiyellenebilir ise F ye bir difeomorfizm denir. Bu durumda M veN

difeomorfik manifoldlar adin1 alir.

Iki difeomorfik manifold ayni boyutlu olmak zorundadir. Ciinkii n # m olmak iizere
IR™ve IR™ i¢in her iki yonde diferensiyellenebilir, 1: 1 ve orten bir fonksiyon
yoktur. Bunun nedeni de karsilik gelen Jacobi matrisinin karesel olmamasi ve
dolayisiyla sifirdan farkli determinanta sahip olmamasidir (yani bu matris

terslenebilir degildir).



Bir ¢ haritasi icin IR™ de standart koordinatlar (v?,v?, ...,v™) ve buna M de karsilik
gelen koordinatlar (x*, x2, ..., x™) olarak belirtilsin. Boylece x‘(p) fonksiyonu, ¢ (p)
nin i. koordinati, yani x'(p) = v'(¢(p)) esitligi ile verilir. Bdylece (v1,v?, ..., v™)
fonksiyonlar1 tipk1 (x1,x?,...,x™) gibi, bir yandan noktalarin koordinatlar1 olurken,
diger yandan (v1,v?, ..,v") ve (x1,x2 ..,x") fonksiyonlarina tiirevlerin
olusturulabilecegi degiskenler goziiyle bakilabilir. Bir f: M — IR fonksiyonu i¢in

| _3ee™

axtl, vt

o)

esitligi tanimlanir ve bu gosterim bir fonksiyonun kismi tiirevlerinin x* veya v'

yonlerindeki sonsuz kiigiik degisikliklerini vurgular.

2.2. Tanjant, Kotanjant ve Tensor Uzaylari

M n —boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve p € M bir nokta olsun. M nin p
noktasindaki tanjant uzayi, baslangic noktast p olan tiim yonlerdeki vektorlerin
olusturdugu n —boyutlu kiime olarak diistiniilecektir. Bir dis uzay olmadig: igin bu
tanim igsel olarak verilmek zorundadir. Asagida tanjant vektor i¢in 2 farkli tanim

verilmektedir:

Tanmm 2.2.1. ¢(0) = p sartin1 saglayan c: (—¢, &) — M diferensiyellenebilir egrileri

tizerindeki denklik bagintisi, p yi igeren her ¢ i¢in

c~c" = (pec)(0) = (poc)(0)

seklinde tanimlandiginda, ~ nin yol ac¢tig1 bir denklik sinifina p noktasindaki bir

tanjant vektor denir.

Bu tanjant vektorlerin geometrik tanimidir. Ancak bu sekildeki bir denklik sinifinin

belirli temsilcisi yoktur ve bu temsilci haritanin se¢cimine bagli olacaktir.



Tamm 222. F,(M):={f:M - IR| f diferensiyellenebilir}/~, fonksiyon
tohumlart (ing: germs of functions) kiimesi iizerinde tanimlanan bir X tiirev

operatoriine p noktasinda bir tanjant vektor denir.

Buradaki ~ denklik bagintis1 “f~f* ancak ve ancak f ile f* f nin bir koordinat
komsulugunda cakisir” seklinde tanimlanmistir. Ayrica, X(f) degeri f nin X

yoniindeki tlirevini ifade eder.
Bu tanim daha agik olarak sdyle de verilebilir:

Tamm 2.2.3. Asagidaki iki sarti saglayan X:F,(M) — IR fonksiyonuna p

noktasindaki bir tanjant vektor denir:

1. X(af +Bg) = aX(f) +BX(g) a,B EIR f,g € F(M),
2. X(f.9) =X(f).g() + f(p)-X(9) f,g € F(M).

Bu tanjant vektorlerin cebirsel tanimidir. Yukaridaki sartlarin saglanmasi icin f ve g
nin p nin bir komsulugunda tanimli olmas1 gerekir. Kisaca tanjant vektorler, skaler

fonksiyonlar iizerine etkiyen tiirev operatorleridir.

M nin p noktasindaki tanjant uzayr p noktasindaki tiim vektorlerin kiimesi olarak

tanimlanir. Tanimdan p # q ise T,M ve T, M ayrik oldugu agiktir.

Ozel (geometrik) tanjant vektorler, parametre dogrular (parametre degerleri boyunca
sabit olan dogrular) ile verilir. Bi¢imsel olarak tanjant vektorler, parametre
dogrularinin denklik smifidir. Bunlara cebirsel tanimda karsilik gelen tanjant

vektorler

o) _a(foe™)
dxt p avt

@(p)



seklinde tanimlanan % kismi tiirevlerdir. Burada ¢ p Vi igeren bir haritadir.
p

Gosterim kolaylig1 i¢in ¢ogu zaman % yerine 0;|,, yazilir.
P

Burada, belki geometrik tanim sezgisel olarak daha uygun olacaktir ancak bununla
calismak kolay degildir. Bu tanimda tanjant uzayin bir reel vektér uzay1 oldugu agik
degildir. Cebirsel tanim hesap yapmak igin daha uygundur ve bu herhangi bir

haritadan bagimsizdir.

Teorem 2.2.4. n —boyutlu bir diferensiyellenebilir manifoldun bir p noktasindaki
tanjant uzay1 bir reel vektor uzayidir ve bu uzay verilen bir haritadaki herhangi bir

x1, ..., x™ koordinat sisteminde

d
ox1

0
Ry

p |p

tarafindan gerilir. p noktasindaki her X tanjant vektort

X—ZH:X iy 9
4 (x)axip
i=1

seklinde yazilabilir.

Tanmm 2.2.5. F: M — N bir diferensiyellenebilir doniisim ve p ile ¢ F(p) =q
sartin1 saglayan iki sabit nokta olsun. Bu durumda F nin p noktasindaki diferensiyeli

veya tiirev doniisiimii, her X € T,,M ve her f € F,(N) igin

DF|,:T,M - T,N, (DFlp(X)) (f) = X(f o F)



10

seklinde tanmimlanir (Bu ise f o F € F,(M) oldugunu gosterir.).

F G
Bu sekilde tanimlanan diferensiyel i¢in, M - N— Q doniisiimlerinin bileskesi GoF

olmak tzere zincir kurali
D(G o F)Ip = DGIF(p) o DFIp
bigiminde, ya da kisaca D(G o F) = DG o DF ile verilir.

Burada DF|,, tipk1 IR™ iizerindeki vektor analizindeki gibi, F nin p noktasindaki bir

lineer yaklagimi olarak goriilebilir.

M izerindeki {x',..,x™} ve N iizerindeki {y’,..,y"} koordinatlarinda DF]|,

doniistimii Jakobi matrisi ile verilir. Daha agik olarak

9 d(yioF)| @
DFly <W| ) - Z dxJ oyt
p 7 p

l

q

dir.

Tanjant uzaylarin geometrik taniminda (yani, p noktasindan gegen egrilerin denklik

sinif1 i¢in), diferensiyel basitce egrilerin taginmasi olarak

DF|,([c]) = [F o c]

seklinde verilir. Bu durumda zincir kurali

DG(DF([c]) =[G o F o c]
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daha acik hale gelir. Bir egrinin tegeti tizerindeki etki

¢(0) » (F o c)(0) = DF|,(¢(0))
seklindedir.

Bundan sonra Einstein toplam sembolii kullanilacaktir. Ornegin

hy, = 2 h!gj, mn yerine hy, = hl g
J

ay'
dx/

nin yerine 0t = &J

) oy

i— Jj _

" ZE dxJ
j

yazilacaktir.

Tammm 2.2.6. x!,..,x" koordinatlartyla verilen her bir ¢:U — V haritasinda,

&J:U — IR bilesenlerinin p deki degerleri
Xy =¢'(p) °
p =5 P )

seklinde diferensiyellenebilir fonksiyonlar olan ve M 3 p — X,, € T,M eslemesini

belirleyen X e, M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir diferensiyellenebilir

vektor alani denir.

M iizerindeki tiim vektdr alanlariin kiimesi y (M) ile gosterilir.



12

Ayrica bir f: M — IR fonksiyonu i¢in fX bir vektdr alanin1 gosterirken, Xf = X(f)
ise f nin X yoniindeki tiirevini belirtir. Dolayisiyla X f bir fonksiyondur.

Tamm 2.2.7. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. T,M vektor
uzaymin duali olan Ty,M = {w,:T,M — IR} vektdr uzayma M manifoldunun p

noktasindaki kotanjant uzayi, bu uzayin eclemanlarina kotanjant vektorler denir

(Sahin 2013).

[o]
ox1

T,M nin ) o

bazi verilmigse Ty M nin dxi|p (% ) = &/ sartin1 saglayan
p p

bir tek dx*|,, ..., dx™|,, baz1 vardur.

Tamm 2.2.8. M diferensiyellenebilir manifoldunun her p noktasina bir kotanjant

vektor karsilik getiren fonksiyona bir 1-form denir (Sahin 2013).
M iizerindeki tiim 1-formlarin kiimesi y*(M) ile gosterilir.

Tamm 2.2.9. M bir diferensiyellenebilir manifold, T,M ile TyM sirasiyla onun p

noktasindaki tanjant ve kotanjant uzaylar1 olsun.

Ay TiM X TM X . X TpM X TyM X T,M X ..x T,M = IR

r—tane s—tane

seklinde tanimli A, ¢ok lineer doniisiimiine r. mertebeden kontravaryant ve s.

mertebeden kovaryant (veya kisaca (r, s) —tipli) tensor denir.

r S
Boylece, yukaridaki gibi tamimlanan A, tensori & T,M ® K T;M tensor
i=1 j=1

uzayina ait olmus olur. Burada &) ile tensor ¢arpimi gosterilmektedir.
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2.3. Riemann Metrikleri
Yiizeyler teorisinden bilindigi gibi, bir yiizeyin birinci temel formu, Oklid ic
carpiminin her bir teget diizleme kisitlanmasiyla tanimlanan bir skaler c¢arpimdir.

Benzer sekilde buradaki amag, manifoldun her bir tanjant uzayinda bir skaler ¢arpimi

dis uzay olmadan (igsel) tanimlamaktir.

L*(T,M;IR) = {a:T,M X T,M - IR}  uzayi {dxl'|p ® dxj|p 2 i,j=1,..,n}

bazina sahiptir. Burada dx', (TyM)* = L(T,M; IR) dual uzayinin bir bazidir, yani

4 d 4 1 =]
— = l = ’
dXLlp (6361 p> 4 6] {Ol [ ¢]

dir. dxt |p Q dx’ |p bilineer formlar1, baz iizerindeki etkileriyle

i| '—Sidj—{ 1, i=kvej=1
o oxtl, )Tt o, diger durumlar

(dxi|p () dxj|p) <%
x
seklinde tanimlanir.
Eger
a = a;;dx' @ dx’

seklinde gosterilirse, a nin bilesenleri

0 0

“ = Gt 5

)

bi¢iminde olur.
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Tamm 2.3.1. Asagidaki sartlari saglayan ve p » g, € LZ(TpM; IR) eslemesini

belirleyen g fonksiyonuna M iizerinde bir Riemann metrigi denir:

1. HerX,Y i¢in g,(X,Y) = g,(Y,X)
2. Her X i¢in g,(X,X) > 0
3. g;j katsayilarmin her bir yerel gosterimi (yani her bir haritada)

gp = 95(p).dx'| | ® dx’|

seklinde olup bu katsayilar diferensiyellenebilirdir.

Tamm 2.3.2. M diferensiyellenebilir manifold g de bir Riemann metrigi olsun. Bu

durumda (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir.

M Riemann manifoldu tizerindeki bir X vektor alaninin normu || X|| = m
seklinde tanimlanir. Ayrica pozitif tanimlilik sart1 olan 2. sart ondan daha zayif olan
bozulmamis (non-dejenere) olma sartiyla (yani her Y ig¢in g(X,¥Y) =0ise X =0
olmasi) degistirilirse, M manifoldu pseudo-Riemann veya yari-Riemann manifoldu

adin alir.

Tanim 2.3.3. Asagidaki sartlart saglayan f:M — IR diferensiyellenebilir

fonksiyonlarimin bir (f;);e; ailesine bir diferensiyellenebilir birimin boliigiimii denir:

1. vieligin0<f; <1

2. Her p € M noktalar1 sadece sonlu sayida supp(f;) ile kesisen bir
komsuluga sahiptir.

3. Yier fi = 1 (yerel olarak bu her zaman sonlu bir toplamdir.)

Burada supp(f;) := {x € M|f,(x) # 0} topolojik kapanisidir ve f; fonksiyonlarinin

dayanag1 olarak adlandirilir.
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Lemma 2.3.4. Eger M iizerinde her f; fonksiyonunun dayanagi supp(f;) bir
koordinat komsulugu tarafindan kapsanacak sekilde bir birimin boliisiimii varsa M

tizerinde bir Riemann metrigi vardir.

Teorem 2.3.5. Eger M nin topolojisi yerel kompaktsa ve ikinci sayilabilme
aksiyomunu (topoloji i¢in sayilabilir baz varsa) sagliyorsa, M nin birimin bolistimii
ile birlesen bir agik ortiisii vardir, yani supp(f;) verilen agik kiimelerinden birinde
mutlaka bulunur.

2.4. Levi-Civita Konneksiyonu

Tamim 2.4.1. X ve Y M iizerinde (diferensiyellenebilir) vektor alanlar1 ve f: M — IR

bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

X, Y1(f) = X(Y () - Y (X))

esitligi ile tanimlanan [X, Y] vektor alanina X ve Y vektor alanlarinin Lie parantezi

(veya Y vektor alaninin X vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi LyY ) denir.

Bir p € M noktasinda

[X, Y]p(f) = Xp(Yf) - Yp(Xf)

seklindedir.

Bir manifold {izerinde Lie tiirevinin tanimlanabilmesi i¢in manifoldun Riemann

manifoldu olmas1 gerekmez, diferensiyellenebilir yap1 yeterlidir.

Tanmm 2.4.2. (M,g) bir Riemann manifoldu, X,Y € y(M) ve f:M — IR bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger (X,Y) — VY eslemesi i¢in asagidakiler
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saglaniyorsa V ya (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

denir:

() VianV = VeV +VyY

(ii) VexYV = fVUxY

(i) Vy(Y +Y,) = VyYy + Vy Y,

(v)  Vx(fY) = f.Vx¥ + (X(D)Y

v)  X(g(Y,2)) = g(VxY,2) + g(¥,VxZ) ; metrikle uyumluluk
(vi)  VyY —VyX —[X,Y] = 0; burulmasizlik (simetri 6zelligi)

Basitlik i¢in f nin X yoniindeki tiirevi olan Vyf genellikle, X(f) veya Xf ile
gosterilir. Yukaridaki tanimda (v) ve (vi) sartlar1 ¢ikarilirsa sadece “’konneksiyon’’

elde edilir. Eger (vi) saglanmazsa

T(X,Y) =V Y — Vo X — [X,Y]

fonksiyonu V nin burulma tensorii olarak adlandirilir. “Konneksiyon’ yerine

“kovaryant tiirev” kavram1 da kullanilir.

V ya konneksiyon denmesinin nedeni, V nin farkli tanjant uzaylar arasinda bir gesit

baglant1 kurulmasina olanak saglamasidir.

Teorem 2.4.3. Her (M, g) Riemann manifoldunda bir tek Levi-Civita konneksiyonu

vardir.

Teorem 2.4.4. X,Y,Z € y(M) olmak tizere bir (M, g) Riemann manifoldu ile onun
Levi-Civita konneksiyonu arasinda Koszul formiilii olarak bilinen asagidaki esitlik

gecerlidir:

Zg(VXYJZ) = Xg(Y'Z) + Yg(Z'X) - Zg(X' Y) - g(Y' [X'Z]) - g(X' [Y,Z]) -
g(Z1Y,XD.
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Yerel koordinatlarda, Koszul formulu

m_ 1 fm 0gij 09k _ agjk)
Vo2 axk " 9x]  axt

seklinde yazilabilir. Buradaki I;}* fonksiyonlarina 2. tiir Christoffel sembolleri veya

konneksiyon katsayilari denir.

Dolayisiyla X = ¢ i% ve Y=n/ % vektor alanlart i¢cin VyY nin yerel
koordinatlardaki ifadesi

. ank . .0
ViY = €' oL+ ) (2.1)

olarak bulunur.
2.5. Bir Riemann Manifoldu Uzerinde Jeodezikler

Tamm 2.5.1. M iizerinde tanimli her X vektor alani igin VyY = 0 ise Y vektor

alanina M tizerinde bir paralel vektor alani denir.

Tamim 2.5.2. ¢: [ = M egrisi verilsin. Y € y(M) olmak tizere her t € [ igin V.Y =0

. . . . . . _dc .
ise Y vektor alanina ¢ egrisi boyunca paralel vektor alant denir. Burada ¢ = d—i dir.

Bu tanim t parametresinin seciminden bagimsizdir.

Tanmmm 2.5.3. c¢:] > M egrisi verilsin. Eger V.¢ = A¢ ise ¢ ye M {izerinde bir

jeodezik denir. Eger egri yay parametresi ile parametrelendirilmisse bu sart

V.c'=0

Cc



18

halini alir.

Tanmim 2.5.4. c: ] - M egrisinin yerel gosterimi x* = x(t) olsun ve bu egri boyunca

tanimli olan v = v'9; vektor alan1 g6z dniine almsin. Bu durumda

vt idxk
5t 'KV

dt

. sv' . W — :
seklinde tanimli olan 8—1; ye v vektor alaninin mutlak tiirevi (i¢sel tiirevi) denir

(Spain 2003).

dxt . " - , - -
d—xt de bir vektor alani oldugundan mutlak tiirev operatorii buna uygulanabilir.

Boylece (2.1) den

dt

(2.2)

5t dt? Jkat de

) (dxi) _d?xt i dxJ dx¥

denklemleri elde edilir.

Onerme 2.5.5. Yerel gosterimi x' = x'(t) olanc:I » M egrisinin bir jeodezik

olmasi icin gerek ve yeter sart

) (dxi) _ad?xt i dxJ dxk

st\dt/) ~ dt? jkar Tar 0 (2.3)

olmasidir.
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2.6. Riemann Egrilik Tensorii

Tamim 2.6.1. (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V
olsun. Her X, Y, Z € (M) i¢in

R(X, Y)Z = VXVYZ - VvaZ - V[X’y]Z

esitligiyle tanimlanan R: y(M) X (M) X (M) — x(M) doniisimiine M Riemann

manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir.

0 2 d
X=—,Y=—,7 =— alinirr
axt’ axJ’ oxk a R

R(a 6) d _ Rl d
dxi’dxJi) dxk ~ UKk gxk

elde edilir. Bu esitlikteki Rfjk fonksiyonlarma M manifoldunun Riemann egrilik

tensoriiniin katsayilar1 denir. Burada

ort ort
l _ lj ik h il hpl

oldugu kolayca goriilebilir.

Tanmim 2.6.2. (M, g) Riemann manifoldunun her noktasinda Riemann egrilik tensorti

0zdes olarak sifir ise M ye yerel diizlemsel manifold denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde kaynak gosterilmeden verilen tanim ve teoremler (Yano and Ishihara

1973) kitabindan alinmustir.
3.1. Tanjant Demet

Tamim 3.1.1. M diferensiyellenebilir manifoldunun her p noktasindaki ayrik T, M

tanjant uzaylarinin birlesimine M nin tanjant demeti denir ve TM ile gosterilir. Yani

T™ := U T,M

dir.

Burada M, TM nin baz manifoldu; her bir T,,M tanjant uzay: TM nin lifleri adin alr.
Tamim 3.1.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve TM M nin tanjant demeti olsun.
m:TM - M,p—>p

stirekli ve orten fonksiyonuna TM nin dogal izdiisiim fonksiyonu denir.

Tamim 3.1.3. M diferensiyellenebilir manifoldunun bir U koordinat komsulugundaki
p = n(p) noktasmin koordinatlart (x!) (i =1,..,n) ile gosterildiginde ve
(x,u) » P eslemesi dikkate alindiginda, 7~*(U) € T(M,,) acik kiimesinde
(x%,ub) yerel koordinatlar sistemi elde edilir. Bu (x!,u’) = (x%,x%) sistemine,

n~1(U) da (x") yerel koordinatlarindan indirgenmis (elde edilmis) koordinatlar

denir.
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Teorem 3.1.4. TM 2n —boyutlu bir diferensiyellenebilir manifolddur (Suhubi 2008).

Ispat: m:TM - M, (p, W) = p, WeT,M dogal izdiigiimii bir tanjant uzay igindeki
her vektorii bagl bulundugu p € M noktasina gotirir. T,M =~ ({p})
yazilabilecegi aciktir. Her U € M acik kiimesine karsilik gelen V = (V) c T,M

kiimesini goz dniine alalim. 7~ kiime fonksiyonunun 6zelliklerinden

Ur={Jw=rran=1m0=7"@)

UeM UeM

yazilabilir. A bir indis kiimesi ise

Jw=Jrwo == (U Ua> ,

a€eA a€A a€eA

Vi = ﬂﬂ_l(Ui) = ﬂ_l(ﬁ Ui)

n n
i=1 i=1

olacagindan & = {V = n~Y(U): U € M} simfi TM {izerinde bir topoloji olur. V de bir

acik kiimedir. Bu topolojide m izdiisiimiiniin siirekli olacag: agiktir.
M manifoldu tizerinde bir atlas A = {(U,, ¢,): ael} harita ailesi ile verilsin.
V,=TU,=n"Y(U,) €STM

kiimesi de acik bir kiimedir. Bir (p, W) € TM noktasin1 ele alalim. p € M noktas1 M
manifoldunun bir (U,, ¢,) haritas icinde olacak ve (p, W) noktasi da V,, = =1 (U,)
acik kiimesi i¢inde yer alacaktir. Buna gore ¢(U,) S IR™ ag¢ik kiimesindeki x =
(x1,..,x™) € IR™ yerel koordinatlar cinsinden bir W €V, vektorii géz Oniine

alindiginda

.
W=w—w= (wl, ..., w™) € IR
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yazabiliriz. ¥,: V, = ¢,(U,) x IR™ S IR?" fonksiyonu her (p, W) € V,, noktas1 igin

l’”a(p: W) = ((pa: dq)a)
= (x%, ..., x™wl, .., wh) € IR

olacak sekilde tanimlayalim. ¥, fonksiyonunun bir homeomorfizm oldugu agiktir.

Simdi {(V, = n71(U,),¥,): « € I} kiimesinin TM iizerinde bir atlas olusturdugu

gosterilecektir. Bunun i¢in iki (V, ¥,;) ve (Vg, Wp) haritasini goz 6niine alindiginda

Yap = ¥p © v by (VN V) € IR*™ - Wy (V, N Vp) S IR*"
fonksiyonunun bir diizgiin doniisiim oldugu gosterilmelidir.
(0, W) =% (6 w) = (97 (%), (do) ' W) = (9" (x), dpg ™ (W)
bagintisindan
Pop(t,w) = (@5 © 9 1(x),dgg © dpg (W)
= (¢p © (%), d(9p © 9o~ (W)

cikar. @45 = @p © o L IR™ > IR™ diizgiin oldugundan d(ppg© @ 1) diizgiin bir
fonksiyondur. Dolayisiyla {(m~1(U,),¥,): ael} atlast ile TM boyutu 2n olan
diferensiyellenebilir bir manifold yapis1 kazanir.

3.2. Dikey Lift

Tamim 3.2.1. f, M de bir fonksiyon olsun. f: M — IR ve m: TM — M olmak {izere,

f=fom Yf:TM - IR
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seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun dikey lifti denir.

p € r1(U) noktasin indirgenmis koordinatlart # = (x%,u’) = (x%,x") olmak

lizere,

@) = "frw =for@ =f®) = fx)

olacagindan Vf(p) degeri her bir fibre boyunca sabittir ve p = m(p) € M
noktasindaki f (p) degerine esittir.

Tamm 3.2.2. X € y(M) ve w € xy*(M) olmak tizere TM tanjant demette,
"X(w) = V(X))

seklinde tanimlanan "X vektor alanma, X vektor alanimin dikey lifti denir. Burada

1w = uSw, dir. VX vektor alaninin indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,

= 1% X = J —
seklindedir.

3.3. Tam Lift

Tammm 3.3.1: M manifoldu iizerinde f: M — IR fonksiyonu verilsin. TM tanjant

demette,

“f =udf)
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ile tammlanan ©f fonksiyonuna f fonksiyonunun tam lifti denir. f fonksiyonu

indirgenmis koordinatlara gore yerel olarak
°f = 1(df) = u*@sf) = Of
seklinde ifade edilir.
Tamim 3.3.2. X € y(M) ve f: M — IR fonksiyonu i¢in TM tanjant demette,
Xf = “(Xf)

olarak tanimlanan ©X € y(TM) vektdr alanina X vektdr alaninin tam lifti denir. X

vektdr alaninin 71 (U) komsulugunda indirgenmis koordinatlara gére bilesenleri,

‘X = AT .
Cxt ) \uso Xt
seklindedir.

3.4. y-Operatorii ve Yatay Lift

Tamim 3.4.1. M manifoldu iizerinde (p, g + 1)-tipli S tensor alan1 koordinatlarla,

l1 lp
S =
Lji.Jq axll

1Q...Q dxla

olarak verilsin. =1 (U) da (x", u") indirgenmis koordinatlarina gére y operatorii,

VxS = (XIS ‘P)—@ ®—®dx Qdx)t ® ... ® dxla

Lji-Jq’ gyl
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ve

0

Ll obtdp
yS=W'Ss )auil

Ljsiq

® .0 @ dr @ dxh ® .. ® dxk
ou'r

seklinde tanimlanir. Burada yyxS ve yS, TM tanjant demette birer tensor alanidir.

Eger S bir fonksiyonsa yyxS = yS olarak kabul edilir.

Tamim 3.4.2. V, M de bir afin konneksiyon olmak iizere, f: M — IR fonksiyonunun
gradiyenti Vf seklinde yazilir. Yukarida tanimlanan y operatoric Vf gradiyentine

uygulanirsa,
Vyf =y(Vf) = uosf
olur. f: M — IR fonksiyonu i¢in TM tanjant demette,
Uf = Cf =V, f

seklinde tanimlanan £ fonksiyonuna, f in yatay lifti denir.
Cf = usd,f olup f fonksiyonunun yatay lifti,

Hf -0
bulunur.
Tamim 3.4.3. V, M de bir afin konneksiyon olmak iizere X € y(M) i¢in,

x = X-v,X
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ile tanimlanan 7X vektor alanma, X vektor alaninim yatay lifti denir. Ayrica V,X =
y(VX) dir. X vektor alaninin ve V afin konneksiyonunun M deki yerel koordinatlari

sirastyla X" ve Fi? olmak iizere, TM tanjant demette “X ve v, X

usasxh>'

Xh
‘X = <usasxh>’vyx =y(VX) = (

yerel bilesenlerine sahiptir. V,X" = 9. X" + I"S’i‘X t olmak iizere “X in bilesenleri,

seklinde bulunur.
3.5. Dagilimlara Adapte Olmus Cat1

Adapte olmus cati, TM tanjant demette tensorlerle ilgili islemlerin daha kullanisl bir
sekilde yapilmasina imkan veren bir yapidir. (M, V) manifoldunun her bir {U; x"}

koordinat komsulugunda

0 0 '
Xo = ﬁ'(xa) = 55’@) (i=1.,n)

olarak alinirsa esitlikler sirastyla

ve
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0
Vi = <5f> = Vy, = 0.0, + sh.o5 = Vo = 0;

olacak sekilde 2n boyutlu vektor alanlari elde edilir. Bu vektor alanlari lineer
bagimsiz olup sirasiyla V nin yatay dagilimimi ve TM nin dikey dagilimini gerer.

{HX@, VX(i)} kiimesine, V konneksiyonuna "adapte olmus ¢at1" denir.

olarak alindiginda adapte olmus ¢at1 {E;} = {E;, E;} seklinde yazilir.

(x™) yerel koordinatlari ile verilen X € y(M) vektor alaminin yatay X, dikey "X ve

tam X liftleri adapte olmus catiya gore,

xXh Xish
—ush xm —Xusr 8

Sh
H _ [ 2
=> X=X (—uSF’.‘>

. X!
= Hx =X'LE > HX=<O>

ve

0 0
Vy Vy _
X = (Xh) = A= (X"Sih)
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. 0
Vy _ Vy —
=> X=X'E;> X_(Xi>

ve

S O G N X'}
-~ \usa xn — \usa,(Xish)

st 0
—usl S;

——
E; E7

= X = XLE; + u’VX'E;
Xi
= X = .
<u5VSX‘>

olarak elde edilir (Yano and Ishihara 1973; Gezer et al. 2015).

Lemma 3.5.1. Lie parantezi, TM de adapte olmus catiya gore asagidaki 6zellikleri

saglar:

|E;E:] = 0,
B}, Ei] = L{Eq

[Ej, Ei] = u’R, Ex

Burada, R?jb , M nin egrilik tensoriiniin bilesenlerini tanimlar.

3.6. Tanjant Demette Jeodezikler

Tammm 3.6.1. M bir diferensiyellenebilir manifold; y:1 -» M, x" = x"(t) yerel
gosterimine sahip olan bir egri ve V bu egri boyunca tanimli olan bir vektor alani

olsun. Bu durumda #(t) = (y(t),V(t)) ikilisine TM tanjant demeti tizerinde bir egri
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denir. Ayrica mo 7(t) = y(t) esitligi ile belirli y egrisine ¥ nin M ye izdiistimii

denir.

Tanim 3.6.2. TM tanjant demeti tizerinde y(t) = (y(t), V(t)) egrisi verilsin. Eger V

vektor alan1 y egrisi boyunca paralelse, yani

6V 0
St

ise  egrisine y egrisinin TM tanjant demete yatay lifti denir ve "y ile gosterilir.
Onerme 3.6.3. V afin konneksiyonuna sahip TM tanjant demeti iizerindeki 7(t)

egrisinin bir jeodezik egri olmasi icin gerek ve yeter sart adapte olmus catiya gore

yazilan asagidaki diferensiyel denklemleri saglamasidir:

d (9“>+fa eyeﬁ’_o
dt \dt VB dt dt ~

Burada I3, V konneksiyonun katsayilaridir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde elde edilen orijinal sonuglar (Altunbas and Tastan 2017) makalesinde

yayimlanmustir.
4.1. Kaluza-Klein Metrigi

Tamm 4.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TM iizerinde asagidaki sekilde

tanimlanan %X g metrigine Kaluza-Klein metrigi denir:

Kg("x, 1Y) = c(gX, 1),
KI(g(Hx, VY) =0,
Kg(VX, "Y) = a(®gX,Y) + b()g(X,wg(¥,w).

Burada u, T,M de bir vektor alam1 ve t, u yoniinde t = g(u,u)/2 seklinde tanimli

enerji yogunluk fonksiyonudur. Ayrica c¢ kesin pozitif vea veb “¥g metrigini

pozitif tanimli yapan fonksiyonlardir (Benyounes et al. 2012).
Koszul formiiliinden asagidaki 6nerme elde edilir.
Onerme 4.1.2. (TM,*¥g) Kaluza-Klein metrigine sahip tanjant demet olsun. Bu

metrigin “*V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari adapte olmus catiya gore

asagidaki gibidir:
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(KK h KKph _ 1 kph ¢ h
Gt =Tt 0= =W R~ S 2y 9
a ¢ =
KKph _ Kk ph h KKph _ ph
L = 5 u Ry + 5-uidf, LE=rh,
) a c -
KK h h h KK R
Lt = Eu"RkU- +2—Cu]8i, Lt =0,
K€Lt =0,
L L = Lol + wis) + Mgjut + Nujuuh

Burada I}f‘ ve R} ; » strastyla g metriginin Levi-Civita konneksiyonunun katsayilarini

o o7 e . . . 7 a' 2b—-a
ve egrilik tensoriiniin bilesenlerini gosterir. Ayrica L =—,M = ,
2a 2(a+2tb)
ab’'-2a’b
2a(a+2th)’

Ik olarak bir X € y(M) vektor alanimin yatay ve tam liftlerinin “¥¥

konneksiyonuna gore paralel olma sartlarini aragtiralm. Bunun igin bu vektor

alanlarinin kovaryant tiirevleri hesaplanirsa

KKVi HXh — ViXh,

a Cc
HTIX = - 2 Riu X + S,

CI

i1

KKy Hyh _ h kys h
VxR = — S REuFXS — ————uhX,,
l 2 K T o 2ek)

KKy Hxh = 0; (4.1)

!

a Cc
KKy, ‘X" = 7, x" — — R} uFusvX™ + g Um VXS,

2¢c Mk
a ¢’
T X" = = 2 Rijonu X ™ + X",
A CESTE (V-Vxh Lg Xh> L,
' v 2 tms 2(a+2th) "

KKy CxP = 7 X" + (L(wSk + umdl) + Mgmau® + Nuuu)usvxm 4.2)
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elde edilir. V;X" = 0 olmas: R, X! = 0 sonucunu verdigi icin asagidaki 6nerme

yazilir.

Onerme 4.1.3. X € y(M) vektor alan1 paralel ve ¢ fonksiyonu sabit ise X in yatay
ve tam liftleri (TM, *¥ g) de paraleldir.

4.2. (TM, ®X g) Uzerindeki Bazi Ozel Vektor Alanlari

Simdi, vektor alanlarmin diverjens ve rotasyonlarimi goz Oniine alalim. (M, g)
tizerindeki bir X vektor alami icin divX = Vij =0 ise X e stkistirtlamaz vektor
alani denir. Diger yandan, (M, g) iizerindeki bir X vektor alani i¢in bilesenleri g;; X"
olan X; iliskili kovektor alanmnin rotasyonu sifir ise bu X vektor alanina kapalidir

denir. Yani X kapalidir ancak ve ancak

(rotX);; = 0;X; — 0;X; =V;X; —V;X; =0
dir. (M, g) de X vektor alan1 hem sikistirilamaz hem de kapali ise harmoniktir.
(4.1) ve (4.2) den, yatay ve tam liftlerin diverjensi

diviX = divX,

nc
div'X = 2divX + uy,[L(n+ 1) + M + N|ul|?JusV,X™ + Z—CumuSVSXm

olarak bulunur. Boylece, X vektor alaninin yatay lifti TM de sikistiritlamazdir ancak
ve ancak X M de sikistirllamazdir. Buna karsin, X M de sikistiritlamaz olsa bile X in
tam lifti TM de sikistirilamaz degildir. Bu durum sadece a sabit, b = 0 ve c sabit

olmasi durumunda miimkiin olur.

(TM, ¥8V) iizerindeki bir X vektor alamyla iliskili kovektdr alanmnin rotasyonu
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Oldugundan, (4.1) ve (4.2) esitliklerinin kullanilmasiyla rot X ve rot X vektor

alanlarinin bilesenleri sirastyla asagidaki gibi bulunur:

rot( HX)ﬁ = c(rotX) j,

a(l-—c¢) c
t 2a+2th)

b
TOt(HX)]—i = (—Rjkbi + —ujus fbk>ukXb (a + b”ullz)u]XL:

2 2

!

a(l1-—c¢) c
~ 2(a+ 2th)

H b S kyb 2
rot("X)j; = Tijki +Euiustjk u*X (a + bllull®)u;X;,

rot(X); = 0;

rot( °X)j; = c(rotX) i + aRjymu*ul (V,X™),

a(l1-—c¢)

b
> Rikpj + 7 Wls iskb> ukX? —us(aV,VsX; + bV; VX uju,)

rot( CX)]—l- = (
+ ¢
2(a + 2tb)

a(l—c b
rot( °X);; = (% Ryjii + EuiusR{; jk> ukXP + us(aV;VsX; + bV, VX ujug,)

(a + bllull®)u;X;,

CI
T 2a+2th)
rot( CX)]—l = a(rotX);; + buS(VjXSul- - ViXsuj).

(a + bllull®)uX;,

Boylece asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 4.2.1. (M, g) bir diizlemsel Riemann manifoldu ve ¢ bir sabit fonksiyon

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(i) M iizerindeki bir X vektor alanmin (TM, ¥¥g) ye yatay lifti harmoniktir ancak ve

ancak X M tizerinde harmoniktir.
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(i) M iizerindeki bir X vektor alamnin (TM, XX g) ye yatay lifti harmoniktir ancak ve

ancak X M iizerinde paraleldir.

4.3. (TM, ®X g) Uzerindeki Jeodezikler

Son olarak da (TM, ¥¥ g) nin jeodeziklerinin diferensiyel denklemleri arastirilacaktir.

Bunun igin Onerme 3.6.3. goz dniine alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.1. 7, TM de x™ = x"(¢t), x" = u(t) yerel gosterimine sahip bir egri
olsun. Bu durumda # nmn (TM,*®g) de jeodizik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki denklemleri saglamasidir.

§2xMh a pop suwdxt | ( p dxt h Sut dxj) _
acr T W Rikj oo T2 WO, dt T w; awac) =0
52xh su sul
acz + [L(u]51h + ul-th) + ngl-uh r Nujul-uh] . (41)
o g gndaxt
k 2(a+2tb)gﬂu dt dt
ispat: & (07) 4 Kkpa 6267 _ 7 ieodezi
Ispat: — (dt) + T p—— =0 7 jeodezik
gh  dx" oh  sul dx

j
at - aar - ar W thig U (@=hh oy =g FELD

1.a = h olsun.

A (0" kipn 80 wkpn 0 00 wpn 9 00 kpn 87 0
dt \ dt ILhdtde IVhdtdt JVUdt T dt Ihdt T dt
d (dx" KK dx) dxt a c’ Sul dxt
& —|— [h— . —+ (zu*R},;, + —u; 6. ——
dt<dt>+ g TG R T 5000 g
a . . c' n dx) &xt
—ukRE 4+ —u; 6. ——.=—=0
+(Zcu k”+26u” dt ~ dt
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§%xh a a Sul dxt
— .,k h” .k h__ -
< aez +(2u Rici oo R"”) dt  dt
N c’ , oul dxt g dx’ 8xt B
2c\ W% g Tar TYY g ar ) T
§2xh Suldxt ¢’ Sul dxt
h h
dt? ( (1+C)ukRk1‘)E dt 2_(u16 w6 5 dt dt
§2xh Sul dxt ¢ Sul duxt
k h
T+ (5 (O ORIy g+l G =

dt \ dt JVdt " dt IV dt dt Ithdt T dt IVdt T dt
d6u ( 1 £ c’ h>dxjdxi hdxj6ui
jiik —

i(ﬁ>+1<1<rﬁe_]9_l+1<x 59_j9_l+KKFh0_J gi+ F__Q_J_Q_T=O

— ————giiu + [
St de 2 2(a + 2tb) Yii dt dt 7' dt dt
su/ sut
+ (L(wof +w6]") + Mgjuh + Nujuiuh)ﬁﬁ =0
S
u h h h h su sul
+ (L(ujSi + w;6; ) + Mgju" + Nuju;u )EE
¢ g oyhda
2(a+2tb) 9ii% " Tae
o ~ 1: . . . _h . - dxh suh dul
Eger ¥ bir fibre iizerinde bulunursa yani x" = sabit ise, o= 0 ve = ar
olacagindan
2..h
2u S8+ wst) + Mgjul + Nujuuh ZL% =0 (4.2)

elde edilir. Boylece asagidaki dnerme verilebilir.
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Onerme 4.3.2. Eger bir jeodezik (TM,**g) nin bir fibresi iizerinde bulunursa bu

jeodezigin yerel gésterimi (4.2) deki gibidir.

th

Simdi M deki y = m o ¥y (M,V) iizerinde bir jeodezik olsun, yani, preaie 0 dir.
su/ sxh o - - "
Ayrica praieiereb 0 oldugundan asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.3.3. (M, V) iizerindeki bir jeodezigin yatay lifti (TM, “¥g) iizerinde bir
jeodezik degildir.

- . . ’ . & ,dxh 52xh
Son olarak. y = m o 7, (M, V) lizerinde bir jeodezik, yani <G =—7=0 olsun.
.o Y . 3 P h _ _h h dxh
Diger taraftan y egrisinin dogal liftinin tanimindan (x" = x"(t), u" = ?)
s2ul cr p dx) dxt
az = sy I @ ar (43)

elde edilir. (4.1) ve (4.3) denklemlerinden asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 4.3.4. M iizerindeki bir egrinin dogal lifti (TM,*¥ g) iizerinde bir jeodezik
degildir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde, Cheeger-Gromoll tipli bir Riemann metrigi olan Kaluza-Klein metrigine
sahip tanjant demet iizerinde belirli vektor alanlar1 ve jeodezikler hakkinda bazi
karakterizasyonlar verilmistir. Bu ¢alismanin gegmis ¢aligsmalardan belirgin iki farki
bulunmaktadir. ilk olarak Onerme 4.1.4 Sasaki metrikli tanjant demette sdyle
verilmistir: M iizerindeki bir X vektor alaninin tam (yatay) liftinin harmonik olmasi
icin gerek ve yeter sart X in harmonik ve sifir degerli ikinci kovaryant tiireve sahip
(harmonik) olmasidir. Burada ise bu 6nerme, ¢ nin sabitligi ve baz manifoldun flat
olmasi kosulu altinda yazilmistir. ikinci olarak, jeodeziklerle ilgili verilen son iki
onerme buradakinin aksine Sasaki, Cheeger-Gromoll ve iki parametreli g,

metriklerine gore olumlu olarak yazilmistir.
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