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Rivest, Shamir ve Adleman tarafindan 1978 yilinda ilk agik anahtarli kripto sistem
olan ve giinimiizde yaygin olarak sifreleme ve elektronik imza algoritmasi olarak
kullanilan RSA algoritmasi gelistirildi. Williams 1982 yilinda Lucas say1 dizilerinin
n. teriminin hesaplanmasi i¢in hizli bir algoritma olusturarak ve Lehmer’in 1930
yilinda Lucas say: dizisi ile ilgili verdigi teoremi kullanarak RSA kripto sistemine

kars1 kullanilan bir ¢arpanlara ayirma algoritmasi onerdi.

Bu tezde sirasi ile; RSA Kripto sistemi ve bu kripto sistem igin gelistirilen 6zel amagh
carpanlara ayirma algoritmalarinin kisa 6zetleri verilmis, bunlardan 6nemli bir tanesi

olan p + 1 algoritmasi teorik altyapust ile birlikte detayl olarak ele alinmustir.
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RSA algorithm which is the first public key cryptosystem and which is widely used
as enciphering and electronic signature algorithm nowadays was developed by Rivest,
Shamir Adleman in 1978. Williams proposed a factoring algorithm which was used
against RSA algorithm cryptosystem by creating a fast algorithm to calculate n. term
of Lucas number system in 1982 and using the theorem which was given about Lucas

number system by Lehmer in 1930.

In this thesis, RSA cryptosystem and brief summary of purpose made factoring
algorithms which were developed for this cryptosystem were given respectively. An
important one of these, p + 1 algorithm were reviewed with its theoretical

substructure in detail.
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1. GIRIS

Gizli haberlesme yaklasik 4000 yil 6nce kullanilmaya baglanmis; askeri ve diplomasi
alanlarinda 6nemli bir yere sahip olmus, II. Diinya Savas1 gibi modern savaslarin seyrini

degistirmistir.

Giiniimiizde internet iizerindeki haberlesmelerin giivenligi, elektronik imza ve dijital

paralarin dijital ciizdanlar arasinda giivenli transferi gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Kriptoloji, Yunanca “kript’—gizli ve “loji”—bilim kelimelerinden tiiretilmis olup
sifreleme bilimi olarak degerlendirilir. Kriptoloji, Kriptografi ve Kriptanaliz olmak
tizere iki alt bolime ayrilir. Kriptografi sifreleme algoritmalarinin olusturulmasi veya
gelistirilmesi, kriptanaliz ise sifreleme algoritmalarinin kirilmasinda ve agiklarinin tespit

edilmesinde kullanilan tekniklerin glivenligi lizerine ¢alisilan alt bilim dalidir.

20. ylizyilin ortalarindan itibaren gelistirilen modern sifreleme algoritmalarinin
giivenligi anahtar olarak adlandirilan sayilarla saglanmaktadir. Sifrelenmek istenen
metnin her bir harfi sayisallastirildiktan sonra anahtar adi verilen sayi/sayilar
kullanilarak sifreleme ve sifre ¢c6zme islemleri gerceklestirilir. Kriptografik algoritmalar

kullandiklar1 anahtar bi¢imine gore iki kisimdan olugsmaktadir;
e Simetrik Kriptografik Algoritmalar (Tek anahtarli)
e Asimetrik Kriptografik Algoritmalar (Cift anahtarli)

Simetrik kriptografik algoritmalar olarak adlandirilan sifreleme algoritmalarinda mesaji
sifrelemek ve sifrelenmis mesajin sifresini ¢ozmek icin kullanilan anahtar aynidir. Bu
sifreleme algoritmalarinda mesaj1 sifrelemek isteyen kisi 6ncelikle bir anahtar iiretir ve
bu anahtar hem sifreleme hem de sifre ¢cozme islemleri i¢in kullanilir. Bu algoritmalarin
gicli yan1 hizli olmalaridir. Bunun yaninda tek anahtar kullanildigindan sifreli
metinlerin alic1 tarafindan ¢oziimlenmesinde anahtarin da farkli bir yoldan aliciya
ulastirilmast nedeniyle anahtar dagitim problemine sahiptir. Bu dezavantajlarindan

otiirti bu algoritmalar elektronik imza i¢in kullanilamazlar.

Asimetrik kriptografik algoritmalar olarak adlandirilan sifreleme algoritmalarinda ise

mesaji sifrelemek ve sifrelenmis mesajin sifresini ¢6zmek i¢in kullanilan anahtarlar



farklidir. Bu sifreleme algoritmalarinda aralarinda matematiksel bir iliski bulunan bir
genel anahtar ve bir 6zel anahtar {iretilir. Herhangi bir diiz metni sifrelemek i¢in genel
anahtar, sifreli mesaji ¢ozmek i¢in ise Ozel anahtar kullanilir. Bu algoritmalara agik
anahtarli algoritmalar da denilmektedir. Bu algoritmalar anahtar dagitim problemine
sahip degildirler fakat simetrik algoritmalara nazaran fazla islem giicii gerektirdiginden
daha yavas calismaktadirlar. Giiniimiizde kullanilan bazi asimetrik algoritmalar

sunlardir:
e RSA - Rivest-Shamir-Adleman, (1978)
e ElGamal - Taher EI Gamal, (1985)
e Eliptik Egri - Miller-Koblitz, (1986)

Diffie ve Hellman’mm 1976 yilinda  "New Directions in Cryptography" adh
makalelerinin yayinlanmasi Kriptografi tarihinin en 6nemli gelismesi olmustur. Bu
makalede simetrik kriptografik algoritmalarda kullanilan giivenli anahtar degisimi i¢in

bir matematiksel teknik vermislerdir.

1978 yilinda Ron Rivest, Adi Shamir ve Leonard Adleman “A Method for Obtaining
Digital Signatures and Public-Key Cryptosystems” adli makalelerinde iletilecek mesaji
sifreleme ve elektronik imza amaciyla kullanilan ilk asimetrik sifreleme algoritmasi
olan RSA algoritmasint vermislerdir. Algoritmanin giivenligi biiyiik tam sayilari
carpanlarina ayirmanin algoritmik zorluguna dayanir. Verilen herhangi iki asal sayiy1
carpmak kolay olmasina ragmen, verilen bir tam saymin carpanlarini bulmak kolay

degildir.

Taher EI-Gamal 1985'te, “A Public Key Cryptosystem and a Signature Scheme Based on
Discrete Logarithms” adli makalesinde giivenligi Discrete Logaritma probleminin
zorluguna dayanan diger bir pratik asimetrik sifreleme ve elektronik imza algoritmasini

sunmustur.

RSA algoritmasinin kirilmast RSA’da kullanilan anahtarin bir parcasi olan ve genellikle
iki biiylik asal saymin ¢arpimindan olusan saymnin c¢arpanlarima ayrilmasiyla

mumkindiir.



Biiyiik sayilar1 ¢arpanlarina ayirmanin zorluguna karsilik heniiz etkili bir yontem
bulunmus degildir. Carpanlara ayirma algoritmalar1 genel amagli ve 6zel amagh olarak
iki gruba ayrilmaktadir. Genel amagli carpanlara ayirma algoritmalarinin g¢alisma
siireleri carpanlarina ayrilacak saymin biyiikliigiine, 6zel amagli ¢arpanlara ayirma
algoritmalarinin ¢aligma siireleri ise ¢arpanlarina ayrilacak sayiy1 olusturan ¢arpanlarin
baz1 Ozelliklerine baglidir. Bu algoritmalarin ¢alisma siireleri ile ilgili detayl bilgi

tiglincii boliimde verilmistir.

Fermat (~1640), Euler (~1750), Legendre (~1790), Gauss (~1800) gibi iinli

matematikgilerin tam sayilar1 ¢carpanlara ayirma ile ilgili ¢esitli calismalar1 olmustur.

Genel amagli ¢arpanlara ayirma algoritmasi olarak, Pomerance (1981)’de “Quadratic
Sieve” algoritmasini, Lenstra vd. (1990) giinlimiizde en hizli genel amagli garpanlara
ayirma algoritmast olarak bilinen “General Number Field Sieve” algoritmasini

gelistirmistir.

Ozel amach garpanlara ayirma algoritmasi olarak Pollard (1974) p — 1 algoritmasini,
Lenstra (1987) Eliptik Egri Carpanlara Ayirma algoritmasini, Pollard (1988) Ozel Say1

Cismi Elemesi olarak adlandirilan algoritmayi gelistirmiglerdir.

Fibonacci sayilart 13. yiizyilda yasamig iinlii italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci
tarafindan tanimlanmustir. ilk ve en iyi bilinen kitabr Liber Abaci’yi 1202 yilinda yazmustir.
Binet (1843) Fibonacci say1 dizisinin terimlerini veren ve kendi ismiyle anilan formiili

verdi.

Lucas (1878), Lucas say1 dizilerini ve bu dizilere ait bazi1 6zellikleri ortaya koydu.
Lehmer (1930) Lucas fonksiyolar ile ilgili bazi teoremler ortaya koydu. Williams

(1982) Lucas fonksiyonlarinin 6zelliklerini kullanarak p + 1 algoritmasint gelistirdi.

Ulkemizde, Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal vb. say: dizileri ve bu say: dizilerinin
ozellikleri ile ilgili lisansiistii ¢alismalar yapilmigtir. Ayrica asal sayilar, carpanlara
ayirma algoritmalari, Kriptoloji ve RSA fizerine farkli ana bilim/bilim dallarinda

lisansiistii ¢alismalar yapilmistir.

Pamukgu (2006) “Kriptografi i¢in Faktorizasyon Metodlar1” isimli yiiksek lisans tezi
hazirlamigtir. Aybak (2010) “Say1 Cismi Carpanlara Ayirma Yontemi” isimli yliksek



lisans tezi hazirlamistir. Nuriyeva (2010) “Carpanlara Ayirma Algoritmalar1” isimli

yiiksek lisans tezi hazirlamistir.

YOK Ulusal Tez Merkezi veri tabaninda “tez adi” ile ilgili olarak taratilan anahtar
kelimelerle ile yapilan taramalar sonucunda, Kriptoloji alani ile iligkili istatistiksel

bilgiler agsagidaki Tablo 1.1°de verilmistir.



Tablo 1.1. Sifreleme konusu ile ilgili YOK Ulusal Tez Merkezi veri tabanindan elde edilen sayisal veriler

- . Bilgisayar Miihendisligi Elektrik-Elektronik Fizik ve Fizik . . .
Biligg@alian Mateggtik Bilimleri Miihendisligi Bilimleri ~ Mihendisligi > t2 0otk
Taratilan Anahtar Kelimeler YL.Jksek Doktora ngsek Doktora ngsek Doktora Yiksek Lisans Yl.JkSEk
Lisans Lisans Lisans Lisans
Asal Sayilar 4 1 - - - - - -
Carpanlara Ayirma 5 2 - - - - - -
Eliptik Egri 4 1 9 2 11 - - -
Kriptanaliz-Kriptoanaliz 3 - 9 2 3 - - -
Kriptografi 14 4 28 4 7 5 1 1
Kriptoloji 6 - 5 - 1 1 - -
RSA 1 1 10 1 6 - - -
Sifreleme 15 1 63 14 35 4 1 -
Toplam 52 10 124 23 63 10 2 1

(T1gili veriler Ulusal Tez Merkezi veri tabanindan, 04.11.2018 tarihli tarama sonucunda elde edilmistir.)



Tablo 1.1°deki verilerden anlasilacagi gibi kriptoloji bilimi, matematik alaninin yaninda
ozellikle Elektrik — Elektronik Miihendisligi ve Bilgisayar Miihendisligi alanlarinin da
calisma konusudur. Bu g¢alismada matematik disindaki arastirmacilart da g6z Oniine
alarak ¢alisma konusunun matematiksel temelleri elementer seviyede ve ayrintili olarak

verilmeye ¢aligilmistir.

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra Kuramsal Temeller adi
verilen ikinci boliimde calismada kullandigimiz temel tanim, teorem ve kavramlar ile

birlikte Lucas say1 dizileri hakkinda bazi temel bilgiler verilmistir.

Materyal ve Yontem adi verilen iglincii boliimde, RSA kripto sistemi ile bu kripto
sistemin kriptanalizi i¢in gelistirilen 6zel amacli bazi algoritmalar hakkinda o6zet

niteliginde bilgiler verilmistir.

Arastirma Konusu adi verilen dordiincii bolimde, RSA kripto sisteminin kriptanalizi
icin Lucas say1 dizilerinin baz1 6zellikleri kullanilarak gelistirilen p + 1 6zel amach

carpanlara ayirma algoritmasi verilmistir.

Son boliim olan Sonug boliimiinde, 6zel amagh ¢arpanlara ayirma algoritmalarindan biri
olan p + 1 algoritmasina karg1 dayanikli asal say1 iireten Gordon Algoritmasi hakkinda

Ozet niteliginde bilgi verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Sifreleme bilimi {izerine lisansiistii diizeyde matematik ve miihendislik alanlarinda
disiplinler arasi ¢alismalar yapildigindan, miihendislik alanlarinda ¢alismalar yapan
arastirmacilar icin bu boliimde verilen temel tanim ve teoremlerin daha kolay

anlasilmasi icin temel diizeyde 6rnekler verilmeye ¢aligilmistir.

Bu boliimde arastirma konumuz olan 6zel amagl ¢arpanlara ayirma algoritmalarinda

kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. Sayillar Kuram

Tanmm 2.1: a,b € Z ve a # 0 olsun. Eger b = at olacak bigimde bir t € Z varsa a, b
yi boler, denir ve a|b ile gosterilir. Eger a, b yi bélmez ise bu durum a t b ile gosterilir.

(Altindis, 2011).
Teorem 2.2: a, b, c € Z olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:

I. a|b ve b|c ise a|c dir.

ii. a|b ve a|c ise her x,y € Z i¢in a|(bx + cy) dir. (Asar vd., 2012).
Teorem 2.3 (Bolme Algoritmasi): a, b € Z ve a > 0 olsun. Oyle q,r € Z vardir ki
b=qa+rve0<r<a
dir. Ayrica q ve r tek tiirlii belirlidir. (Asar vd., 2012).

Tanim 2.4: p > 1 tam sayisina kendisinden ve 1 den bagka pozitif boleni yoksa asaldir
denir. 1 den biiyiik herhangi bir tam say1 asal degilse bilesik sayr adini alir. (Altindis,
2011).

Teorem 2.5: Eger n bilesik say1 ise n nin v/n yi gegmeyen bir asal béleni vardir.
(Altindis, 2011).

Ornek: V101 < 11 olup, 24101, 34101, 5+101 ve 74101 oldugundan 101

asaldir.



Tamm 2.6: a ve b tam sayilar olmak tiizere d|a ve d|b sartlarini saglayan d > 0 tam
sayisina bu iki tam saymin ortak bdleni denir. a ve b tam sayilarinin ortak bolenlerinin
en biiyiigiine bu sayilarin en biiyiik ortak boleni denir ve (a, b) ile gosterilir. (a,b) = 1

ise a ve b sayilarina aralarinda asal denir. (Tasc¢1, 2007).

Teorem 2.7: a ve b tam sayilarinin ikisi birden sifir olmamak tizere (a,b) = d ise d

sayisi, ax + by seklindeki biitiin pozitif tam sayilar kiimesinin en kii¢iik elemanidir.

(Altindis, 2011).
Teorem 2.8: (a, b) = d olmasi igin gerek ve yeter sart d > 0 ve ayrica,

i.  dlaved|b,

ii. Her c|a ve c|b sartlarini saglayan ¢ tam sayisi i¢in c|d
olmasidir. (Altindis, 2011).

Teorem 2.9 : (Euclid Algoritmasi) a, b tam sayilar ve a > 0 olsun. B6liim algoritmasi

art arda uygulanarak asagidaki esitlikler elde edilir.

b = qqa + 1y, 0<rn<a
a=qqry + 1y, 0<n<r
Ty = Qa1 + 13, 0<nrn<n
71 = Q3T + 13, 0<nrs<nmn
Ts—2 = (QsTs—1 T 75, 0<7 <754
Ts—1 = Qs+17s + 0 Ts41 =0

Burada Oyle bir en kiigiik s > 0 vardir ki r,,; = 0 dir. Bu durumda (a,b) = r; dir.
Ayrica Teorem 2.7 geregince d = ax + by olacak sekildeki x,y tam sayilar
bulunabilir. Yukaridaki esitliklerden sirasiyla 7¢_;,75_5,... ,7y degerleri bir Onceki
esitliklerde yerine yazilarak r; = ax + by esitligini saglayan x, y tam sayilari bulunur.

(Asar vd., 2012).
Ornek: 288, 51 tam sayu ¢iftinin ebobunu hesaplayalim.

288 551+ 33

51 1.33+18

8



33 = 1.18+15
18 = 1.15+3
15 = 53+0

buradan (288,51) = 3 oldugu goriiliir.

Ayrica 3 = 288.xy5 + 51.y, esitligini saglayan x, ve y, degerlerini bulmak i¢in

oncelikle son satir hari¢ yukaridaki esitliklerde kalanlar yalniz birakilir.

33 = 288-551
18 = 51-1.33
15 = 33-1.18

3 =18-1.15

Daha sonra sondan basa dogru sirasiyla tiim esitlikler kullanilarak asagidaki islemler

yapilir.
Son esitlikte 15 yerine bir 6nceki esitlikteki 33 — 1.18 degeri yazilir,

3 =18-1.15

18— 1.(33 - 1.18)
= —133+2.18

burada 18 yerine 51 — 1.33 degeri yazilr,

3 = —-133+2.18

—-1.33+2.(51-1.33)
= 2.51-3.33

son olarak 33 yerine 288 — 5.51 degeri yazilir,

3 = 2.51-3.33

= —2.51—3.(288 —5.51)



= —3.288+17.51

Buradan x, = —3 ve y, = 17 degerleri elde edilir.
Tamm 2.10: m > 0 tam say1 ve a, b € Z olsun.
a=b (modm) & m|(a—b)

ile tanimlanan denklik bagintisina kisaca kongriians denir. Ayrica a ve b, m modiiliine

gore birbirine kongriienttir denir. (Asar vd., 2012).
Teorem2.11: 1 <k < nT_l herhangi bir tam say1 olmak iizere;
-1\ —
(") =1 (modn)
denkligi vardir. (Lucas, 1878).

Tamm 2.12 : n > 0, a, b, n tam sayilar ve a Z 0(mod n) olmak iizere,

ax = b(mod n)

seklindeki bir kongriiansa bir bilinmeyenli lineer kongriians ad1 verilir. (Asar vd., 2012).
Teorem 2.13: n > 0, a, b, n tam sayilar ve (n,a) = d olsun.

ax = b(mod n)

kongriiansinin ¢oziilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart d|b olmasidir. Eger bu

kongriians ¢oziilebilirse birbirlerine kongriient olmayan d tane ¢éziim vardir. (Altindis,

2011).
Sonug¢ 2.14: a ve n > 0 tam sayilar olmak lizere,
ax = 1(mod n)

denkleminin tam sayili ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart (a,n) = 1 olmasidir. x

sayisina a NN n modiiliine gore aritmetik tersi denir. (Tas¢1, 2007; Altindis 2011).
Ornek: 17x = 1 (mod 3120) kongriiansini ¢dzelim.

Once gore (3210, 17) degerini Euclid algoritmas yardimiyla hesaplayalim.
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3120 = 183.17+9

17 = 19+8
9 =18+1
8 =81+0

olup (17,3120) = 1 dir. Kalanlar yalniz birakilirsa,

9 = 3120 —-183.17
8 =17-19
1 =9-18

elde edilir. Buradan,

1 =9-1.(17-19)=29-17
1 = 2.(3120 — 183.17) — 17
1 = 2.3120 — 367.17

olupx = =367 = 2753 (mod 3120) olarak bulunur.

Tanmm 2.15 (Euler ¢ Fonksiyonu): n = 1 olmak {izere n den kiigiik ve n ile
aralarinda asal olan pozitif tam sayilarin sayisini veren fonksiyona Euler ¢ fonksiyonu

denir ve ¢(n) ile gosterilir. (Altindis, 2011).

Teorem 2.16: n > 1 bir tam say1 olsun. py, p,, ..., p; birbirinden farkli asal sayilar ve

e1, €y, ..., €; pozitif tam sayilar olmak tizere

n=pi%p® .. pet
olsun. O zaman
t t
e;i—1 1
o) =] [per - =n] [(1-5)

L L pi

i=1 i=1
dir. (Asar ve Arikan, 2012).
Ornek: n = 60 icin ¢(n) yi bulalim. n = 22.3.5
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#60) = 60.(1-2).(1-3).(1-¢)

Teorem 2.17 : p asal say1 ise ¢p(p) = p — 1dir. (Alundis, 2011).

Teorem 2.18 : a ile b € Z olmak iizere (a,b) = 1 ise ¢(a.b) = ¢(a).¢(b) dir. Bu

durumda p ile g asal sayilar ise ¢(p.q) = ¢p(p).¢(q) = (p—1).(q —1) olur.
(Altindis, 2011).

Tamim 2.19: a € Z olsun. n modiiliine gore a nin denklik sinifi

a={a+kn:ke 7}

dir. @ ya a nin n modiiliine gore kalan smifi denir. Boliim algoritmasindan dolayi
a=qn+r ve 0<r <n olacak bicimde q,r € Z vardir. Buradan a —r = gqn

oldugundan r € a dir. Dolayistyla @ = 7 dir. Boylece biitiin kalan siniflari

dir. Ornek olarak

kiimesi yazilabilir. (Asar vd., 2012).

Tamm 2.20: a € Z,, ve (a,n) = 1 ise a smifina bir asal kalan simnifi denir. Z,, nin biitiin

asal (indirgenmis) kalan siniflar1 Zy, ile gosterilir ve

Zy, = {a:(a,n) =1}

dir. (Callialp, 2009).
Asal kalan sisteminin eleman sayis1 ¢(n) tanedir. Ornek olarak

Zio ={1,3,7,9}
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kiimesini yazabiliriz. Bu ornekte goriildigi gibi Z], kiimesinin eleman sayis1 ¢(10) =

4 tanedir.

Teorem 2.21: (k,n) = d olmak lizere ak = bk (modn) ise a = b ( mod 3) dir.

(Altindis, 2011).
Sonug 2.22: (k,n) = 1ise ak = bk(mod n ) = a = b(mod n ) dir. (Altindis, 2011).

Teorem 2.23: aq,ay,...,a¢) sayllart n modiline gore indirgenmis kalanlar ve

(k,n) = 1ise kay, kay, ..., kag(y) de indirgenmis kalanlardir. (Altindis, 2011).
Teorem 2.24: (Euler Teoremi) n > 1ve (a,n) = 1ise

a®™ =1 (modn)

dir. (Altindis, 2011).

ispat: Ay, Az, -y Agp(n) taM sayilari, n modiiliine gore bir asal kalan sistemi ve (a,n) =
1 olsun. Bu takdirde Teorem 2.23 e gore aaq,aay,...,adgr) tam sayiart da n
modiiliine gore bir asal kalan sistemi olusturur. Su halde,

aa;.aay ...a0gm) = Q.03 .. Qg (Mod n)

a¢(n) (al' aZ e a¢(n)) al. az a¢(n) (mOd n)

p(n)
a®®™ 1_[ aq; =17 a; (modn)
j=1
olur, diger yandan
¢(n)
(apn)=1, j=12,..,¢(1n) = naj,n =1
j=1

oldugundan Sonug 2.22 ye gore
a®™ = 1(mod n)

elde ederiz.
Teorem 2.25: (Fermat Teoremi) p asal ve p + a olmak tizere
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aP~! = 1(mod p)

dir. (Altindis, 2011).

Ispat: p bir asal say1 ve p ta oldugundan, (p,a) =1 dir. Ayrica ¢p(p) =p—1
oldugundan, Teorem 2.24 ten dolay1

aP~1 =1 (mod p)
dir.
Teorem 2.26: (Wilson Teoremi): p bir asal say1 olsun. O zaman
(p —1!'=—-1(mod p)
dir. (Asar vd., 2012).

Ispat: p =2 icin (2—1)! =1!=1 = —1 (mod 2) dir. Simdi ise p bir asal tek say1
olsun. 1 <i<p—1 tam sayisimi alalim. (i,p) = 1 oldugundan ij + pk = 1 olacak
bi¢imde j,k tam sayilari vardir. Buradan ij = 1 (mod p) elde edilir. Ayn1 zamanda
1 <j <p—1 alinabilir. Boylece 1 ile p — 1 arasindaki her i sayist bu aralikta bir j
sayist ile eslenir. Miimkiinse i2 = 1 (mod p) olsun. O zaman p|i? — 1 olacagindan
pli—1 ya da p|i+1 dir. 1 <i<p oldugundan ilk halde i =1 ve ikinci halde
i+1=pyanii=p—1o0lur. Ohalde 2,3, ...,p — 2 sayilarindan her biri bu sayilardan

baska biriyle eslenir. Buradan
2.3....(p —2) =1(mod p)
elde edilir. Bu ifadenin iki yan1 1. (p — 1) ile carpilirsa
1.23.(p—-2).(p—-1)=1(p—1) =—-1(modp)
olur. Dolayisiyla
(p —1!'=—-1(modp)
dir.

Tamm 2.27: a bir tam say1 ve (a,n) = 1 olsun. x? = a(mod n) kongriiansinin ¢6ziimii

varsa a ya n modiiline gére bir kuadratik rezidii (kuadratik kalan) ve eger x? =
14



a(mod n) kongriiansinin ¢6ziimii yoksa a ya n modiiliine gore bir kuadratik non-rezidii
denir. Kisaca kuadratik rezidii yerine KR, kuadratik non- rezidii yerine KNR yazacagiz.

(Erdogan ve Yilmaz, 2008).
Ornek: n = 5 modiiliine gore kuadratik ve kuadratik non-rezidiileri bulalim.
12 = 1(mod 5), 22 = 4(mod 5), 32 = 4(mod 5), 4% = 1(mod 5)

oldugundan 1 ve 4 sayilar1 5 modiiliine gore kuadratik rezidiidiir (KR), 2 ve 3 sayilar
ise kuadratik non-rezidiidiir (KNR).

Tamim 2.28: n bir tek asal say1 ve (a,n) = 1 olsun.

(=11 akwr e

seklinde tanimli (%) semboliine Legendre sembolii ad1 verilir. (Altindis, 2011).

Ornek: x% = 4 (mod 5) kongriians1 ¢oziilebilir oldugundan 4 sayis1 5 modiiliine gore

KR dir ve bundan dolay1 G) = 1 dir.

x2 = 3 (mod 5) kongriiansimin ¢oziimii olmadigindan 3 sayis1 5 modiiliine gore KNR

olup (g) = —1 bulunur.

Teorem 2.29: (Euler Kriteri) p > 2 ve a da (p, a) = 1 olan bir tam say1 ise
p-1

(—) = a 2z (mod p)

dir. (Altindis, 2011).

Ispat: ilk olarak (%) =1 oldugunu kabul edersek x? =a (mod p) kongriiansi
coziilebilir demektir. x = x, bir ¢dziim olsun. Fermat teoremi geregi

a@®@-1/2 = (xg)(p—l)/Z = xg_l =1 (mOd p)
olur, o halde (%) = 1 alindigindan
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(g) = a®=Y/2(mod p)

yazilir.

(g) = —1 olmas: halinde, x? = a(mod p) kongriians! ¢oziilemez demektir. Teorem

2.13 geregi 1 <i <p —1 olan her bir ii¢in ij = a (mod p) olacak sekilde 1 <i <
p — 1 olan bir tek j tamsayis1 vardir. Ayrica x? = a (mod p) kongriiansi ¢oziilemez
oldugundan i # j dir, dolayisiyla 1,2, ...,p — 1 sayilarin1 ij = a(mod p) olacak sekilde
(p — 1)/2 pargaya ayirabiliriz. Bu parcalar taraf tarafa carpilirsa

(—1)! =’z (mod p)

bulunur. Wilson teoremine gore
p=1
—1=az (modp)

elde edilir ki yine (%) = a®~1/2 oldugu gosterilmis olur.

2.2. Fonksiyonlar

Tammm 2.30: X ve Y bos olmayan herhangi iki kiime olmak iizere her bir x € X
elemanina belli bir y €Y elemanin1 karsilik getiren f bagmtisina X ten Y ye bir
dontlisiim denir ve f: X — Y seklinde gosterilir. X e doniistimiin tanim kiimesi, Y ye ise

deger kiimesi denir. (Tasc1, 2007).
Tamm 2.31: F cisim, X ve Y ayni1 F cisim tizerindeki vektor uzaylari olmak iizere;

e f:ACF — F doniisiimiine fonksiyon denir. Ornek olarak A ve B say: kiimeleri
oldugunda f: A - B doniisiimiine fonksiyon denir. (Tasc1, 2007).

e f:X — Y doniisiimiine operatdr denir. Ornek olarak X ve Y fonksiyon kiimeleri
oldugunda f: X — Y donilisiimiine operator denir. (Bayraktar, 2006; Hacisalihoglu
vd.; 2000).

e f:X - F operatoriine fonksiyonel adi verilir. Ornek olarak deger kiimesi say1
kiimesi olan f:X — R operatorlere fonksiyonel denir. (Bayraktar, 2006;
Hacisalihoglu vd., 2000).
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Tammm 2.32: Bir f fonksiyonunun tanim kiimesi ve deger kiimesi R reel sayilar

kiimesinin birer alt kiimesi ise f ye reel degiskenli ve reel degerli fonksiyon denir.

(Cengiz vd., 2010).

Tanmm 2.33: c¢q,Cy,...,Cp sabit Kkatsayilar, f;(x), fo(x), ..., fin(x) reel degerli

fonksiyonlar olmak tizere;

cifi(x) + cofa(x) + - + e frn ()

seklinde elde edilen fonksiyona bu fonksiyonlarin lineer birlesimi denir. (Aydin vd.,

2016).

Tanim 2.34: cy,cy, ..., ¢ sabit katsayilar ve f;(x), f2(x), ..., fm(x) reel degerli

fonksiyonlar olmak iizere;

c1f1(x) + cofo(x) + -+ cpfrn(x) = 0 (2.1)

denklemini saglayan hepsi birden sifir olmayan cy,c,,...,c,, Sabitleri var ise bu
durumda f;(x), (%), ..., fim(x)  fonksiyonlarina  lineer  bagimlidir  denir.
Eger (2.1) esitligi sadece ve sadece ¢; =c,=+=c¢, =0 durumunda
saglaniyorsa f; (x), f5(x), ..., fm(x) fonksiyonlarma lineer bagimsiz fonksiyonlar

denir. (Kutay, 2010).

Teorem 2.35: S kiimesi S = {f;(x), f2(x), ..., fm(x)} seklinde elemanlar1 fonksiyon
olan bir kiime olsun. Bu takdirde S nin lineer bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart, S
kiimesinde bulunan herhangi bir fonksiyonun bu kiimedeki bir ya da daha fazla

fonksiyonun lineer birlesimi olarak ifade edilebilmesidir. (Kolman, 2000).
Ornek: S = {xz, 2x + 1,3x% + 4x + 2,x3} kiimesini g0z Oniine alalim.

3x2+4x+2=3x*)+202x + 1)

seklinde yazilabildiginden S kiimesindeki fonksiyonlar lineer bagimlidir.

Tamim 2.36: n bagimsiz degisken olmak {izere tanim kiimesi Z tam sayilar kiimesi olan
fonksiyonlara tam deger arglimanli fonksiyon denir ve genel olarak y(n) veya y,

seklinde gosterilir. (Amirali ve Duru, 2002).
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Ornek: y(n) = n2™ fonksiyonu kisaca 7y, = n2" olarak ifade edilir ve bu durumda

Yni1 = (n+ 1)2™+1 olacagr agiktir.

Tanmmm 2.37: ny € Nvecy,cy, ..., c,, sabit katsayilar ve y;(n),y,(n), ..., y,(n) tam

deger argiimanli fonksiyonlar olmak {izere her n > n, igin

c1y1(n) + () + -+ ey () = 0 (2.2)

denklemini saglayan hepsi birden sifir olmayan cy,c,,...,c,, Sabitleri var ise bu
durumda n = n, icin y;(n), y,(n), ..., vy (n) fonksiyonlarina lineer bagimiidir denir.
Eger (2.2) esitligi her n>n, igin sadece ve sadece ¢y =c;==¢cp =0
durumunda saglaniyorsa y; (n),y,(n), ..., ym(n) fonksiyonlarina n = n, igin lineer

bagimsizdw denir. (Kutay, 2010).

Ornek: y;(n) = 3", y,(n) = n3",y3(n) = n?3" fonksiyonlar1 igin; c;,c,,c3 sabit

katsayilar olmak iizere Vn > 1 igin
13" + c;n3" + ¢3n?3" =0
esitligini goz Oniine alalim bu esitlik 3" ile boliiniirse
cten+en?=0, vn=>1

elde edilir, bu ise en fazla iki n > 1 i¢in dogrudur. Her n > 1 igin esitligi ancak ve
ancak c¢; = ¢, = c¢3 = 0 durumunda saglandigindan bu fonksiyonlar n > 1 igin lineer

bagimsizdirlar.

2.3. Fark Denklemleri

Tamim 2.38: n bagimsiz degisken, y, tam deger argiimanli fonksiyon olmak iizere [

6zdeslik (birim) operatorii:
Iyn = Yn
E oteleme (kaydirma) operatorii:

Eyn = Yns1

ve
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Ekyn = Yn+k
olarak tanimlanir. (Ugar, 2013).
Ornek: y, = 3™ fonksiyonu igin Ey,, = 3™ dir.

Tamim 2.39: n bagimsiz degisken, y: Ny = R bir fonksiyon ve kisaca y(n) = y,, olmak

lizere,

Ay, = Yni1— Yn

seklinde tanmimlanan A ya ileri fark operatoérii veya 3y, nin birinci basamaktan

(mertebeden) farki denir. A = E' — [ oldugu kolayca goriilebilir.
¥, nin ikinci basamaktan farki (A2%y,,)
A%y, = A(Ay,)
= A(Vn+1 = Yn)
= Ayns1 — Ay
= Vn+2 = Yn+1) = ns1 = o)
= Yn+z ~ 2Vn41 + In

ve genel olarak y,, nin k mc1 basamaktan farki (A¥y)

Akyn =(E - I)kyn

VR

-
Il
o

(%) 0/ ey

=3 (5) 0 e

o

~.

seklinde hesaplanir. (Kutay, 2010).
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Tamm 2.40: n bagimsiz degisken, y, de bir S € N, kiimesi lizerinde taniml1 bagimli
degisken olmak {lizere, n bagimsiz degiskeni, y, bagimh degiskeni ve bagiml

degiskenin Ey,, E*y,, ..., E™y, gibi farklarin1 iceren

F{n,yu, EVi, E*ypy .., E™y, 1 = 0 (2.3)

bagintisina S kiimesi lizerinde tanimlanmis m. mertebeden (basamaktan) fark denklemi
denir. (2.3) denkleminde y,, bagimli degiskeni birinci dereceden ise yani i = 1,2,...,m
icin  a,,(n) # 0 olmak tizere a;(n) ler katsay1 fonksiyonlar1 ve g(n), n = n, igin

tanimli reel degerli fonksiyon olmak iizere
E™yn + a;(ME™  yn + =+ + a1 (WEYy + a1y, = g(n) (2.4)
denklemine lineer fark denklemi adi verilir.
a) Biitlin katsayilar1 a;(n) = c¢; seklinde sabit olan
E™y, + ciE™ Yy, + -+ e 1 Eyp + Cplyn, = g(n) (2.5)
seklindeki (2.5) denklemine sabit katsayili lineer fark denklemi denir.
b) g(n) = 0 olan
E™y, + a;(n)E™ Yy, + -+ a1 (M)Ey, + apm(n) Iy, = 0 (2.6)
seklindeki (2.6) denklemine homojen lineer fark denklemi adi verilir.

) a;(n) = c¢; ve g(n) = 0 sartlariin her ikisini de saglayan

E™y, + c,E™ Yy, + -+ 1 Eyy + iy, = 0 (2.7)

seklindeki (2.7) denklemine sabit katsayilr homojen lineer fark denklemi ad1 verilir.
(Ugar, 2013).

Tammm 2.41: Yukaridaki (2.4) denklemini saglayan m tane lineer bagimsiz

5 A%, ..., AL elemandan olusan kiimeye denklemin temel ¢oziim kiimesi, temel ¢6ziim

kiimesindeki lineer bagimsiz biitiin ¢oziimlerin

AT + Ay + -+ ey
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seklindeki lineer birlesiminden olusan ¢oziime genel ¢oziim denir. (Karaman, 2010;
Kutay, 2010).

AeRve A" # 0 olmak lizere m. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark

denkleminin bir ¢6ziimii y, = A" olsun. Bu ¢6ziim (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

EMA" + ¢t E™ 1AM + oo+ ¢ 1 EA" + ¢y IA" = 0
elde edilir. Bu esitlik acik olarak yazilip

AV e ML 4t e AT+ e AT =0
A™ parantezine alinirsa

W™+ A"+ o A+ AT =
A™ # 0 oldugundan buradan;
A+ A+t e A+ =0 (2.8)

elde edilir. Bu m. dereceden (2.8) denklemine (2.7) denkleminin karakteristik polinom

denklemi denir.

Teorem 2.42: ¢y, c5, ..., Cy, keyfi sabitler olmak tizere (2.7) ile belirtilen m. mertebeden
sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin (2.8) ile belirtilen karakteristik
polinomunun kokleri A4, 45, ..., 4,, € R olsun. Eger bu kokler birbirinden farkli ise (2.7)

homojen denklemi
Yn = C1AT + A% + -+ + cpdiy

biciminde keyfi sabitlere bagli genel ¢oziime sahiptir. (Akin ve Bulgak, 1998; Ucar,
2013).

Ornek: n > 0 tam say1 olmak {izere
Yn+2 = SYn+1 + 6, =0 (2.9)

ikinci mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin genel ¢oziimiinii

bulalim.
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2. mertebeden sabit katsayili  (2.9) homojen lineer fark denkleminin bir
¢oziimi AeRve A™ # 0 olmak {lizere y, = A" olsun. Bu ¢oziim (2.9) denkleminde

yerine yazilirsa
A2 _5antl 4 ogan —
A" parantezine alinirsa
A(A?—51+6)=0
A™ # 0 oldugundan buradan;
A2—51+6=0 (2.10)

denklemi elde edilir. (2.10) karakteristik polinom denkleminin kokleri 1, =2, 1, =3
olup (2.9) denkleminin temel ¢oziim kiimesi {1} = 2™, 1} = 3™} ve genel ¢oziimii ¢4, ¢,

keyfi sabitler olmak tizere
VY = 12" + ¢, 3"
seklinde elde edilir.

Tanmm 2.43: i = 1,2, ..., m i¢in ¢; ler reel katsayilar ve [ty,t;] araligindaty < j < t;
olmak iizere

Vi=a1, Yji+1 = A2, vy Yjtm-1 = U
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziime sahip olan
E™yn 4+ ciE™ Yy, + o+ e 1 EVy + ey, = 0 (2.11)

m. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denklemine Cauchy (baslangi¢ deger)
fark denklemi denir. (Ugar, 2013).

Teorem 2.44: Tanim 2.43 te verilen (2.11) Cauchy fark denkleminin n > n, igin

taniml1 olan y,, ¢6zimii vardir ve tektir. (Ugar, 2013).
Ornek: y, = 0, y; = 1 baslangic degerleri olmak iizere;

Yn+2 = Yn+1 T In (2-12)
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2. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

AeRve A™ # 0 olmak iizere (2.12) denkleminin bir ¢oziimii y,, = A™ olsun. Bu ¢dziim

(2.12) denkleminde yerine yazilirsa
An+2 _ gn+l _gn o —
elde edilir. Bu durumda
AA2—-2-1)=0
yazilir. A" # 0 oldugundan
A2—1-1=0 (2.13)
denklemi elde edilir. Bu (2.13) denkleminin kokleri

=15 e g, =105 (2.14)

2 2

dir.

Bu reel kokler birbirinden farkli olup Teorem 2.42 den dolay1 ¢;, ¢, keyfi sabitler olmak
tizere (2.12) denklemi

Yn = 1AL + 43 (2.15)
seklinde genel ¢coziime sahiptir.

Baslangic sartlar1 verilen (2.12) denklemi Cauchy fark denklemi olup baslangi¢ sartlari

g0z Online alinirsa

Yo= GAl+cA =0

2.1
y1= gl ted, =1 (2.16)
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu (2.16) denklem sisteminin ¢oziimii
! 2.17
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1
A= 4y

C2:_

olup (2.17) deki degerler (2.15) te yazilirsa (2.12) denkleminin genel ¢oziimii

iy
A

In
olarak elde edilir.
Ornek: y, = 0, y; = 1 baslangi¢ degerleri olmak iizere
Yn+z = Pyni1 = Q¥n (2.18)

2. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

AeRve A™ # 0 olmak iizere (2.18) denkleminin bir ¢oziimii y,, = A™ olsun. Bu ¢dziim

(2.18) denkleminde yerine yazilirsa
A2 — pantl 4 oan = 0
elde edilir. Bu durumda
(A2 —PA+Q)=0
A™ # 0 oldugundan buradan,
A —PA+Q=0

denklemi elde edilir. A= P? —4Q > 0 i¢in bu denklemin birbirinden farkli 1, ve 4,
reel kokleri vardir. Bu durumda Teorem 2.42 den dolay1 cq,c, keyfi sabitler olmak

tizere (2.18) denklemi
Yn = C1A1 + 213 (2.19)
seklinde genel ¢oziime sahiptir.

Baslangic sartlar1 verilen (2.19) denklemi Cauchy fark denklemi olup baslangic

sartlarin1 g6z Oniine alirsak
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Yo= GAl+cA) =0

= aghtcl, =1 (2.20)
lineer denklem sistemi elde edilir. (2.20) denklem sisteminin ¢6ziimii
_ 1
T
(2.21)
_ 1
TR

olup (2.21) deki degerler (2.19) da yerine yazilirsa (2.18) denkleminin genel ¢6ziimii

A =7
M = Az

Yn =

olarak elde edilir.
Ornek: y, = 2, y; = 1 baslangic degerleri olmak iizere

Yn+z2 = Yn+1 + Yn (2.22)
2. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin ¢éziimii bulalim.

AeR ve A" # 0 olmak tizere (2.22) denkleminin bir ¢6ziimii y,, = A" olsun. Bu ¢6ziim

(2.22) denkleminde yerine yazilirsa
AnF2 _ ¥l _gn —
elde edilir. Bu durumda
AMA2—-21-1)=0
yazilir. A" # 0 oldugundan buradan
A2—-1-1=0 (2.23)
denklemi elde edilir. Bu (2.23) denkleminin kokleri

1++/5 1-/5

A= > ve/lzzT
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dir.

Bu reel kokler birbirinden farkli olup Teorem 2.42 den dolayi c,, ¢, keyfi sabitler olmak
tizere (2.22) denklemi

Yn = C1AT + A% (2.24)
seklinde genel ¢oziime sahiptir.

Baslangi¢ sartlar1 verilen (2.22) denklemi Cauchy fark denklemi olup baslangic

sartlari g6z Oniine alinirsa

Yo= GAl+cA) =2

n= aghtcl, =1 (2.29)
lineer denklem sistemi elde edilir. (2.25) denklem sisteminin ¢Oziimii
_a 2&2 - 1
T LA
(2.26)
4 211 - 1
L4

olup (2.23) denklemi i¢in (2.26) daki esitliklerde A, = 1—A, yazilirsa ¢; = ¢, = 1 elde

edilir. Bu degerler (2.24) te yerine yazilirsa (2.22) denkleminin genel ¢oziimii
Yo =M 4+ A" (2.27)
olarak elde edilir.
Ornek: y, = 2, y; = P olmak iizere
Yn+z = PYns1 = Qyn (2.28)
2. mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

AeR ve A" # 0 olmak tizere (2.28) denkleminin bir ¢oziimii y,, = A™ olsun. Bu ¢6ziim

denklemde yerine yazilirsa
/ln+2 _ P/ln-"l + Q/ln =0
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(A2 —PA+Q)=0
A™ # 0 oldugundan buradan,
AZ—P1+Q=0

denklemi elde edilir. A= P? —4Q > 0 i¢in bu denklemin birbirinden farkli A; ve 4,
reel kokleri vardir. Bu durumda Teorem 2.39 dan dolay1 ¢y, c, Keyfi sabitler olmak
tizere (2.28) denklemi

Yn = AT + A (2.29)
seklinde genel ¢oziime sahiptir.

Baslangic sartlar verilen (2.24) denklemi Cauchy fark denklemi olup baslangi¢ sartlar:

g0z Online alinirsa

Yo = Clﬂ'(l) + 62/1(2) =2 (2 30)
yi= ghitcld, =P '
lineer denklem sistemi elde edilir. (2.30) denklem sisteminin ¢Oziimii
Cl == 1
(2.31)
CZ = 1

olup (2.31) deki degerler (2.29) da yerine yazilirsa (2.28) denkleminin genel ¢oziimii
Yo =A1" + 25"

olarak elde edilir.

2.4. Fibonacci Sayilari
Tanim 2.45: n > 0 tam say1 ve F, = 0 ve F; = 1 baslangi¢ degerleri olmak {izere

Fppo =Fo +
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rekiirans (indirgeme) bagintist ile tanimlanan F, =0,1,1,2,3,5,8,13, 21, ... dizisine
Fibonacci dizisi, bu dizinin terimlerine Fibonacci sayilar: denir. (Vajda, 1989; Robbins,
1993; Koshy, 2001).

Tamm 2.46: n >0 tam sayr, x2—x — 1 polinomunun sifirlart x; ve x, olmak

tizere, Fibonacci dizisinin F, terimlerini veren binet formiilii

X" — x"
E,=—
X1 — Xy

seklindedir. (Vajda, 1989; Koshy; 2001).

Ornek: E, Fibonacci dizisinin ilk dért terimi Binet formiilii ile asagidaki gibi bulunur.

0 0
p=-t X2 _,
= —— =
X1 — X3
B X2y
P =
X1 — X3
Fp=——=x;+x,=1
X1 — X3
3 3
X117 — X2
F3=—=X12+XIXZ+.X22=2
X1 — X3

Tamm 2.47: n € N, ve A= P? — 4Q # 0 sartim saglayan 0 # PQ € Z olmak iizere;
Uy, = 0 ve U; = 1 baslangi¢ degerleri igin
Un+2(P: Q)= PU, 1 — QU

rekiirans ile tanimlanan diziye U, (P, Q)-Genellestirilmis Fibonacci dizisi denir.
P = 3,Q = 2 icin bu dizinin terimleri U, (P, Q) = 0,1,3,7,15,31, 63, ... seklindedir.
(Robbins, 1993).

Tamm 2.48: n € Z* ve x? — Px + Q polinomunun sifirlar1 x;, x, olmak iizere;

X1 x"
Un(P,Q) = —— =
1
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bagintisina U, (P, Q) dizisinin terimlerini veren Binet formiilii denir. (Vajda, 1989;
Koshy; 2001).

Ornek: U, (P, Q) Genellestirilmis Fibonacci dizisinin ilk dort terimi Binet formiilii ile

asagidaki gibi bulunur.
0
X1~ — X2
Up(P,Q)=———=0
1 2
X1 — X3
U(P.Q) = ——2=1
1 2
2
X117 — X2
Uz(P,Q) F xl_xz':xl+x2 =P
X3 —x,3
U3(P,Q) =%=x12+x1x2+x22 == 7
1~ X2

Boylece U, (P, Q) Genellestirilmis Fibonacci dizisinin ilk dort terimi elde edilmis olur.

2.5. Lucas Sayilan
Tanimm 2.49: n € Ny, Ly = 2, L; = 1 baslangic degerleri olmak iizere
Lptz = Lpy1 + Ly

rekiirans bagmtisi ile tanimlanan L, = 2,1,3,4,7,11, 18, ... dizisine Lucas dizisi, bu
dizinin terimlerine Lucas sayilar: denir. (Vajda, 1989; Robbins, 1993; Koshy, 2001).

_1+/5

1-v5 o . .
Tamm 2.50: n € Z*, x; Ve x, = T\/— degerleri x? —x — 1 polinomunun

sifirlar1 olmak tizere,
LTl = xln + xZn

bagintisina L,, dizisinin terimlerini veren Binet formiilii denir. (Vajda, 1989; Koshy;
2001).

Ornek: L,, Lucas dizisinin ilk dort terimi Binet formiilii ile asagidaki gibi bulunur.

LO =x10+x20 :2
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Li=xt+xt=1
Ly =x2+x,%=3
Ly =x>+x,3=4
Tamm 2.51: V, = 2 ve V; = P baslangi¢ degerleri i¢in
Vnt2(P,Q) = PVpyy — QW
rekiirans bagmtisi ile tanimlanan diziye V,, (P, Q)-Genellestirilmis Lucas dizisi denir.

P=3,Q=1i¢cin bu dizinin terimleri L,(P,Q)=2,3,7,18,47,123,322,...
seklindedir. (Robbins, 1993).

Tamm 2.52: n € Z*, x? — Px + Q polinomunun sifirlar1 x; ve x, olmak iizere;
Va(P,Q) = x,™ + x,"

bagintisina V,(P, Q) dizisinin terimlerini veren Binet formiili denir. (Vajda, 1989;
Koshy; 2001).

Ornek: P = 3,Q = 1 icin i¢in V,,(P, Q) Lucas dizisinin ilk dort terimi binet formiilii ile

asagidaki gibi bulunur.
Lo =x"+x,°=2
Li=x'+x,' =3
Ly=x%4x,2=7

L3 = X13 +x23 =18
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. RSA Sifreleme Algoritmasi

Giliniimiizde kullanilan diger modern Asimetrik algoritmalar gibi RSA sifreleme

algoritmasi da 3 asamadan olusur;

1. Anahtar olusturma (Key Generation)
2. Sifreleme (Encryption)

3. Sifre ¢dzme (Decryption)
RSA algoritmasinin asamalar1 asagidaki gibidir.

Anahtar Olusturma

Sifreli bilgiyi almak isteyen taraf asagidaki islemleri yaparak sifreleme ve sifre ¢ozme

anahtarlarini olusturur.

i. Iki adet birbirinden bagimsiz yaklasik olarak ayni biiyiiklikte p ve g asal
sayilarini Uretir.
ii. n=p.qvepn) = (p—1).(q— 1) degerlerini hesaplar.
. (e,p(n)) = 1vel < e < ¢(n) sartlarin1 saglayan rastgele bir e sayisi seger.
iv. 1 < d < ¢(n)olacak sekilde e.d =1 (mod (¢p(n)) sartlarin1 saglayan d

sayisint Euclid Algoritmasini kullanarak hesaplar.

Bu islemler sonucunda iiretilen n ve e sayilari agik anahtar, d sayist ise gizli anahtar

olarak adlandirilir.

Sifreli bilgiyi almak isteyen taraf diger tarafa kendi agik anahtar1 olan n ve e sayilarin

gonderir.
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Sifreleme

Sifreli bilgiyi gonderecek taraf sifrelemek istedigi M mesajin1 [0,n — 1] aralifinda bir
tam sayiya doniistiiriir. Asagidaki denklem yardimiyla sifreli metin C’yi hesaplar ve

kars1 tarafa gonderir.
M¢ = C (modn)

Sifre ¢ozme

Sifreli bilgiyi alan taraf kendi 6zel anahtarmi d yi kullanarak asagidaki denklem

yardimiyla diiz metin M yi hesaplayarak diiz metni elde eder.

C% =M (modn)
Algoritmanin dogrulamasi agagida goriilebilir.

e.d = 1(mod ¢p(n))
e.d=k.¢p(n)+1

cd = Mmed = ME-P)+1 (mod TL)
M®™ = 1(mod n) oldugundan

c? = (MP™)*.M = M (mod n)

Ornek:
Anahtar Olusturma
i. p=61veq = 53 iki asal say1 olsun.
ii. n=6153=23233 ve ¢p(n) =(61—-1).(53—-1) =3120
iii. (e,qb(n)) =1 ve 1< e < ¢(n) olacak sekilde e = 17 segilsin.

iv. Tanim 2.12 ye gore ve Teorem 2.8 kullanilarak
1<d<¢pm)vel7.d =1 (mod ¢(n)) sartlarini saglayan d sayisi hesaplanirsa

3120 = 183.17+9
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17= 19+8

9= 18+1
8= 81+0

buradan kalanlar yalniz biraklirsa
9= 3120-183.17 (3.1
8= 17-19 (3.2)
1= 9-138 (3.3)

(3.3) teki deger (3.2) esitliginde yazilirsa

1= 9-1.(17-1.9)
1= 29-17 (3.4)

Son olarak (3.1) degeri (3.4) esitliginde yazilirsa

1= 2.(3120-183.17) — 17
1= 23120 —-367.17

Buradan d = (—367) = 2753 elde edilmis olur.
Sifreleme

Sifrelenecek sayimiz M = 123 olsun bu durumda

C =123 =855 (mod 3233)
olarak bulunur.
Sifre ¢cozme

C = 855 sayist1 i¢in
M = 8552753 = 123 (mod 3233)

olarak elde edilir.
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3.2. RSA Kriptanalizi

RSA’da anahtarlarin bir parcasi olan n tam sayisi ¢arpanlarina ayrilirsa bu carpanlari
kullanarak ¢(n) degeri kolayca hesaplanarak genel anahtarin bir diger pargasini

olusturan e tam sayis1 kullanilarak d 6zel anahtari bulunabilir.

Carpanlara ayirma algoritmalart Genel amagli (General Purpose Factorization
Algoritms) ve Ozel amagli (Special Purpose Factorization Algorithms) olmak iizere iki

gruba ayrilmaktadir.

Genel

Amacli Ozel Amacli Algoritmalar
Algoritmalar

General

Number Trial p-1 Eliptik Egri
Sieve o Fermat
Divison (1974) (1987)

(1990)

Quadratic
NEYE

(1981)

Sekil 3.1. Carpanlara Ayirma Algoritmalari
3.2.1. Genel amach ¢arpanlara ayirma algoritmalar:

Genel amagli ¢arpanlara ayirma algoritmalarinin ¢aligma siiresi ¢arpanlarina ayrilacak
tam saymin biiylikliigline baglidir. Giiniimiizde yaygin olarak kullanilan genel amagh

algoritmalar sunlardir: (Aybak, 2010).

e Quadratic Sieve

e General Number Field sieve

3.2.2.  Ozel amach carpanlara ayirma algoritmalari

Bu boliimde RSA anahtarlar1 olusturulurken g6z 6niinde bulundurulmasi bir zorunluluk

olan bazi 6nemli 6zel amagli ¢carpanlara ayirma algoritmalar1 6zet olarak verilmistir.
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Ozel amagli carpanlara ayirma algoritmalarmin calisma siireleri ise ¢arpanlaria
ayrilacak saymin belirli Ozeliklerine veya sayiyr olusturan c¢arpanlarin belirli
Ozelliklerine baglidir. Bu nedenle RSA Kripto sisteminde anahtar olusturulurken asal
sayilar bu 6zel amacl algoritmalar g6z Oniinde bulundurularak olusturulmalidir. Bu

smiftaki algoritmalarin en dnemlileri sunlardir:

e Trial division

o Fermat

e Euler

e Pollardp —1

e Williamsp + 1

e Eliptic curve

3.2.2.1.  Basit bolme algoritmasi

En basit 6zel amacglh carpanlara ayirma algoritmasi olan basit bolme (trial division)
algoritmasi, eger N sayisini olusturan asal carpanlardan biri ¢ok kiiciik ise bu carpan
N’nin 2 den baslanarak swras1 ile 2,3,5,7,11,13,17,19 ... seklinde asal sayilara

boliiniip boliinmedigi kontrol edilerek bulunabilir. (Menezes vd., 1997).

3.2.2.2. Fermat carpanlara ayirma algoritmasi

a ve b tamsayilar olmak tizere

N = a? — b?
denklemini saglayan a ve b tam sayilar1 elde edildiginde, N sayisini veren ¢arpanlar
(a + b)(a — b) seklinde bulunmus olur. N sayisinin ¢arpanlar1 arasindaki fark ¢ok
kiigiik ise bu algoritma kullaniglidir. RSA da kullanilacak olan N sayisi olusturulurken

birbirine ¢ok yakin olmayan p ve q asallar1 se¢ilmelidir. (Aybak, 2010).

3.2.2.3. Euler ¢arpanlara ayirma algoritmasi

Bu algoritmada a, b, ¢, d tam sayilar olmak {izere N tam sayisi
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N = a? + b?
ve
N = c?+d?

olarak yazilabiliyorsa N sayisinin ¢arpanlar1 kolayca hesaplanabilir. (McKee, 1996)

3.2.2.4.  Pollard p — 1 carpanlara ayirma algoritmasi

Sayet p asali i¢in p — 1 sayisinin en biiyiik asal carpani yeterince kiiciik bir degere
sahipse bu asalla olusturulan bilesik sayinin ¢arpani bu algoritma ile makul bir zamanda
hesaplanabilmektedir. Bu algoritmanin hesaplama siiresi p — 1 sayisinin en biiyiik asal
carpaninin bliyiikliigiine baglidir. RSA kripto sisteminde kullanilacak p ve q asallari
secilirken hem p — 1in hem de g — 1 in en biiyiik asal ¢arpaninin yeterince biiyiik

olmasi bir zorunluluktur. (Menezes vd., 1997).

3.2.25.  Williams p + 1 carpanlara ayirma algoritmasi

Sayet p asali i¢cin p + 1 sayisinin en biiyiik asal carpani yeterince kiiciik bir degere
sahipse bu asalla olusturulan bilesik sayinin ¢arpani bu algoritma ile makul bir zamanda
hesaplanabilmektedir. Bu algoritmanin hesaplama siiresi p + 1 sayisinin en biiyiik asal
carpaninin biiylikliigiine baglidir. RSA kripto sisteminde kullanilacak p ve g asallari
secilirken hem p + 1 in hem de g + 1 in en biiyiik asal ¢arpaninin yeterince biiyiik

olmasi bir zorunluluktur. (Williams, 1982).

3.2.2.6.  Eliptik egri ¢carpanlara ayirma algoritmasi

Bu yontemde N sayisim1 olusturan asal ¢arpanlardan biri yeterince kiigiik ise eliptik

egriler {lizerinde kurulan grup yapist ile bu ¢arpan makul bir siirede elde

edilebilmektedir. (Menezes vd., 1997).
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4. ARASTIRMA KONUSU

41. P+ 1 Carpanlara Ayirma Algoritmasi

Bu boliimde aragtirma konusu olan p + 1 algoritmasinin temel teoremleri, algoritmada
kullanilan Lucas say1 dizisinin n. terimini hizli olarak hesaplamak i¢in gelistirilen
algoritma, algoritmanin teorik altyapisi, algoritmanin kurulmasi ve daha hizli sonuca
ulasan iki asamali algoritma detayli olarak ele alinmistir. (Lucas, 1878; Lehmer 1930;
Williams, 1982).

4.1.1. Algoritmanin temel teoremleri

Teorem 4.1: Genellestirilmis Lucas dizisinin terimleri arasinda asagidaki bagintilar

vardir.
i. Von = V2 — 2Q"
i. Vo1 =VV,_,—PO"1
2n—1 n¥n-1 Q (4.1)
. Vopyg = VoyaVy — PQ™
Ispat:

i Vo= @+ g
— (an + ﬁn)z _ Zanﬁn
= 2 —2Q"

i Voppy = @214 g2t
— anan—l + 'Bnﬁn—l + anﬁn—l _ an'gn—l + an—lﬁn _ an—lﬁn
— an—l(an + ﬁn) + ﬁn—l(an + ﬂn) _ anﬁn—l _ an—lﬁn

= (a"+ M@+ D) - (B e (@ + B)
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= VVnoq — PQn_l

a2n+1 + B2n+1

. Vs
— anan+1 + ﬁnﬁn+1 + an+lﬁn _ an+1ﬁn + anﬁn+1 _ an'gn+1
— a‘n+1(an +,8n) + 'B‘n+1(an +Bn) _ anﬁn(a +B)

(a‘n + 'Bn)(a‘n+1 + 'B‘n+1) _ anﬁn(a +B)

= Vpp1Vu — PQ™
Ozel olarak (4.1) ile verilen esitliklerde Q = 1 yazilirsa
Von = ViZ =2
Vonee = VlVpoqy — P
2n-1 n'n-1 (4.2)
Von+1 = VpyadVp — P

rekiirans bagntilari elde edilir.

Teorem 4.2: x?> — Px + Q polinomu iizerinde tammli V,(P,Q) dizisinin terimleri

arasinda
Vai (P, Q) = Vo (Vi (P, ), Q%)
bagintis1 vardir.
Ispat: x; ve x,
x2—Px+Q
polinomunun sifirlart olmak tizere Tanim 2.52 den
Vie(P,Q) = x{ +x}

olup
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alalim. Sifirlar1 @, ve a, olan polinom
a’?—Pa+ Q'
olsun. Bu durumda
P= a,+a,
K

= x{‘+x2

— Vk(P' Q)

ve

= xk.xk

= (x1.2)"

dir. Bu durumda
Var(P,Q) = % + x3*
= ()" + )"
= af+a}

= (P, Q")
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V‘I‘L(Vk(P' Q)' Qk)
elde edilir.
-1
Teorem 4.3 (LEHMER): p > 2,p 1 Q Ve & = (g) = A"z (mod p) Legendre degeri
olmak iizere agagidaki denklik vardir.

1-¢
V(p—s)m(P’ Q) = ZQm(T) (mOd p)

Ispat: n tek asal say1 ve sifirlari x4, x, olan x> — Px + Q polinomu igin

X1 + Xy = P
xl.xz = Q
A= P? — 4Q (4.3)
olmak tizere
P+ A
=
P—+A
X =
olup buradan
2x1 =P+ \/Z
(4.4)
2X2 = P - \/Z
yazilabilir.
a) € = 1 igin (4.4) esitliklerinin n — 1. Kuvvetleri alinirsa
2n—1x1n—1 — (P +\/Z)n—1
- n—-1 n—1\ 2 n—1 n-2 n—1 n-1
= F 1+( 1 )P 2ﬂ+( 2 )P A +-~+(n_2>P\/Z +(n_1>\/Z

ve
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2n—1x2n—1 — (P—\/Z)n_l

(e (e (e ()

n—2 n—1

elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

n—1 n—1 - n—1 -
27 M 4 M) = 2P 4 2( )P"‘3\/Z2 +ot 2 (n B 3) PR + 2( )x/Z" '

2 n—1

n—1 n—1 - n—1 _
an-ly,_ = 2pnt +2< )PH\/ZZ + ---+2<n_ 3) p2/a" "’ +2( )ﬁ" !

2 n—1

bulunur. Bu son esitlikte 0 < k < n, (Z) = 1 (mod n) oldugu goz 6niine alinirsa

zn_lvn—l = 2Pn—1 + 2Pn_3\/ZZ + -+ 2\/Zn_1 (mOd Tl)

_ . n—1 'Pn—l pn-3
2% 1Vn—1 = 2\/Z _F-I_\/Zn - C + + 1 (mod n)
1[/p2 r P 2\ 1
1y = o i [T 4 () 4t (P
2= VB (5) T4 (5) T e (5) 41 (oan)
n-1
p2y 7 1
= -1
2y, = 2VA" ! % (mod n)
£
A
AL VA VA PnH,;Al a . l (mod n)
| A2
— _ pmig n+1
n-1 = 2P2— (mOd n) (45)

yazilir. p asal say1 olmak iizere Fermat teoreminden
2Pl = 1 (modp)

PP+l = P2 (mod p)

W51 8 (modp)

esitlikleri g6z oniine alinarak (4.5) esitliginde n = p degeri yazilirsa

2Py, =
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elde edilir.

2 (mod p)

2 (mod p) (4.6)

b) Benzer olarak ¢ = —1 igin (4.4) esitliklerinin n + 1. Kuvvetlerini alinirsa

2n+1x1n+1 — (P +\/Z)n+1

n+
— PTl+1 _I_(
1
ve

2n+1x2n+1 - (P _ \/Z)n+1
= pn+l _ (Tl + 1) P”\/Z
1

elde edilir.

Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

1) P™A +

n+1 n+1
(3 e ()

n+1

+(n+1)P”‘1\/—2 _m+(n+1>\/zn+1
A n+1

+1 +1
2M (™M + xp™M ) = 2P 42 (n ) )P’H\/ZZ +et+ 2 (n )x/Zn+1

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2"Vn41

n+1

pntl 4 (n-zl-l)Pn—l\/Zz + o+ (n+1)\/zn+1 (mod n)

n+1

2Vpi1 = P2+ A (mod n)

2Wni1 = P2+ AN (mod n)

n—-1

2Vhi1 = P24 AN

2 (mod n)

oldugu gorilir. Burada p asal say1 olmak iizere n = p alindiginda Teorem 2.29

geregince
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-1

ApTE —1 (mod p)

olup

2Vp41 = P2+ A.(=1) (mod p)

veya

2V,y41 = P? — A (mod p)
yazilir. Burada (4.3) esitligi goz oniine alinirsa

2V, = 4Q (mod p)
veya

Vp+1 = 2Q (mod p)
elde edilir.
Ayrica (4.6) ve (4.7) esitliklerini
Ve = 207 (mod p)

seklinde tek bir denklem ile ifade etmek i¢in

f() =0,
f-D=1
sartlarin1 saglayan
f(x)=ax+b

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu fonksiyonun katsayilari
fA)=a+b=0
f(=1)=—a+b=1

seklinde elde edilen denklem sisteminin ¢dziimiinden
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ve

N| =

olarak bulunur. Buradan

Ve (P, Q) = 20(%) (mod p) (4.8)

elde edilmis olur. Son olarak Teorem 4.2 ye gére
m m)(7)
V(p—s)m(P' Q)= V(p—s)(Vm(Pr @),Q™) =2(Q™)\ 2

oldugu (4.8) denkliginde g6z 6niine alindiginda

Vip-em(P,Q) = sz(%) (mod p) (4.9)

bulunur. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

41.2. V, degerinin hizh hesaplanmasi

H. C. Williams (1982) “A p + 1 Method of Factoring” isimli makalesinde Teorem 4.1
de verilen rekiirans bagintilar1 yardimiyla Lucas say1 dizisinin terimlerini hizli olarak

hesaplamak i¢in kullanigli bir yontem onermistir.

V,, degerini bu yontemle hesaplayabilmek i¢in oncelikle n sayisinin ikilik sistemdeki

karsilig1 bulunur.

VoveV, Dbaslangic degerleri ve (4.2) ile verilen rekiirans bagmtilari
kullanilarak V,, degeri bulununcaya kadar n sayisinin ikilik sistemde soldan saga dogru

basamaklarindaki her say1 degeri icin sirasiyla asagidaki terimler hesaplanir.

I. her 0 degeri i¢in;
o Vy =VZE-2
* Votksy-1 = Viks1Vie = P
ii. her 1 degeri i¢in;
* Vak+1 = ViVigy1 — P
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o Voksny = Videq — 2

Asagidaki Tablo 4.1 de ornek olarak  V,5(P,1) degerinin bu yontemle nasil

hesaplandig1 verilmistir

Tablo 4.1. 25 = (11001), sayisi igin V,5(P, 1) degerininin hesaplanmasi.

Basamagin

say degeri Kullanilan Terimler Hesaplanan Terimler
VoveV, vV, =V,.V,— P=3
! 4 v, =V,%—2=7
. v, veV, Vs =V,.V, — P=18
V, V, = V,? — 2=47
0 /A Vg = V32 — 2=322
VsveV, V, = V,.V; — P=843
0 Ve Vi, = Vg2 — 2=103682
Vevel, Vi = V5.V — P = 271443
. Vip Ve Vig Vos = Vy3.Vy, — P = 28143753123
Vi3 Voe = Viz® — 2 = 73681302247

P=30Q=1V,=2V,=P=3
4.1.3. V, Degerinin hesaplanmasi

Teorem 4.3 in bir sonucu olarak V,,,(P, 1) terimi ¢ok hizli olarak hesaplanabilir.

Va(P, 1) = Va (V-1 (P, 1),1) (4.10)

4.1.4. Algoritmanin teorik alt yapisi

p ve q farkl asallar olmak iizere n = pq olsun. Ozel olarak Q =1 ve ¢ =—1
degerlerini saglayan herhangi bir P tam sayisi ile olusturulan V,,(P, 1) genellestirilmis
Lucas say1 dizisi i¢in (4.9) esitligi gz Oniine alinirsa,

olup Tanim 2.10 dan
Pl (Vip+1ym — 2) (4.11)
elde edilir. Teorem 2.3 e gore
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Vpsiym — 2 =n.t+r (4.12)
olacak sekilde t ve r tam sayilar1 vardir. Buradan,
r=Vpsnm — 2) —n.t (4.13)
yazilir. (4.13) esitliginde (4.11) ve p|n oldugu goz Oniine alinirsa, teorem 2.2 (ii)
geregince
plr (4.14)
oldugu gortiliir.
Ayrica (4.12) den
(V(p+1)m — 2) —r=nt
yazilir. Tanmim 2.1 e gore
1[(Vprym —2) — 7]
olup Tanim 2.7 ye gore de
7 = Vips1ym — 2 (Mod n) (4.15)
elde edilir.
Son olarak (4.14) ve (4.15) ifadeleri g6z 6niine alindiginda
pll (V(p+1)m -2 ) mod n |

veya
(((V(p+1)m —2) mod n)n) =p (4.16)
oldugu gortiliir.

Bu (4.16) esitligi bize Genellestirilmis Lucas say1 dizilerinin herhangi bir tam saymin

asal carpanini bulmak i¢in kullanilabilecegini gostermektedir.

4.15. P + 1 Algoritmasimin kurulmasi

Simdi n sayisinin ¢arpanlarindan biri olan p asali i¢in
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k
ptl= npf“' = P12 " P

=1

oldugunu varsayalim.
pr“* =B
olsun. Bu durumda
(p +1)|B!
oldugundan
Vg (P, Q) = 2 (mod p)

ve bunun sonucunda

pl (Vgi(P,Q) = 2)

yazilabilir.

Bu durumda asagidaki adimlar uygulanarak algoritma elde edilir.

i. i1=0,1,23...i¢in V;; mod n hesaplanr.
ii.  Heradimda ((V;; mod n) — 2,n) # 1 olup olmadig: kontrol edilir.

iii. i=Big¢in ((Vg modn) — 2,n) = p olup n sayisinin p garpani elde edilir.

Sayet p + 1 sayisinin en biiyiik asal ¢arpani olan B yeterince kiigiik bir degere sahipse
bu asalla olusturulan n bilesik sayisinin ¢arpani bu sekilde hesaplanabilir.

Algoritmanin genel yapist Algoritma 4.1°de verilmistir
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Algoritma 4.1. p + 1 Carpanlara Ayirma Algoritmasi

GIRDI : p ve q asallar olmak iizere n = pq seklindeki n sayisi
CIKTI : p ile q asallari

Adim 1: Bagla

Adim 2: n sayisini oku

Adim3: P « 3,0 « 1

Adm4:Vy < 2,V; « P

Adim 5: j « 2 i¢in Dongiiyii Baslat

Adim 6: V < V;y mod n

Adm7:d « (V —2,n)

Adim 8: Eger d # 1 ise d,% sayilarini yaz ve Adim 10’a git.
Adm9:j«<j+1

Adim 10: Adim 5’e git.

Adim 11: Doéngiiyii sonlandir.

Adim 12: Bitir.

Ornek: Carpanlara ayrilacak say1 n = 5682511 olsun. Sirasi ile
[V0! - V1! - VZ! i V3! - "‘] mod 5682511

terimleri hesaplanirsa V3, igin

((Va3 mod 5682511) — 2,5682511) = 2837

olup p = 2837 garpani elde edilir.
Burada p + 1 = 2.3.11.43 oldugundan algoritma V,3, degerine ulastiginda verilen n

tam sayisinin asal ¢arpani elde edilmektedir.
4.15.1.  iki asamal algoritma

Algoritmanin daha verimli ¢alismasi igin iki asamali olarak adlandirilan ve ayni
zamanda p — 1 algoritmasinda kullanilan yontem bu algoritma igin asagidaki sekilde
uygulanmustir.

Simdi n sayisinin ¢arpanlarindan biri olan p asali i¢in

k
p+1= npf‘i = P17 P2 o P

=1

oldugunu varsayalim.
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olsun.
Asagidakli adimlar1 uygulayalim;

I.  Alt sinir By tek sayisi segilir ve Vg, (mod n) degeri hesaplanir.

ii. i=0,1,2,3,..1i¢in p;’ ler siras1 ile B; den hemen sonra gelen ardisik asal sayilar

olmak tizere V,, (VBl!, 1) mod n hesaplanur.
lii. Her adimda (([/pi(VBl!’ 1) mod n) -2, n) # 1 olup olmadigi kontrol edilir.

IV. p; =Bigin ((VB (VBl!, 1) mod n) — 2,n) = p olup n sayisinin p ¢arpani elde

edilir.

Ornek: Carpanlara ayrilacak say1 n = 5682511 olsun.
B = 15 sinir olarak segelim.

Ik once V;5,(P, 1) degerini mod 5682511 de hesaplanr.
V17(Vis1(P, 1), 1) degerini mod 5682511°de hesaplanr.

Sonra sirasi ile

[Vi;(Vis, 1) = Vig(Vis), 1) = Va3(Vys, 1) — ---Jmod 5682511
terimleri hesaplanirsa V,5(V;5;, 1) igin
([V43(Vi5,1) mod 5682511] — 2,5682511) = 2837

olup p = 2837 garpani elde edilir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada, RSA kripto sisteminin anahtar iiretiminde gz dniinde bulundurulmasi bir
zorunluluk olan Ozel Amagl Carpanlara Ayirma Algoritmalarinin bazilar1 hakkinda
Ozet bilgi verilmis ve Williams p + 1 algoritmasi ve teorik alt yapis1 detayli olarak ele

alinmustir.

Gordon (1984) RSA kripto sistemi i¢in hem Pollard p — 1 hem de Williams p + 1
algoritmalarina kars1 dayanikli asal sayilar iireten bir algoritma onerdi. Algoritma bir
fazlasinin ve bir eksiginin en biiyiik asal ¢arpanlar1 yeterince biiyiik olan asal sayilar
tiretmektedir. (Menezes vd., 1997 Sayf. 150)
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