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1. GIRIS

Pisa’li olan Leonardo Fibonacci, Ronesans Oncesinde  Avrupanin  sayili
Matematikgcilerindendir. Fibonacci "Matematik'i Araplar'dan alip, Avrupa'ya tanitan kisi"
olarak bilinir. Fibonacci'nin hayati1 hakkinda matematik yazilar1 disinda pek ¢ok bilgiye
ulagilamiyor. Fibonaccinin ilk ve en iyi bilinen kitab1 Liber Abaci'nin yazildigi 1202
tarihine bakilirsa, 1170 yillarinda dogmus olabilecegi varsayiliyor. Bu yonde pek kanit
olmamakla birlikte Italya'nin Pisa sehrinde diinyaya gelmis olmas1 olasilig1 var. Fibonacci
heniiz ¢ocuk yasta iken, Pisa'li bir tiiccar olan babasi Guglielmo, Pisali tiiccarlarin
yasadigr Bugia adli Kuzey Afrika limanina Konsiil olarak atanir. (Bu liman, simdiki
Bejaya'dir ve Cezayir'dedir.) Babasi burada ogluna hesap 6gretmesi i¢in bir Arap hoca
tutar. Fibonacci daha sonra Liber Abaci'de hocasindan "Dokuz Hint Rakaminin Sanatin1"

ogrenirken duydugu mutlulugu anlatacaktir. (King, 1963).

Fibonacci'nin Liber Abaci isimli kitabinin yaymlandig: yillarda, Hindu-Arap sayilarini,
Avrupa'da Harzemli Muhammed Bin Musa'nin eserlerinin ¢evirilerini okuyabilmis bir
kac¢ "aydin" disinda kimse bilmiyordu. Fibonacci, kitabinda bu rakamlar1 anlatmaya sdyle
baglar: "Dokuz Hint rakami 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 dur. Bu dokuz rakama "0" sayisinin da
eklenmesiyle, her hangi bir say1r yazilabilir. Kitap Avrupa’da egitim almis insanlar
arasinda hizl ve etkili bir sekilde yayilmistir ve Avrupa’nin miispet bilimde ilerlemesinde
onemli katkilar1 olmustur. Yayinlamis oldugu bu kitapta Hint-Arap Say1 Sistemi'ni tim
Avrupa’ya duyurmay1 basarmustir. Bu kitapta, ilkokulda 6grendigimiz temel matematik (
toplama, ¢arpma, ¢ikartma ve bolme ) kurallarinin bircok 6rnegini vererek anlatmistir.

(King, 1963).

Fibonacci’nin 1202°de yazdig1 Liber Abaci kitabinin disinda, “Practica Geometria”( The
Practice of Geometry) (1220), “Flos” (The flower) (1225) ve “Liber Quadratorum” (The
Book of Square Numbers) (1225) kitaplart da matematik alaninda yazmis oldugu diger
eserleridir. Bu eserlerin i¢inde en iinlii olan, Fibonacci sayilariyla Altin Oran’in
anlatildig1 “Liber Abaci” adli eseridir. Liber Abaci, 13. yiizyilin Avrupasinda biiyiik bir
ilgi gorur, cok sayida kopya edilir ve kilisenin yasaklamasina ragmen Arap sayilari
Italyan tiiccarlar arasinda yayilir. Kitap Kutsal Roma Imparatoru I1. Frederick'in dikkatini
ceker. Frederick ilime ve bilime diigkiin bir imparator oldugu i¢in bilim adamlarini korur,

bu nedenle kendisine Stupor Mudi (Diinya Harikasi) denilmektedir. 1220 yilinda
1


http://www.turkcebilgi.com/liber_abaci/ansiklopedi
http://www.elektromania.net/default.asp?page=cat&cid=4&tid=214

Fibonacci huzura ¢agrilir. Frederick'in bilim adamlarindan herhangi biri tarafindan sinava
cekilir. Sonunda Fibonacci goze girmeyi basarir. Yillarca hem imparatorla, hem de
imparatorun dostlariyla yazisir. 1225 yilinda yazdigi Liber Quadratornum'u (Kare
Sayilarin Kitab1) II. Frederick’e ithaf eder. "Diyofan Denklemleri" ne ayrilan bu kitap
Fibonacci'nin basyapitidir. (King, 1963). Fibonacci, Liber Abacci adli kitabinda tavsan
ciftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugunu iddia ettigi bir soru sorar. Bu probleme gore
arkadasmin ¢iftligindeki tavsanlar dogduklari ilK iki ay yavru yapamazlar. Uglincli aydan
itibaren her ¢ift tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek
olursa, herhangi n. ayda ciftlikte toplam kag ¢ift tavsan vardir? Elimizde ilk ay yeni
dogmus bir ¢ift tavsanin oldugunu kabul edelim. Ikinci ayda tavsanlar heniiz yavru
yapamadiklari igin hala bir gift tavsan olacaktir. Ugiincii ay ise bu tavsanlar bir ¢ift yavru
verecek ve boylece iki ¢ift tavsan olacak. Yeni dogan yavru cift dordinci ay
yavrulamayacak fakat anne tavsan yeniden bir ¢ift yavrulayacak ve toplam {ig ¢ift tavsan

olacak.

Kitaplarda ve makalelerde bahsi gecen tavsan problemi olarak ele alinan bu problem
halkimiz tarafindan kuzu, toklu, koyun problemi olarak da bilinmektedir. Bilindigi lizere
ergin (erismis) bir kuzu olan toklu genellikle iki yasina bastiginda yavru vermektedir.
Buna gore bir yavru disi kuzu ile baslayip her yavrulama sonucunda bir disi kuzunun
dogdugu ve bu kuzularin 6liim olmamasi durumunda 11 yilin sonunda kag¢ bas hayvana
sahip olunur? Sorusu da ayni tavsan problemini bizlere gagristirir. Disi kuzu k, toklu T,
koyun K harfi ile gosterilsin. Buna gore degisim olaymin ilk bes yili asagidaki sekilde

verilmistir.



villar

.
CoR N TNy
3 th\T i\k

Sekil 1.1. Fibonacci dizilerinin Yavru Disi Kuzu Ornegi

herhangi bir yildaki hayvan sayis1 6nceki iki yildaki hayvan sayilarinin toplami olmak
tizere 11. yilda toplam 89 bas hayvana ulasilacaktir. Bu olayin yillara gore yavru, toklu,
koyun sayist dagilimi sekildeki gibi bir durumu ortaya ¢ikartmaktadir.

Tablo 1.1. Fibonacci dizilerinin Kuzu, Toklu, Yavru Koyun sayist Ornegi

yillar | kuzu says | toklu sayis1 | koyun sayisi | toplam
1 1 - - 1
2 0 1 - 1
3 1 0 1 2
1 1 1 1 3
] 2 1 2 3
b 3 2 3 !
7 5 3 5 13
b b D 3 21
0 13 3 13 |
10 21 13 21 55
11 M 21 M 80

b,, n. yildaki kuzularin sayis1 olsun, kuzular i¢in b, = b,_; + b,_,; b, = 1; b, =
0 tekrarli rekiirans bagintist s6z konusu olup bunun ¢éziiml olan dizinin terimleri
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1,0,1,1,2,3,5,8,13, - seklindedir. Buradan yola ¢ikarak Fibonacci dizisi ortaya
cikmaktadir. Bu Fibonacci sayilar1 ¢ok siradan ve basit gibi géziiksede matematikgiler
icin hep bir ilgi odagi olmustur. Simdi de bu diziyi genelleyelim. Tavsanlarin hig
O0lmeyecekmis gibi devamli yeni yavru sahibi olduklarini diisiiniirsek dizimizi sonsuza
kadar uzatabiliriz. Verilen bilgilerden yola ¢ikarak Fibonacci dizisi asagidaki gibi

tanimlanir. n. aydaki tavsan ¢iftlerinin sayisini F, ile gosterirsek,
Fibonacci dizileri
Fp=1F =1
Foy2 = Fpi1 By ) nz1

esitligi ile tanimlanir. Bu tanimdan yola ¢ikarak Fibonacci sayilarinin ilk bir kag tanesi

asagida verilmistir.
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987, ...

Bu formiile bakarak yorum yapabiliriz. Ornegin n = 1 igin, F; = F, + F; formiliinden
1+ 1 =2 olur. Aymi sekilde F, =3, F5 =5, Fg = 8 bulunabilir. Bu isleme devam
ettigimiz siirece sayilar korkung biiyiikliikteki sayilara ulasir. Ornegin Fibonacci dizisinin
25. teriminin sayist 75025 olur. Aymi sekilde 100. terim sayist olan Figo =
354.224.348.179.261.915.075 sayis1 21 basamakli ¢ok biiylik bir say1y1 olugturur. Altin
oran, evrende sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan 6zel bir orandir.
Dogada bir biitlinlin parcalar1 arasinda gozlemlenen, yiizyillarca sanat ve mimaride
uygulanmis, uyum agisindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik ve sayisal bir
oran bagintisidir. Fibonacci sayilari ile Altin Oran arasinda bir baglant1 vardir. Dizideki

ardisik iki sayinin orani, sayilar arttikca Altin Oran'a yaklasir.

Fibonacci bu sayilar1 yeniden ele alip inceleme yapti. Bunun nedeni ise Antik Yunan ve
Misirli matematikeilerin 1,618 ya da 0,618 oranini biliyor olmalaridir. Oran, Altin Orani
ya da Altin Ortalama olarak biliniyordu. Bu sayilar miizikte, sanatta, mimaride ve
biyolojide kullanilmigti. Yunanhilar Altin Oram1 Parthenon tapmagmin yapiminda
kullanmislardir. Misirlilar, Altin Oran’t Gize Piramidinin yapiminda kullanmislardir.
Ressamlarda altin orani kullanip goze daha giizel gorlinen sanat eserleri meydana

getirmisledir. Bu eserler arasinda en iinlii olan1 Leonardo da Vinci’nin “Mona Lisa”

4



tablosudur. Bu tablonun boyunun enine orani yine altin orani verir. Dizinin sayilari
arttikca bu diizen kendisini daha belirgin bir bicimde ortaya koymaktadir. Her Fibonacci
sayis1 kendisinden sonra gelen Fibonacci sayisina boliiniip bulunan oranlar yazilirsa bu
diizen karsimiza tekrar gikar. Boylece ilk iki oranla yola ¢ikarak, F,/F, =1, F,/F; =
1/2 (yani 0,5) olarak bulunur. Bu islemi devam ettirirsek asagidaki sayilar elde edilir.
1,000000, 0,500000, 0,666666, 0,600000, 0,625000, 0,615385, 0,619048, 0,617647,
0,618182, 0,617978, 0,618056, 0,618026, 0,618037, 0,618033, 0,618034, 0,618034, ...
Bu sayilar gayet basit bir say1 gibi goriinen 0,618034... sayisina dogru yaklasiyorlar. Bu
sayilarin ondalik ifadesi bilgisayarlarimizin verdigi tam hassasiyetle 0,618033989 olarak
bulunmustur. Fibonacci sayilar {i¢ farkli nedenden dolay1 yiizyillardan bu zamana kadar
yogun bir ilgi odagi olmustur. Birincisi; dizinin daha kii¢lik elemanlarinin dogada hig
beklenmedik alanlarda siirekli olarak karsimiza c¢ikmasidir. Bitkilerde, boceklerde,
ciceklerde, vb. Ikinci nedeni oranlarmin limit degeri olan 0,618033989 sayisinin ¢ok
onemli bir sayr olmasidir. Genellikle “altin oran” olarak adlandirilan bu sayi, oyun
kartlariin bi¢ciminden Misirdaki piramitlere kadar bir¢cok olayin matematiksel temelini
olusturmaktadir. Ugiincii neden ise daha ¢ok sayilarin sayilar teorisinde beklenmedik

bicimde kullanilmasi ilging 6zellikleriyle ilgilidir.

Fibonacci sayilariyla bitki aleminde karsilasmanin Orneklerinden biri  aygcicegi
tohumlarinda mevcut, saat ibresinin hareket yoniinde ve buna kars1 yonde uzayan iki tiir
spirallerin sayisinin ardisik iki Fibonacci sayisit olmasidir. Orta biiyiikliikte aycicekleri
icin spirallerin sayist 34" karsilik 55 veya 55°e karsilik 89, daha biiytikleri icin 89'a
karsiik 144 ve kiigiikler i¢inde 13’e karsilik 21 veya 21’e karsilik 34 olarak
gozlenmistir. Papatyalarin da normal olarak bir Fibonacci sayisi kadar tag yaprag: vardir.
(tabi seviyor sevmiyor diye koparilmis ise) Bundan dolay1 olaya matematiksel yaklasarak
elinize aldigimiz papatyaya “seviyor” sozcligii ile baslayin, ¢iinkii bir papatyanin yaprak

say1s1 genelde Fibonacci sayilarindan 21, 34, 55, 89 olusur.

Pascal Gicgeni olarak da bilinen Omer Hayyam iiggeni tiim katsayilar veya terimler yazilip

capraz toplamlar1 alindiginda yine Fibonacci dizisi ortaya ¢ikar.

Cam kozalagindaki taneler kozalagin altindaki sabit bir noktadan kozalagin tepesindeki
baska bir sabit noktaya dogru egriler olusturarak ¢ikarlar ve bu taneler soldan saga ve
sagdan sola sayildiginda ¢ikan sayilar, Fibonacci dizisinin ardigik terimleridir. Ayrica

bitkilerin yapraklarinin dizilisinde de Fibonacci dizisi vardir.



Mimar Sinan'm da bir¢ok eserinde Fibonacci dizisi goriilmektedir. Ornegin Siileymaniye

ve Selimiye Camilerinin minarelerinde bu dizi mevcuttur.

1228'de Fibonacci, Liber Abaci'yi yeniden gézden gegirir ve kitabin bu ikinci yazilimini
imparatorun bas bilimcisi Michael Socott'a ithaf eder. Bu tarihten 1240 yilina kadar
Fibonacci hakkinda hi¢ bir sey bilinmiyor. 1240'ta Pisa kenti kendisine kente yaptigi
hizmetlerden dolayr "20 Pisa Liras1" yillik baglar. Bundan sonra Matematik¢imiz ne
kadar yasadi, o da bilinmiyor. 19. yiizyilda Pisa’da Fibonacci heykeli yapilarak buraya
dikilmistir. Heykel bugiin Camposanto’nun bat1 galerisinde ve Piazza dei Miracoli tarihi

mezarlhiginda bulunmaktadir. (King, 1963).

Insanin Isaret Parmag; Bir insanin isaret parmagi (normal standartlardaki parmaklar icin

gecerli) her bir bolimu bir 6nceki boliime orani Altin Orani vermektedir.

Akcigerler; Akcigeri olusturan brons agacinin goriilen en belirgin 6zelligi asimetrik
olmasidir. Soluk borusu, biri uzun (sol) ve digeri de kisa (sag) olmak iizere iki ana bronsa
ayrilir. Kisa bronsun uzun bronsa olan oraninin yaklasik olarak 1/1,618 degerini verdigi

saptanmistir.

Insan Yiizii; Kulaklar arasindaki mesafe, gozle iist dudak arasindaki, burnun alt1 ile ¢ene

arasindaki mesafe altin oran igermektedir.
Kollar: Kolumuzun Gst bolimunin alt béliime orani altin orani vermektedir.
Misir Piramitleri; Her bir piramitin tabaninin ytliksekligine orani altin oran1 vermektedir.

Tiitlin Bitkisi; Titlin Bitkisinin yapraklarinin dizilisinde bir egrilik s6z konusudur. Bu
egriligin tanjant1 altin orandir. Bitki aleminde yapraklarin saplar lizerindeki dizilisi

(phyllotaxy) ile Fibonacci sayilari arasindaki baglantiya dair ¢ok sayida 6rnek vardir.

Ornegin 2/5 kesri ile ifade edilen bir phyllotaxy, iki yapragm sap boyunca ayni siraya
gelinceye kadar sap etrafinda iki tur yaptigin1 ve sap boyunca 5 tane sira olusturdugunu
anlatmaktadir. Sap boyunca belli bir yapraktan sonra 6. yaprak ayni sirada (hizada)
olup, ardisik iki yaprak sap etrafinda 720/5 = 144 derecelik a¢1 yapmaktadir. Bazi
bitkiler i¢in bu oranlar: Karaagac, ¢im i¢in 1/2, Kaymn i¢in 1/3, Mese, elma, armut igin
2/5, Kavak, muz i¢in 3/8, Badem, pirasa i¢in 5/13 olarak gozlenmistir.

Bir bitkinin sapindaki yapraklarin, bir agacin dallarinin iizerinde hemen her zaman
b
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Fibonacici sayilarini bulursunuz. Eger yapraklardan biri baslangic noktasi olarak alinirsa
ve bundan baglayarak, asagiya ya da yukariya dogru, baslangi¢c noktasinin tam iistiinde
veya altinda bir yaprak buluncaya kadar yapraklar sayilirsa bulunan yaprak sayisi farkl

bitkiler i¢in degisik olacaktir ama her zaman bir Fibonacci sayisidir.

Fibonacci dizisine biiyiiyen bir bitkinin iizerinde olusan koltuk ve sap sayisinda da
rastlanir. Saga dogru uzayan bir petek ve n numarali gozeye ulagsmak isteyen ancak biiyiik
numarali gbzeden kii¢ilk numarali gézeye donmeyen bir ar1 gz Oniine alalim. Ar1 n
numarali gbézeye ulagsmak i¢in ka¢ farkli yol izleyebilir? n = 1,2,...i¢in
b(n),n numarali gézeye ulagsmak i¢in izlenebilecek yol sayisi olsun. b(1) = 1,b(2) =
2 olmak iizere armin n numarali gozeye gelebilmesi i¢in ya n — 1 numarali ya dan — 2
numarali gézeye gelmis olmasi gerekir ki, buralara b(n — 1) ve b(n —2) yoldan
gelebileceginden, b(n) = b(n—1) + b(n — 2) indirgeme bagintisi elde edilir ki buda
Fibonacci dizisinin indirgeme bagintisinin ta kendisidir. (b(n)) dizisinin elemanlari, 1,

2,3,5,8, 13, ... olmak Uzere bunlar Fibonacci dizisinin elemanlaridir.

Fransiz matematik¢isi Edward Lucas'in adiyla anilan Lucas styilari dizisi Fibonacci say1
dizileriyle akrabadir. Baslangi¢ sayilari igin segilebilecek ikinci en basit sayilart segerek
F, = 1 ve F, = 3 olarak almistir. F; = 1 ve F, = 3 koyarsak Lucas sayilar1 elde edilir.
Oysa Lucas sayilar1 Fibonacci sayilarindan ¢ok farkli bir dizi olustururlar ve su
sekildelerdir;

Lo, = 2 ve L; = 1 olmak Uizere;
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322, ... seklindedir.

Genellikle Lucas'in bas harfi olan L,, ile gosterilirler. Lucas dizisi Fibonacci dizisinin
birgok akrabasindan biridir ancak ilging olan bu sayilarin da bazen dogada goriilmesidir.

Ornegin Lucas aygiceklerinde goriilmiistiir.

Dogada Fibonacci sayilarinin ve ¢ok sik olmamakla beraber Lucas sayilarinin
goriilmesini aciklamaya calisan bazi goriisler vardir. Bunlar i¢inde akla en yatkin olan,
bir sap c¢evresindeki yapraklarin Fibonacci sarmallarina gére siralanmakla yiizeylerinin
Giines'i en verimli bicimde almalarinin saglandig1 yolundadir. Diger bir goriis ise (daha
az dogrulanabilir olmasina ragmen), polen tasiyan boceklerin "sayisal diizenleri” tercih

ettikleri varsayimina dayanmaktadir. Bu tercih sebebiyle evrim siireci boyunca Fibonacci
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geometrilerinin baskin ¢ikmasina yol agmistir. Simdi ise Fibonacci ve Lucas sayi
dizilerinin sonsuza gitmeleri sonucu ortaya ¢ikan ve altin oran denilen limit oram
0.618033989... sayist ilizerinde duralim.. "Atalarimiz" altin orani temel alan sanat ve
mimarinin goze olaganiistii glizel goriindiigiinii biliyorlardi. Bu nedenle geometriyi altin
orana gore tanimladilar; 6zellikle de bir diiz dogru parcasini ikiye ayiran nokta olarak.
Oyle ki, kiiciik parcanin biiyiige orani, biiyiigiin biitiine olan oranina tam olarak esittir.

Kiigiik boliimii x, biiyiik boliimii ise 1 ile gosterirsek asagidaki gibi bir ifade yazabiliriz;

1
1 1+4x

Buradaki x + 1 anladigimiz iizere dogru pargasmin biitiinliigiiniin uzunlugudur. Bu
esitlikte igler diglar garpimi yaptigimizda x? + x — 1 = 0 bigiminde ikinci dereceden bir
-1+V5 -1-5

2 72

denklem elde ederiz. Bu denklemden x i ¢cekersek x =

tam ¢Ozimiinii elde ederiz. Kisa kenarlarinin uzun kenarlarina olan orani altin oran olan

dikdortgen cizersek tlinlii bir sanat eseri ¢izmis oluruz buna altin dikdortgen denir.

Sekil 1.2. Altin Dikdortgen

Sekildeki ACGH dikdortgeni bir altin dikdortgendir. Siz de eger bir altin dikdortgenim
olsun diyorsaniz, dnce bir ABCD Karesi ¢izin. CD kenarinin orta noktasi F ise, CD
kenarmi1 FG = FB olacak sekilde uzatin. ACGH dikdértgeni bir altin dikdértgendir. ilk
bakista o kadar ovgiiye deger bir 6zellik goze garpmasa da, birgok yonden ilging bir
yapidir. Bunun nedeni giiniimiize kadar uzanan nesiller boyunca insanlarin ¢ogunun onu

biitlin dikdortgenler iginde goze en hos gelen dikdortgen olarak gormesidir. Bunun
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sonucunda da giinliik hayatimizda karsilastigimiz binlerce dikddrtgenin biiyiikk bir
boliimiiniin boyutlar1, altin dikdortgeninkine yakindir. Bayraklar, kibrit kutulari,
gazeteler, oyun kartlari, yazi kagitlar1 ve sayisiz binlerce 6rnek verilebilir. Sanatgilarin ve
psikologlarin tam anlayamadiklar1 bir nedenle altin dikdértgenin estetik bir ¢ekiciligi
vardir. Yunan mimarisi ve ¢omlekeiliginin disinda heykel, resim sanatlari, mobilya ve
sanatsal tasarimlar i¢in de dogrudur. Parthenon tapiaginin 6n boliimiinii eksiksiz oldugu
donemde, bir altin dikdortgenin i¢ine neredeyse tipatip girebilirdi. Altin orana Misir
piramitlerinin bazilarinin boyutlarinda da rastlanir. Leonardo da Vinci de altin
dikdortgenlerden ¢ok etkilenmis, hatta bu konuda hazirlanan kitaba yazilariyla
katilmistir. Altin dikdortgenin bir diger 6zelligi de i¢inden bir kare attiginiz zaman geriye
kalan dikdortgenin de bir altin dikdértgen olmasidir. Sekildeki ACGH dikddrtgeninden
ABCD karesini atarsak geriye kalan BHDG dikdortgeni de bir altin dikdortgendir. Bu
islemi istedigimiz kadar devam ettirebiliriz ve her defasinda bir 6ncekinden daha kugtk
altin dikdortgenler elde ederiz. Bunlar igeriye dogru bir sarmal olusturarak sonug olarak
bir noktaya yonelirler. Eger giderek kiigiilen bu karelerin veya dikddrtgenlerin koselerini
veya merkezlerini sirasiyla birlestirirsek altin sarmal diye bilinen bir sarmal elde edilir.
Ozel bir sarmaldir ve Oncesinde bahsettigimiz aycicegindeki sarmalmn aynisidir.
Matematiksel olarak bu sarmala esit acili sarmal ya da logaritmik sarmal adi verilir.
Logaritmik sarmal denilmesinin sebebi, onu en basit bicimde ifade eden cebirsel
denklemlerin logaritma ifadelerinin kullanilarak yazildigindan dolayidir. Esit agili sarmal
denilmesinin nedeni ise sarmalin merkezinden ¢izilen bir diiz dogrunun sarmali hep ayni

acida kesmesidir. Bu sekilde ¢izilen bagka bir dogru da ayni seyi yapar.

Bu ¢ok 6zel sarmalin, bir nedenle, dogada ¢ok sik tercih gérmesi gercekten ilging bir
durumdur. Deniz kabuklari, salyangozlar, doganin boynuzlari, azi disleri, pengeleri ve
daha once de bahsetmis oldugumuz kozalaklar ve ¢igekler; bunlarin hepsinin esit agil
sarmalin boliimleri oldugu anlasiliyor. Uzaym derinliklerindeki biiyilik galaksilerin bile
disa dogru donen yildizlardan olusmus, blylk boyutta esit acili sarmal kollar1 vardir.
Fibonacci sayilarin ve altin oranin doga ve sanattan ayri olarak timiyle matematiksel
olan ilging yonleri de vardir. Simdi de basit kesirlere 6rnek olan, belki de, yarim veya

1/2 yi ele alalim. Bunu daha karmasik yaparak asagidaki gibi yazabiliriz.



Basit islemi temel alan ancak isi bir adim daha ileriye tasiyan bir kesir daha yazalim.

1

1
I+157

Bu kesrin degerini hesapladigimiz zaman 2/3 sayisini elde ederiz. Benzer sekilde bir
adim daha eklersek kesrin aldigi deger 3/5 olur. Aym sekilde devam edip kesir
yapilamay1 bir adim daha siirdiiriirsek 5/8 gibi basit bir kesri ifade etmek i¢in karmasik
bir yol buluruz. Simdi bu kesri, yine bu kurallar ¢ergevesinde sonsuza kadar siirdiiriirsek

bir "strekli kesir" elde ederiz.

1+
1+ 11
Ly
1+

Bu tez asagidaki gibi tasarlanmistir.
Ikinci bdliimde Kaynaklar kisminda kullanilan ¢alismalarinin dzetleri verilmistir.

Ugtincti boltimde cebir ile ilgili genel tanim ve teoremler verildi. Fibonacci dizileri ve
Fibonacci dizileri ile ilgili 6zellikler, Lucas dizileri ve Lucas dizileri ile ilgili d6zellikler,

Genellestirilmis Fibonacci dizileri ile 1lgili 6zelliklere yer verilmistir.

Dordincu bolumde M — dizileri, m vektorleri, Hilbert fonksiyonlar: tanim ve teoremleri
ile anlatilmis olup M — dizileri lizerine tanimlanan ailenin Fibonacci sayilari ile baglantisi

oldugunu gosteren tanim ve teoremler verildi.

Besinci bolimde, M — dizilerinden faydalanarak yeni bir aile tanimlandi. Tanimlanan bu
ailenin Lucas sayilar1 ile baglantisi oldugu gosterildi. M —dizilerinden faydalanarak
tanimlanmis olan bu ailenin eleman sayisinin Lucas sayilarini verdigi ve Lucas sayilari
ile tistten sinirlandigr gosterilmistir ve bununla ilgili baz1 teoremler ispatlart ile beraber

verildi.
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2. KAYNAK OZETLERI

Son yillarda Fibonacci ve Lucas ile ilgili yapilan ¢alismalar ve 6zetleri asagida verilmistir.

Bruns W. ve Herzog J. ileri ve gelismis matematikte Cambridge caligmalarina yer

vermisglerdir.

Akbulak, M. ve Bozkurt, D. ¢alismalarinda, m basamak genellestirilmis Fibonacci k
sayilarini matris gosterimi ile tanimlamislardir. Tanimladiklari matris gosterimini
kullanarak m basamak genellestirilmis Fibonacci k sayilarinin genellestirilmis Binet

formiluni ve baz1 6zdesliklerini elde etmislerdir.

Kilig, E. ve Tasci, D. ¢alismalarinda, bilinen Lucas sayilar1 ve genellestirilmis k basamak
Fibonacci sayilari tizerinde durmuslardir. Lucas sayilarinin genellestirilmesi igin yeni bir
tamim vermislerdir. Genellestirilmis k basamak Fibonacci ve k basamak Lucas

fonksiyonlarmni verip bu fonksiyonlar arasinda yeni bagintilar ortaya ¢ikarmislardir.

Koshy, T. “Fibonacci ve Lucas sayilarinin Uygulamalari” isimli kitabinda Fibonacci ve

Lucas dizileri ile ilgili birgok 6zellige yer vermistir.

Mikkawy, M. ve Sogabe, T. calismalarinda k — Fibonacci sayilarinda yeni bir aile

tanimini vermislerdir. Bu tanima gore n ve k (k # 0) dogal sayilar olsun.

Bu taktirde n = mk+r (0 =7 < k ) olacak sekilde m ve r sayilari bulunur. Bu

parametreleri kullanarak F,,':k}, genellestirilmis k — Fibonacci sayilari

Fn(k) — (\/i)k (@™*2 — gmA2)r (gmHl _ pmAYk=T ' — 4 (0 < 7 < k)
5

seklinde ifade edilir. Buradan,
EX = (F)". (Fpsr)" = mk +
n = (Fn)" . (Fps),n=mk +r

bagintisi elde edilir. Ayrica bu ¢aligmada Fibonacci sayilari1 ve k — Fibonacci sayilarinda

yeni aile ile ilgili baz1 bagintilar vermislerdir.

S. Linusson, ¢aligmasinda maksimum dereceli ve degisken sayisi agisindan M — dizileri

sayisinin dzyinelemeli formiillerini vermislerdir. Ozellikle degisken sayis1 2 oldugunda
11



Bell sayilarin1 verdigini gostermistir. Degisken sayisi sabitlendiginde M —dizilerinin
sayisinin asimptotik bir tahminini vermisler. Bu az sayida kdse noktast olan politop
sayisina yeni bir alt sinir getirip basit kompleksler icin f - vektdr sayisiyla benzer
yinelemeli bir formiil de kanitlamiglar. Maksimum dereceyi sabit tutarak basitlesmis
kompleksler i¢in M - dizisi sayisin1 ve f — vektor sayisint degisken sayilarda polinom

olarak alip bu sayilarin asimptotik olarak esit oldugunu gostermislerdir.

Ozkan, E., Aydimn, H. and Dikici, R. calismalarinda, 3-adim Fibonacci dizilerinin Wall
sayilarina iligkin iki yeni teorem ispatlamislardir. Bununla birlikte 3-adim Fibonacci
dizileriyle ilgili bes varsayim vermislerdir. Ayrica 5x10° den kiigiik asal sayilar icin bu

varsayimlarin bilgisayar dogrulamasini vermislerdir.

Enkosky T. ve Stone B. c¢alismalarinda M — dizilerinden faydalanarak yeni bir aile
tanimlamiglar. Bu tanima gore uzunlugu n olan M — dizilerinin sayis1 {{(n)},», dizilimi,
ile tanimlanan bir kiimedir. Ozellikle n = 1licin L(n)={m =
(mg,m4,...)|mbir M — dizisi ve A(m) = n} seklindedir. Daha detayli bir sekilde
I(n) =|L(n)|,n = 1 seklindedir.n > 1 F(n) vektorler kiimesi

M FA) ={MD}
() F(2) ={(1,D}
(3)n = 3icin F(n) := C(n) U D(n) seklinde hesaplanir.

Burada;
Cn) :=={(1,t4,....,ts, D) | (L, t4,...,t5) € F(n — 1)} ve
D(n) :={(1,ty,...ts_q, ts + D|(1,tq,...,t;) EF(n— 1),t_4 > t;yadaty = 1} dir.

Tanimlamis olduklar1 bu ailenin eleman sayilarinin n. Fibonacci sayilarini verdigini

gostermisler ayrica bu ailenin Fibonacci sayilari ile iistten sinirlandigini géstermislerdir.

Ozkan, E. Goger, A. ve Altun, 1. calismalarinda M — dizilerinden yararlanarak yeni bir

vektorler ailesi tanimlamiglardir.

(D) L) ={D}

(2) L(2) ={(1,1,1), (1), (1,2)};

(3)n = 3i¢in L(n):= C(n) U D(n) seklinde hesaplanir.
12



Burada;
Cn):={(1,t,....ts, D | (1, t4,...,t5) € L(n — 1)} ve

D(n) :={(1,ty,...ts_1, ts + D[, ty,...,ts) EL(n— 1),ts_; > t;yadaty = 1}
seklindedir. Tanimlamis olduklar1 bu ailenin eleman sayilarimin n. Lucas sayilarin
verdigini gosterdiler ve bu ailenin elemanlarinin Fibonacci ve Lucas sayilar ile

siirlandig@ini gosterdiler.

Ozkan, E. Altun, I ve Goger, A. ¢alismalarinda Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi olan

Fn(k) tanimindan faydalanilarak Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan LE{‘) elde etmislerdir.
Ayrica, Genellestirilmis Lucas polinomlarmin tanimini verip Genellestirilmis Q matris
ile yeni bir matris elde edilerek Genellestirilmis Lucas polinomlarinin elemanlarini
bularak genellestirilmis Lucas polinomlari ve bagmtilarinin genellestirilmis durumlarini

elde etmislerdir.
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3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Grup Teorisi ve Elementer Ozellikleri

Tanim 3.1.1. G bos olmayan bir kiime ve G Uzerinde bir * ikili islemi tanimli olsun. Eger

* islemi

I. =+ islemi kapalilik 6zelligini saglarsa; yani, her a, b € G igin

axb € G ise,
Ii.  *iglemi birlesme 6zelligini saglarsa; her a, b, ¢ € G igin
(axb)*xc=ax(b=c)ise
lii. hera € G igin
axe=e*xa=a

olacak bicimde bir e € G varsa (e ye G nin birim eleman1 denir ),

iv. hera € G igin

olacak bicimde bir a™! € G varsa (a™! ne a min bir ters eleman1 denir ) o zaman (G,*)

sirali ikilisine bir grup denir. (Arikan, 2009).
Tamim 3.1.2. (G,*) grubunda her a, b € G igin
ax*b=bxa
ise bu gruba degismeli grup yada abelyan grup denir. (Arikan, 2009).

Ornek 3.1.3. Z, Q, R, C say1 sistemleri bunlar Gzerindeki bilinen toplamaya gére birer

abelyan gruptur. Bu gruplar (Z, +), (Q, +), (R, +), ( C, +) ile gosterilir.

Ornek 3.1.4. Q* = Q \ {0} kiimesi rasyonel sayilar iizerindeki bilinen ¢carpma islemine
gore bir abelyan gruptur. Benzer bicimde R* ve C* bilinen ¢arpma islemine gore birer
abelyan gruptur.
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Ornek 3.1.5. Z* kiimesi bilinen ¢arpma islemine gore bir grup olamaz. Ciinkii; %&

Z oldugundan 2 nin Z iginde ¢arpmaya gore tersi yoktur. (Callialp, 2001).
Teorem 3.1.6. G bir grup ve a, b € G olsun. O zaman

(aHt=ave (ab) ' =b"1a?
dir. (Arikan, 2009).

Teorem 3.1.7. G bir grup olsun. G iginde sag ve sol sadelestirme kurallar1 saglanir. Yani

egera,b,c € G igin

ab = ac
ya da
ba = ac
ise
b=c

dir. (Arikan, 2009).
Teorem 3.1.8. G bir grup ve a, b € G olsun. Asagidakiler saglanir. (Arikan, 2009).

i. ax = b denkleminin G i¢inde bir tek ¢oziimii vardir.

ii. ya = b denkleminin G iginde bir tek ¢6ziimii vardir.

Tanmim 3.1.9. G bir grup olsun. G nin kardinalitesi |G| ye G nin mertebesi denir. Eger |G|

sonlu ise G ye sonlu grup, |G| sonsuz ise sonsuz grup denir. (Tasci, 2007).

Teorem 3.1.10. G bir grup ve a € G olsun. Her m,n € Z igin asagidakiler saglanir.
(Tasci, 2007).

i. a™a™ = a™" dir.

i.  (@™)" = a™" dir.
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Tamm 3.1.11. G bir grup ve a € G olsun. Eger a' = e olacak bicimde bir ¢ pozitif
tamsayis1 varsa bu pozitif ¢t tamsayilarinin en kiigiigiine a nin mertebesi denir. Mertebe

o(a) yada |a| ile gosterilir. (Arikan, 2009).

Tamim 3.1.12. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger H, G nin
islemine gore kapali ve bu isleme goére bir grup ise o zaman H ya G nin bir altgrubu denir
ve H < GyadaG = H ile gosterilir. (Arikan, 2009).

Teorem 3.1.13. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. H nin G nin bir

altgrubu olmasi igin gerek ve yeter sart her a, b € H igin

i. abeH

i. aleH
olmasidir. (Harmanci, 1987).

Tamim 3.1.14. G bir grup ve A, G nin bir altkimesi olsun. O zaman G nin A y1 igeren
bltln altgruplarinin kesisimine A tarafindan {iretilen altgrup denir ve (A) ile gosterilir.
A’ya (A) nin bir tirete¢ kiimesi denir. Eger A = {x, X, ==, x,} is€ (A) = (x4, x5, **, Xp)
ile gosterilir ve buna x, x,, *+, x,, tarafindan tretilen altgrup denir. Eger n = 1 ise (x;)

grubuna x; tarafindan tiretilen devirli grup denir. (Arikan, 2009).

Tanmm 3.1.15. G bir grup olsun. Eger G = (a) olacak bicimde bir a € G varsa G ye a
tarafindan tiretilen bir devirli grup denir. (Arikan, 2009).

Teorem 3.1.16. Her devirli grup abelyandir. (Tasc1, 2007).

Tamim 3.1.17. G ve H iki grup ve ¢: G — H fonksiyonu verilsin. Eger V a, b € G igin
p(xy) = () (y)

ise ¢ ye G den H ya bir grup homomorfizmasi denir. (Tasc1, 2007).

Ek olarak ¢ birebir ise ¢ ye bir grup monomorfizmasi, ¢ Orten ise ¢ Yye bir grup
epimorfizmasi ve ¢ hem birebir hemde Orten ise ¢ ye bir grup izomorfizmasi denir. ¢ bir
izomorfizma ise G,H ya izomorftur denir ve G = H ile gosterilir. Eger G = H ve

@ G den G ye bir izomorfizma ise ¢ ye G nin bir otomorfizmasi denir. (Tasc1, 2007).
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Tanmmm 3.1.18. G bir grup olsun G nin bir alt grubu H ve bir eleman1t x olsun.

V g €Gicin xgx~?! elemanina g nin x e gore eslenigi denir.
xHx™1 = {xhx~'|h € G}
kiimesine H nin x ¢ gore eslenigi denir. (Arikan, 2009).
Tamim 3.1.19. G bir grup ve N, G nin bir altgrubu olsun. Eger her g € G i¢in
gNg™'= N
ise N ye G nin bir normal altgrubu denir ve N < G ile gosterilir. (Arikan, 2009).

Tamim 3.1.20. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger H, G de normal ise Vg €
G icin gH = Hg oldugundan H nin sol yan kiimesi sag yan kiimesine esittir. Bu kiime
G / H ile gosterilir.

G/H={gH|geG}={Hg|g € G}
dir.

G/H grubuna G nin H moduliine gére bolum grubu denir. (Arikan, 2009).

3.2. Halka, Cisim Tanimi ve Elementer Ozellikler

Tamim 3.2.1. R, bos olmayan bir kiime olsun. R Uzerinde Vx,y € R i¢in
+: (a,b) > a+b,
-:(a,b) > a-b

biciminde tanimli ve sirasiyla, toplama ve carpma denilen “+” ve ikili islemleri

verilsin.
Eger (R,+ -) cebirsel yapisi

i. (R,+) bir abelyan grup ise,

Il. R carpma iglemine gore kapali ise yani Vx,y € R igin

X.Yy ERise,
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lii. Carpma islemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani Vx,y,z € R i¢in
(x.y).z =x.(y.2) ise,
iv. R fzerinde dagilma 6zellikleri saglanirsa; yani Vx,y € R igin
x.(y+z)=x.y+x.z (sol dagilma ozelligi)
(x+y)z=x.z+y.z (sag dagilma 6zelligi) ise,
(R, +,") siral1 ticliisiine bir halka denir. (Arikan, 2009).

Tanmm 3.2.2. (R, +,") halkasi verilsin. Eger Vx,y € R i¢in x.y = y.x ise bu halkaya
komutatif halka (degismeli halka) denir. R nin toplamsal birimi 0 ile gosterilir ve buna
R nin sifir1 denir. Eger V x € R i¢in x. 1z = 1z.x = x olacak bigimde 1z € R varsa 1,

elemanina halkanin birim elemani (birimi) ve halkaya birimli halka denir. (Tasc1, 2007).

Ornek 3.2.3. Z tamsayilar kiimesi iizerindeki bilinen toplama ve carpmaya gore birimli

ve degismeli bir halkadir.

Tanmim 3.2.4. R birimli ve degismeli bir halka ve 0 # 1, olsun. Eger R sifir bolensiz

ise R ye bir tamlik bolgesi denir. (Arikan, 2009).

Tamim 3.2.5. F bostan farkli bir kiime olsun. F {izerinde tanimlanan iki ikili islem

sirastyla toplama ve ¢arpma olmak iizere halka tanimindaki maddelere ek olarak

I. Carpma islemine gore degismelilik,
ii.  Birim eleman

iii. Sifirdan farkli her elemanin garpimsal tersinin olmasi
Ozellikleri saglaniyorsa F ye bir cisim denir. (Arikan, 2009).
Ornek 3.2.6. Q, R, C ve Z,(p asal) kimeleri birer cisimdir.
Teorem 3.2.7. Her cisim bir tamlik bolgesidir. (Tasc1, 2007).

Teorem 3.2.8. R bir halka ve S € R olsun. S nin R halkasmin bir alt halkasi olmasi igin

gerek ve yeter sart
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i S 0
ii. S c¢ikarma iglemine gore kapali

iii. S c¢arpma islemine gore kapali
sartlarinin saglanmasidir. (Arikan, 2009).

Teorem 3.2.9. F bir cisim ve K kiimesi F nin bir alt kimesi olsun. K kiimesinin F nin

bir alt cismi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. K—{0}=0
ii. K ¢ikarma islemine gore kapali
lii. K carpma islemine gore kapali

iv. xeK—{0} >x'ekK

sartlarinin saglanmasidir. (Arikan, 2009).

3.3. Fibonacci Sayilan

Tamm 3.3.1. F, =0, F;, =1ven =0icin,

Forz2 =Fp1 + B (3.1)
seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci Sayilart adi verilir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).
(3.1) den hareketle, E, =0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... eldeedilir.

Fibonacci sayilarinin seyri agsagidaki sekilde gosterilmektedir.
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Sekil 3.1. Fibonacci sayilarinin grafigi
Negatif Fibonacci sayilari ise
Fp=(D"E
seklinde bulunur.
Fibonacci sayilarini genel olarak,

_ L <1 +2\/§> B (1 +2\/§)n cos(nﬂ)]

E P
"B

seklinde yazilabilir.
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Sekil 3.2. Fibonacci sayilarinin genellemesi

Fibonacci dizisi x = 0 da ve bitin n negatif tamsayilari i¢in n + 0.5 olacak sekilde

sonsuz sayidaki negatif degerler de 0 ¢6zume sahiptir.
3.4. Fibonacci Sayilan ile ilgili Ozellikler

Simdi Fibonacci sayilar ile ilgili literatiirde bilinen bazi 6zellikleri verelim:

a)n € Z* igin,
n-—1
Fs2 = Fy Fpe1, (3.2)
s=0
b) n € Z* igin,
< F? tek i
1, n tek ise
gt m—1— 1, ngiftise
c)n € Z* igin,
n-1
DR =Fua P+, (3.4)
s=0
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d) n € Z* igin,
Fn=(-1)"'F, (3.5)
(Koshy, 2001; Vajda, 1989).
(3.1) bagintis1 geriye dogru da asagidaki sekilde kullanilabilir.
Yani,
F,=F—-F, Fo,=F—F., |
esitliklerinden hareketlen > Oicin, F_, =0, 1,—-1, 2,-3, 5,-8, 13, ...
elde edilir.
Fibonacci dizisinin indirgeme kurali i¢in karsilik gelen karakteristik denklem

32 — 3 —1 = 0 olmak lizere, bu denklemin koklerini,

1+vV5
a= B ve ff=——
2 2

ile gosterelim. O halde fark denklemlerinde bu dizinin genel terimi,

(1445 1-v5\"
T

bicimindedir.
Simdi A ve B sabitlerini bulalim.
n = 0igin,
Fp=A+B =0,
n = 1igin,

F, = Aa + BB = 1'dir.
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Yukaridaki denklem sistemi ¢oziildiigli zaman,

1 1
A=—= Ve B=——
N s
bulunur.
Boylece Fibonacci sayilari
a — B
p T p
a—p

seklinde yazilir. Literatiirde bu formiil Fibonacci sayilar1 i¢in “Binet Formiili” olarak

adlandirilir.

1 1

Tamm 3.4.1. Q = [1 0

seklinde tanimlanan matrise Q- matrisi denir. “(Koshy, 2001)”

Teorem 3.4.2. n > 1 olsun. Bu takdirde

Qn= Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

dir. (Koshy, 2001).
Ispat: Ispat1 n iizerinden tiimevarimla verelim.
n = 1igin,
=[5 nl=l o0
olup, n = 1 ig¢in iddia dogrudur.
n = k i¢in iddia dogru olsun. O halde,

F F ]
k — k+1 k ’dll’.
C=F R
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Bu takdirde;

F F 1 1
k+1 _ kNl — k+1 k
=0t = Fy Fk—l] [1 0

n = k + 1igin,

Qk+1 = Frpq + Fp Fk+1]

" \Fy + Fr_q F
_ Fryo Fk+1]
Fryr  Fy

olup, ispat tamamlanir.
Sonug 3.4.3. n > 1 olsun. Bu takdirde,
Fp_q Fppq — E? = (—1)™dir. (Koshy, 2001).
Ispat: |Q |=(-1) ve |Q"™|=(—=1)"dir. Teorem 3.4.2’den
| Q" | = Fnq Fpyr — Ff
dir.
O halde,
Foog Fpyr —Ef = (=D

dir.
Teorem 3.4.4. Fy, F,,F,, ... ,F, Fibonacci dizisi i¢in asagidaki esitlikler gegerlidir.

e Fy+F +FK++E=F,,—-1

o Fi+F+F+-+F,=F,

o Fy+F+F++F,=F,,—1

o F,—F,+F—F+-+ (—1)"E, = (—1)"*F,_; (Tasyurdu, 2013).

24



Tammm 3.4.5. F, =0, F; =1veF, =11i¢in

F; =F, + F, + F,,

F,b=F+F+F,..,

FL=F,_1+F, ,+F,_3 n=3.

seklindeki sayilara ise 3-adiml1 Fibonacci sayilar1 denir.

Simdi 3-adimli Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerini iceren teorem verilecektir.

Teorem 3.4.6. Fy, F;, F,, ... ,F,,... 3-adim Fibonacci dizisi i¢in

F0+F1+Fz+--~+Fn=w

F1 WL F3 + FS 4+ 4 FZn—l — (F2n+2;F2n+1)

Fo+ Fy + Fy+ v+ Fyyy = Cnettfont)

F2+F:+F2+ -+ E?>=FF,.,

yazilir. (Tagyurdu, 2013).
3.5. Lucas Sayilari

Tanim 3.5.1. L, =2, L =1ven =0igin,
Lpsz = Lpyq + Ly (3.6)
seklinde tanimlanan sayilara Lucas Sayilar: adi verilir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).
(3.6) den hareketle, L, =2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, .. .elde edilir.
Tamim 3.5.2. n > 2 igin
P,=2P, +P, ,,P,=0,P, =1
Qn=2Qn-1+0Qn-2,0=0,0; =2
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dizilerine sirasiyla Peel ve Pell — Lucas dizileri denir bu dizilerin terimlerine ise sirastyla

Pell ve Pell — Lucas sayilari denir.
a=1++vV2 ve f=1-+2,

x? — 2x — 1 denkleminin kokleri olmak lzere n.Pell, Pell — Lucas sayilarinin binet

formiilleri sirastyla

seklindedir. (Koshy, 2001).
Ardisik iki Pell sayisinin orani olan

Ppyq

=1++V2 =2414
175

degeri literatiirde Glimiis oran olarak bilinir. (Koshy, 2001).

Tamm 3.5.3.J, =0 ve J; =1 olmak lizeren > 1igin

Jnvz2=Jns1+ 20

rekiirans bagintis1 ile tamimlanan {], },eny dizisine Jacobsthal dizisi, bu dizinin

terimlerine ise Jacobsthal sayilar1 denir. Jacobsthal dizisinin genel terimi,

_2r— (-1
o= ———>

seklinde ifade edilebilir. (Civciv, 2009).
Tamm 3.5.4.J, =2 ve J; =1 olmak lizeren > 1igin

Jn+z =Jns1 + 25

rekiirans bagntisi ile tanimlanan { J,, },en dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi, bu dizinin
terimlerine Jacobsthal-Lucas sayilar1 denir. Jacobsthal-Lucas dizisinin genel terimleri
Jo=2" 4 (1)

seklindedir. (Civciv, 2009).
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Tamim 3.5.5. Perrin say1 dizisi de n > 2 i¢in
Ry=3,Ri=0,R, =2,
baslangi¢ kosullariyla
Ry =Rp2 +Ry-3
rekirans bagintisi ile tanimlanmugtir. (Stewart, 1996).
Tamim 3.5.6. Padovan sayi dizisi Richard Padovan adina I. Steward tarafindan

n > 2 olmak Uizere ve

baslangi¢ kosullariyla
By =Pzt Pys
olarak tanimlanmistir. (Stewart, 1996).
Teorem 3.5.7. (Cassini Formul()
FpoiFpoy —Ef=(D" n21

esitligi mevcuttur.

Ispat: Bir dnceki teoreme gore A = (1 (1)) ise det(4) = —1 dir.
Ayrica
F E
(=1)" = (det A" = det(4") = ’I;“ N
n n—-1
oldugundan
Fpn1Fapq — Fn2 = (="

bulunur.
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Teorem 3.5.8. (Honsberger Formili) m >1,n > 1igin
Foym = Fao1Fn + ByFgq
esitligi mevcuttur.

1 1

Ispat: A = (1 0

) ise AT = gngm
Oldugundan,

AnAm — (Fn+1 Fn )(Fm+1 Fm ): (Fn+1Fm+1+FnFm Fn+1Fm+FnFm—1>
Fn Fn—l Fm Fm—l FnFm+1+Fn—1Fm FnFm+Fn—1Fm—1

bulunur. Ayrica

An+m — (Fn+m+1 Fn+m )
Fn+m Fn+m—1

olup buradan
Fn+m = Fn—lFm + FnFm+1
elde edilir.

Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal, Pell-Lucas, Perrin ve Padovan sayilarinin ilk on terimi

Tablo da verilmistir.

Tablo 3.1. Bilinen Say1 Dizileri

n 31415 6 7 8 9 10 11

E, 2 3 5 8 13 21 34 55 89

L, 4 | 7 |11 ] 18 | 29 47 76 123 199
5 (12129 | 70 | 169 | 408 | 985 | 2378 | 5741

82 198 | 478 | 1154 | 2786 | 6726 | 16238

5U
NOoRINOo|INoo

RIRR(INR[R|R (-
Ul (W o [N |wk N
—_

S
w
~

qn 7 |17 |41 | 99 | 239 | 577 | 1393|3363 | 8119
Jn 3 5 [11] 21 | 43 85 171 | 341 683
Jn 7 |17 [ 31 | 65 | 127 | 257 | 511 | 1025 | 2047
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Lucas sayilart ile ilgili literatiirde bilinen baz1 6zellikleri verelim:

a)n € Z* icin,

dir.

b) n € Z* igin,

dir.

c)n € Z* icin,

dir.

d)n € Z* igin,

T
X

L& = LyL,_; +2,

s=0
n-—1
L2 6,
LiLg_1 = {LG 1_ 1
s=0 n-1 ’
n-—1

Lg—l = Lpplp-1+3

(%)
1l
o

L_, = (_1)n Ly,

dir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).

(3.6) bagintis1 geriye dogru da asagidaki sekilde kullanilabilir. Yani,

L_1: Ll_LO’

esitliklerinden hareketle n > 0 igin,

elde edilir.

L,=2-13,-47-11,18,-29, ...

29

ntek ise
nciftise’

L—2:L0—L—1,...

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Lucas dizisinin indirgeme kurali i¢in karsilik gelen karakteristik denklem
3% — 3 —1 = 0 olmak Uzere, bu denklemin koklerini,

1++/5 1-v5
a= 2‘/— veﬁzT\/_

ile gosterelim.

O halde fark denklemlerinde bu dizinin genel terimi,

1+5\" 1-+5\"
Ln=A< _ >+B< )

2

bicimindedir.
Simdi A ve B sabitlerini bulalim.
n =0ig¢in,

Lo=A+B=2
n=1ig¢in,

Li=Aa+Bf =1
dir.

Yukaridaki denklem sistemi ¢oziildiigli zaman,

A=1 ve B=1

bulunur.
Boylece Lucas sayilari,
Ly=a™+p"
seklinde yazilir. Literatiirde bu formiil Lucas sayilar1 i¢in “Binet Formiilii” olarak

adlandirilir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).
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3.6. Fibonacci ve Lucas Sayilar1 arasindaki Ozellikler

Fibonacci, Lucas ve Pell sayilar1 i¢in bilinen bir¢ok 6zdeslik ¢esitli yazarlar tarafindan
elde edilmistir. Bunlardan bazilarin1 burada hatirlatalim:

* Foypt+Fog = Ly

® Lyyat+Lly1 =5E

o EL, = F,,

o Li+L5,1 = 5Fm
o [y = 5Fnz +2(—D)"
o FnF, — FpgrFnk = (_1)n_ka+k—an

o F,_ F,.1 —E?= (—1)" Cassini Formuli

" _ (L% —4 ngiftise,
o YicaLili_q = 2 .
Lz +1 ntekise,
o F _ 3FFn41+2Ffn4 5 —6FnFonta—2n-5
20 — 5
. F2 3F2n+2F2n 1—4Fn_2Fnt+2n-2
2i—-1 — 5
3 3 n
3 F3.,-3F3,,+3(-1)"Fp+2
® l 1 Fl

4
b Z?=1 FiFit2 = FoppqFongr — 1

NP P —FR+[1+(-1D)"71]

n .2 _
* Jim I = 2

n _
® li=1Fuq=F;

n
=1 Fai = Foppg — 1
* ?=1Fi=Fn+2_1
o Y F}= E,F,,

F2n+3F2n
4

o Yitili= Ly —3

n 3 _
® D=1 Fyq =

o Yicila= Lo —1
o YL 1L2 LyLlpyr —2
o Loin—L5_n = 5LynFop
* Ppin = BnPnir + PPy
* F3p =4F3 3+ F3n6
31



(_1)n—rFr2 = Fn2 — Fyr By

B, = EpFpyi-m + FnoaFoem

(_1)n—rFr2 = Fn2 — Fyr By

* Fopv1Fonir = F(2n+k+1) + Fr%—k

(Koshy, 2001; Vajda, 1989).
3.7. Genellestirilmis Fibonacci Sayilar

Tanim 3.7.1. G, =a,G; =b (a,b €R) ven = 0 igin,
Gniz = Gnyr + Gp (3.11)

seklinde tanimlanan sayilara Genellestirilmis Fibonacci Sayilar:t adi verilir. (Koshy,

2001; Vajda, 1989).
(3.11) den

G,=a, b, (a+b), (a+2b), (2a + 3b), (3a + 5b), (5a + 8b),
elde edilir.

Simdi genellestirilmis Fibonacci sayilar ile ilgili literatiirde bilinen bazi 6zellikleri ve

ispatlarini verelim:
a)n € Z* icin,
YL G? = GyuoiGy — GoGy + Go? “dir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).

Ispat:

?
[y

G5( Gs41—Gs- 1)_20 s~ ZG Goor =

= GOGl - GOG—I + Gle - GIGO + -+ Gn—lGn - Gn—lGn—Z

||M:

[
I
o

= Gp-1Gp — GoG_1 = Gp_1Gy — GO(GI - GO)
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= G,_1G, — GoGy + Gy
denklemi elde edilir.

b)n € Z* igin,

Gs Gs_1 =

s=0

G2_, —G*,—G¢+ G_,G;, ntekise
G2_, — G2, ngiftise

dir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).

Ispat:
(Gn+1 Gn ) _ ( G Gn—l) (Fz F1) _
Gn Gn—l Gn—l Gn—Z Fl FO

_ (G, Gy\(F, F\"!
4 (61 Go)(F1 Fo) (3.12)

Gn+1 Gn _ v
Gn  Gpal Gnt1n-1=Gn
GZ Gl FZ Fl n-1 _ _ 2 _ I
Gl GO Fl FO - (GZGO Gl)(FOFZ Fl)

= (G2Go—GH(=D)"
= (=D™(G{—G2Gp)-
Yukarida bulunan sonuglar (3.12)’de yerine yazilirsa,
Gnt1Gn-1—Gi = (=1)"(G{—G,Go)
GnGpo1t+Gr_1—Gf = (—1)™(GI—G,Go)
elde edilir.
GoG_1+G2—G§ = (=1)°(Gy — G,Go)

G1Go+G5—Gf = (=1)'(G1 — G2Gy) (3.13)
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GZnGZn—1+GZZn—1_GZZn = (_1)2n(GIZ_GZGO)'

Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

-1

S

GsGs_y = G2, —G%,+G? — G,G,, ntekise

s=0

= Gi_1 — G214+Gf — (G1+Gy)Gy
=G2_; — G%,+G} — GGy — G¢

=Gp_y — G2 + G1(G1—Gp)Gy — G§

-1

S

GsGs_1=G2_,— G2, +G,G_; — G2, ntekise
0

[
Il

denklemi elde edilir.
(3.13)¢
Gont1Gan+Gn—Goni1 = (—1)*™1(G2—G,Gy)

(2n +1). terim eklenirse,

-1
GsGs_y=G2_,—G_, , mngiftise
0

S

N

denklemi elde edilir.

c)n € Z* icin,

—1
Gy = GppGn_1—GoG_y + G%;
0

S

S
dir. (Koshy, 2001; Vajda, 1989).

Ispat: a sikkina benzer olarak elde edilir
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4. MATERYAL ve YONTEM

4.1. M — Dizilerinin Yeni Bir Ailesi

Tanmm 4.1.1. Multiset kimeleri, tekrar eden elemanlar1 i¢eren sonlu bir kiimeler
dizisidir. Bu elemanlar ¢okluk olusturan yapinin bir pargasi oldugundan elemanlarin
siras1 Onemsizdir. S elemanlar1 N (dogal sayilar) olan multiset bir kiime olsun. Yani
S ={by, by, ..., by_1, by }<, clemanlar1 benzersiz bir sekilde yazilmis olabilir. Burada
b; €N, k> 0ve "<" simgesi elemanlarin sirayla artarak diizenlenmis oldugunu
gosterir. Yani by < b, < ... < by, seklindedir. Bir S multiset kiimesinin boyutu, S nin
icindeki ¢oklu sayilabilen eleman sayilaridir. Buna gore yukaridaki S multiset
kiimesinin bir boyutu vardir. Eger |S| = k ise bu boyuta k — multiset denir. Eger k =
0 ise |S| = 0 olur. Yani S bos kiimedir.

Tammm 4.1.2. Multikompleks, multiset kimelerinin altmultiset kiimeleri altinda
yakinlasgtirilmis (gosterilmis) sonlu bir M koleksiyonudur. M bir multikompleks olsun,
AS BEM = A€ M kosulunu saglayan sonlu multisetlerin olusturdugu bir kiimedir.
Bir multicompleksin boyutu igerdigi en biiylik multiset kiimelerinin boyutudur. Bir
M multikompleksi sonsuz sayida degisken igeren bos olmayan monomiallerin
birlesimidir. Genellikle temel degiskenler olarak ve M 'deki kiimelerin monomiallar
olarak diigiiniilmesi ¢ogu zaman uygundur. Boylece multikompleks, bdlinme altinda
kapalilik 6zelligini saglayan monomiallarin toplulugudur. Bir M — multikompleksi
m; = |{A € M:degA = i}| seklindedir, m = (mgy, my,m,,...) dizisi, M de, M
monomiallerinin bir koleksiyonu olsun xilxézx,‘{l ;=0 oyleki a, M de bir

monomial ve b, a y1 bolen bir monomial ise b de M nin i¢indedir.

M monomialler olarak kodlanmis multisetlerde bir multikomplekstir. Boylece multiset
kiimelerinin boyutu tanimlandigi monomiallerinin derecesidir. M’ multikompleksinde i
monomiallerin derecesi f;(M) olsun. Dolayisiyla f (M) = (fo, f1,-=*) sayist M nin

f — vektorudur.

Bir multikompleksin m — vektorl , multikompleks de i multisetlerinin sayisinin boyutu

m; = (mgy, my, My, ... ) sayisidir.
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M deki monomiallerin i derecesinin sayist m; oldugu bir dizide M multikompleks m —

vektorl ise o dizi M dizisi olarak isimlendirilir.

Tamm 4.1.3. Temel geometride, bir politop diiz kenarli geometrik bir cisim olarak
adlandirilir. n boyutlu bir politop veya n — politop olarak herhangi bir sayida yani n de
varolabilir. Ornegin, iki boyutlu bir politop 2 — politop ve (i¢ boyutlu bir politop 3 —
politop olarak adlandirilir. Bazi teoriler, bu nesneleri sinirsiz (apeirotoplar ve mozaikler),
kiire bigiminde ¢ok yiizlii gibi kivrimli manifoltlarin ayristirma veya egimleri ve set teorik

soyut politoplar gibi nesneleri dahil etme fikrini daha da yayginlastirmaktadir.
Teorem 4.1.4. Macaulay teoremi
f € N® igin asagidakiler esdegerdir.

i.  f bir cok multikompleksin f —vektorudr.

ii. f bir M dizisidir.

lii. f; =dimgR;, i =0, sonlu olarak iretilen bazi degismeli k cebiri i¢in R =
@;>oR; Oyleki R, = k (bir alan) ve R; R tarafindan tretildi. (Bruns, Herzog, 1993).

Teorem de, M dizilerinin numaralandirilmasinin nasil yorumlanabileceginin bir 6zeti
verilmistir. Bu teorem Billera, Lee, Macaulay, McMullen ve Stanley tarafindan verilen

Macaulay Teoremi, g-teoremi gibi teoremlerin bir sonucudur.

Teorem4.1.5. n,p > 0 sabit sayilari i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir. (Linusson,
1999).

i. my<pve m;=0 bitin j>nicin M dizilerinin sayiart (0,0,0,....)
sayllamayan sonsuzluktadir.

ii. n.ylksek dereceden monomialler, en ¢cok p degiskenine bagli bos olmayan
sikistirilmis multikompleks sayilardir.

lii. n—1boyutlu f — vektorlerinin sayis1 en fazla n + p kdseye sahip simplical
komplekslerdir.

iv. f vektorlerinin 2n simplical politoplarini sayist en fazla p + 2n + 1 tanedir.

V. Standart ayrik k cebirleri i¢in hilbert fonksiyonlarinin sayis1 d < nve boyR; < p
icin R = Ry + Ry + -+ + R, seklindedir. (Linusson, 1999).
Teorem 4.1.5. deki ortak sayilar MP (n) — 1 seklinde gosterilir. (Linusson, 1999).
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M — dizilerinin sayis1 Teorem 4.1.5 den sonra MP(n) yi bos olmayan multikompleks
yapilarin M — dizi sayisindan bir fazla olarak tanimlanmistir. Bu fazladan olan bos

multikompleksler igin (0,0, ...) dan gelir. Dolayisiyla my = 1 dir. (Linusson, 1999).

Dolayisiyla Vp = 0icin MP(0) =2dir. Ayrica Vp =0 MP(—1) =1 seklinde
tanimlanmistir. Sinirh sayilabilir (0,0,...) ve (1,0,..) dizileri igin ¥n >0 icin

M°(n) = 2 olur. (Linusson, 1999).

x1%, .. x,% Ve x11, ... x, "7 monomialleri verilsin.

Eger a, =b,, ay,_1 = by_1, ... aj41 = byyq fakat a; < b; seklinde ise x;%,...x,%"

o801, ... prp ifadesine ters lexicographic denir. A M multikompleksinde sikistirilmis ve
B e M, deg(A) = deg(B) ve A nin B lexicographic ten 6nce gelmesi ima edilirse A €
M olur. (Linusson, 1999).

Ornek 4.1.6. p = 3 ven = 2 oldugu zaman M — dizileri ve ona tekabiil eden

sikistirilmis multikompleksler asagidaki tablodaki olur.

2 2
x) C\ h. 41 O\
X, (\ X, K X, %i X, (&i
o o1 O 1 o1 1 1
(0.0,0) (1.0,0) (1.1.0) (1,1.1) (1.2.0) 1.2.1)
2 2 2
XI X1X2 ‘{1 X1X2 ‘{2 X hl X1X2
XXQI X\E %i 2i O X5 X% O X3
1 < <
(1.2.2) (1.3.0) (1.3.1) (1.3.2)
IXZ X = X X X X ); x x X X };IXS X2X3 X X XZ }‘2 1X3 X2X3 );3
K} Xf > Xsyf E 7
(1,3.3) (134) (1,3,5) (1.3.6)

Sekil 4.1. M — Dizileri

Macaualay teoremini kullanarak belirli bir uzunluktaki tim olast M — dizileri
yazilabilir. Tablo 4.1. de {{(n)},»1 = 1,1,2,3,5,8,12 dizisinin ilk birkag terimi ve
M — dizisinin en ¢ok 7 teriminin uzunlugu goriiliir. Enkosky T, ve Stone B. tarafindan

siirlandirilmig fakat Fibonacci sayilarina esit degildir. (Enkosky, Stone, 2014).
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Tablo 4.1. M — dizilerinin Fibonacci ile baglantisi

A=1 A=2 A=3 A=4 A=5 A=6 A=7
1 11 111 1111 11111 111111 1111111
12 121 1211 12111 121111
13 122 1221 12211
131 123 1231
14 1311 1222
132 13111
141 1321
15 133
1411
142
151
16
Total 1 1 2 3 5 8 12

M — dizisinin uzunlugu Tanim 4.2.1 e gore en fazla 7 dir. (to, ty, ..., ts) M —dizisi igin

totit, -+ ts formiiliinii yazariz. Ornegin, 1221, M — dizisine gére (1,2,2,1)

seklindedir.

Ornek 4.1.7. 1 =4 icinm — vektori M = {x3,x2,x,,1} ise (1,1,1,1) olur, eger M =
{x2,x1,x,1} ise (1,2,1) olur, eger M = {x;,x,,x3, 1} ise (1,3) seklindedir.

Tanmim 4.1.8. Hilbert Fonksiyonlar1

Dereceli halkalarin hilbert fonksiyonlart yillar boyunca iyi galisilmis olup boyut, cokluluk

ve Betti sayilar1 gibi bircok degismeyenlerle baglantilidir. Linussion Hilbert fonksiyonlari

ile iligkili dizileri ve vektdrleri hesaplamistir. Ozellikle bircok degisken ve maksimum

dereceli olmasi agisindan M — dizilerine ait yinelemeli formdiller vermistir. Bu

degiskenler 2 ile sinirlandirildiginda Bell sayilarinin birkag M — dizilimini hesapladigini

gostermistir. “(Linusson, 1999)”
Ornek 4.1.9. Bell sayilar1 asagidaki gibidir.

30:1,31:2,33:5,34:15,'“
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1,2,5,15,52,203,877, --- seklindedir.

R = k[x4, x5, ... x,] standart bir derecelendirme ile k cisimi lzerinde polinom halkasi

olsun. Ozellikle der(x;) = 1,1 < i <n.Bger I dereceli ideal ise R/, bsliim halkas: da

derecelendirilmistir ve (R/ e = R/ ; Tun k vektor uzayindaki derecesi ¢ olan buttn

homojen elemanlardir. Hilbert fonksiyonu H g /) Zsy = Zso her bir smiflandirilmisg

bilesenlerinin k vektor uzayinin boyutu olarak tanimlanir.
H g, (t) = dim(R/,) .
R/I k I t

Eger smiflandirilmis bolim halkasinin Krull boyutu 0Oise s =0 vardir. Oyleki
H R/I(S) + 0 fakat H R/I(t) = 0bitint > s.

Bu durumda R / 1 h — vektorii asagidaki gibi tanimlanur.

R/ _
h( /I) = (H R/I(O);H R/I(l),H R/I(Z)' ;| R/I(S)>,
Boylece R / ; nin h — vektori R /  nin bir¢ok sifir olmayan sonlu girdiye sahiptir.

R / ; da k vektor uzaymin boyutu /1( R / I) seklinde gosterilir.

R = k[x4, %5, ... X,] polinom halkasinin G derecelendirilmeli bir k — cebiri olsun. Buna

gore her R;, k — cebiri lizerinde vektor uzayidir. H dereceli bir R modulii M verildiginde

F(M, Q) = Z HM, DA

i€EH
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dir. Burada,
H(M, l) = dimkMi

f=H->N:HM,.) fonksiyonu M nin Hilbert fonksiyonu olarak adlandirilir.
(Enkosky, Stone, 2013).

4.2. Fibonacci Sayilari ile Baglantisi

Tammm 4.21. n > 1ligin girdileri N olan yenilenmeli Fibonacci sayilarinin

F(n) vektorler kiimesi
M F@D) ={MD}
() F(2) ={(1,1)}
3)n = 3icin F(n) := C(n) U D(n)
seklinde tanimlanir.
Burada,
Cn) =={(Lty,....ts 1) | (Lts,...,t;) € F(n — 1)} ve

D(n) :={(1,ty,...ts_1, ts + D|(1, t4,...,t;) EF(n — 1),t,_4 > t;yadaty = 1} dir.
(Enkosky, Stone, 2014).

Dolayisiyla C(n) ve D(n) kimeleri her n igin ayriktir. Dolayisiyla F (1), F(2), ..., ikiser
ikiger ayrik kimelerdir.

Ornek 4.2.2.

F(3) ={(1L1,1),(1,2)};

F(4) = (1,1,1,1),(1,2,1),(1,3)}

F(5) = (1,1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,3,1),(1,2,2), (1D}

F6)={(1,11111),(1,21,1,1),(1,3,1,1),(1,2,2,1),(1,4,1),(1,3,2), (1,5),
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{(1,2,3)};

F(7)={1,1,1,1,1,1,1),(1,2,1,1,1,1),(1,3,1,1,1),(1,2,2,1,1), (1,4,1,1),
(1,3,2,1),(1,2,3,1),(1,5,1),(1,2,2,2),(1,4,2),(1,3,3),(1,2,4),(1,6) };
F@®={11111111),(1,211,1,1,1),(1,3,1,1,1,1),(1,2,2,1,1,1),(1,4,1,1,1),
(1,3,2,1,1),(1,2,3,1,1),(1,5,1,1),(1,2,2,2,1),(1,4,2,1),(1,3,3,1),(1,2,4,1),(1,6,1),
(1,3,2,2),(1,2,3,2),(1,5,2),(1,2,2,3),(1,4,3),(1,3,4), (1,2,5), (1,7) };

Teorem 4.2.3. Butin n > 1i¢in F(n)' nin eleman sayist n. Fibinacci sayilaridir F,.
(Enkosky, Stone, 2014).

Ispat: Ispat n iizerinden timevarim metodu ile yapalim.
n = 1ig¢in iddia dogrudur. Ciinki |F(1)| = F; = 1.

n = 2 icin iddia dogrudur. Ciinkii |F(2)| = F, = 1.

Kabul edelim ki r < k i¢in iddia dogrudur. Boylece, bitun r < k icin |F(r)| = F, olur.
Simdi, n = k i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim , |F (k)| = Fj,
Biz |F(k — 2)| = Fy_, ve |F(k —1)| = Fy_; oldugunu biliyoruz.
Bu esitliklerden hareketle
|F(k —2)| + |F(k —1)| = Fy_y + Fy_1 = Fp.
elde edilir.
Dolayistyla,
|F (k)| = Fy olur.

Teorem 4.24. n > 1licin M(n) € F(n). Ozellikle yukarida verilen [(n) dizisi

Fibonacci dizileri ile iistten sinirlidir [(n) < F(n) . (Enkosky, Stone, 2014).
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5. ARASTIRMA BULGULARI

5.1. Lucas Sayilari ile Baglantisi

Tanmm 5.1.1. n > 1igin girdileri N olan yenilenmeli Lucas sayilarinin L(n) vektorler

kiimesi

(1) L) ={(D}
(2) L(2) ={(1,1,1), (D, (1,2)};
(3)n = 3icin L(n):= C(n) U D(n) (Ozkan, Goger, Altun, 2017).

seklinde tanimlanir.
Burada,
Cn):={(1,tq,....t;, D | (L, tq,...,t5) € L(n — 1)} ve

D(n) :={(1,t1,...ts_1, ts + D|(1,tq,...,t5) € L(n — 1),ts_; > tyveyaty = 1}
seklindedir.

Sonug 5.1.2. Tanim 5.1.1 de verilen L(n) vektorleri kiimesi C(n) ve D(n) kimelerinin

birlesmesiyle olusur. L(1), L(2), ..., ikiser ikiser ayrik kiimelerdir.

L(n) kumesinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir.

L(1D) = {(L};

L(2) = {(1,1,1), (D), (1,2)};

L(3) = {(1,1,1,1),(1,1),(1,2,1), (1,3)};

L4) = {(1,1,1,1,1),(1,1,1),(1,2,1,1),(1,2,2),(1,3,1), (1,2), (1,4 };

L) ={11,1,1,1,1),(1,1,1,1),(1,2,1,1,1),(1,2,2,1),(1,3,1,1),(1,2,1), (1,4,1),
(1,2,3),(1,3,2),(1,3), (1,5}

L) ={111111,1),(1,1,1,1,1),(1,2,1,1,1,1),(1,2,2,1,1),(1,3,1,1,1),(1,2,1,1),
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(1,41,1),(1,2,31),(1,3,21),(1,3,1),(1,51),(1,2,2,2),(1,2,2), (1,4,2), (1,2,4),

(1,3,3),(1,4), (1,6)};

L7)={111111,1,1),(1,1,1,1,1,1),(1,2,1,1,1,1,1),(1,2,2,1,1,1), (1,3,1,1,1,1),

(1,2,1,1,1),(1,41,1,1),(1,2,3,1,1),(1,3,2,1,1),(1,3,1,1),(1,5,1,1), (1,2,2,2,1),

(1’2’2’1)’ (1)4)211)1 (1)2)4)1)) (1)3)3)1)) (1F4F1)F (11611)1 (1F2F3F2)F (1’3’2’2)’

(1,3,2),(1,5,2),(1,2,2,3),(1,2,3),(1,4,3), (1,2,5), (1,3,4), (1,5), (1,7). (Ozkan, Gocer,

Altun, 2017).

Tablo 5.1. e bakildig1 zaman M — dizisinin 6 terimi ve bu terimlerin uzunlugu rahatlikla

gorulebilir.
Tablo 5.1. M — dizilerinin Lucas ile baglantisi
n=1 n=2 n=3 n==4 n=>5 n==6
1 111 1111 11111 111111 1111111
1 11 111 1111 11111
12 121 1211 12111 121111
13 131 1221 12211
122 1311 13111
14 123 1231
12 132 1321
141 141
121 1211
13 131
15 151
1222
124
133
142
122
14
16
Total 1 3 4 7 11 18
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M — dizilerinin uzunlugu tabloya gore en fazla 7 dir. (t,, ty,...,t;) M — dizileri igin
totity -ty formulind yazariz. Tanim 4.2.1 den faydalanarak Teorem 4.4.1 de

I(n) dizisinin Lucas sayilari ile smirli oldugu gésterildi. (Ozkan, Goger, Altun, 2017).

Teorem 5.1.3. L(n) vektoriinin eleman sayis1t n. Lucas sayilaridir. L, ,n > 1 dir.
(Ozkan, Goger, Altun, 2017).

Ispat: Ispat1n iizerinden tiimevarim metodu ile yapalim.

Biz L,=L,_1+ L2, n=2, Ly =2ve L; =1 oldugunu biliyoruz.
Ly=2,L1=1,L,=3,L3=4,L,=7,

n = 1i¢in iddia dogrudur. Ciinkii |L(1)| = L, = 1.

n = 2 i¢in iddia dogrudur. Ciinkii |L(2)| = L, = 3.

Kabul edelim ki r < k i¢in iddia dogrudur. Béylece biitiin r < k i¢in |L(r)| = L, olur.
Boylece n = k i¢in iddianin dogru oldugunu gésterelim , |L(k)| = Ly

Biz |L(k —2)| = Li_, ve |L(k—1)| = Li_4

oldugunu biliyoruz.

Bu esitliklerden hareketle

|IL(k —2)| + |L(k — D] = L +Lg_q = Ly

esitligine sahip oluruz.

Dolayisiyla,

|L(k)| = Ly olur.
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5.2. M — Dizileri Uzerine Tamimlanan Ailelere Ait Bazi1 Ozellikler

Teorem 521.n > 2, M(n+1) € L(n)dir. Ozellikle, I(n+1)in uzunlugu

yukaridaki lucas sayilariin uzunlugu ile siirhidir. (Ozkan, Géger, Altun, 2017).

Ispat: Her tamsayr vektorler (1,ty,...,ts),1+t;+t, +--+t;=n+1 kiimesi

yapilandirilarak L(n) kontrol edilebilir ve eger t; = 1 ise butun j > i dir.
m = (1,m4,...,mg) € L(n + 1) bir dizisinin uzunlugu oldugunu kabul edelim.

Macaulay teorisini kullanarak eger m; = 1 ise baz1 durumlarda i > 1, daha sonra tim

j = iiginm; = 1olur. Boylece, M(n + 1) S L(n) olur.
n lizerinden tiimevarim bu esitligin ispatini saglar.

Mn+1) € L(n),n = 2,
oldugunu biliyoruz.
n = 2 i¢in iddia dogru. Ciinkii M(3) < L(2):

M(3) = {(1,1,1),(1,2)}

ve

L(2) = {(1,1,1), (1), (1,2)}.
n = 3i¢in iddia dogru. Ciinkii M(4) € L(3):

M(4) ={(1,1,1,1),(1,2,1),(1,3)}

ve
L(3) = {(1L,1,1,1), (1,1),(1,2,1), (1,3)}.
Kabul edelim ki
M(k) € L(k — 1)
ve
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M(k+1) € L(k)
iddia dogru olsun .
n =k + 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.
M(k+2) < L(k+1).
s, bir kiimenin eleman sayisini gostermek iizere,
M) cLk—1) = s(M(k)) <s(L(k—1)),du.
Buradan hareketle,
M(k+1) cLk) = s(M(k+1)) <s(LK)),
yazilir.
s(M(k)uM(k + 1)) =s(M(k)) +s(M(k + 1)) — s(M(k) n M(k + 1)),
Esitliginden M (k) ve M(k + 1) ayrik kiimeler oldugundan
s(M)NMk+1)) =0
olur.
Dolayisiyla,
s(M(k) uM(k + 1)) =s(M(k)) + s(M(k + 1))
yazilir.
Bu esitliklerden
Mk)UMk+1) € L(k—1)UL(k)
elde edilir.
Ayni sekilde,

s(Lk—1) U LK) =s(Lk— 1) +s(LK) —s(L(k — 1) nL(k)),
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esitliginden (k — 1) ve L(k) ayrik kiimeler oldugundan
Lk—1)nLk)=0
saglanir.
s(Lk— 1 ULKk)) =s(Lk—1)) +s(LKk))
esitligi elde edilir ve
s(M(k)) +s(M(k+ 1)) < s(L(k—1)) +s(L(k))
olur. Diger yandan,

s(M(k)) +s(M(k+ 1)) =s(M(k +2)) ,s(L(k—1)) +s(L(k)) =s(L(k + 1))

yazilir.
M(k+2)cL(k+1)
oldugundan,
s(M(k +2)) < s(L(k+ 1))
yazilir.
Boylece,
Mn+1) € L(n)
elde edilir.

Teorem 5.2.2.n > 2, L(n) \ M(n + 1) = M(n — 1). (Ozkan, Goger, Altun, 2017).
Ispat: Ispati n iizerinden tiimevarim metodu ile yapalim.

n=2igin, L(2)\M(3)=M(1)
n = 3igin, L(3)\ m(4) = M(2)
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n=kicin, L(k)\M(k+1) =M(k—-1)
iddianin dogru oldugunu kabul edelim
n=k+1,Lk+1)\M(k+2)=M(k)
icin iddianin dogrulugunu gosterelim.
L)\M(k+1)=M(k-1)
esitligi kullanilarak
Ltk)=M(k—-1)uM(k+1)
oldugunu rahatlikla gorebiliyoruz.

Buradan hareketle

Lk+1)=Mk)uMk+2)
esitligini elde ederiz. Bu ise bize

Lk + 1)\ M(k+2) =M(k)

esitliginin dogru oldugunu gosterir.
Ornek 5.2.3.
L)\ M@3)=M(1)
L3\ M4) = M(2)
L\ M(5) =M@3)

Sonu¢ 524. n=2 |[L(n)|—|F(n+1)|=|F(n—1)| ve F(n—1) in mertebesi
(n — 1). Fibonacci sayilaridir E,. (Ozkan, Goger, Altun, 2017).

Ispat: Ispat1 n iizerinden tiimevarim metodu ile yapalim.
n=2igin,  |L2)[—=[F(3)| = |F(D)|
LI =3,[F3)|=2,|F(D] =1

IL2)| = [F(3)| = [F(1)]
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3—-2=1

n =k — 1igin, |L(k—1)| = |F(k)| = |F(k —2)]
n = k igin, |IL(k)| — |[F(k + 1)| = |F(k—1)|
iddianin dogrulugunu kabul edelim.
n =k + 1igin, |L(k+1)| = |F(k+2)| = |F(k)|
dogru oldugunu gosterelim.
|L(e = D)| = |[F(k)| = |F(k — 2)|
ILU| = |F(k + D] = |F(k — D
Buradan,
|L(e — )| = |F(k = 2)| + |F (k)|
IL(U)| = |F(k — DI + |F(k + D
esitliklerini yazariz. Son iki denklemi taraf tarafa toplarsak
|IL(k = DI+ LU = |F(k = 2)| + |[F(k — DI + [F(k)| + |[F(k + 1)
esitligini elde ederiz. Buradan hareketle
IL(k = DI+ IL()| = |L(k + D],
|F(k = 2)| + |[F(k —1)| = [F(K)]
[FU| + 1F(k + D] = [F(k + 2)]
esitliklerin oldugunu goririz. Bu yuzden
IL(k + DI = [F(k)| + |F(k + 2)]
esitligi saglanir.
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6. SONUC ve TARTISMA

Bu calismada, M — dizilerinden hareketle yeni bir aile tanimlanmis. Tanimlanmis olan
yeni ailenin mertebesinin Fibonacci ve Lucas sayilarini verdigi gosterildi ve tanimlanmis
olan bu ailenin Fibonacci ve Lucas sayilari ile sinirlandigi ispatlandi ve T. Enkosky ve B.
Stone nin tanimlamis olduklari aile ile bizim tanimladigimiz aile arasinda bazi teorem ve

Ozdeslikler elde edildi.

Ayrica, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimi verildi ve bu tanim
yardimiyla genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarinin elemanlar1 bulundu. Ayrica

Fibonacci ve Lucas sayilar1 ve bagintilarinin genellestirilmis durumlar elde edildi.

Bu bagintilardan yola ¢ikilarak Fibonacci ve Lucas sayilarinda yeni aile ile ilgili teorem

ve Ozellikler bulundu.

Bu caligma iizerinde inceleme yapildigi takdirde Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi
olan, F(n) vektorler kiimesi ve Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan L(n) vektorler

kiimesi ile ilgili cok daha fazla 6zellige ulasilip, 6zdeslikler yazilabilir.
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7. ONERILER

Son zamanlarda Fibonacci ve Lucas sayilarina ilgi gittikge artmaktadir. Bunlar
matematigin birgok branginda goriilmektedir. Ayrica fizik, kimya, miihendislik gibi
bircok alanda kullanilmaktadir. Bunun icindir ki birgok matematik¢inin ilgi odagi
olmustur. Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili birgok calisma yapilmistir ve yapilan
calismalardan hareketle her seferinde farkli 6zelliklerin ortaya ¢iktig1 goriilmektedir. Bu
calismada da matematigin bircok bransindan faydalanmistir. Bunlar grafik teorisi,

topolojik uzaylar ve geometri de kullanilan manifoldlardan faydalanilmistir.

Bu calismadan hareketle tanimlanan ailelerin Fibonacci ve Lucas ile baglantilari
gosterilmis olup yeni arastirmacilara daha farkli 6zellikte yardimei olacagina inantyorum.
Bu c¢alisma iizerinde inceleme yapildigi takdirde Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi
olan, F(n) vektorler kiimesi ve Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan L(n) vektorler

kiimesi ile 1ilgili cok daha fazla 6zellige ulasilip, 6zdeslikler yazilabilir.

Ayni zamanda Pell, Jacobstall dizileri ile ilgili yeni bir aile tanimlanip ilgili 6zellikler

bulunabilir.
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