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Bu tezde, 3-Boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan—dogrultu ve rektifiyan—donor isimleri
verilen yeni egri ¢iftleri tanimlanmistir. Bu egri ciftleri ile ilgili bazi teorem ve sonuglar
verilmistir. Ayrica rektifiyan—dogrultu egrisinin helis, slant helis, Salkowski ve anti-

Salkowski gibi baz1 6zel egriler arasindaki iliskiler konu edilmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis
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1. GIRIS

Diferensiyel geometri, geometriye ait problemleri diferensiyel ya da integral hesaplama
yollarin1 kullanarak ¢6ziim bulmaya odaklanan matematigin bir disiplinidir. Diferensiyel
geometrinin en onemli ¢alisma alanlarindan biri de egriler teorisidir. Egriler, bircok
gercek diinya durumundan ortaya ¢ikmistir. Ornegin; aga¢ gdvdesindeki genisleyen
halkalar, toprak yiizeylerin egriligi veya mimari yapilardaki sekiller egrilerin
tanimlanmasina ihtiya¢ oldugunu gostermistir. Egriler teorisi, bir¢ok bilim alaninda da
genis yere sahiptir. Ozellikle Oklid geometrisindeki egriler ve bu egrilerin kullanim
alanlar1 oldukga genistir. Ornegin Frenet hareketleri, mekanik ve kinematikte
incelenmekteyken; DNA cifti, karbon nano tiiplerini tanimlamada ise helis egrilerinden

yararlanilmaktadir (Izumiya and Takeuchi, 2002, 2004).

Egriler tek boyutlu ve siirekli geometrik cisimler olarak diisliniilmesine ragmen ¢esitli
diizlem ve uzaylarda farkli egri sekilleri bulunabilmektedir. Egrileri tanimlamada ise
parametrelerden yararlanilmaktadir. Yay parametresi bunlardan en 6nemlisidir. Ayrica
Serret-Frenet catisi ile egrinin karakterizasyonu verilebilir bunun igin egrilikler gerekir.
Bu egrilikleri ise yay parametresi ile tanimlamak daha avantajlidir. Bu egriliklere gore
baz1 egriler 6zel yere sahipdir. Bu 6zel egrilere helis, slant helis, diizlemsel egri veya
kiiresel egri gibi tekil egriler 6rnek olusturur (Barros, 1997; Izumiya and Takeuchi, 2002;
Struik, 1988). Bazi1 6zel egrilerin tanimlari ise Frenet diizlemleri diisiiniilerek verilebilir.
Eger egrinin pozisyon (yer) vektorii rektifiyan, normal veya oskiilator diizlem iizerinde
yatiyorsa bu egrilere sirasiyla rektifiyan egri, normal egri veya oskiilator egri denir (Chen,
2003). Ayrica rektifiyan, normal veya oskiilatdr egriler 3 boyutlu Oklid uzayda
Cesaro’nun sabit nokta kosulunu saglar. Yani bu egrilerin bulunduklar1 diizlemler her
zaman belirli bir nokta igerir (Otsuki, 1961). Bir egrinin biitiin noktalar1 normal veya
oskiilator diizlemden gecerse kiiresel veya diizlem egrisi oldugu bilinmektedir. Diizlemsel
olmayan bir egrinin tiim noktalar rektifiyan diizlemden gegiyorsa egrilik ve torsiyon
oraninin sabit olmayan lineer bir fonksiyon oldugu goriiliir. Rektifiyan egrisi ile Darboux

vektorii arasindaki iliski mekanik ve kinematikte rol oynamaktadir (Chen, 2005).

Frenet vektorleri ve egrilikler arasindaki iliskilerden tanimlanmis olan egri ¢iftlerinin

incelenmesi ise diferensiyel geometrinin diger bir inceleme konusu olmustur.



Egri ciftlerinin iyi bilinen érnekleri ise Involiit-Evoliit egri ¢iftleri, Bertrand egri ¢iftleri

ve Mannheim egri ¢iftleridir (Burke, 1960; Izumiya, 2002; Whittemore, 1940).

Ozellikle Bertrand egri ciftleri bilgisayar destekli vektdrel cizim veya grafik ¢izim

programlarinda 6nemli rol oynamaktadir (Izumiya and Takeuchi, 2002, 2004).

Egrinin tarihsel gelisimine bakilirsa; ilk olarak Newton ve Leibniz’in egri ve egrilik
kavramlar1 iizerine 6nemli calismalari sayesinde egriler ilerleme ve gelisme kaydetmistir.
1736’da ise L. Euler egrilik tanimin1 vermistir. 1771 yilinda G. Monge uzay egrisi
teorisini ortaya koymustur. 1847-1851 yillarinda ise F. Frenet ve J. Serret, birbirinden
bagimsiz olarak su anki Frenet catist ve Frenet-Serret formiilleri iizerine ¢aligmalar

yapmistir. Bugiin bile birgcok matematik¢i bu ¢aligmalar1 kullanmaktadir.

Son yillarda egri ¢iftleri alaninda 6nemli ¢aligmalari bulunan Choi ve Kim (2012); 3
boyutlu Oklidyen uzayda bir Frenet egrisine bagli X birim vektdr alanmnin integral
egrisini diisiinerek X—direction ve X—donor gibi yeni 6zel egri ¢ifti tanimlamistir ve bu

egri ciftinin bazi karakterizasyonlarini vermistir.

Kiziltug, Onder ve Yayli, 3-boyutlu Oklid uzayda bir egrinin birim normal vektdr alaninin
integral egrisini diisiinerek normal-direction ve normal-donor egrilerinin tanimini
vermistir. Daha sonra bu egriler arasindaki iligkileri incelediler. Ayrica bu egriler ile helis,

slant helis gibi bazi1 6zel egriler arasindaki iligkileri vermistir.

Kiziltug ve Onder (2014), 3-boyutlu Lie gruplarda X-direction ve X-donor egrilerini
caligarak normal-dogrultu ve normal-donor egrilerini Lie gruplarda tanimlamistir. Sonra
bu egriler arasindaki iligkileri incelemistir. Daha sonra bu egrilerin egrilikleri arasindaki
iligkileri vermistir. Ayrica bu egrilerin 3-boyutlu Lie gruplarda bazi 6zel egriler ile

arasindaki iliskileri vermistir.

Bu tezde ise Choi’nin bu ¢alismasindan yola ¢ikilarak rektifiyan—dogrultu ve rektifiyan—
donor ismi verilen yeni bir egri ¢ifti tanimlanmistir. Tanimlanan bu egri ¢iftinin birbiriyle
olan iligkisi arastirllmistir. Daha sonra bu iliskiden elde edilen teorem ve sonuglar
yardimiyla bu egri ¢iftini bazi1 6zel egriler ile 6rnegin; helis, slant helis ve Salkowski gibi

egrilerle olan iligkileri incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

flgili béliimlerde ileride kullamlacak olan tamim ve teoremlere temel olusturacak afin

uzaylara, Oklid uzaylara ve egriler teorisine ait baz1 genel tanimlara yer verilmistir.

2.1. Afin Uzaylar

Bu boliimde Afin uzaylara ait genel tanimlardan bazilarina yer verilecektir.

Tanim 2.1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir T cismi tizerinde bir vektor uzay W olsun.

Asagidaki 6nermeleri saglayan,
fiAXA->W
fonksiyonu mevcutise 4 ya W vektor uzayi ile birlesmis bir afin uzay denir.

i) VM ,N,K € 4 igin f(M,N)+ f(N,K) = f(M,K),
i) Bir M e 4 ve VaeW i¢in f(M,N)=a olacak sekilde bir tek N € 4

noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 1998).
Ornek 2.1.1. Her bir vektdr uzay: kendisi ile birlesen bir afin uzay olusturur.

Tanim 2.1.2. Bir W vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri 4 olsun.

Py, Py, ..., P, € Anoktalarii¢in {PyP;, PyP,, ..., PyP,} vektorlerinin sistemi /¥ ’nun bir bazi

ise;
{Py, Py, ..., B}

nokta (n+1) -lisine 4 afin uzaymnn bir afin ¢atisi denir. Burada P, noktasina ¢atinin

baslangi¢ noktasi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.3. Bir T cismi tizerinde W, ve W, gibi iki vektor uzay: tanimlansin. Bu vektor

uzaylari ile birlestirilmis afin uzaylar 4 ve 4 olsun.

f:4 - A4,



bir doniisiim olsun. Herhangi bir g € 4, noktas1 i¢in;
@, W =W,

doniistimiinii o € W, vektori i¢in o = MN olacak sekilde afin aksiyomuna gore tek var

olan nokta N € 4, olduguna gore,
¢, (a)=f(M)f(N)
dir. Bu durumda @, lineer ise / doniisiimiine afin doniisiim denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.2. Oklid Uzaylar

Igili boliimde E™, Oklid uzayma ait genel tanimlardan bazilarma yer verilecektir.

Tamm 2.2.1. Bir reel afin uzay 4 ve 4 ile birlesen vektor uzay1 W olsun. W’da i¢ carpim

islemi olarak,

, VAW >
n
x,y) - xy :zxi-)’i
i=1

X = (xlfo' ---,xn),y = (y1'YZJ ""Yn)

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile 4 da uzaklik ve ag1 gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Béylece A afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adim

alir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.2.2. E™ Oklid uzayinda W uzay bir reel i¢ carpim uzay1 ve W ile birlesen sirali
bir Py, Py, ..., B, € A nokta (n+1)-lisi i¢in eger,

{POP1JPOP2J ---:POPn}

vektor sistemi  'nun bir ortonormal baz1 ise {Py, Py, ..., P,} catisma dik ¢cati (Oklid Catist)
denir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamim 2.2.3. E™’de {P,, Py, ..., B, } dik ¢atis1 verilsin. P € E™ igin,

n
PP = ) xPoR
i=1

yazilir. Bu durumda,
x;: E™" >
P - x;(P) = x;

seklinde tanimli {x,, x,, ..., x,;} fonksiyonlarinin ciimlesine Oklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.2.4. n-boyutlu " uzaymdaa = (a,a 5, ..., & ) i¢in,

o = (e @)

seklinde tanimlanan fonksiyona a’nin normu denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.3. Egriler Teorisi

flgili béliimde egriler teorisinin genel tanimlari verilecektir. Ayrica hiz vektorii ve

parametre tanimlarindan bahsedilecektir.

Tamim 2.3.1. I, ’nin bir agik aralig1 olmak tizere «: 1 €  — E™ bigiminde diizgiin (

C” smifindan) bir @ doniisiimiine, E™ uzay1 i¢inde bir egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamim 2.3.2. E™’de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. @ : [ &  — E™

fonksiyonunun Oklidyen koordinat fonksiyonlar1 a4, @, ..., @, olmak iizere,

da, da, dan>

a(t)=<dt dt ' dt

dir. (a(t),a’'(t)) € Tgn(a(t)) tanjant vektoriine, M egrisinin t € [ parametre degerine
karsilik gelen a(t) noktasinda, (I, @) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir

(Hacisalihoglu, 1998).



Tamim 2.3.3. E™’de M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger Vs € I

i¢in,
lla’ ()l =1

ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.3.4. E™’de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. a,b € I
olmak iizere M egrisinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki egri boyunca uzakligina

karsilik gelen

b
j ' ©llde, tel
a

reel sayisina a dan b ye yay uzunlugu denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.3.5. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli (V7 € / i¢in o'(t) # 0 ) olan

bir a egrisine regiiler egri denir (Hacisalihoglu, 1998).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde; ilk olarak ileride kullanilacak olan 3-boyutlu Oklid uzayda egri tanimina,
Frenet vektor alan1 tanimina ve egrinin egriligi tanimina yer verilmistir. Daha sonra bu
teze kaynak olusturan Choi ve Kim (2012)’in tanimladigi X -dogrultu ve X -donor

egrilerinin tanimlarina yer verilmistir.

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler

Tammm 3.1.1. I, ’nin bir acik aralign olsun. a:I - E3 bigiminde diizgiin (C *

sinifindan) bir a doniisiimiine, E3 uzay1 iginde bir egri denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tamm 3.1.2. E’ uzayinda birim hizhi a : I — E3 egrisi icin,

i) T(s)=a'(s) esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin @(s) noktasindaki
birim teget vektorii,
ii) N(s)= %T '(s) esitligiyle belirli N(s) vektorine a egrisinin a(s)
K(s
noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali),

iii) B(s)=T(s)x N(s) esitligiyle belirli B(s) vektorine a egrisinin a(s)

noktasindaki ikinci dik vektorii (binormali) denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 3.1.3. T(s), N(s), B(s) vektorlerine a:I —» E® egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet vektorleri, {T(s),N(s),B(s)} ctimlesine, @ egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
catist ve T,N,B vektor alanlarina ise a egrisi lizerinde Frenet vektor alanlari denir

(Sabuncuoglu, 2014).
Tamim 3.1.4. E3 uzayinda birim hizh a : I - E3 egrisi igin,
k> E3 k(s) =T

fonksiyonuna «(s) egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki birinci egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).



Tamm 3.1.5. E3 uzaymda birim hizlh a:I - E3 egrisinin Frenet vektdr alanlari

{T , N, B} olmak tizere,

T:1->E%  t(s)= (B'(s),N(s))

fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmas: (ikinci egriligi) denir (Sabuncuoglu, 2014).

a(s) egrisinin teget vektorii @’ = T ve x>0 egrinin egriligi T egrinin burulmasi olsun.

Bu durumda Frenet-Serret formiilleri sdyle yazilabilir:
T' = kN , N' = kT+71B |, B'= 1N.

Ayrica Frenet-Serret formiilleri asagidaki matris esitligini saglar:

T 0 x 0| T
Nl|l=|-kx 0 <z||N
B’ 0 - 0|l B

(Bottema, 1979; Sturik, 1988).

alania a egrisinin Darboux vektér alani denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 3.1.7. E’ uzaymda birim hizh regiiler a : I — E3 egrisinin Frenet vektor alanlari

T, N, B olsun:

i) {T(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasindaki oskiilator diizlem,
i) {T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasindaki rektifiyan diizlem,
iii) {B(s),N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme a(s) noktasindaki normal diizlem

denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 3.1.8. Bir a: [ - E? egrisinin T teget vektdrii, sabit bir k dogrusuyla sabit bir agi

yaptyorsa bu a egrisine genel helis denir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).



Tamm 3.1.9. Bir a : | - E3 egrisinin N asli normal vektorii, sabit bir k£ dogrusuyla sabit

bir ac1 yapiyorsa bu a egrisine slant helis denir (Izumiya ve Takeuchi, 2002).

Ayrica a:I —» E3 egrisi slant helis ise k ve T egrinin egrilikleri arasinda

K,Z

—m(ij = sabit iliskisi mevcuttur.
(K'2 + 72)

Onerme 3.1.1. « : I - E? Frenet egrisi olsun. a egrisinin egriligi k ve torsiyonu T olmak

uzere:

—

k=0 a bir dogrudur.
=0 a bir diizlemsel egridir.

Kk = sabitvet =0 a egrisi bir cemberdir.

oW

%(s) = sabit > 0  « egrisi bir silindirik helistir (Yiice, 2013).

Tanmim 3.1.10. a:] - E3 Frenet egrisi olsun. Eger a egrisinin egriligi k sabit ve
torsiyonu 7 sabit degilse egri Salkowski egrisi; diger yandan a egrisinin egriligi k sabit

degil ve torsiyonu t sabit ise egri anti-Salkowski egrisidir denir (Monterde, 2008).

Sonuc 3.1.1. a:I - E3 |, k=1 olacak sekilde regiiler bir egri olsun. a egrisinin asli
normal dogrularinin sabit bir dogrultuyla sabit bir a¢1 yapmasi icin gerek ve yeter sart,
s
(s =t———— (9
Jtan“ (@) —s
olmasidir. Bu kosul altinda tanimlanan Salkowski egrisi bir slant helis olur (Monterde,

2008).

egrinin normali ile sabit dogrultu arasindaki agidir.)

Tamm 3.1.11. E"*1°de parametrik biregri a : I - E"*1 ve a(t) = (a,(t), ..., @py1(£))

olsun. E™*1 {izerinde bir vektor alan1 X olmak iizere V'tel igin da = X(a(t) ise a
dt

egrisine X vektor alaninin bir integral egrisidir denir (Hacisalihoglu, 1998).



Tamm 3.1.12. M,N c E3 egrileri sirastyla (I, @), (I, 8) koordinat komsuluklar: ile
verilsin. s € I’ya karsilik gelen a(s), f(s) noktalarinda M ve N egrilerinin Frenet 3-

ayaklilari sirastyla {T'(s), N(s),B(s)} ve {T (s),N (s),B (s)} verildiginde Va € I i¢gin,

{N(s),N (s)}

ikilisi lineer bagimli ise (M, N) egri 2-lisine bir Bertrand egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu,
1998).

Tamm 3.1.13. ] € olmak iizere a:I - E3® Frenet egrisi olsun ve bu egriye bagh X

birim vektor alani,
X(s)=u(s)T(s)+v(s)N(s)+ w(s)B(s) 3.1)
w (s)+V:(s)+w'(s)=1 (3.2)

olmak iizere; X vektdr alanmin integral egrisi §: I —» E3 egrisine a egrisinin X -dogrultu
egrisidir denir. a egrisine ise X-donor egrisidir denir (Burada u, v ve w; s ’ye bagl

diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.) (Choi ve Kim, 2012).

Tamim 3.1.14. Bir « egrisine bagli X birim vektdr alani ve §: 1 — E3 egrisi X-dogrultu
egrisi olsun. Eger X vektdr alam X = N ise f’nin teget vektdérii T = N olur. Bu
durumda f egrisine a’nin normal-dogrultu egrisidir denir. Benzer sekilde X = B ise
egrinin teget vektdrii T = B olur. Bu durumda f egrisine a’nin binormal-dogrultu

egrisidir denir (Choi ve Kim, 2012).

Lemma 3.1.1. Normal-dogrultu (binormal-dogrultu) egrisinde X (s) birim vektdr alaninin
katsayilart wu(s)=w(s)=0, v(s)=1’dir (u(s)=v(s)=0, w(s)=1dir) (Choi ve Kim,
2012).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. E’ Uzayinda Rektifiyan-Dogrultu ve Rektifiyan-Donor Egrileri

Bu boliimde ilk olarak E3’de rektifiyan-dogrultu ve rektifiyan-donor egrileri
tanimlanmistir. Sonra bir egrinin rektifiyan-dogrultu egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart
verilmistir. Daha sonra rektifiyan-dogrultu ile rektifiyan-donor egrilerin egrilikleri
arasindaki iligkilere yer verilmistir. Buradan E3’de rektifiyan-dogrultu egrisinin helis,
slant helis ve Salkowski egriler ile iliskileri incelenmistir. Son olarak E3’de rektifiyan-
dogrultu egrisi oskiilatér, normal ve rektifiyan diizlem iizerinde diisiiniilerek bu

diizlemlerdeki tanimlar1 verilmis olup yine bu diizlemlerdeki iligkileri incelenmistir.

Tamim 4.1.1. a(s):1 - E3 Frenet egrisi olsun. Rektifiyan diizlem iizerinde birim X

vektor alanini alalim:
X(s)=u(s)T(s)+w(s)B(s), u(s)#0, w(s)=0. 4.1)

Ayrica X'(s) ve N(s) vektorleri lineer bagimli vektorler olsun. Bu durumda X (s) birim
vektor alaninin integral egrisi y(s):I - E3, a egrisinin rektifiyan-dogrultu egrisidir

denir. Esas egri olan a egrisine ise y nin rektifiyan-donor egrisidir denir.

(y(s):1 > E3 integral egrisi birim hizl bir egridir. Burada s, y egrisinin yay uzunlugu

parametresidir.)

Teorem 4.1.1. a(s):1 — E3 Frenet egrisi ve X (s) =u(s)T(s)+ w(s)B(s) birim vektdr
alaninin integral egrisi y:I - E3 olsun. y egrisinin a’min rektifiyan-dogrultu egrisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

X(s)=cT(s)+c,B(s) 4.2)
olmasidir. Burada c,, ¢, sifirdan farkli sabitlerdir.
Ispat: ¥, a 'nin rektifiyan-dogrultu egrisi oldugundan Tanim 4.1.1°den,

X(s)=u(s)T(s)+w(s)B(s), 4.3)
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ve u’(s)+w’(s) =1 oldugu agiktir. “Es. 4.3” ifadesinin s’e gore tiirevi almir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa asagidaki diferensiyel denklem elde edilir:
X'(s)=u'T +(ux —wr)N +w'B . (4.4)

Tanim 4.1.1°den X' ve N lineer bagiml oldugu i¢in “Es. 4.4” ifadesinden asagidaki

denklem sistemi elde edilir:

u' =0,
ux—wr %0, 4.5)
w =0.

Yukaridaki diferensiyel denklem sisteminin ¢dziimiinden,
u(s) = ¢, = sabit, w(s) = c, = sabit
oldugu agiktir.

Onerme 4.1.1. X ; a egrisinin rektifiyan diizlemi iizerinde yatan birim vektor alani olsun.

X(s)=¢T(s)+c,B(s) olmak iizere;
X (s)=cosOT(s)+sinOB(s) (4.6)

dir. Buradaki 6 acis1 X ve T arasindaki agidir.

Sekil 4.1. X(s) ile T arasindaki 6 agisi.

Sonug 4.1.1. Bir a egrisinin rektifiyan-dogrultu egrisi y olmak iizere y ile a arasindaki 6

agisi sabittir.
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Teorem 4.1.2. a(s) : | — E3 Frenet egrisi olsun. Eger 7 egrisi a 'nin rektifiyan-dogrultu

egrisi ise a ve y egri ¢ifti Bertrand egri ¢iftidir.

Ispat: 7 , X birim vektdr alanmin integral egrisi oldugundan 5’ = x ’dir. ¥ ’nin Frenet
elemanlari {f ,N,B } olmak iizere y'= X esitliginin diferensiyeli alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:
X'=T"=kN. 4.7)

Burada k, 7 egrisinin birinci egriligidir. Tanim 4.1.1°den X' ve N lineer bagiml1 oldugu

icin “Es. 4.7” denkleminden N ve N vektorlerinin lineer bagimli oldugu elde edilir. Bu
ise Bertrand egri ¢ifti tanimindan; « ve y egri ¢iftinin Bertrand egri ¢ifti oldugunu

gosterir.

Teorem 4.1.3. a(s):I - E3 Frenet egrisi ve y egrisi a nin rektifiyan-dogrultu egrisi
olsun. y ve a egrilerinin egrilikleri sirasiyla k , T ve k , T olmak tlizere egrilikler arasindaki

iligki asagidaki gibidir:

K=cosOk sinfrt

T=s5inOk+ cosBr. (4.8)

Ispat: y egrisi  anin rektifiyan-dogrultu  egrisi olsun. Bu durumda;

X (s) = cos 8T (s) + sin @B(s) *dir. Son denklemin tiirevi alinir ve

X'=T'=kN
oldugu kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:

kN = (cosOk sinf1)N. (4.9)
Son esitlik asagidaki gibi yazilabilir:

K=cosOk sinfr. (4.10)
Bu durumda son iki esitlikten asagidaki ifade elde edilir:

N =N. 4.11)
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Frenet formiilleri ve X (s)=cos&T(s)+sin@B(s) denkleminden asagidaki esitlik elde

edilir:

B=TxN= sin6T + cos8B. (4.12)
Son esitligin s’ye gore tiirevi alinirsa asagidaki denklem elde edilir:

B'= (cos@t+sinfk)N. (4.13)

Ayrica T = (E’:N) = (E”,N) oldugundan “Es. 4.13” esitliginin de yardimiyla
asagidaki denklem elde edilir:

T=cosOt+sin0Ok. (4.14)

Sonug¢ 4.1.2. y egrisi a nin rektifiyan-dogrultu egrisi olsun. @ ve y egrilerinin Frenet
catilar1 sirasiyla {T ,N,B} ve {T_ ,N,B } olmak iizere bu egrilerin Frenet vektorleri

arasindaki iliski asagidaki gibidir:

cos@ 0 sm@|| T
0 1 0 N (4.15)
—sind 0 cos@|| B

=l = S
I

Sonug 4.1.3. y egrisi a min rektifiyan-dogrultu egrisi olsun. y ve a egrilerinin egrilikleri

sirastyla k , T ve K , T olmak iizere egrilikler arasindaki iliski asagidaki gibidir:

K=cosOk+sinft, T= sinfk+cosOr. (4.16)

4.2. Rektifiyan-Dogrultu Egrisinin Uygulamalar

Bu boliimde E3’de rektifiyan-dogrultu egrisi ile helis, slant helis, Salkowski ve anti-
Salkowski gibi bazi 6zel egriler arasindaki iliskiler incelenecektir. Ayrica bu egri

iligkilerinden elde edilen teorem ve sonuglar verilecektir.

Teorem 4.2.1. a(s) : I - E3 Frenet egrisi ve a, y egrisinin rektifiyan-donor egrisi olsun.

Bu durumda a egrisi genel helis degildir.
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Ispat: «, y egrisinin rektifiyan-donor egrisi olsun. Bu durumda Sonug 4.1.3’den L sabit
K

degildir. Dolayisiyla genel helisin tanimi geregi a egrisi genel helis degildir.

Simdi ise rektifiyan-dogrultu egrisi olan y *nin genel helis olma kosulunu arastiralim. Ilk
olarak y, rektifiyan-dogrultu egrisi genel helis olsun. Teorem 4.1.3’den asagidaki
denklemin sabit oldugu elde edilir:

:Sil’lgl('-i-COSgT:c. (4.17)

T
—(s) 3
K cos Ok —sin Ot

Son esitlik ve Sonug 4.1.1°den asagidaki denklem de sabittir:

z_ c—tané . (4.18)
Kk l+ctan@

Son esitlik sabit oldugundan a egrisinin genel helis olmas1 gerekir. Fakat Teorem 4.2.1

diisiiniiliirse bu durumun c¢eliski oldugu goriiliir. Buradan asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 4.2.2. a(s):l - E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica ¥ egrisi a mn rektifiyan-

dogrultu egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) E3’de « Frenet egrisi genel helis degildir.

ii) a’nin rektifiyan-dogrultu egrisi y, genel helis degildir.

Ayrica a:I —> E3 egrisi slant helis ise k ve T egrinin egrilikleri arasinda

2 !
(K—)m(ij = sabit 1iliskisi mevcuttur. Son esitlik ve Teorem 4.2.1 birlikte
K +7° K

diisiiniiliirse rektifiyan-dogrultu egrisinin slant helis ile iligkisi agagidaki gibi verilebilir:

Teorem 4.2.3. a(s):I > E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica y egrisi a nm rektifiyan-

dogrultu egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) E3’de a Frenet egrisi slant helistir.

ii) a’nin rektifiyan-dogrultu egrisi y, slant helistir.
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Ornek 4.2.1. Monterde (2008) 'de tanimlanan Salkowski egrisi ve bu egrinin asagidaki

parametrizasyonu verilmis olsun:

1 I-n . I+n . l .
a(s) = W (— 2052 sin((1+2n)s) —msm((l —2n)s) —Esm s,

T cos((1+2n)s)+ _ln cos((1-2n)s)+ 1 Cos s,
4(1+2n) 4(1-2n) 2
1
—cos(2ns
4m ( )j

1
Burada n :%, m;éiﬁ,o ‘dir (Sekil 4.1.) (Monterde 2008). Bu egri ayn1 zamanda
1+m

bir slant helistir. Bu egrinin Frenet elemanlari, egrilik ve burulmasi asagidaki gibidir:

T(s)= —(cos s cos(ns)+nsinssin(ns), cos(ns)sins—ncosssin(ns), — sm(ns)j
m

N(s) =n(%, Co0o8 , —lj

m m

B(s)= (n sin s cos(ns) —cos s sin(ns), —ncos(ns)coss —sin ssin(zns), — cos(ns)j
m

k(s)=1, 7(s)=tan(ns).
Burada ¢= % olarak  segilirse X (s)=cosOT(s)+sinOB(s) oldugundan

X(s)= (x1 (5),x,(5),x, (s)) vektor alaninin bilesenleri asagidaki gibi bulunur.

2 . . . .

x,(s) = 7(— cos s cos(ns) — nsin s sin(ns) + nsin s cos(ns) —cos s sin(ns))
2 ) ) .

x,(s) = 7(— cos(ns)sin s +n.cos s sin(ns) —n cos(ns) cos s —sin s sin(ns))

x,(s) = %%(—sin(ns) +cos(ns)))

y, rektifiyan-dogrultu egrisi oldugundan tanimi geregi;
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y=[,7©)ds =] X(©)ds =(1(s), 7,().75(5))

dir. Buradan y egrisinin bilesenleri asagidaki gibi bulunur.

7,(s)= I[%(— cos s cos(ns) — nsin s sin(ns) + nsin s cos(ns) — cos s sin(ns))} ds,
0
H2 . . .
7,(8)= .[ 7(— cos(ns)sin s + n cos s sin(ns) —ncos(ns) cos s —sin s sin(ns) ) | ds,
0
22 n
§) = | ——(—sin(ns) + cos(ns)) )ds
7(s) £2m( (n) +cos(ns)))
(Sekil 4.2.). a, rektifiyan-donor egrisi slant helis oldugundan Teorem 4.2.3’den ¥

rektifiyan-dogrultu egrisinin de slant helis oldugu gortiliir.

a, slant helis egrisi ve ¥, a’nin rektifiyan-dogrultu egrisi sirasiyla asagidaki sekillerde

verilmistir:

(a) (b)

N

P

[ —

H“"Hk
M 18
- 03 08
52

Sekil 4.2. (a) Slant helis; @, m =1/5 i¢in. (b) J, a’nin rektifiyan-dogrultu egrisi.
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4.3. Diizlemsel Egrilerin Rektifiyan-Dogrultu Egrisi ile liskisi

Bu boliimde E3’de a egrisinin diizlemsel bir egri oldugu diisiiniilerek a egrisi ile a
egrisinin rektifiyan-dogrultu egrisi arasindaki iliskiler incelenmistir. Bu iligkilere

egrilerin egrilikleri arasindaki iliskilerden yola ¢ikilarak ulagilmistir.

Teorem 4.1.3 ve Sonug 4.1.3’den y ve a egrilerinin egrilikleri sirasiyla k , T ve Kk , T

olmak tizere egrilikler arasindaki iliskiler sirasiyla asagidaki gibidir:

K =cosbx—sinfr, 7 =sinbk+coslr (4.19)
ve

K=cosbx +sinfdt, 7=-sinbk +cosOr . (4.20)

Simdi ise a egrisinin diizlemsel oldugunu kabul edelim. “Es. 4.19” dan rektifiyan-

dogrultu egrisi }’nin genel helis oldugu goriiliir. Fakat bu durum Teorem 4.2.2 ile celisir.
Benzer sekilde y egrisinin diizlemsel bir egri oldugu kabul edilirse “Es. 4.20” den «,

rektifiyan-donor egrisinin genel helis oldugu goriiliir. Bu ise yine Teorem 4.2.2. ile ¢elisir.

Son bulgulardan agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.1. a(s):] —» E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica y egrisi a nm rektifiyan-

dogrultu egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) E3’de « Frenet egrisi diizlemsel egri degildir.

ii) v, rektifiyan-dogrultu egrisi E3 'de diizlemsel egri degildir.

4.4. OD-Rektifiyan Egrisinin Rektifiyan-Dogrultu Egrisi ile iliskisi

Bu béliimde E3’de rektifiyan-dogrultu egrisini oskiilatér diizlem iizerinde diisiinerek
oskiilator rektifiyan-dogrultu (OD-rektifiyan) egriler tanimlanmigtir. Ayrica rektifiyan-

dogrultu egriler ile OD-rektifiyan egriler arasindaki iliski incelenmistir.
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Tamim 4.4.1. a(s) : 1 » E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica; a 'nin Frenet catisi {T ,N,B} ve

7, a’nin rektifiyan-dogrultu egrisi olsun. Eger »’nin pozisyon vektorii her zaman
oskiilator diizlem lizerinde yatiyorsa bu durumda } egrisi oskiilator rektifiyan-dogrultu

egrisidir (veya OD-rektifiyan egrisidir) denir.
OD-rektifiyan egrisi tanim1 yardimiyla asagidaki esitlik yazilabilir:
y(s)=m(s)T(s)+n(s)N(s) (4.21)

burada m(s), n(s); s parametresine bagli sifirdan farkli diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.
“Es. 4.21” denklemi ve
X=T=cosOT +sinB B
esitliginden asagidaki denklem elde edilir:
cosOT +sin@B = (m'— nx)T + (n'+ mx)N + ntB (4.22)

Frenet vektorleri lineer bagimsiz oldugundan asagidaki diferensiyel denklem sistemi

yazilabilir:

m' —nk = cosé,
n'+mx =0, (4.23)

nr =sin 6.

Bu denklem sistemin ¢oziimiinden agagidaki esitlikler elde edilir:

T,

m(s) =sin0——, n(s)="18 (4.24)
KT T

“Es. 4.24” ifadeleri “Es. 4.21” denkleminde yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

sin@

y(s)=
T

(1 T(s)+N(s)).
KT
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Son esitlik yardimiyla asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 4.4.1. a(s):l - E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica ¥ egrisi a mn rektifiyan-

dogrultu egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
i) E’ ’de y, @’nmin OD-rektifiyan egrisidir.
. o sin@( 7'
ii) » 'min parametrik gosterimi y(s)=——| —7T(s)+N(s) | “dur.
T \ KT

Burada 6, y ve «a arasindaki sabit agidir.

Teorem 4.4.2. a(s):I — E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica ¥ egrisi @ nin OD-rektifiyan

egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) a Frenet egrisi E° 'de anti-Salkowski egrisidir.
i) Rektifiyan-dogrultu egrisi ¥ nin pozisyon vektorii, a egrisinin N (s) asli

normal vektorii ile lineer bagimlidir.

Ornek 4.4.1. s parametresine bagh asagidaki « egrisi verilsin.

a(s) = —E(COS3S+COSS ,—i Sln3'SJrsins ,ﬁcoss
4 9 4 9 2

(Sekil 4.3.). a(s) egrisinin Frenet elemanlar1 ve egrilikleri asagidaki gibi bulunur:

T(s)= lsin3s+isins, —lcos3s—icoss, ——35ins 5
4 4 4 4 2

N(s)= [ 3 cos(3s) V3 B sinGs) 3

4 coss 4 4 coss 4

tan(s), —%J >

Ve

k(s) =+/3coss , 1(s) = /3sins.
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sin@( 7'
Teorem 4.4.1°den y’nin  parametrik gdsterimi  Y(s) = —(— T(s)+N (S)j dir.
r \«r

Dolayisiyla OD-rektifiyan egrisi asagidaki gibi elde edilir:

1 : . V3
s)=| ——(sin(3s)+3sins )+ cos(3s)+coss),
7(s) (8x/§sin2s( (35) ) 8sinscoss( (3s) )
1 J3 . .
- 3s)+3 + 3s)+ ,
Sﬁsinzs(cos( ) COSS) SSinscoss(Sm( 5) s1ns)
1 j
2sins
(Sekil 4.4.).

a rektifiyan-donor egrisi ve ), OD-rektifiyan egrisi sirasiyla asagidaki sekillerde

verilmistir:

(@ (b)

v
i
/ 036
€035 / 3
y ' ’ff N 2
s .
08 o £ 065
: 085 0807

Sekil 4.3. (a) a rektifiyan-donor egrisi. (b) 7, OD-rektifiyan egrisi.

4.5. ND-Rektifiyan Egrisinin Rektifiyan-Dogrultu Egrisi ile iliskisi

Bu boliimde E’’de normal rektifiyan-dogrultu (ND-rektifiyan) egrisi tanimlanmustir.
Ayrica rektifiyan-dogrultu egrisi ile ND-rektifiyan egrisi arasindaki iligkiler

incelenmistir.
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Tamim 4.5.1. a(s) : | - E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica a egrisinin Frenet catisi {T ,N,B}

ve 7, a 'nin rektifiyan-dogrultu egrisi olsun. Eger »’nin pozisyon vektorii her zaman asli
normal diizlem iizerinde yatiyorsa bu durumda ) egrisi normal rektifiyan-dogrultu

egrisidir (veya ND-rektifiyan egrisidir) denir.
Tanim 4.5.1°den } egrisinin yeniden parametrelendirilmesi agsagidaki gibi verilebilir:
y(s)=a(s)N(s)+b(s)B(s) (4.25)

burada a(s), b(s), s parametresine baglh sifirdan farkli diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.
X=T=cosOT +sinO B
denklemi ve “Es. 4.25” ifadesinden asagidaki denklem elde edilir:
cosOT +sin@B = —axT + (a'—br)N + (b' + ar)B . (4.26)

Frenet vektorleri lineer bagimsiz oldugundan asagidaki diferensiyel denklem sistemi

yazilabilir:

—aK =cos 0,
a —br =0, (4.27)

b'+ar =siné.

Yukaridaki diferensiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden,

!

a(s) = -2 b(s) = cos0 X (4.28)
K

K‘ZZ'

esitlikleri elde edilir. “Es. 4.28” esitlikleri “Es. 4.25” de yerine yazilirsa asagidaki

denklem elde edilir:

cos@

y(s)=— (N(s)—ﬁB(s)j. (4.29)
K KT
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Eger a egrisi Salkowski egri ise “Es. 4.29” dan y(s)= AN(s) oldugu agiktir. Burada

cos

A= sabittir. Ote yandan Salkowski egrisinin asli normal vektdrii sabit bir

K
dogrultu ile sabit bir ac¢1 yapar. Yani Salkowski egrisi ayn1 zamanda slant helistir
(Monterde, 2008). Ayrica Salkowski egrisinin kiiresel gostergesi gemberdir. Yani diizlem
egrisidir. Bu durumda Salkowski egrisinin ND-rektifiyan egrisi de diizlem egrisi olur.

Fakat bu durumun ise Teorem 4.3.4’den ¢eliski oldugu goriiliir.
Son ¢eliski ve Sonug 4.1.2 birlikte diisiiniiliirse asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 4.5.1. a(s):I - E3 Frenet egrisi ve y egrisi a nin rektifiyan-dogrultu egrisi

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) E® ’de y, a’nin ND-rektifiyan egrisidir.

cos@

ii) 7 'min parametrik gosterimi y(s) =—

K!

(N(s) ——B(s)j ‘dir.
KT

Burada 0, ¥ ve a arasindaki sabit acidir.

Teorem 4.5.2. a(s):I - E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica ¥ egrisi a nin ND-rektifiyan

egrisi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) a Frenet egrisi E° 'de Salkowski egrisi degildir.

ii) 7, ND-rektifiyan egrisi; E’ ‘de Salkowski egrisi degildir.
4.6. RD-Rektifiyan Egrisinin Rektifiyan-Dogrultu Egrisi ile Iliskisi

Bir a egrisinin pozisyon vektorii her zaman rektifiyan diizlem {izerinde yatiyorsa

rektifiyan egrisidir denir (Chen ve Dillen, 2005). Dahas1 a egrisinin Frenet ¢atisi ve
egrilikleri sirasiyla {T , N,B} ve K, 7 olmak tizere D(s) =—(s)T(s)+ B(s) vektorii egrinin
K

modifiye Darboux vektorii olarak tanimlanir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).
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Tamm 4.6.1. a(s) : I > E3 Frenet egrisi olsun. Ayrica }, a 'min rektifiyan-dogrultu egrisi

ve 7 nin Frenet catisi {T , IV, B} olsun. Eger »’nin pozisyon vektorii her zaman rektifiyan

diizlem iizerinde yatiyorsa bu durumda } egrisi rektifiyan-dogrultu rektifiyan egrisidir

(veya RD-rektifiyan egrisidir) denir.
Tanim 4.6.1.’den }’nin yeniden parametrelendirilmesi asagidaki gibi verilebilir:
y(s)=r(s)T(s)+t(s)B(s) . (4.30)

Burada r(s), t(s), s parametresine bagli sifirdan farkli diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.

“Es. 4.15” deki X =T =cosOT +sin@ B denklemi ile “Es. 4.30” ifadesinden
asagidaki diferensiyel denklem elde edilir:

cosOT +sin@B =r'T +(rk —tt)N +¢'B . (4.31)

Frenet vektorleri lineer bagimsiz oldugundan asagidaki diferensiyel denklem sistemi

yazilabilir:
r'=cos0,
r—tr =0, (4.32)
t'=siné.

Son diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden,
r(s)=(cosO)s+c, t(s)=(sinf)s+c, (4.33)

esitlikleri elde edilir. Burada ¢4, ¢, integrasyon sabitleridir. “Es. 4.33” esitlikleri ve “Es.

4.32” nin ikinci esitligi birlikte diistiniiliirse asagidaki denklem elde edilir:

K _(sinf)s+c,

= : 4.34
7 (cosB)s+c, (434)
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“Es. 4.34” ifadesinde eger cq,c, = 0 ise X oranmin sabit oldugu goriiliir. Bu nedenle }
T

egrisi genel helistir. Fakat bu durum Teorem 4.2.2 ile gelisir. Bu nedenle “Es. 4.33”

ifadesindeki integrasyon sabitleri ¢4, ¢, ayni anda sifir degildir.

Buradan, “Es. 4.33” esitlikleri y(s)=r(s)T(s)+(s)B(s) denkleminde yerine yazilir ve
Sonu¢ 4.1.2 deki T =cos@T +sin@B, B= sin@T + cosOB ifadeleri birlikte

distintiliirse,
7(S) :(s+/1)T(s)+é’§(s) (4.35)

denklemi elde edilir. Burada A =¢,cos@+c,sinf, &=c,cosd—c,sinf ‘dir. Ayrica bu

ifadeler sifirdan farkli sabitlerdir. “Es. 4.35” denkleminden asagidaki esitlik elde edilir:

_s 4 4.36
W 4 (4.36)
“Es. 4.35” ve “Es. 4.36” yardimiyla asagidaki esitlik elde edilir:
T — — =~
y(s)zf(ET+Bj(s):§D(S). (4.37)

burada D(s)= =T +B; 7 egrisinin modifiye Darboux vektoriidiir. Son esitlik
K

yardimiyla asagidaki teorem ve sonug verilebilir:

Teorem 4.6.1. a(s):I — E3 Frenet egrisi ve y egrisi a nin rektifiyan-dogrultu egrisi

olsun. Eger y, RD-rektifiyan egrisi ise bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

. A T _s+4
i) E® 'de y, rektifiyan egrisinin egrilikleri oram1 — = £ “dir.
K
(A, & sifirdan farkl: sabitler.)
ii) ¥ egrisinin D modifiye Darboux vektorii ile pozisyon vektorii lineer

bagimlidir.
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Sonug 4.6.1. a(s) :1 —» E3 Frenet egrisi ve ¥ egrisi & nin RD-rektifiyan-dogrultu egrisi

olsun. Bu durumda y egrisinin pozisyon vektorii asagidaki gibidir:
7(s)=[(cosO)s +¢,| T(s)+[(sinO)s+c,| B(s). (4.38)

Burada 6 agis1 egriler arasindaki agidir ve ¢4, ¢, ayni anda sifir olmayan sabitlerdir.

Ornek 4.6.1. m=1/9 olmak iizere a Salkowski egrisi verilsin (Sekil 4.5). Bu durumda

a ‘nin parametrizasyonu,

a(s)= 0 \/872_82 sin 1+\/872 s |+ \/8>2+82 sin 1—@ S —lsins
J82 | 8(41++/82) 41 8(~/82 — 41) 2

Sl e B
.

—————C0s s |- cos —
8(41++/82) 41 8(V/82 —41) 41
9 V82
—cos| ——s
4 41
seklinde yazilabilir.

Ayrica,

#(s) =[(cos O)s +¢ | T(s) +[(sin O)s +c, ] B(s)
denkleminde @=7/6, ¢, = \/§ /2, ¢, =1/2 olarak segilirse;
a’nin RD-rektifiyan egrisi;

7(6) =L (V3T (9)+ B(s))

olarak elde edilir (Sekil 4.6.).

Son denklemde Frenet elemanlar1 agsagidaki gibi elde edilir:
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T(s)z{—cossco ( J——smssm(%s}

. V82
—sinscos s +—cosssm —s |,
82 82

o
o &
) N‘t\

B(s)= (\/8_ (ﬂstms cosssm(@s],
82 82 82

———COS 82 S [COS S —SIn S S1n 3

J82
2 )

82
o2 (82
Ccos S|
82 82
a Salkowski egrisi ve a’nin RD-rektifiyan egrisi ¥ sirasiyla asagidaki sekillerde
verilmistir:
(a) (b)
.-/-
!B_%‘——'———:__‘ —
- i‘::’f\ 05
08 H“‘TK/" = ap
] / 3 55
D.E—_ { /.f"
-0
124 105
2 “Qw il 05 1309 :
10 05 0o 5 i R 1

Sekil 4.4. (a) a, Salkowski egrisi. (b) a’nin RD-ektifiyan egrisi }.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde, Choi (2012)’nin c¢alismasindaki tanimdan yola ¢ikarak 3-boyutlu Oklidyen
uzayda, rektifiyan diizlem lizerinde yatan bir X vektor alan1 diigiintilerek ve bunun integral
egri tanimindan faydalanilarak rektifiyan—dogrultu ve rektifiyan—donor egrileri ismi
verilen yeni bir egri ¢ifti tanimlandi. Daha sonra bir egrinin rektifiyan—dogrultu egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart elde edildi. Tanimlanan bu egrilerin ayn1 zamanda Bertrand
egri ¢ifti oldugu gosterildi. Sonra rektifiyan—dogrultu egrisi ile helis, slant helis ve
Salkowski gibi 6zel egriler arasindaki iligkiler irdelendi. Ayrica rektifiyan—dogrultu
egrisinin diizlemsel egri ve helis olmayacagi, bunun yaninda slant helis olabilecegi
gosterildi. Son boliimde ise rektifiyan—dogrultu egrisi farkli diizlemlerde diisiiniilerek
OD-rektifiyan, ND-rektifiyan ve RD-rektifiyan egrileri ile esas egri arasindaki iliskiler

incelenmistir ve bu elde edilen iliskilerden bazi teorem ve sonuglar verilmistir.

Elde edilen bu 6zgiin sonuglarin diferensiyel geometride egri ¢iftleri igin 6nemli bir

kaynak olusturacag: diisiilmektedir.
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