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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BIiRIMLI HALKALARIN FiBONACCI DIiZILERININ
PERIYOTLARI VE TRIiDIAGONAL MATRISi

Ziilkiif DILMEN

Erzincan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yasemin TASYURDU

Bu calismada, birimli keyfi bir halka tizerinde tanimlanan {F,} Fibonacci dizisi ve
Ozellikleri incelenmistir. Bu dizinin terimleri Tridiagonal matrisin determinanti ile
tretilmistir. Birimli keyfi halkadaki {FE,} Fibonacci dizisinin her bir teriminin
katsayis1 ve derecesi m modiiliine indirgenerek elde edilen dizinin periyodik oldugu

gosterilmistir ve periyotlari elde edilmistir. a ve b birimli halkanin keyfi elemanlari
olmak tiizere bu dizinin periyodunun R = [Z (1)] matrisi ile gerilen devirli grubun

mertebesine esit oldugu goriilmiistiir ve bu periyodun daima ¢ift say1 oldugu
gosterilmistir. Ayrica m modiiliine gore bilinen Fibonacci dizilerinin Wall sayilari ile

birimli keyfi halkadaki {F,} Fibonacci dizilerinin periyotlar1 karsilastirilmistir.

2018, 86 Sayfa
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ABSTRACT
Master Thesis

ON PERIODS OF THE FIBONACCI SEQUENCES OF THE RINGS
WITH IDENTITY AND ITS TRIDIAGONAL MATRIX

Ziilkiif DILMEN

Erzincan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Yasemin TASYURDU

In this study, {F,} Fibonacci sequence is defined over an arbitrary ring with identity
and its some properties are investigated. The terms of this sequence are derivated by
determinant of Tridiagonal matrix. It is shown that the sequence obtained by reducing
modulo m coefficient and exponent of each term of {F,} Fibonacci sequence in

arbitrary ring with identity is periodic and their periods are obtained. It is seen that
order of cyclic group generated with matrix R = [Z é] is equal to the period of this

sequence where a and b are arbitrary elements of the ring with identity and it is
shown that this period always is an even number. Also, Wall numbers of Fibonacci
sequences according to modulo m are compared with the periods of {F,} Fibonacci

sequences in arbitrary ring with identity.

2018, 86 Pages
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1. GIRIS

Leonardo Fibonacci Avrupa Ortagag doneminin en seckin matematik¢ilerindendir.
Fibonacci 1170’lerde Pisa’da dogdu. Babasi Guglielmo (William), oglununda kendi
yolundan gitmesini isteyen basarili bir tacirdi ve Fibonacci’nin hesap sanatini
Ogrenmesi i¢in onu Cezayir’e getirdi. Cezayir’de, Fibonacci’nin ilk egitimi Hint-Arap
sayl sistemi ve Hint-Arap hesap teknikleri iizerine oldu. Bu dénemde bir iran
matematikci tarafindan yazilan “Hisab al-jabr walmuquablah™ adli cebir kitabini tanidi.
Sonraki donemlerde Misir, Suriye, Yunanistan, Fransa ve Istanbul’a sik sik is gezileri

yapan Fibonacci gittigi yerlerde ¢esitli aritmetik sistemler tizerinde ¢alisti.

Fibonacci Hint-Arap sisteminin Italya’da kullanilan Roma say1 sisiteminden muazzam
bir Ustlinliigiiniin oldugunu disiliniiyordu. 1202°de ¢i18ir agcan calismas1 Liber Abaci
(Abakiis kitab1) adli kitabin1 yayimladi. Liber Abaci ile aritmetik ve temel cebir
alaninda Hint-Arap sistemini ve aritmetik algoritmalarini Avrupa’ya tanitti. 19.
yiizyilda Edward Lucas bu eserde gordiigii bir problemdeki 0,1, 1, 2, 3,5, 8, ...dizisinin

her bir terimine Fibonacci sayis1 ve diziye Fibonacci dizisi adini verdi.

Cebir disinda Fibonacci dizilerinin fizik, biyoloji, bilgisayar bilimi gibi bir¢ok farkl

alanda uygulamalari vardir.

Fibonacci sayilarinin sasirtan 6nemli bir Ozelligi bu sayilar arasindaki orandir.
Fibonacci dizisindeki ardisik sayilarin oran1 1,61803 ...dir ve bu sayiya “Altin Oran”
denir. Bu oran tarihte oyun kartlarindan piramitlerin yapimina kadar bir¢ok alanda
kullanilmis, say1 teorilerinde ortaya ¢ikmis ve dogada birgok varlikta gdzlemlenmistir.
Bu sayilar bitki yapraklari, bitki tohumlari, ¢igek yapraklari ve kozalaklarda ve daha bir
cok doga figiiriinde bulunmaktadir. Dizinin 6neminden dolay1 tamsayi dizileriyle ilgili
caligmalar yiiriiten ‘Fibonacci Dernegi’ kurulmustur. Ayrica bu dernek ‘The Fibonacci

Quartery’ dergisinde her {li¢ ayda bir bu dizi ile ilgili makaleler yaymnlamaktadir.



Fibonacci sayilariin 6zellikleri uzun yillardir incelenmektedir. Bu sayilar n > 2 olmak

tizere fo = 0, f; = 1 igin

fa = fa-1+ fa-z
ile formiillestirildi (Vorobyov 1976; Vajda 1989).

Fibonacci ve Lucas dizilerinin 6zellikleri ve uygulamalar tizerinde ¢alisildi (Koshy,

2001).

Fibonacci dizisi ve onun baglantili oldugu yiliksek mertebeli diziler (tribonacci,

quatranacci, k-nacci) genellikle tamsayilar dizisi olarak gosterilir.

Fibonacci dizileri gruplarda ilk olarak 1960 da Wall tarafindan Z,, devirli gruplarda
calisildt (Wall 1960). Bu calisma sunulduktan sonra Fibonacci dizileri diger
matematikgiler tarafindan farkli yonlerde gelistirildi. 1968 yilinda Z,, rezidii sistemini
iceren m modiillii tamsayilarin Fibonacci dizisi belirlendi (Shah 1968). 1986 yilinda
Fibonacci dizileri sonlu abelyen gruplara genisletildi ve devirli gruplarda (C,,) kullanild
(Wilcox 1986). Dihedral gruptaki k-nacci dizilerinin periyodlarinin 2k + 2 ye esit
oldugu Knox tarafindan gosterildi (Knox 1992).

Fibonacci dizileri birgok matematikg¢i tarafindan p-gruplarda c¢alisildi. Exponenti asal ve
nilpotent sinifi 4 olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci dizisinin uzunlugun
bilinen 2-adim Fibonacci dizisinin uzunluguna esit oldugu gosterildi (Aydin ve Smith,
1994). Bu teori 3-adim Fibonacci dizilerine genellestirildi (Dikici ve Smith, 1995;
1997). Daha sonra p- asal olmak iizere exponenti ve p nilpotent sinifi 2 olan gruplardaki
2- basamak genel Fibonacci dizilerinin periyotlar ile bilinen 2-basamak genel Fibonacci
dizilerinin peryotlarinin esit oldugu gosterildi (Aydin ve Dikici, 1998). Ayrica p asal,
2< p <2927 ve k(p) genel 2-adim Fibonacci dizisinin periyodu olmak {izere
exponenti p asal ve nilpotent sinifi 5 olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci

dizisinin periyodunun pk(p) oldugu gésterildi (Karaduman ve Yavuz, 2003).



Bu teori 6nce exponenti p asal ve nilpotent sinifi 4 olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-
adim Fibonacci dizileri i¢in genellestirildi (Karaduman ve Aydin, 2003a). Daha sonra
exponenti p asal ve nilpotent siifi n olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci

dizileri i¢in genellestirildi (Karaduman ve Aydin, 2003Db).

Halkalarda Fibonacci dizileri ilk olarak 1970 da Decarli tarafindan calisildi. Keyfi bir
halka tizerinden genellestirilmis Fibonacci dizisinin tanimi verildi (Decarli 1970). R,
0zdes elemanli bir halka olmak tizere R nin elemanlarindan olusan dizi {M,,} oldugunda
My, My, Ay, ve Ay R nin keyfi elemanlar1 olmak tizere {M,} dizisinin elemanlari

sirastyla
MTL+2 = Aan+1 + AOMTl n 2 0 ( 11)

ile tanimland1 (Decarli 1970). R halkasi tamsayilar kiimesi olmak iizere (1.1)’in 6zel
durumlar1 ele alindi (Buschman 1963; Horadam 1961; Vorobyov 1963). Wyler ise
birimli, degismeli 6zel bir halka {izerinde (1.1) dizisini ¢alistt (Wyler 1965).

Mertebesi p? olan birimli halkalarin ve cisimlerin Fibonacci dizileri olusturuldu ve

periyotlar1 hesaplandi (Tagyurdu ve Giiltekin 2013, 2016).

Birimli keyfi bir halka {izerindeki {F,} Fibonacci dizilerinin periyotlar1 hesaplandi ve

Tridiagonal matrisi verildi (Tasyurdu ve Dilmen, 2017).

Son yillarda Fibonacci sayilari, genellestirilmis Fibonacci dizileri iizerine ¢ok fazla

caligmalar yapilmaktadir.

Sunulan bu tezde keyfi halkalarda tanimlanan Fibonacci dizileri ve m modiiliine gére bu
dizilerinin periyodu incelendi. Bu amagcla kuramsal temeller adin1 alan ikinci boliimde

temel kavramlar verildi.

10



Uciincii boliim dért baslik altinda toplandi. ilk olarak Fibonacci sayilari, Fibonacci
dizileri ve k(m) Wall sayisi tamimlanarak iki ve {i¢ adimli Fibonacci sayilarinin
ozellikleri verildi. Ikinci olarak Fibonacci dizileri ile matris arasindaki iliskileri verildi.
Ugiincii olarak ise k-adim Fibonacci say1 dizilerinin periyotlar1 ve bir grubun k-nacci
dizileri ve periyodu ile ilgili mevcut bilgiler temel teoremlerle sunuldu. Son olarak
halkalarda Fibonacci dizisinin tanimi ve ozellikleri verildi. Ayrica Mertebesi p? olan

birimli halkalarin ve cisimlerin Fibonacci dizileri periyotlart sunuldu.

Dordiincii boliimde ise ilk olarak keyfi birimli halkalar i¢in tanimlanmus {F, } Fibonacci
dizisinin matris temsili sunuldu. Tridiagonal matrisin determinanti yardimiyla bu
dizinin terimleri elde edildi. Birimli keyfi halka tizerindeki {F,} Fibonacci dizisinin her
bir teriminin katsayisina ve derecesine m modiilii uygulanarak elde edilen dizinin

periyodik oldugu gosterildi ve periyotlar elde edildi. Ayrica aile b birimli halkanin
keyfi elemanlari olmak iizere bu dizinin periyodunun R = [Z é] matrisi ile gerilen

devirli grubun mertebesine esit oldugu goriildii. Ayrica m modiiliine gore bilinen
Fibonacci dizilerinin Wall sayilari ile elde edilen birimli keyfi halka tizerindeki {F,}
Fibonacci dizilerinin periyotlari karsilastirildi. Son olarak birimli keyfi halka tizerindeki

{E,} Fibonacci dizilerinin periyodun daima gift say1 oldugu gosterildi.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boéliimde ¢alisacagimiz siiresince kullanilan bazi temel tamim ve teoremler ile

bunlarin 6zellikleri verilecektir.

Tamim 2.1: T bos olmayan bir kiime olmak {izere
xTXT->T

doniistimiine T {izerinde taniml1 ikili islem denir (Tasc1, 2007).

Tanmm 2.2: Bostan farkli bir kiime {izerinde bir ya da daha fazla ikili islem tanimlanmis

ise bu ikili islem ile birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. T kiimesi {izerinde bir

a" iglemi tanimlanmus ise bu cebirsel yap1 (T, ®) ile gosterilir (Callialp, 2001).

Tanm 2.3: T bos olmayan bir kiime ve T tizerinde bir ikili islem tanimli olsun.

e Vx,y,z €T igin "=" islemi i¢in

xa(ynz) = (xay)nz

ise "a" iglemi birlesimlidir.

e Vx€Tigin
Xde = enx = X

ise e € T elemanina "=" igsleminin birim eleman1 denir.

e Vx€eTigin
xox' = x'ox =e

ise x' €T elemanina "=" iglemine gore a nin tersi denir. Bu ii¢ sart1 saglayan (T,®)

cebirsel yapisina grup denir (Tas¢1, 2007).
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Tanim 2.4:(T, ®) cebirsel yapis1 grup olsun. Vx,y € T igin
xay = yox
ise (T, =) grubuna degisimli grup denir (Tasg1, 2007).

Tamm 2.5: (T, =) yapist bir grup olsun. Eger T kiimesi sonlu ise bu gruba sonlu grup,
eger T kiimesi sonlu degil ise (T,=) grubuna sonsuz grup denir. Sonlu bir grubun
elemanlarmin sayisina grubun mertebesi (kardinalitesi) denir. o(T) veya |T| ile

gosterilir (Tasg1, 2007).

Tamm 2.6: (T, =) cebirsel yapist grup olsun ve T nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi
de H olsun. Eger H,T grubundaki isleme gore bir grup teskil ederse (H, =) cebirsel
yapisina (T, &) grubunun bir alt grubu denir ve H < T seklinde gosterilir (Tasg1, 2007).

Asagidaki tanim ve teoremlerde ikili islem i¢in ¢arpimsal gosterim kullanilacaktir.
Tanmim 2.7: (G,") bir grup olmak tizere H = {a™ : n € Z} alt grubuna G nin a eleman
tarafindan tretilen alt grubu denir ve (a) ile gosterilir. Yani

(a) ={a":n€eZ}=H

dir. Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir: G bir grup olmak {izere
G de G = {a™ : n € Z} olacak sekilde bir a eleman1 varsa o zaman G grubuna devirli

grup, a elemanina da G nin tireteci denir. G = {(a) seklinde gosterilir (Tas¢1 2007).

Tamim 2.8: (T,-) cebirsel yapisi bir grup olsun ve T nin bir alt grubu ise K olsun.t € T
olmak iizere

Kt ={kt : k € K}
kiimesine K nin sag yan kiimesi

tKk ={tk: k € K}

kiimesine K 1n sol yan kiimesi denir.

13



Toplam notasyonu diistiniiliirse sirayla K+t={k+t:keK} ve
t+ K ={t+k:k €K} seklinde yazilir. Tiim sag ve sol yan kiimelerin sinifi T/K ile

gosterilir. Yani
T/K={tK:teT}={Kt:teT}
dir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.9: (T,") cebirsel yapist bir grup ve H < T olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

e Va€T,ve Vh € H icinaha™! € H dir.
e Vae€TiginaHa c H dir.
e VaeTiginaHa = H dir.
e Va€Ti¢inaH = Ha dir (Tasg1, 2007).

Tamim 2.10: Teorem 2.9 da denk kosullarindan birini saglayan T nin bir H alt grubuna

normal alt grup denir ve H < T ile gosterilir (Tasg1, 2007).

Tamm 2.11:(T,-) cebirsel yapis1 bir grup, A da bos olmayan bir kiime olmak tizere A y1
ihtiva eden T nin biitiin normal alt gruplarinin ara kesitine A nin normal kapanigi denir

(Callialp, 2001).
Tanmm 2.12:K , (T,-) grubunun bir normal alt grubu ise T /K kiimesi
(Ka) - (Kb) = Kab
veya
(aK) - (bK) = abK

islemine gore bir grup teskil eder. Bu gruba T nin K ye gore boliim grubu veya
faktor grubu denir (Bayraktar, 2006).

14



Tamm 2.13: (T, =) ve (T',0) iki grup t: T — T’ bir doniisiim olsun. Eger Vx,y €T

icin
t(xmy) = t(x) o t(y)
esitligi varsa t ye T den T’ ne homomorfizm denir (Tasc1, 2007).
Tamm 2.14: (T, =) ve (T',0) iki grup ve t: T — T' bir doniisiim olsun. Eger

. t bire bir ve orten

e Vm,n €T igint(mean) = t(m)ot(n)
ifadeleri saglaniyorsa t ye T ile T' arasinda bir izomorfizm denir (Tasg1, 2007).

Tamim 2.15: R bostan farkli bir kiime olmak tizere, lizerinde tanimli iki ikili iglem " + "

ve " - " olsun. Asagidaki aksiyomlari saglaniyorsa (R, +,-) cebirsel yapisina halka denir.

e (R, +), bir degismeli gruptur.

. - " iglemi R de birlesimlidir.

o - "igleminin " 4+ " islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir

(Tase1, 2007).
Tamm 2.16:(R, +,-) bir halka olsun.

e Vm,n € Ri¢inmn =nmise R degismeli bir halkadir.

e (R,") birimli ise (R, +,") halkasina birimli halka ve (R,") nin birim elemanina R
halkasinin birim elemani denir. R halkasinin birimi "15" ile gosterilir.

e (R,+,") halkasinin " + " iglemine gore birim elemanina halkanin sifir eleman

denir ve "0g" ile gosterilir (Callialp, 2001).

Tamim 2.17:(R, +,-) bir halka olsun. x € R i¢in x in R de ¢arpma islemine gore tersi
varsa x e R de aritmetik birim denir. Aksi halde x e R de aritmetik birim degildir denir
(Tasc1, 2007).
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Tamim 2.18:(R, +,") bir halka ve H kiimesi de R nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger (H, +,) cebirsel yapisi bir halka ise bu halkaya (R, +,-) halkasinin bir alt halkasi
denir (Tas¢1, 2007).

Tamm 2.19: Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemani aritmetik

birim ise bu halkaya cisim denir ve F ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 2.20: (F,+,-) bir cisim ve F nin bostan farkli bir alt kiimesi S olsun. S nin

(F, +,") deki islemlerine gore bir cisim ise S ye F nin bir alt cismi denir (Tasg1, 2007).

Tamim 2.21: F bircisimve a;; € F (1 <i <m, 1 <j < n) olmak iizere

a, &, ... A,
a21 a22 aZn
CH: W

seklindeki bri diktortgen tabloya matris denir (Tas¢t, 2011).

Tamim 2.22: n X n tipindeki tridiagonal matris

8y ap
8y &y
A(n) = 8y g
A(n-1)n
By

seklinde tanimlanir (Koshy , 2001).
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Teorem 2.23:

8y ap
8y &y Ay
A(n) = 8y g
&(n-1)n
an(nfl) a,,

matrisi tridiagonal matrislerinin bir ailesi olmak {izere A(n) matrislerinin

determinantlari
det(A(l)) = a11

det( A(2)) = az2a1; — 51015

det( A(n)) = ap, det( A(n — 1)) — anm-1)amn-1)n det( A(n — 2))

dir (Cahill vd., 2002).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde, 6nemli bilim dallarinda yer alan ve bir¢ok c¢alismaya konu olmus
uygulama sahalar1 genis olan ikinci mertebeden lineer Ozel sayir dizilerinden olan
Fibonacci sayilart ve k-adim Fibonacci dizileri hakkinda temel tanim, teorem ve

Ozellikleri hakkinda bilgi verilecektir.
3.1. k-adim Fibonacci Dizileri

19. ylizyil say1 teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nin Liber Abaci adl
eserinde gordiigii bir problemdeki 0,1,1,2,3... dizisine Fibonacci dizisi, bu dizinin
terimlerine ise Fibonacci sayilari ismini verdi. Bu dizinin rekurens bagintisi asagidaki

tamim ile verildi.

Tamim 3.1: Baslangi¢ degerleri f, = 0, f; = 1 olmak {izere

fa = fa-1t fa-z nz=2

ile tamimlanan {f;, },,»o say1 dizisine Fibonacci dizisi denir. Bu say1 dizisinin terimlerine

Fibonacci sayilar1 denir (Koshy, 2001).

Fibonacci dizisinin bazi sayilar1 soyledir:

fnm 0O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Tanim 3.2: Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

g0 = i fix!
i=0

olarak tanimlanir (Koshy, 2001).
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Tanim 3.1 deki rekurens bagmtisi kullanilarak {f,,} Fibonacci dizisinin herhangi bir
terimini elde etmek i¢in kendisinden onceki tiim terimlerin bilinmesi gerekmektedir.
Fibonacci dizisinin genel formiilii olarak bilinen Binet formiilii, dizinin herhangi bir
terimini kendisinden onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan bulmamiza

olanak saglar.

Simdi Fibonacci dizisinin Binet formiiliinii verelim. f,, = m" yineleme bagintisi,

Fibonacci dizisinin f,,, = fn4+1 + fn rekurens bagintisinda kullanilirsa
fo+z = fos1 T fn > mE=mM +m”
= m"(m?) = m"(m+ 1)
>m?=m+1
elde edilir. Bulunan
m2=m+1

denklemine Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin kokleri o ve

P olarak alinirsa

olarak bulunur. Denklemin kokleri arasinda

a+p=1
af = -1
a—ﬁ=\/§

esitlikleri vardir.
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Fibonacci dizisinin Binet formiili

an_ﬁn

h=—"p

seklindedir. Gergekten Fibonacci dizisinin geren fonksiyonu

g(x) = ifixi

olmak tlzere

g0 —x =) fix!

i=2

= (Fiax + fixh)
i=2

& z fi-x' + Z fi-z X!
i=2 i=2

=foixi +x22fixi

i=1 i=0

xg(x) + x2g(x)

olup

X

I =1T—"""12

olarak bulunur.
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Bulunan son esitlikte @ + 8 = 1 ve aff = —1 degerleri kullanilirsa

X

g(»c)=1_x_x2

X
=1—(a+,8)x+aﬁx2

X

" A —an - px)

_ @—px
V5(1 — ax)(1 — Bx)

(A =px)—(1—-ax)
- V5(1 — ax)(1 — Bx)

1 1
T Vs —ax) V5(1—Bx)

olup
1 1

V5(1 — ax) - V5(1 = Bx)

g(x) =

esitligi elde edilir. Geometrik seri kurali g6z oniine alinirsa

1 1
g(x)=\/§(1_ax)—\/§(1_ﬁx)
= \/_1§{(1 + (ax) + (ax)Z + (ax)3 + ) — (1 + (ﬁX) + (,BX)Z + (ﬁX)3 + )}
1
:ﬁ((‘x—ﬁ)x‘F(az—ﬁz)x2+(a2—ﬁz)x2+...)
I, . e
- (al _ﬁl)xl — fixl
) >
elde edilir.
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(1+v5) ve

Buradan a = B = @ icin @ — 8 = V/5 olup Fibonacci dizisinin Binet
formiili
a — ﬁn
o
olarak elde edilir. Ayrica
an — ﬁn
=g

(5257
B V5

_ (1+v8)" -(1-v3)"
s e

olarak yazilabilir.

Fibonacci dizilerinin bilinen birgok 6zelligi vardir. Bunlardan bazilar ispatlanmamis ve

ispatlanmay1 bekleyen 6zelliklerdir. Fibonacci dizisinin herhangi bir terimi bir 6ncekine

boliindiigiinde ve bolimi n — oo alindiginda lim Fres (12—\/—5) =1,61803398....

n-o K
sayisi elde edilir. [rrasyonel say1 olan bu sayiya ‘Altin Oran’ denir. Asagidaki sekilde bu

durum gosterilmistir.

Sekil 3.1. Altin Oran

12338
il (e
2 - WL e L e L e
il /\f“—— _____ ——
=]
ﬁ 1 +---- (R PR P LA R LS PR TR PR gL R PR R PRI TR S L
sy
T T T
a . } : } : : : t }
1 1 z 3 5 5] 13 21 34 55
Fitonacei munber
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Ayrica Fibonacci dizisinin 1raksak bir dizidir. Ger¢ekten

n+1l o o ntl
((1+2\/§)) _((1 2\/3))
1 fn+1 _ \5
—00 —00 VEN" —VE)\"
n fn n ((1+2 5)) _((1 - 5))
Vs
(1+J—) n+1{1 E1 \/\/:g ”“}
1+
= lim vs
n—oo (1+r) {1 El Q }
1+
V5

" el
5 m ((ﬂ :m{l - Gﬂ n }
(57 {1 - <(1+fs>> }

_ (1+v5)
=

olup

fus _ (1+15) _

lim
Ao fy 2 “
olur. Buradan n — oo igin
1++5
L=1 frs _ ( ) —1,61803398 > 1
n—-oo f’l’l 2

olup D’alambert testine gore L > 1 oldugu i¢in Fibonacci dizisinin 1raksak bir dizidir.

Asagida teorem ile tez calismamiz kullandigimiz, {f,},so Fibonacci dizisinin bazi

onemli ozellikleri verilmistir.
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Teorem 3.3: m,n € Z* ve n. Fibonacci sayis1 f,, olmak lizere

L fo=5m () + ()5 +(B)52 + ]
X1 fi = faaz — 1

iil. Xy fi2 = fo fasn

V. fasifm + fofm-1= fimn

V. farifa-1 — fn2 =(=D"

Vi .2+ foi1’ = fonta

vii. fn+12 " fn2 = frn+2fn1

viii. m|n ise f,,|f

IX. filfn isSe mn

dir (Renault 1996; Koshy 2001).

Ispat:

i. Ispat icin Fibonacci dizisinin Binet formula kullanilirsa

at—pn

a-p

fo =

= 5l +V5)" - (1 -vE)]

= sl Vs + OV + o[- [1- Vs + G5 — ]}

w5 + GV + ()V5 + -]

- Zn—l\/g

=7 (D + )5+ (5% + ]

olup istenilen elde edilir.
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Zn:fi = ez — 1)

ifadesinin ispati tiimevarim yontemiyle yapilabilir. Fibonacci dizisinin tanimindan

fo=0,fi=1f, =1,f; =2 olmak lizere n =1 igin

1
Zfi:(fnz—l)
i=1
fi=fiz—1
1=2-1
1=1

olup ii. siktaki esitlik n = 1 i¢in dogrudur. Simdi n = k i¢in ii. siktaki esitligin dogru
kabul edip n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Kabulden n = k i¢in

h+ht+ha+fat ot ficitfi=fraza— 1

dir. Bu durumda esitligin her iki yanina f;,; eklersek
hith+fthttfioatfitferr = ferr T foaz =15 fraz =1

elde edilir bu ise ispat1 tamamlar.

iii.

Zn:fiz = fafn+1

ifadesinin ispati n lizerinden tiimevarim yontemiyle yapilabilir. n = 1 i¢in

fiz =ff, =11

-
||M>-\
[uny

olup iii. siktaki esitlik n = 1 i¢in dogrudur. Simdi n = k i¢in iii. siktaki esitligin dogru

kabul edip n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
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Kabulden n = k igin

fi2 = frfk+1

||'Mw
a

olup n =k + 1 igin iii. siktaki esitligin dogru oldugunu gosterelim.
k+1 k
D= S fend”
i=1 i=1
= fufirr + furr”
= fr+1(fe + frer1)
= frr1fk+2
olur. istenilen elde edilir ve ispat tamamlanur.
v.
fosifm + fofm-1 = fin

ifadesinin ispat1 tiimevarim yontemiyle yapilablir. m veya n degerlerinden biri sabit

tutulup digeri lizerinden timevarim uygulanirsa ispat tamamlanir. n = 1 i¢in

fm+1 = fofm + fifm-1 = fon + fa

olup iv. siktaki esitlik n = 1 i¢in dogrudur. Simdi n = k i¢in iv. siktaki esitligin dogru
kabul edip n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Kabulden n = k i¢in

fm+k = fresrSm + fifm—1

dir. iv. siktaki esitligin n = k + 1 dogrulugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Kabulden

n = k — 1 dogru oldugu bilinmektedir.
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Buradann = k — 1 i¢in

fm+k = frrrfm + fufim-1
fm+te-1) = fifm + fe—1fm-1
olup esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
fmek + fmee—1) = fesrSm + fifm—1 + fifm + fe-1fm-
= (fes1r + fidfn + (fie + fie-1) fm—1
= fr+2fm + frr1fm-1

fm+(k+2) = fre2fm + fesrfm—1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

frsrfao1 = fu? = (D"
ifadesinin ispat1 i¢in
frerfao1 = fo? = et + f)foos = fo
= fat” + fafacs = fo
= fat” + folfaet = o)
= fa1” — fafaz
= = (ffa-z = fo-1?)

olup

fr+ifao1 — fnz = — (fufn—2 — fn—lz)

elde edilir.
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Son esitlik lizerinden benzer diisiince ile devam edilerek
— (fufn-2 — fn—12) = (-1)? (fu-1fn-3 — fn—zz)
= (_1)3 (fn-2fn-a _fn—32)

= (_1)4 (fn-3fn-s — fn—42)

= (D" (fif-1 = fo)
= (-1"
olup
fasifar = f” = (D"
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

vi. Ispat igin iv. siktaki f41fm + frufm-1 = fman esitlik kullanilirsa

fol + fasd” = fafo + fasifarn
= fafa + Untfa-1)fasr
= fafn + fafaer + fa-1frer
= faln + fre1) + fao1fnsa
= fafnsz + facifasn
= fatme)
= fant1

olup ispat tamamlanur.
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vii. Fibonacci dizisinin f,;, = fh+1 + fn rekurens bagintisi kullanilirsa

fn+12 - fnz = (farr + ) (frrr — fo)
= fo+afn-1
olup
fn+12 - fnz = fo+2fn-1
dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
viii. m I n olmak {izere

fnlfn

ifadesinin ispat1 timevarim yontemiyle yapilabilir. m veya n degerlerinden biri sabit

tutulup digeri lizerinden tlimevarim uygulanirsa ispat tamamlanir. n = 1 i¢in

fnlfin

olup viii. siktaki esitlik n =1 igin dogrudur. Simdi n = k igin viii. siktaki esitligin
dogru kabul edip n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Kabulden n = k i¢in

fm Ifmk

dir. viii. giktaki esitligin n=k+1 i¢cin f |fipks1) oldugunu gdsterirsek ispat

tamamlanir. Fibonacci sayilar arasinda
fm(k+1) = f(mk+m) = f(mk—l)fm + fnifm+1

olup fi Ifmk oldugundan fr, 1fm k1) dir. Istenilen elde edilmis olup ispat tamamlanir.
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IX. fmlfn oldugunu kabul edip m|n oldugunu gosterelim. Bolme algoritmasindan
0 <r <m igin n = gm + r dir. Bu durumda tamsayilardaki boliinebilme 6zelliginden

ve Fibaonacci sayilarinin 6zelliklerinden
fa = foemefm + frnmmyfm-1)
esitligi kullanilirsa
flfon—m)fim-1

dir. Fakat (fi,, fm—1) = 1 oldugundan f,,|f,_,, dir. Benzer sekilde f,|fn—2m dir. Bu

diisiince ile devam edilirse

fm fn—qm) V& fin Ifr
dir. Buise r = 0 ve n = gm olmasi ile saglanir. Boylece m In’dir
Sonug¢ 3.4: (m,n) = 1ise fofulfmn dir.

Ispat: m|mn ve n|mn olmak iizere Teorem 3.3 iin viii. sikkindan

flfrn V€ falfinn

dir. Buradan
(fins fn) = obeb(fin, fn)
dir. O halde
(fins fin-1 | finn
olur. Fakat
(fns fn) = fommy = 1 = 1
oldugundan

(fms fm-1) | fonn

dir. Boylece f, fulfinn dir.
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Teorem 3.5: n. Fibonacci sayisi f;,, olmak iizere

o fon =fii +2fn-1hn

o farrifoner = fareny + fik

o 2(fafiia) = firafd

o D"F=fE farrfar

o (~D"faem = fafmer + fnfara
* fotm = farsfmer = fa-1fma

o fo=fuforiom + fn-1foom

o fafar1 = facifara + (D
o fitfatfst -+ fon1= fon
o fimfatfi—fot+ DM = (DM + 1
dir (Vajda 1989; Renaut 1996).

Simdi k-adim Fibonacci dizisinin tanim1 ve 6zellikleri verilecektir.

Tanmm 3.6: j < k olsun. Sonlu bir G grubundaki k-nacci dizisi, verilen bir baslangi¢

kiimesi xg, X4, ..., Xj-1 icin her bir eleman1

{xoxl o Xp—1 , j<n<k
X, =
Xn—kXn—-k+1 = Xn-1 nz=k

ile tanimlanan x, x4, X5, X3, ..., Xy, ... grup elemanlariin bir dizisidir.

X0, X1, .., Xj_1 ile gerilen bir G grubunun k-nacci dizisi F,(G ; xo,%y, ..., xj_1) ile

gosterilir (Campbell vd., 2004).
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Ornegin; 3-nacci dizisi olusturalim. Tanim 3.6 dan

_ {xoxl N ) j<n<3
Xn—kXn—k+1 - Xn-1 nz=3

olup buradan dizinin ilk birka¢ elemani
n = 1i¢in1 < 3 oldugu i¢in x; = X,
n = 2igin 2 < 3 oldugu i¢in x, = xyxq,
n = 3 i¢in 3 = 3 oldugu igin x5 = xyx;1X;,
n = 4ic¢in 4 = 3 oldugu i¢in x, = X;XyX3,
n = 5i¢in 5 > 3 oldugu igin x5 = x,X3X,
seklindedir. Benzer sekilde devam edilirse dizi
{ X0, X0X1, X0X1X2, X1X2X3, X3 X3X4 ... }
seklinde yazilabilir.

Tamsayilarda her bir eleman m modiiliine gore indirgendiginde elde edilen klasik
Fibonacci dizisi F,(Z,,;0,1) olarak yazilir. Sonlu bir grubun Fibonacci dizisi, grup

elemanlarinin 2-nacci dizisi olarak adlandirilir.

Tanmm 3.7: Sonlu bir G grubunun her eleman1 dizide goriilecek sekilde bir k-nacci

dizisi varsa bu sonlu G grubuna k-nacci dizilendirilebilir denir (Knox, 1992).
Ornegin; Z, ={0,1,2,3} i¢in (Z,, +) grubunun 3-nacci dizisi

01123, 1,0,1, ..

seklinde olup grubun her elemani dizide mevcuttur. Dolayisiyla (Z,, +) grubu 3-nacci

dizilendirilebilirdir.

Tamim 3.8: Belli bir noktadan sonra grup elemanlarinin dizisi sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyorsa grup elemanlariin dizisine periyodiktir denir (Knox 1992).
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Tammm 3.9: Periyodik dizide tekrarlanan alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin

periyodu denir (Knox, 1992).
Ornegin;
a,b,c,d,e b,cd,e,..
dizisi baslangi¢ elemani olan a elemanindan sonra periyodiktir ve periyodu 4 tiir.

Tammm 3.10: Diziyi, ilk k elemani tekrarlanan bir alt dizi olusturuyorsa diziye k

periyotlu basit periyodik dizi denir (Knox, 1992).
Ornegin;

a,b,cdef,ab,cd,e,f,..
dizisi 5 periyodu ile basit periyodiktir (Knox, 1992).

Tanim 3.6  daki  Fo(G; x, %y, ..,xj_1)  k-nacci  dizisinin  periyodu

Pk(G 5 X0, X1, ...,xj_l) ile gosterilir.

Ornek 3.11: {(a,b; a? b™ (ab)?) temsili ile tanimlanmis 2n. mertebeden olan D,

dihedral gruplarin Fibonacci dizisinin periyodu 6 dir. Gergekten

ab,

bab = a,
aba = b1,
ab™1,

b~ lab™! = q,

ab la = b,

dir.
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Yani D,, dihedral gruplarin Fibonacci dizisi
{a,b,ab,b™Y,ab™%,a,b,..}

seklindedir. Dolayisiyla P,(D,, ; a,b) = 6 dur.

3.2. Fibonacci Dizilerinin Matris Temsili

Bu bolimde Fibonacci dizisinin terimleri ile matrisler arasindaki bagintilar verilecektir.

Asagidaki teorem Fibonacci dizisinin terimlerinin matrisler yardimiyla gésterimini ifade

etmektedir.
. (1 1 N
Teorem3.12:n>1veQ = (1 0) olmak tizere
Qn — (fn+1 le )
fn fn—l

dir (Koshy, 2001).

Ispat: Ispat: tiimevarim ydntemini kullanarak yapalim Yani her n dogal sayist igin

o= )

oldugunu gésterelim. iddianin n = 1 i¢in
1 _ f 2 f 1> — 1 1 —
¢ (f 1 Jo (1 0) ¢
seklinde olup dogru oldugu gériiliir. Iddianin n = k i¢in dogru yani,

ot = (e S )

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

34



Buradan

P V)
P 2@ o)

(fera t i Jiwr)

o= (%
(

= (e o)

— Qk+1

bulunur ki bu da iddianin n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
Sonug¢ 3.13: m,n = 1 olmak tizere

Qm+n — Qan
dir (Koshy, 2001).

Ispat: Ispati tiimevarim yontemini kullanarak yapalim. Yani her m,n dogal sayis1 igin

m yi sabit tutup n ye gore tiimevarim yapalim. Teorem 3.12 den

om= (P )

dir. n = 1 i¢in iddianin dogru oldugunu yani
Qm+1 — Qle

oldugunu gosterelim.
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n =1 i¢in

o= )G %)

U [y

= (it I S

= (e o)

— Qm+1
seklinde olup iddianin dogru oldugu goriiliir. Iddianin n = k igin dogru yani,

QmQk = (fm+k+1 fm+k )

fm+k fm+k—1

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Buradan

o= ()G )

_ (fm+k+2 fm+k+1)

fm+k+1 fm+k

olup iddian = k + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Sonug 3.14:

I. fm+n+1 = fm+1fn+1 + fmfn

i fan = fnfnsr + fn-ifa

i fnin = fneafo + finSr1

V. fnan-1 = fnfo + fin-1fn-1

dir (Koshy, 2001).
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Ispat: Teorem 3.12 den

o= )= )

dir. Sonug 3.13 den Q™*"™ = Q™Q" oldugundan

(f?; fﬁl) (fr}: fﬁl)z(fmm fm+n>

fm+n fm+n—1

dir. Buradan

(fprafues & Ife SnsiFo % Jnfo3) _ (Fnenes - fon )

fm+n fm+n—1
olup iki matrisin esitliginden
fnin+1 = fn1foer + finfn
fmin = fnfne1r + fin-1fn
fmin = fmrifo + fnfo-1
fman-1 = fnfu + fm-1fn-1
yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.15:

fn+1 fn

|Q|n - fn fn—l

= fn+1fn-1 — fn2 = (D"

dir (Koshy, 2001).
Ispat: Ispat: tiimevarim yontemini kullanarak yapalim Yani her n dogal sayist igin

Q1" = (="

oldugunu gosterelim.

37



Iddianin n = 1 i¢in

2 h

£ Rl ERh-A =D =1

QI =

seklinde olup dogru oldugu gériiliir. Iddianin n = k i¢in dogru yani,

_Nfrerr Sk
lo1* = | fr

| = fetfir =17 = 1"

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim. Buradan

kinn _ ker S |2 A
RFICE=1"¢" £ llf %
= (—D(=1)!
= (-1

bulunur ki bu da iddianin n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Tamm 3.16: f, =0, f; =1ve f, = 1igin
fs=hthtfofa=fhthatfi.fo=fo1t fo2t fus

seklindeki sayilara ise 3-adiml1 Fibonacci sayilar1 denir (Koshy, 2001).

Simdi 3-adiml Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerini igeren teorem verilecektir.

Teorem 3.17: fo, f1, f2, --- » fu, -~ 3-adim Fibonacci dizisi i¢in

o fotfitfotadfy= (fn+3—]2cn+1—1)

o fitfotfot A fony= (f2n+2;f2n+1)

° fO + f2 + ﬁ} 4ot f2n — (f2n+1;f2n—1)

o fo+fEHfEt -t fiE= fufur

yazilir (Koshy, 2001).
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3.3. k-adim Fibonacci Say1 Dizilerinin Periyotlari

3.3.1. Fibonacci dizilerinin m modiiliine gore periyotlari

Baslangic degerleri f, = 0, f; = 1 olmak lizere

fuo = fa-1t fa-2, nz=2

bagintist ile tanimlanan Fibonacci dizisinin her f, terimi m modiliine gore

indirgenebilirdir.
m modiiliine gore Fibonacci dizisinin periyodu (f,,(mod m))n-_o ile gosterilir.

Tanmm 3.18:(f,(mod m))y-_. dizisinin periyodunun minimum uzunlugu Wall sayisi

olarak adlandirilir ve k = k(m) ile gosterilir (Wall, 1960).
Wall sayisinin hesaplanmasina iliskin birkag 6rnek asagida verilmektedir.

Ornek 3.19:

i. m = 3 ise Wall sayis1 8 dir ve k(3) = 8 olarak yazilir.
ii. m =4 ise Wall sayis1 6 dir ve k(4)=6 olarak yazilir.
iii.m =5 ise Wall sayis1 20 dir ve k(5)=20 olarak yazilir.

Tablo 3.1. Wall sayilart

n 123456789 101112 13 14 15 16 17 18 19 20

fnmod 3 01120221011 202 210112

fnmod 4 01172310112 3 101 123101

fnmod 5 01123033140 443 202241
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Simdi k(m) nin bilinen bazi1 dzellikleri asagidaki teoremler ile verildi.

Teorem 3.20: Eger k(p?) # k(p) ise k(p®) = p®~1k(p) dir. Ayrica t, k(p') = k(p)
esitligini saglayan en bilyiik tamsay1 ise e >t olmak iizere k(p®) = p® tk(p) dir
(Wall, 1960).

Ormegin; p = 3 icin k(3%) = k(9) = 24 ve k(3) = 8 dir. Dolayisiyla

k(3%) # k(3)

olup
k(3%) = 3271k(3)
24 =3.8
24 =24
olur.

Teorem 3.21: m =p = 10x + 1 ise k(p)|(p — 1) dir (Wall, 1960).

Ornegin; x = 3 i¢in p =29 ya dap = 31 olup k(29) = 14 ve k(31) =30 dur.

Buradan
k(29)|28
14|28
ve
k(31)|30
30|30
olur.
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Teorem 3.22: n > 3 i¢in k(n) cifttir (Wall 1960).
Ornek 3.23: m = 2 icin
0,1,1,0,1,..
olup Wall sayis1 k(2) = 3 olup tek sayidir. m = 3 igin
0,11,202210,1,..

olup Wall sayis1 k(3) = 8 olup cift sayidir. Benzer sekilde devam edilerek k(5) = 20,
k(6) = 24 oldugu goriiliir.

Teorem 3.24: f,(modm) dizileri basit periyodiktir (Wall, 1960).

Ispat f,,(modm) dizileri sonlu sayida m? ciftlerinden olustugundan elemanlar: tekrar

eder. Buradan Fibonacci dizisinin tanimini kullanirsa
fa-1 = foe1 — T
dir. Bu baginti ile
fre1 = fsn1
ft = fs(modm)
olup
frorn— [t = fori— F
ft-1= fs—1

elde edilir. Buradan ayni oranda indisleri arttirarak veya azaltarak elde edilen dizinin

elemanlarinin ayni oldugu goriiliir.
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Dolayistyla

ft-1-s+2 = fo—1-s+2

fe—s+1 = f1

ve

ft—1-s+1 = fs—1-s+1

ft—s = fO

dir. Buradan

ft-1= fs-1, ft—2 = fs-2 s ft=s+1 = [, fe-s = o
olur. Boylece diziler periyodiktir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.25: Eger m, m = [[p;® asal ¢arpanlamaya sahipse ve k;, F,(modp;°)
periyod uzunlugunu gosteriyorsa k, k; nin en kiigiik ortak kati olan lcm[k;] ye esittir.

Yani k = lem[k;] dir (Wall, 1960).

Ispat: “k;, E,(modp;®) periyodunun uzunlugudur” ifadesi F,(modp;%) dizilerinin
sadece ck; uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar ettigini vurgular. “k, F,(mod m)
periyodunun uzunlugudur” ifadesi ise F,(modp;®?) nin tim i degerleri igin k
terimlerinden sonra tekrar ettigini vurgular. Dolayisiyla k, i nin tiim degerleri i¢in ck;
seklindedir. Boyle sayilar F,(mod m) nin bir periyodunu verdigi i¢in k = lcm[k;]

esitligi elde edilir.

Teorem 3.26: E, = 0(mod m) terimleri basit bir aritmetik sira seklindedir. Yani
x =0,1,2,..ve d = d(m)olan bazi pozitif tamsayilar i¢in n = xd tim F, = 0(mod m)

terimlerini saglar (Wall, 1960).
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Ispat: i>j olmak iizere (F,F,41) =1 Ve Fyp = F,1F;+ F,F,_;bilinen

bagntilarindan F; = 0(mod m) ve F; = 0(mod m)’den
Fiyj = 0(mod m) ve F;_; = 0(mod m)
elde edilir. goriilebilir. 11k olarak n = i ve t = j diizeni i¢in
E, = 0(mod m)
F; = 0(mod m)
olur. F; = 0(mod m) ve F; = 0(mod m) kullanilarak
Fovt = FppaFe + By Fe g
Firj=Fi F+ FF
Fiyj = 0(modm)

elde edilir. Daha sonra n+t =i ve n =j diizeni igin F; = 0(mod m) kullanilarak

t =1—j alinirsa
Fi = Fuyt
= Fp1Fe + BFey
= Fpy1Fe + FiFe 4
= Foi1F
elde edilir. F; = 0(mod m) oldugundan
F,11F; = 0(mod m)

dir.
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(E,, F,+1) = 1 ve E, = 0(mod m) bagintilarindan
F, = F;_j = 0(mod m)

ikinci bagint1 elde edilir. Dolayisiyla n degeri n = xd seklindeki gibi bir modiiliin
negatif olmayan terimlerin igerigi ile ilgilidir. Teorem 3.1.3.1.7 ye gore sonug Fj 1n
sadece F, = 0(mod m) olmadigini ayrica d > Ooldugunu gosterir ve teoremin ispati
tamamlanir. Yani n = xd, E, = 0(mod m)igin d > 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla

arada belli bir artis olacak ve x = 0,1,2, ... i¢in n ler dizide bulunacaktir.

Ayrica d|k oldugu belirtilmelidir. d < k ile birgok m degeri bulunabilir (Wall, 1960).

3.3.2. k-adim Fibonacci dizilerinin m modiiliine gore periyotlar:

Tamm 3.27: n>k, 1<i<k icin 9 =0 ve £ =1 olmak iizere k-Fibonacci
dizisinin n. terimi £ ile gosterilir ve
k k
R =T £ (3.1)

olarak tanimlanir.

Tanim 3.27 den, f, (em) — fi(k)(modm) olmak iizere bu diziyi m modiiliine

indirgeyerek

flk,m) = (ﬁ(k'm) f(km)’ . f(km), )

seklinde tekrar eden bir dizi elde edilir. Buradan

flem) = (£, [, e, f5™,10) = (0,0,...1)

elde edilir. Bu ise (3.1) bagintisi ile aynidir (Lii ve Wang, 2007).
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Teorem 3.28: {f (m, k)} dizisi periyodik bir dizidir (Lii ve Wang, 2007).

Ispat: S, = {(as,a,, ...,a) : 0 <a; <m—1}olsun. |S,| = m* olup sonludur. Yani

(km) _ (k,m) f(k m) f(k ,m)

u+1  — Ju+1 u+k v+k

olacak sekilde u > 0 i¢in v = u sayist vardir. Tanim 3.1.3.2.1den,

k-1

(k) _ (k)
n+k Z fn+}

j=0

olup
£00 — £ 2 (k)
n+k n+]
dir. Buradan
fu(k.m) — fv(k,m) f(km) f(km) f(km) f(km),__ (km) _ fv(k 1::1_)2
ve

f(k m) _ — f(k ,m)

v—u+1
elde edilir. Bu ise f (k, m) dizisinin periyodik bir dizi oldugunu gosterir.

hi,(m) ile f(k,m) nin en kiigiik periodu gosterilir. f(k,m) nin periodu ya da m
modiiliine gore k-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1 diye adlandirilir (Lii ve Wang,

2007).
Ornek 3.29: £(4,3) dizisi igin
f(4,3)=(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0, 1, ...)

olup her 26 terimde bir baslangi¢ elemanlariyla tekrar eder. Dolayisiyla h,(3) = 26 dir.
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3.4. Halkalarda Fibonacci Dizileri

Tamim 3.30: R birim elemanli bir halka olmak {izere {M,}, R nin elemanlarinin dizisi
olsun. My, M;,a ve b ise R nin keyfi elemanlar1 olmak iizere {M,} dizisinin elemanlari

sirastyla
My, =bMyq +aM, n=012,--
bagntisi ile tanimlanir (Decarli, 1970).
{M,,} dizisinin 6zel hali olan {F,} dizisi Decarli tarafindan asagidaki gibi verilir.

Tamim 3.31: R bir halka, Fy = 0 ( halkanin sifir1), F; = I (halkanin birimi) a ve b ise R

halkasinin keyfi elemanlar1 olmak {izere halkalardaki Fibonacci dizisi {E,}
Fn+2 = bFn+1 + aFn n=>0 l(;ln
olarak tanimlanir (Decarli, 1970).

Ornek 3.32: p asal say1 olmak iizere a ve b elemanlari ile gerilen 9. mertebeden birimli
halka

G={ab|3a=3b=0,a2=0,b>=b,ab=a,ba=a )
olsun (Fine,1993).
Simdi Tanim 3.31 i kullanarak Ornek 3.32 de verilen 9. mertebeden halkanin Fibonacci
dizisini yazalim. Fy; = 0, F; = 1 ve a, b ise G halkasinin gerenleri olmak iizere
Fny2 = bFyyq + aFy

bagintist kullanarak G halkasinin Fibonacci dizisini olusturalim:
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F,=0,
F, =1,
F, =b1+a0
= b,
F; = bb + al
=b’+a
=b+a
F,=b(b+a)+ab
= b% + ba + ab
=b+a+a
=b+ 2a
Fe =b(b+2a)+a(b+a)
=b(b+a+a)+ab+a?
=b?*+ba+ba+a+0
=b+a+a+ta
=b+ 3a
=b
Fg =bb+ a(b + 2a)
=b? +a(b+a+a)
=b + ab + a* + a?
=b+a+0+0
=b+a
F, =b(b+ a)+ a(b)
= b?+ ba+ ab
=b+ 2a

dir. Buradan

0,1,b,b+a b+ 2a,b,b+a,..

seklindedir.
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Dolayistyla
{E,}={0,1,b,b+a,b+2a,b,b+a,..}
dir.
Teorem 3.33:
Fryo = bFpyq + aFy
ise
Fryz2 = Fpyb + Fia
dir (Decarli, 1970).
Ispat: Ispat1 tiimevarim yontemini kullanarak yapalim. Yani n > 0 icin
Fryz = bFyyq + aF,
ise
Fryz2 = Fpyib + Fra
oldugunu gosterelim. Ik olarak n = 0 icin
F, = bF; + aF,
dir. Buradan
F, = bF, + aF,
= b1+ a0
=1b + 0a
= F,b + Fya

dir.
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Yani
Fz = Flb + Foa

dir. n = k dogru yani,
Fiyz = bFyyq + aFy
ise
Fy+2 = Fxs1b + Fra
oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 dogru oldugunu gdsterelim. Buradan
Fry142 = DFgi141 + aFqq
Fiy3 = DFyyp + aFpyq
olup
Fyy3 = Fg2b + Fyiqa
oldugunu gostermeliyiz. Kabiiliimiizden
Fy13 = bFyyz + aFyyq
= b(bFy41 + aFy,) + a(bF, + aFj_1)
= b(Fi41b + Fra) + a(Fyb + Fy_qa)
= b(Fy4+1b) + b(Fra ) + a(Fyb) + a(Fx_1a)
= (bFi41)b + (bF)a + (aFy)b + (aFy_1)a
= (bFi41)b + (aFi)b + (bF)a + (aFy_1)a
= (bFy41 + aF)b + (bF, + aFy_1)a
= Fiy2b + Feaa

elde edilir.
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Dolayistyla
Fiy3 = DFyyp + aFpyq
ise
Fiy3 = Fgi2b + Fiqa
dir. Ispat tamamlanr.
Tanim 3.31 den F,,;5, Fp43, Frys Ve Fp 45 asagidaki gibi yazilabilir.
Fpiz = bFyyq +ak,
Fpis = bFpyp + aFpy
= b(bFyy1 + aky) + aFyiq
= b2F,,1 + baF, + aFy 4
Fpia = bFyi3 + akFyy,
= b(b%F,,, + baF, + aF,,,) + a(bF,.1 + aF,)
= b3F,4, + b%aF, + baF, ., + abF,,, + a®E,
Frys = bFyyq + aFps
= b(b3F,4, + b%aF, + baF, ., + abF,,, + a®E,) + a(b?*F, ;1 + baE, + aF,.,)

= b*F,,, + b3aF, + b%*aF,,, + babF,., + ba®F, + ab*F,,, + abaF, + a*F,,,

yazilabilir. Benzer sekilde k > 6 i¢in F,,, F,, ve F,,, ;1 e bagl olarak ifade edilebilir.
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Sonug 3.34:
i Fpp1Fnoq — B2 = Fp_qaF,_1 — FyaF,_,
i Fy_1Fpy1 — B = Fy_qaFy_y — Fp_2aF, n2x1
(Decarli, 1970).
Ispat : i. Teorem 3.33 den
F, = bFy_, + aF,_,

Foy1=Eb+Fqa

dir. Buradan
Fpy1Fno1 — Fnz = (Fnb + Fn—la)Fn—l - FE,

= (Fub + Fpo1a)Fpy — By(bFy o1 + aFp_3)

=FpqaF, 1 — FyaFy,
olup istenilen elde edilir.
ii. Teorem 3.33 den
Fni1 = bE, +aFy_y

Fn = Fn—lb + Fn_za

dir. Buradan

Fn—an+1_Fnz = n—1(Fnb+Fn—1a)_FnFn
= n—1(bFn + aFn—l) — (Fp—1b + Fp_a)F,
= FpaF,_1 — Fy_sak,

olup istenilen elde edilir.
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{M,} dizisi ve bu dizinin 6zel hali olan {E,} dizisi arasindaki iliskileri asagidaki gibi

verebiliriz.

Teorem 3.35: M,,,, = F.aM,,_; + F,,1M,, n>1,r>0 (Decarli, 1970).

Ispat : Ispat timevarim yontemiyle yapilir. {M,,} dizisi yerine {F,} dizisi olarak alinirsa
Foyr = BaFp_ s + BBy, n21 3.2)

elde edilir. Simdi bu esitlikte r yi sabit tutup n e timevarim uygulayalim. n = 1 igin
esitlik F,,q = F.aFy + F, .1 F; olup dogru oldugu asikadir. n = k — 1 i¢in esitlik dogru

olsun. Yani

Fy14r = FaFy_; + Frp1Fpy (3-3)
olsun. Kabulden n = k — 2 i¢in dogru olup

Fy24r = BaFy 3+ Fry1Fi (3.4)

Burada (3.3) esitligin her iki tarafini sagdan a ile (3.2) esitligini de sagdan b ile isleme

alarak taraf tarafa toplarsak n = k i¢in dogrugunu gostermis oluruz.
Fy_1yra+ Fy_p00b = FaFy_ja + Frp Fy_1a + EaFy_3b + Fry1Fr_3b

= F.a(Fy_ya + Fy_3b)+F 11 (F_1a + F_;b)
= Fa(Fe-1)+Fr1(F)
= Fiir

bdylece ispat tamamlanir.

Sonuc¢ 3.36:

M, = E,M, + F,_,aM, n>1

(Decarli, 1970).
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Ispat: Teorem 3.35denn > 1,7 > 0 olmak iizere
Myyr = BaMy_y + Frp i My
dir. Burada n ile r yer degistirirse
My = FyaMy_1 + Fp i My
elde edilir. n yerine n — 1 alinip r = 1 olarak segilirse
Myin-q = FpqaMy_1 + Fy 141 M,
Miin-1 = FpqaM;_q + B, My
M, = F,_,aM, + E,M,
M, = F,M, + F,_,aM,
elde edilir. Teorem 3.35 dan {F, } dizisi
Foir = BaFy_y + Frpi By nz1
dir. (3.2) bagintisinda n yerine n + 1 ve r yerine n alinirsa
Fovivr = BaFpp1 1 + FriaFugg
Frov1en = FnaFy + FpiaFnpg
Fans1 = FyaFy + Ffyy

elde edilir.
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Teorem 3.37: E,Fpyy — B EB=F FaF,_y — Fp_1aFBE, n=>1,r>1
(Decarli, 1970).

Ispat: (3.5) bagintisindan n > 1 igin
Foyr = Baby 1+ F By
oldugunu biliyoruz. Burada n yerine r + 1 ve r yerine n — 1 alinirsa
Foyr = BEAoF -1 + Fri By
= Fo1AoFri1-1 + Foo141Frn
= Fpq1aF + FyFryq
olup
Forr = FpoqaF + FyFryq (3.6)

elde edilir. Halkanin carpma isleminin birlesme ozelligi, (3.5) ve (3.6) bagmtilari

kullanilirsa

Fy(Fri1B) = (BFry) By
F(BaFnq+ Frpaby —FBaFyq) = (Fooqab + BFyy — FyqaB)E,
Ey(Frir — Ba Fpy) = (Frr — Fao1a BB,
FoFnr — Fnpr By = BiR.a By — FyqaBLFy

olup ispat tamamlanur.
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3.4.1. p? Mertebeden birimli, sonlu halkalarin Fibonacci dizileri ve periyotlar

Bu béliimde p? mertebeden halkalardan birimli olan ve
A={(a:p?a=0,a®>=a)
B=(a,b:pa=pb=0,a*=ab*>=b,ab=ba=0)=7,+17,
C ={a,b:pa=pb=0,a®?=0,b>=b,ab =a,ba = a)

temsillerine sahip halkalarin Fibonacci dizileri periyotlar1 verildi. Bunun i¢in a ve b
birim elemanli bir halkanin keyfi elemanlar1 ve bu halkanin sifir elemani1 0, birim
elemant 1 olmak tizere F, = 0,F; =1 igin Decarli’nin birimli halkalar {izerinden

tanimladigi
Fpiz = b Fppq +aky

bagintis1 kullanilarak A, B ve C halkalarinin Fibonacci dizileri olusturulmustur. A
halkasinin periyodu h,(p?), B halkasinin periyodu 2 ve C halkasinm periyodu ise
keyfi elemanlarma bagl olarak p, ya da 2p olarak hesaplandi (Tagyurdu ve Giiltekin,
2013).

Teorem 3.38: Herhangi p asal sayis1 i¢in a eleman ile gerilen p? mertebeden halka
A={(a:p?a=0,a®=a)

olsun. Bu halkanim Fibonacci dizisinin periyodu h,(p?) dir. Yani P(4;a,a) = h,(p?)
dir (Tagyurdu ve Giiltekin, 2013).

Ispat : Tanim 3.31 den F, = 0, F; = 1 ve a ile b ise A halkasinin gerenleri olmak iizere
Fpyz = b Fpyq +aky

bagintist kullanilirsa A halkasinin temsillerinden
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F, =0,

F, =1,

F;, =al+ a0
=a,

F; =aa+al
=a’+a
=a+a
= 2a,

F, =a(2a)+ aa
=a(a+a)+a?
=a?+a’+a?
= 3a?
= 3a,

Fs =a(3a) + a(2a)
=ala+a+a)+a(a+a)

=a’+a’+a?+a?+ a?

= 5a?,
= baq,
2
E, = afn( )
2
Fryi=a n(+)1’

Fros = (12 +a5°)

=alat+at+-t+al|l+alat+ta+--+a
2) (@)
fo¥1 Tn

2 2
= fn(+)1a2 + fn( ‘a2,
2 2
= fn(+)1a + fn( a
2 2
=2 +P)a,

I ¢))
= Jn42@
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olup

0,1,a, 2a,3a,5a,8a,13a,21a,34aq, ..., fPa, P a, fZ

n+1 n+2a’

dizisi elde edilir. n > 2 i¢in fn(z), 2-adim Fibonacci dizisinin n. sayisi ve Fy = 0, F; = 1
olmak iizere olusan bu dizinin her bir F,, eleman1 fn(Z)a seklindedir. Yani her bir F,
elemaninin katsayisi fn(z) dir. Dolayisiyla bu F, elemaninin katsayilar1 arasinda n > 2

i¢in fo(z) =0, 1(2) = 1 olmak lizere

(2) _ £(2) (2)
fn - fn—1 + fn—Z

bagintis1 vardir. Dizinin periyodu F, elemaninin katsayisi olan fn(z) sayist yani p asal

sayisina gore belirlenir. Simdi p asal sayisina gore dizinin periyodunu belirleyelim.

2
p>2 icin £27) = £D (modp?) olmak iizere n > 2 icin bu dizinin her bir F,
2
elemant fn(z’p )a seklindedir. Olusan bu dizinin elemanlarimin katsayilar1 arasinda

2 2
n = 2 igin fo(z’p ) = 0, 1(2'p ) = 1 olmak iizere

2, %) 4 @ %)

n-1 n-—2

2, p2
f&P)

bagmtist vardir. Yani katsayilar f(2, p?) dizisinin elemanlaridir. Bu dizinin periyodu
h,(p?) oldugundan bu dizinin periyodu h,(p?) dir. Yani P(4;a,a) = h,(p?) dir.

Teorem 3.39: Herhangi p asal sayis1 icin a Ve b elemanlari ile gerilen p? mertebeden
halka

B={(a,b | pa=pb=0,a°>=ab*=bab=ba=0)=17Z,+17Z,

olsun. Bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu 2 dir. Yani P(B;a,b) = P(B; b,a) = 2
dir (Tasyurdu ve Giiltekin, 2013).
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Ispat: Tanim 3.31 den F, = 0, F; = 1 ve a ile b ise B halkasinin gerenleri olmak iizere
Fri2 = b Fyiq +aFy
bagintis1 kullanilirsa B halkasinin temsillerinden

Fy =0,

F, =1,

F, = b1+ a0
= b,

F3; =bb +al
=b%+a
=a+b

F, =b(a+b)+ab
=b(a+b)+ab
= ba + b%* + ab
=0+b+0
= b,

Fs =bb+a(a+b)
=b%2+a?+ab
=b+a+0
=a+b,

Fs =b(a+b)+ab
= ba + b* + ab
=a+b+0
=a+b,

F; =bb+a(a+b)
=b%2+a?+ab
=b+a+0
=a+b,
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E,=b

Foyp=a+b,

Fnip =b(a+b)+ab
= ba + b* + ab
=0+b+0
= b,

olup

01,b,a+b,b,a+b,..,a+b,...

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonar sabit bir alt dizinin
tekrarindan olusuyor. Dolayisiyla B halkasinin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar
eden alt dizinin eleman sayis1 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 dir. Yani

P(B; b,a) = 2 dir.

Benzer olarak Tanim 3.31 den F, =0, F; =1 ve a ile b ise B halkasinin gerenleri

olmak lizere
Fpyz = b Fpyq +aky

bagintist kullanilirsa B halkasinin temsillerinden

Fy =0,

F =1,

F, =al+ b0
=aq,

F3 =aa+ b1
=a’+b
=a+b

F, =a(a+b)+ ba
=a’+ab+ ba
=a+0+0

=a,
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Fs =aa+b(a+b)
= a’? + ba + b?
=a+0+b
=a+b,

Fg =b(a+b)+ ba
=a?+ ba +ab
=a+0+0
= a,

F; =bb+a(a+b)
=b%+a*+ab
=b+a+0
=a+b,

F,=a

Fpi1=a+b,

Fpip =ala+b) + ba
=ab + a* + ba
=a+0+0
=aq,

Foi3 =aa+b(a+b)
= a’ + ba + a*
=a+0+b
=a+b,

olup
01,a,a+b,a,a+b,..,a,a+b,..

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin
Dolayisiyla B halkasmin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar eden alt dizinin eleman
sayist 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 dir. Yani P(B; b, a) = 2 dir. Sonug olarak
P(B;b,a) = P(B;a,b) = 2 dir.
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Teorem 3.40: Herhangi p asal sayis1 igin a ve b elemanlari ile gerilen p? mertebeden
halka

C ={a,b:pa=pb=0,a?=0,b>=0>b,ab=a,ba = a)

olsun. Bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu p ya da 2p dir. Yani P(C; a,b) = p ve
P(C; b, a) = 2p dir (Tasyurdu ve Giiltekin, 2013).

Ispat: Tanim 3.31 den F, = 0, F; = 1 ve a ile b ise C halkasmin gerenleri olmak iizere
Foi2 = b Fuyq +aFy

bagintisi kullanilirsa € halkasinin temsillerinden

Fy =0,

F =1,

F, =bl1+ a0
= b,

F; = bb + al
=b%+a
=b+a

F, =b(a+Db)+ab
= ba + b%* + ab
=a+b+a
= b + 2a,

Fs =b(b+2a)+a(b+a)
= b? + 2ba + ab + a?
=b+2a+a+0
=b+ 3a,

Fg = b(b+ 3a)+ a(b + 2a)
=b(b+a+a+a)+alb+a+a)
= b? + ba + ba + ba + ab + a? + a?
=b+4a,
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Fpo=b+(n—4)a

Fo_i=b+ (n—-3)a,
E,=b(b+(n—3)a)+alb+ (n—4)a)
=b2+b((n—3)a)+ab+a(n—4)a

=b+<a+a+a+---+a>+a+a<a+a+a+---+a>

n-3 n—4

=b+ba+ba+--+ba+a+a®+a*+-+a?
=b+a+a+---+a+0+0+--+0

n-2

=b+ (n-—2)a,

olup
0,1,b,b+a,b+ 2a,b+3a,..,b+(n—4)a,b+ (n—3)a,b+ (n— 2)a, ...

dizisi elde edilir. Olusan bu dizinin her bir (n + 2). elemam1 n € N igin b + na
seklindedir. Bu elemanin a teriminin katsayilar1 ardisik dogal sayilar ve b teriminin
katsayis1 1 dir. Dizinin periyodu a teriminin katsayisi olan temsildeki p asal sayisina

gore belirlenir.

Simdi p asal sayisin ele alarak dizinin periyodunu belirleyelim. Halkanin temsilindeki

bagintilar kullanilirsa dizinin her elemani p > 2 i¢in

b+ —{b ’ nep
"=+ ta , n = t(modp)

olur. Olusan bu dizide p = 2 i¢in kalan sinifinda p tane eleman oldugundan dizinin
periyodu p dir. Dolayisiyla C halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu p dir. Yani
P(C;a,b) = p dir.

Benzer olarak Tanim 3.31 den F, =0, F; =1 ve a ile b ise C halkasinin gerenleri

olmak tzere
Fry2 = b Fuyq +aFy

bagintis1 kullanilirsa € halkasinin temsillerinden
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F=1,

F, = al + b0
=aq,

F3 =aa + b1
=a’+b
=b

F, =ba+ ab
=a+a
= 2a,

Fs = a(2a) + bb
= a(a + a) + b?
= 2a® + b?
=0+5b
=b,

F¢ = ab +a(2a)
=a+b(a+a)
=a+ ba+ ba

=a+a+a
= 3a,

Fy, = na

Fon+1 =D,

F2TL+2 = ab + b(na)

=a+b<a+a+a+-~~+a>

n

=a+ ba+ ba+ -+ ba,

=a+a+--+a

n+1

=m+1a,
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olup
0,1,a,b,20,b,...,na,b,(n + 1)a, ...
dizisi elde edilir. F, = 0, F; = 1 olmak iizere m € Z™ i¢in bu dizinin her bir n. eleman

ma , n=2m
, n=2m+1

seklindedir. Halkanin dizisini

01,a,b,2a,b,3a,b,..,na,b,(n+1a, b ,..
(VR WO N W R SV R W) [ W N A W)
Ao Bo A1 By Az B An Bp Ans1 Bpya

olarak alalim. Yani A,, ve B, gibi iki diziye ayirahm p asal sayisina dizinin periyodu
belirleyelim. A,, dizisinde p > 2 i¢in kalan sinifinda p tane eleman vardir. B,, dizisinde
ise b eleman1 p tane olup C halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu 2p dir. Yani
P(C; b,a) = 2p dir. Sonug olarak P(C;a,b) = p ve P(C; b,a) = 2p dir.

Sonug¢ 3.41:

i. Teorem 3.38 den A halkasinin karakteristigi Kar(A) olmak iizere bu halkanmn

Fibonacci dizisinin periyodu h,(Kar(4)) dir. Yani
P(4;a,a) = hy(Kar(4))
dir.

ii. Teorem 3.40 dan C halkasmin karakteristigi Kar(C) olmak iizere bu halkanin

Fibonacci dizisinin periyodu Kar(C) dir. Yani
P(C;a,b) = Kar(C)

dir (Tasyurdu ve Giiltekin, 2013).
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3.4.2. p? Mertebeden sonlu cismin Fibonacci dizisi ve periyodu

Bu béliimde p? mertebeden halkalardan

( (a,b; pa=pb=0,a*>=a,b?=ja,ab=b,ba =b)

P k(a,b;2a=2b=0,a2=a,b2=a+b,ab=b,ba=b)
p=2

temsiline sahip cismin Fibonacci dizisinin periyodu verildi. Bunun i¢in a ve b birim
elemanl bir halkanin keyfi elemanlar1 ve bu halkanin sifir eleman1 0, birim elemani 1
olmak tizere Fy = 0, F; = 1 i¢in Decarli’nin birimli halkalar iizerinden tanimladig1

Fpiz = bFyiq + ak,

bagintist kullanilarak periyodun temsilde verilen j sayisina gore degistigi goriilmektedir
(Tasyurdu ve Giiltekin, 2016).

Teorem 3.42: Herhangi p asal sayisi igin a ve b elemanlar ile gerilen p? mertebeden

cisim

p # 2iginj, Z,de kare degil
k(a,b;2a= 2b=0,a®? =a,b> =a+b,ab = b,ba = b)
p=2

(a,b; pa=pb=0,a®=a,b?=ja,ab =Db,ba =b)
GF(p2)={

olsun. GF (p?) cisminin Fibonacci dizisi;

i.j=p—1igin
0,1,b,0,b,ja,0,ja,jb,0,jb,a,0,a,b,O0,..

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 12,
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ii.j=p—2igin
0,1,b,(j+1)a,0,(Gj+1a,(+1)b,a0,ab,(+ 1a,..
seklinde olup periyodiktir ve periyodu 8,
lii. j = p — 3 igin
0,1,b,j+ 1a,(j+2)b,a,0,a,b,(+ 1a,..
seklinde olup periyodiktir ve periyodu 6,
Iv.j=p—4ise

0,1,b,(j + Da, (j + 2)b, (4k + 1)a, 2k + )b, (j — (4k — 1))a, (j — (2k — 2))b,
k=1

Ao

(4k + Da, 2k + Db, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))b, ..., (4k + D)a, 2k + 1)b,

k=2 k=r
Ao

(- (4k —1)a, (j — 2k = 2))b, (4k + Da, 2k + Db, (4k + 1)a, 2k + 1)b, ...,
k=1 k=r+1
A

(4k + Da, 2k + 1)b, (j — (4k — 1))a, (j — (2k — 2))b, (4k + 1)a, (2k + 1)b,
k=s k=s k=s+1
A1 Ay

(4k + 1)a, (2k + 1)b, ..., (4k + 1)a, 2k + 1)b, 0,1, b, (j + 1)a.,...
k=t

Ay

olup periyodiktir ve periyodu 4p dir (Tasyurdu ve Giiltekin, 2016).

Simdi Teorem 3.42 nin her durumu igin sirasi ile birer 6rnek verelim.
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Ornek 3.43:

i. p = 11 i¢in GF(112) cisminin temsili
GF(11%?) =(a,b; 11a =11b = 0,a® = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

seklindedir.

kiimesinden

02=0,12=1, 22=4, 32=9, 42=5, 52=3, 62=3, 72 =5, 82=9,9% =4,
102 =1

bir elemanidir.

Teorem 3.42 nin i. sikkin uygulamasi olarak j = 11 — 1 = 10 olup cismin temsili
GF(11?) ={a,b; 11la = 11b = 0,a® = a,b? = 10a,ab = b, ba = b)

seklinde olur. Tanim 3.31 den F, =0, F; =1 ve a ile b ise GF(11?) halkasinin

gerenleri olmak iizere

Fpyz = b Fpypq +aky

bagintis1 kullanilirsa GF(112) halkasinin temsillerinden
0,1,b,0,b,10qa,0,10a,10b,0,10b,a,0,a,b,0, ...
dizisi elde edilir. j = 10 igin
0,1,b,0,b,ja,0,ja,jb,0,jb,a,0,a,b,..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 12 dir.
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ii. p=13i¢in GF(132) cisminin temsili
GF(13%) =(a,b; 13a =13b =0,a® = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

dir. Cismin temsilindeki j, Z,, kiimesinde kare olmayan bir elemandir.

Ly = { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, ﬁ} kiimesinden

02=0,12=1,22=4,32=9,4*=3,52 =12, 62 = 10, 72 = 10, 82 = 12,9%2 = 3,
102=9,112=9,122 =1

yazilir.  Buradan L4 kiimesinde  kare  olan  elemanlarn  kiimesi

A=1{0,1,3,4,9,10,12} ve kare olmayan elemanlarin kiimesi B = { 2,5,6,7,8, H}

dir. Dolayisiyla j, B kiimesinin bir elemanidir.

Teorem 3.42 nin ii. sikkin uygulamasi olarak j = 13 — 2 = 11 olup cismin temsili
GF(13%) ={(a,b; 13a = 13b = 0,a®? = a,b? = 11a,ab = b,ba = b)

seklinde olur. Tanm 3.31 den F, =0, F; =1 ve a ile b ise GF(13?) halkasinm

gerenleri olmak tizere

Fry2 = b Fyyq +aFy

bagintis1 kullanilirsa GF (13?) halkasinin temsillerinden

0,1,b,12a,0,12a,12b,a,0,a, b, 12a, ...

dizisi elde edilir. j = 11 igin
0,1,b,(j+ 1)a,0,(j+ a,(j+ 1)b,a,0,a,b,..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 8 dir.
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iii. p=17i¢in GF(17?) cisminin temsili
GF(17%) =(a,b; 17a =17b = 0,a* = a,b* = ja,ab = b,ba = b)

olup j, Z,, kiimesinde kare olmayan bir elemandir.

Z,, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 16} kiimesinden

02=0,12=1,22=4,32=9,42=16,5>=8,6% =2,72 =15, 82 = 13,9 = 13,
102 = 15,112 = 2,122 = 8,13% = 16, 14> = 9,152 = 4, 16% = 1

yazilir.  Buradan 2 kiimesinde  kare  olan  elemanlarn  kiimesi

A= { 0,1,2,4,8,9,13, 1_} ve kare olmayan elemanlarin kiimesi
Teorem 3.42 nin iii. sikkin uygulamasi olarak j = 17 — 3 = 14 olup cismin temsili
GF(17%) ={a,b; 17a = 17b = 0,a® = a,b? = 14a,ab = b,ba = b)

seklinde olur. Tanmm 3.31 den F, =0, F;, =1 ve a ile b ise GF(17?) halkasinin

gerenleri olmak iizere

Fry2 = b Fyiq +aFy

bagintis1 kullanilirsa GF (17?) halkasinin temsillerinden
0,1,b,15a,16b,a,0,a,b,15aq, ...
dizisi elde edilir. j = 14 i¢in
0,1,b,(j+ 1a,(j+2)b,a,0,a,b,(+ 1a,..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 6 dir.
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iv. p = 19 i¢in GF(192) cisminin temsili
GF(19%) =(a,b; 19a =19b = 0,a® = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

dir. Cismin temsilindeki j, Z,, kiimesinde kare olmayan bir elemandir

02=10,12=1,22=4,32=9,42=16,52=6,6*=17,7=11,82=7,92=5
102 = (-9)? =5,...

dir. Benzer sekilde devam edilirse 7Z,, kiimesinde kare olan elemanlarin kiimesi

0,1,4,5,6,9,11,16,17)

ve kare olmayan elemanlarin kiimesi

2,3,7,8,10,12,13,14,15,1 }dlr Dolayisiyla j, B kiimesinin bir elemanidir.

Teorem 3.42 nin iv. sikkin uygulamasi olarak j = 19 — 4 = 15 olup cismin temsili

GF(19%) ={(a,b; 19a = 19b = 0,a® = a,b? = 15a,ab = b, ba = b)

seklinde olur. Tanim 3.31 den F, =0, F;, =1 ve a ile b ise GF(19?) halkasinin
gerenleri olmak iizere

Fry2 = b Fyiq +akF,

bagintis1 kullanilirsa GF (19?) halkasmin temsillerinden
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0,1,b,16a,17b,5a,3b,12a,15b,9a, 5b,8a,13b,13a,7b,4a,11b,17a,9b,

0,9b,2a,11b,15a,7b,6a,13b,11a,5b,10a, 15b,7a, 3b, 14a,17b, 3a, b, 18a

0,18a,18b, 3a, 2b, 14a,16b,7a,4b,10a, 14b, 11a, 6b, 6a,12b,15a, 8b, 2a,10b

0,10b,17a,8b,4a,12b,13a, 6b,8a,14b,9a,4b,12a,16b,5a,2b,16a,18b, a,

0,1,b,16aq, ...

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 4.19 =76 dir
(Tasyurdu ve Giiltekin, 2016)..
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Birimli Halkalarin Fibonacci Dizilerinin Tridiagonal Matrisi

Bu bolimde birimli halkalardaki {F,} Fibonacci dizisinin matrisler ile iliskisi
verilmistir. {F,} Fibonacci dizisinin terimlerinin matrislerle gosterimini ifade eden

tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 4.1: Birimli halkalardaki {F,} Fibonacci dizilerinin terimlerini {ireten matris
n € Z*igin

_f(a I n _ Fn+1 Fn )
R—(b 0)’ 2 _(bFn bE, )

olarak tanimlanir (Tasyurdu ve Dilmen, 2017).

Decarli 1970 de halkalardaki {F,} Fibonacci dizisinin rekurens bagmtisini bir R
halkasinda, Fy = 0 (halkanin sifir1), F; = I (halkanin birimi) a ve b ise R halkasinin

keyfi elemanlar1 olmak {izere
Foiy2 =bF 1 +aF, n=0 (4.1)

olarak tanimladi. Bu rekurens bagmtisi kullanilarak halkalardaki {F,} Fibonacci
dizisinin herhangi bir terimini elde etmek i¢in kendisinden oOnceki tiim terimlerin
bilinmesi gerekmektedir. Yukaridaki Tanim 4.1 ise halkalardaki {F,} Fibonacci
dizisinin terimlerini daha kolay elde etmemizi saglamaktadir. Yani matrisler
kullanilarak Fibonacci dizisinin terimleri bulunabilir. Ornegin; {FE,} dizisinin F;s
terimini elde etmek icin kendisinden onceki tiim terimleri olusturmadan RS matrisi

kullanilabilir.

{E,} Fibonacci dizisinin terimleri tridiagonal matrisin determinati kullanilarak da elde

edilir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilmistir.
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Teorem 4.2: n > 0 igin {E,} Fibonacci dizisinin F,(a, b) tridiagonal matrisi

1 —-b 0 0 0 0
0 a —b 0 0 0
0 1 a 0 0 0
E,(a,b) = : :
0 0 0 a —b 0
\0 0 0 1 a -—b
0 0 0 0 1 a
olmak tizere Fy(a, b) = 0 olup
det(E,(a,b)) = E, (4.2)

dir (Tagyurdu ve Dilmen, 2017).

Ispat: Ispati tiimevarim metodunu kullanarak yapabiliriz. E,(a,b) tridiagonal

matrisinden,

n = 1igin; det(F;(a,b)) =|1| =1 = F,

n=2igin; det(F,(a,b)) = 3 ‘3| & -r,
1 —-b O
n = 3icin; det(F;(a,b))=|0 a —-b|=a’+b=F,,
0 1 a
1 -b O 0
n=4igin; det(F,(a,b)) = 0 1 a —pl=¢ + 2ab = F,,
0O O 1 a

elde edilir. Simdi (4.2) esitliginin n = k dogru oldugunu kabul edip n = k + 1 i¢in

dogru oldugunu goésterelim. Kabuliimiizden
n =k —1igin; det(Fy_1(a, b)) = Fr_4
n = k igin; det(Fy(a, b)) = F

yazilir.
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Buradan n = k + 1 i¢in Teorem 2.23 den

det(Fy,1(a, b)) = adet(Fy(a, b)) + bdet(F;_(a, b))
=aFy, + bF,_4
= Fi41

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2. m Modiiliine Gore Birimli Halkalarim Fibonacci Dizileri

Bu bolimde a, b birim elemanli bir halkanin keyfi elemanlar1 ve bu halkanin sifir
elemant 0, birim elemani 1 olmak {lizere F, =0, F; =1 i¢in DeCarli’nin birimli

halkalar tizerinden tanimladig1

Fn+2 — bFn+1 + aFn, n= 0

bagintisina kullanilarak {F,} Fibonacci dizisinin derece ve katsayisinin m modiiliine
gore dizileri elde edildi. F/™ = F;(modm) olmak tizere birimli halkalardaki {F,}
Fibonacci dizisinin her bir teriminin iissiinii ve katsayisi m modiiliine gore indirgenerek

elde edilen

(F™} = {Fg" K o By o}

dizinin periyodik oldugu gosterilmistir. {F™} dizisinin en kii¢iik periyodunu ise hF™ ile

gosterilmistir. Yani hF™, m modiiliine gére birimli halkalarin {F,} Fibonacci dizisinin

periyodudur. Daha sonra bu dizinin periyodunun R = (Z (I)) matrisi tarafindan
gerilen devirli grubun mertebesine esit oldugunu veren teorem verilmistir. Yani

hF™ = [(R)m|
oldugu gosterilmistir.
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Ayrica p bir asal say1 olmak iizere p modiiliine gore Fibonacci dizilerinin Wall sayilari

ile birimli halkalarin {F,} Fibonacci dizisinin periyodu karsilastirildiginda
hF? = pk(p)

saglayan teorem elde edilmistir. Buradan p bir asal say1 olmak tizere {F,} Fibonacci
dizisinin her bir teriminin derecesi ve katsayisi p modiiliine gore indirgenerek elde
edilen {F,} Fibonacci dizisinin periyodunun yani hFP nin ¢ift say1 oldugunu gosteren

teorem verilmistir.

Tanmim 3.31 den {F, } Fibonacci dizisinin terimleri

F,=Ila+0b=a
F;=aa+bl=a*+b
F, = a(a? + b) + ba = a® + 2ab
Fs = a(a® + 2ab) + b(a®? + b) = a* + 3a%b + b?
Fg = a(a* + 3a?b + b?) + b(a® + 2ab)
= (a® + 3a3b + ab?) + (ba® + 2ab?)

= a® + 4a®b + 3ab?

olup

{E.} ={0,1,a,a® + b,a® + 2ab, a* + 3a?b + b?,a® + 4a3b + 3ab?}

seklindedir.
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Teorem 4.3: {F™} dizisi periyodiktir (Tasyurdu ve Dilmen, 2017).
Ispat: {F™} dizisinin terimlerinin kiimesi S olsun. Yani
S={ayx+by,a,x+byy,: 0<ay,a,b;,b, <m-—1}

olur. Buradan S kiimesi sonlu olup |S| = (m™)? elde edilir. S kiimesi sonlu oldugundan

her hangi i > j i¢in
m __ m m __ m __ m __ m
Fii = F}'+1’ Fi, = P}'+2 = ""li+k — Tj+k

olacak sekilde i ve j dogal sayilart vardir. Birimli halkalardaki {F™} Fibonacci

dizisinin tanimindan
F"™ = aF™, + bF™,
ve
F™ = aF*; + bFT,
oldugunu biliyoruz. Eger
Fiy = Fve Fl, = B
ise
FY, —F = P}Tz - F}T1
F™=F"
elde edilir. Benzer olarak devam edilirse
Foy = B2 R = Fly e F2y = KTy = F"

olur. Bu ise {F™} dizisinin periyodik oldugunu gosterir ve ispat tamamlanir.
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Ornek 4.4: Teorem 4.3 de m = 2 olarak alinirsa {F?} dizisi

F,=Ila+0b=a
F;=aa+Ilb=a?+b=1+b
F,=a+ba+ab=a+2ba=a
Fs=aa+Ib+bb=a?+b+b*=I1+b+1=b
Fe=ba+ab=1+1=0

F,=0a+bb=0b%=1

olup
{F?}=1{0,1,b,1 + b,a,b,0,1,... }

elde edilir ve bu dizi tekrar eder. Dolayisiyla dizi periyodik olup periyodu 6 dir.
Yani hF? = 6 dur.

Teorem 4.3 ten

b Fn = Fn+r.th (mOdm)
o Fppm = 0(mod m)

o Fyppm_y = Fppmyq = 1(mod m)

yazilabilir. Ayrica hF™, m modiiliine gore birimli halkalarin {F,} Fibonacci dizisinin

periyodu olmak tizere F,, = 0(modm) ve F,,,; = 1(modm) ise hF™|n dir.
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Birimli halkalarin {F,} Fibonacci dizisinin reel katsayilar1 h;; olmak iizere A = (h; j)

matrisi verilsin. Burada A(modm) ise A matrisinin her bir girdisinin m modiiliine

indirgemesi oldugunu gdsterir. Yani
A(modm) = h;j(mod m)

dir. Buradan R‘(modm), R* matrisindeki her bir girdinin iissiiniin ve katsayismin m
modiiliine indirgenmesi olmak tizere (R),, = {Ri(modm) > 0} bir devirli grubunu

ve |(R),;,| de (R),, in mertebesini gosterir.
Teorem 4.5: hF™ = |(R),,| dir (Tagyurdu ve Dilmen, 2017).

Ispat: hF™ in|(R),,| ile bolindiigii ve |[{R),,|in de hF™ ile boliindiigii gosterilirse ispat

tamamlanir. Tamim 4.1. den, n € Z* i¢in

_f(a 1 n _ Fn+1 Fn )
R_(b o)’ pr _(bFn bF,_4

olmak {izere birimli halkalardaki {F,} Fibonacci dizisinin elemanlar1 R tarafindan
tiretildigini biliyoruz. s(m), m modiiline gére R matrisi ile iiretilen devirli grubun

mertebesi olsun. Buradan |(R),,,| = s(m) olmak {izere

(R),, = {(Z (’)) (mod m):i € Z }

oldugundan o(R) = s(m) yazilir. Yani

(@ {))“”” (modm) = (1 )

dir. hF™, m modiiline gore birimli halkalarm {F,} Fibonacci dizisinin periyodu
oldugundan Fjpm = 0(mod m) ve Fypm,; = 1(mod m) dir. Buradan s(m), hF™ ile
boliniir. s(m) = |(R),,| oldugundan |[(R),,|, hF™ ile boliniir. [(R),,| in de hF™ ile

boliindiigli gosterilirse ispat tamamlanir.
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F F
hF™ = t olsun. Buradan Rt = ( t+1 t ) olmak iizere
Ft Ft—l

Rt = ((I) (I)) (mod m)

oldugu gorilir. Yani o(R), t ile bolintr. |(R),,| = o(R) oldugundan [(R),,| de t ile
boliniir. Yani hF™ ,|(R),,| ile boliintr. Béylece hF™ = |(R),,| elde edilir. m

Ornek 4.6: Teorem 4.5 in uygulamasi olarak de m = 2 almirsa

F,=Ila+0b=a
F;=aa+Ib=a*?+b=1+b
F,=a+ba+ab=a+2ba=a
Fs=aa+Ib+bb=a?+b+b*=I1+b+1=b
Fe=ba+ab=1+1=0

F,=0a+bb=b%=1
olup

{F2}={0,1,b,1 + b,a,b,0,1, ... }

dizisi elde edilir. {F?} Fibonacci dizisinin periyodu 6 olup hF? = 6 dur.
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Diger taraftan,

2

= o) =" D=’ D)

3
R = (Z é) - (SZZ-ZFabe I:bb) - (b fll—[ baZ')

4
R* = (Z (I)) - (leo i ZZ++b2 I:bb) - (:b b i 1)

5
R® = (Z (I)) . (azb erabbz +b abb) - ((1) fb)
6

R=( o) =0 D=0
olup

®.={( o) Ca' 563 ")l »5) G )G D)
elde edilir. Buradan |(R),| = 6 dir. Dolayisiyla hF? = |[(R),] dir.

Teorem 4.7: p tamsay1 say1 olmak tizere hFP = pk(p)dir (Tagsyurdu ve Dilmen, 2017).

Ispat: Teorem 4.5 ten hFP = |(R)p| oldugundan |(R)p| in pk(p) ile bolindigi ve

pk(p) nin de |(R)p| ile boliindligii gosterilirse ispat tamamlanir. |(R)p| = r olsun.

F. E
Buradan R = (Z é) icin R™ = (bnlg'-l bFn 1) olmak iizere
n n—

(5 o) moam=( 7)

Forpy+1 Fpr)

dir. Ayrica RPk®) = (
Y Fokw)  Fokm)-1

) olur. k(p), p moduna gore bilinen

Fibonacci dizisinin periyodunu olmak lizere Fyrp) = 0(mod p)

i5€ Fyrpy+1 = Fpk(p)-1 = 1(mod p) yazabiliriz.
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Buradan RPK®) = (é (I)) (mod p) elde edilir. Bdylece pk(p), |(R),| ile boliinir.

Yani hFP = |[(R),| oldugundan pk(p), hFP ile béliiniir. Simdi de hFP nin pk(p) ile
boliindiigiinii  gostermemiz gerekir. hFP = solsun. Buradan F; = 0(mod p) ve

Fs1q1 = Fs_; = 1(mod p) dir. Béylece hFP = |(R)p| = s oldugundan

(5 o) troam=(5 1)

olur. k(p), p moduna gore bilinen Fibonacci dizisinin periyodunu olmak tizere k(p)|s

dir. Yani hF? , pk(p) ile boliiniir. Boylece hFP = pk(p) elde edilir. m
Omegin;

Ornek 4.8: Teorem 4.7 nin uygulamasi olarak p = 2 i¢in Omek 4.6 dan hF? = 6 dr.
Diger taraftan k(2) = 3 i¢in pk(p) = 2.3 = 6 olup hF? = 2k(2) dir.

Teorem 4.9: m € Z olmak tizere hF™ ¢ift bir sayidir (Tagyurdu ve Dilmen, 2017).

Ispat: Teorem 4.8 de hF™ = mk(m) oldugu gosterildi. mk(m)'nin ¢ift bir say1 oldugu
gosterilirse ispat tamamlanir. Teorem 3.22 den, m > 3 tamsayisi i¢in k(m) nin gift bir
sayl oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla mk(m) daima ¢ift bir sayidir. AF™ = mk(m)

oldugundan hF™gift bir say1 olup ispat tamamlanir. m
Ornek 4.8: Teorem 4.9 un uygulamasi olarak m = 3 igin
hF3 = 3.k(3) = 3.8 =24
olup hF3 ¢ift sayidir. m = 5 igin
hF®> = 5.k(5) = 5.20 = 100

olup hF® cift sayidir.
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Tablo 4.1. m Modiiliine Gore Birimli Halkalarin Fibonacci Dizisinin Periyodu ve Wall
Sayilart ile Tliskisi

m k(m) hF™ hF™ = mk(m)

2 3 6 hF? = 2k(2)

6 24 144 hF® = 6k(6)

10 60 600 hF1% = 10k(10)
15 40 600 hF5 = 15k(15)
17 36 612 hFY = 17k(17)
131 130 17030 hF13! = 131k(131)
147 112 16464 hF1*7 = 147k(147)
257 516 132612 hF?57 = 257k(257)
589 90 53010 hF589 = 589k(589)
610 60 36600 hF®19 = 610k(610)
720 120 86400 hF72% = 720k(720)
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada keyfi bir halka tizerinde tanimlanan {F,} Fibonacci dizileri ve 6zellikleri
incelendi. Birimli halkalardaki {F,} Fibonacci dizisinin matris gdsterimi tanimlandi.
Ayrica bu dizinin terimleri Tridiagonal matrisin determinanti ile tiretildi. {F,} Fibonacci
dizisinin her bir teriminin katsayis1 ve derecesi m modiiliine indirgeneyerek elde edilen

dizilerin periyodik oldugu goriildii ve periyotlar1 hesaplandi. Ayrica bu dizilerin
periyodunun R = [Z (1)] matrisi ile gerilen devirli grubun mertebesine esit oldugu ve

daima ¢ift sayr oldugu gorildi Birimli halkalardaki {F,} Fibonacci dizilerinin
periyotlari ile bilinen Fibonacci dizilerinin Wall sayilar1 arasindaki iliski bulundu. Oneri
olarak, gozlenen biitiin iligkilerin diger Pell, Lucas gibi say1 dizilerinde uygulamalari

incelenebilir.
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