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Bu calismada 3 boyutlu Lie gruplarda AW(K), (k= 1, 2, 3), tipinden egriler ele alindi. Lie
gruplarda tamimlanmig olan harmonik egrilik fonksiyonu diisiiniilerek verilen bir egrinin
AW(K)-tipinden olma sartlar elde edildi. Daha sonra AW(K)-tipinden egrilerin Helis egrisi ve
Diizlem egrileriyle olan iliskileri incelendi. Son olarak 3-boyutlu Lie gruplarda Bertrand
egrileriyle AW(3), AW(2) ve zayif AW(2) tipinden egriler arasindaki iligkiler gdsterildi.
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In this paper, the curves of AW(k) type have been studied in 3 dimensional Lie groups, on
condition that the value is taken for (k = 1,2, 3). The conditions that a curve in the type of
AW(k), considering the Harmonic curvature functions defined in the Lie groups, have been
acquired. Afterwards, the relations of curves of AW(k) type with helix and plane have been
investigated. Finally, the relations between the Bertrand curves and AW(3), AW(2) and weak

AW(2) have been put forward in 3 dimensional Lie groups.
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1. GIRIS

Egriler teorisi, diferansiyel geometrinin en 6énemli ¢aligma alanlarindan biridir. Egriler,
giinliik hayatta siklikla karsimiza ¢ikan geometrik cisimlerdir. Ornegin, bir anne aday:
bebeginin kalp atislarinin ritmini NST filmindeki egri sayesinde &grenebilir. Egrisel
yapilari; ekonomide verilerin analizinde, gemi ve ucak rotalarmin belirlenmesinde,
tiniversitede Ogrenci notlarinin siralanmasinda ve fizikte pargaciklarin hareketinde

kullaniriz. Goriildiigii gibi egriler hayatimizin vazgecilmez bir pargasidir.

Jeodezik egriler, rektifian egriler ve Helis egrileri; Silindirik helis, Dairesel helis, Slant
helisler vb. bazi 6zel egri cesitleri vardir ki, bu tiir egrilerin karakterizasyonlari
gecmisten gliniimiize ¢alisma konusu olmustur. Ayrica verilen bir egriyle iligkili olan
egri ¢iftleri, yaygin bir sekilde ¢alisilmaktadir. Bu egriler arasinda en ¢ok ¢alisilanlar
Bertrand egri ¢iftleri, involiit—evoliit egri ¢iftleri, Mannheim egrileridir. Bertrand egri
cifti, bilgisayar destekli grafik ¢izim programlarinda (CAM) 6nemli rol oynamaktadir
(Izumiya, 2002, 2004; Liu, Y., 2008).

R3de bir egri, sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yapiyorsa veyak egriliginin
burulmasina orani sabit ise genel helis olarak adlandirilir. Bu tiir egriler bir¢ok
calismada kullanilmistir (Camet ve larslan, 2009). Ayrica helis egrileri, giinliik hayatta
pek sik karsilastigimiz egri tiiriidiir. Ornegin, bir fasulyenin ¢ubuga sarilirken takip
ettigi yol, DNA sarmalinda molekiillerin dizilis sekli ve bir vidanin izledigi yol (spiral)
helis egrisidir. Spiral helis; kullanilan arazi alanini en aza indirgemek ve saglamlik
katmak amaciyla koprii yapiminda, grafik ¢izim programlarinda, fraktal geometride
karsimiza ¢ikmaktadir. En siradisi spiraller, hiperbolik k-Fibonacci fonksiyonlarla
baglantili olan k-Fibonacci spiralleri olarak anilir. Fibonacci sayilar ile ilgili Altin
Oran, teorik fizikte ve yiiksek enerji parcalarinin hareket yapisinda karsimiza

¢ikmaktadir (EINaschie, 2001, 2005; Falcon 2008).

Lie grubu, grup yapisina sahip diferansiyellenebilen bir manifold ve aym1 zamanda
diferansiyellenebilen topolojik bir gruptur. Diilger (2010, sf.1)’ in belirttigi tizere ‘‘Lie
grubunun birbiri ile baglantili cebirsel, topolojik ve geometrik yapisi vardir. Lie gruplari
incelenirken matematigin bu {i¢ dal ile ilgili yapilar ¢alisilir’’. Ayrica bu grup yapisi;

cebirsel 6zellik, baglantililik ve kompaktlik kriterlerine gére siiflandirilabilir.



Coken ve Ciftei (2008), birlestirilebilen killing form kullanilarak tanimlanan Lie grubu
tizerindeki metrigin dagilimimi gosterdi. Boylece bu metrikle baglantisini kullanarak Lie
gruplara Levi-Civita konneksiyonlarin1i uygulanabilir hale getirdi. Sonu¢ olarak,
baglantili bir G Lie grubuna yari-Riemann manifoldunun &zel bir hali olarak
bakilabilecegini gosterdi. Daha sonra Cift¢i, 3-boyutlu Lie gruplarda bi-invaryant
metrigi kullanarak genel helisleri tanimladi. Genellestirilmis Lancret’s teoremini Lie
gruplara uyguladi. Ayrica Ciftci, silindirler ve genel helislerin jeodezikleri arasinda

baglantilar kurdu (Ciftci, 2009).

Okuyucu ve Gok (2012, 2014), 3-boyutlu Lie gruplarda bi-invaryant metrikle Bertrand
egrilerini tamimladi. Sonra harmonik egrilik fonksiyonunu kullanarak Mannheim

egrilerin, Slant helislerin ve genel helislerin karakterizasyonlarini verdiler.

AW(K)-tipinden alt manifold kavramini ilk olarak tanimlayan K.Arslan, bu alt
manifoldlarin bazi 6zelliklerini elde etti. Daha sonra bu kavrami egrilere indirgedi ve

AW(K), (k=1, 2, 3), tipinden egri kavramini literatiire kazandirdh.

Arslan ve Hacisalihoglu (2000), AW(k) tipi egrilerle bu egrilerin birinci harmonik

egriligi arasinda baz1 iligkiler tespit etti.

Ozgiir ve Gezgin (2005), 3-Boyutlu Oklid uzayinda Bir Frenet egrisinin AW(K)-
tipinden olma sartlarimi elde etti. Sonra, AW(k)-tipinden egrilerin, harmonik

egriliklerini ve Bertrand egrileriyle olan iliskilerini incelediler (Okuyucu ve Gok, 2012).

Kiilahci, Bektas ve Ergut (2007), 3 boyutlu bos koni i¢indeki AW(k)-tipinden egrileri
inceleyip bu tip egrilerin egrilik durumlarini elde ettiler. Daha sonra 2009°da AW(k)-
tipinden egriler ile Bertrand egrilerini arasindaki iliskileri incelediler. Ayrica Lorentz
uzayinda AW(k)-tipi Frenet egrilerinin egrilik durumlarini inceleyip, bu egrilerin hangi

durumlarda helis egrisi oldugunu tespit ettiler.

Kiziltug ve Yayli (2014), 3 boyutlu Galilean uzayinin equiform geometrisinde AW(k)-
tipinden egrileri ve Bertrand egrilerini incelediler. AW(k)-tipinden egrilerin egrilik
hallerini elde ettiler. Ayrica 3 boyutlu Galilean uzayinin equiform geometrisinde
Bertrand egrilerinin dairesel helis oldugunu gosterdiler. Dahasi zayif AW(2) ve AW(3)
tipinden Bertrand egrilerinin var oldugunu ancak zayif AW(3) ve AW(2) tipinden
Bertrand egrilerinin olmadigini gosterdiler.
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Kiziltug ve Yayh (2015), 3 boyutlu Oklid uzayinda Quaterniyonik egrilerin AW(k)-
tipinden egrilik durumlarini elde ettiler. Daha sonra Quaterniyonik Mannheim egrilerini
ele aldilar. Ayrica E® de, AW(2) ve AW(3) tipi Quaterniyonik egrilerin, Quaterniyonik
Mannheim egrileri olduklarin1 gosterdiler. Fakat AW(1) tipinden Mannheim egrisi

olmadigini gosterdiler.

Kiziltug ve Cakal (2017), 3- boyutlu Lie gruplarda AW(K)-tipinden Bertrand egrilerini
calistilar. Bu baglamda bir Frenet egrisinin harmonik egrilik fonksiyonunu kullanarak
AW(k) tipinden egri olma sartlarin1 ve bu AW(k) tipinden egrilerin Helis egrisi ve

diizlem egrileriyle iligkilerini incelediler.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci béliimde, calismanin sonraki béliimlerinde kullanilan temel tanim ve kavramlar

verilmistir.

Ucgiincii béliimde, Lie gruplan ile ilgili temel tanimlar verildi. Iki vektdr alaninin lie
carpimi kullanilarak kovaryant tiirev kavrami gosterildi. Daha sonra Lie grubunun
torsiyonu ve Levi-Civita konneksiyonu kullanilarak Lie grubunun harmonik egriligi ve

Frenet formilleri elde edildi.

Dordiincii boliim orijinal teorem ve sonuglar igermektedir. Bu boliimde Lie gruplarda
bir Frenet egrisinin AW(K)-tipinden, (k=1,2,3), egri olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar
elde edildi. Uc¢ boyutlu Lie gruplarda AW(K)-tipinden egriler, Helis ve diizlem
egrileriyle alakali bazi teorem ve sonuglar verildi. Daha sonra Lie gruplarda Bertrand
egrisi tamimlanip AW(K)-tipinden egriler, Bertrand egrileri ve Helis egrileri arasinda

bazi esitlikler ve sonuglar elde edildi.

Sonu¢ bdliimiinde, yukaridaki calismalardan yola cikilarak Lie gruplarda mannheim
egrileri ve involute-evolute egri ¢ifti gibi bazi 6zel egrilerin tanimlanabilecegi ve bu

egrilerle AW(K)-tipinden egriler arasindaki iligkilerin gosterilebilecegi ifade edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. A# @ bir ciimle ve V de R cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir
y:AxA -V dontisimi P, Q €A noktalann i¢in (P,Q) — y(P,Q) seklinde
tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V vektor uzayi ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

() VP, Q,ReAiginy(P,R) =y(P.Q) +y(Q,R)

(ii) YPe A ve VY a €V igin y(P, Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.2. A, V vektor uzay ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. Eger V
vektOr uzay1 bir i¢ ¢arpim uzayi ise yani; X=(X1, X3, X3, ..., X, )V Y=(¥1, Y2, V3, «-» V)

olmak tizere, V de bir i¢ ¢arpim islemi;

()Y: VxV->R

n

(6 y) = (1Y) = ) x

i=1

seklinde tanimlanirsa A afin uzayma n-boyutlu Oklid Uzay: denir.E™ ile gosterilir. Bu
islem yardimiyla A da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar tanimlanabilir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.13. d: E"™xE" >R (x,y) - d(x,y) = ||xy|| seklinde tanimlanan d

fonksiyonuna E™ de Oklid metrigi denir.

Tamim 2.1.4. Bir o vektoriiniin kendisiyle i¢ ¢arpiminin karekokiine bu vektoriin normu

denir. Yani

llell=v/ (e, ) (2.1)

Tamm 2.1.5. E™, n-boyutlu Oklid uzay: ve I, R-nin agik alt aralig1 olmak iizere, a: I <

R — E™ diferansiyellenebilir bir doniisiim (C* smifindan) ise a(I) € E™ climlesine E™
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de bir egri denir. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs € I igin
llo’(s)|l = 1 ise M egrisi (I, @) koordinat komsuluguna gore birim hizli egri, denir.
Vs €1 igin o'(s) # 0 ise a egrisine diizenli egri (regiiler egri) denir (Hacisalihoglu,
2000).

Tammm 2.1.6. Bir a: I € R — E™ egrisinin T teget vektorii sabit k dogrusuyla sabit bir

ac1 yapiyorsa bu a egrisine genel helis denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.7. Bir a egrisinin N asli normal vektorii sabit k dogrusuyla sabit bir ag1

yapiyorsa, bu a egrisine slant helis denir (Camci, ilarslan, Kula ve Hacisalihoglu,
2009).

Tamm 2.1.8. o: | cR —E3 bir uzay egrisi olsun. a egrisi, bir uzay egrisi oldugundan
her bir noktasinda, T teget, N asli normal ve B binormal vektérlerden olusan bir
{T, N, B} ortonormal koordinat sisteminin var oldugunu biliyoruz. Bu {T, N, B} ii¢liisiine

hareketli tiglii ya da Frenet Catis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.1.9. T teget vektorii olmak iizere bir egri boyunca ilerledigimiz zaman tegetin
degisim oranini ifade eden kzz—: =kN vektoriine egrilik vektorii denir ve k ¢arpanina,
egrinin birinci egriligi veya egrinin egriligi adi verilir (Struik, 1988).

Tamm 2.1.10. a: [ € R — E™ bir egri ve B egrinin bir noktasindaki bi-normal vektorii

olmak tzere

B

— =—1N
ds t

esitligini saglayan t fonksiyonuna o egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi denir
(Struik, 1988).

Tamm 2.1.11. M c E3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € Iya

karsilik gelen a(s) € M noktasinda M-nin 1. ve 2. egrilikleri sirasiyla k(s) ve ©(s)

olmak tizere,
H:1-> R
s> H(s) = K(s)
7(5)



seklinde tanimli H fonksiyonuna M nin a(s) noktasindaki birinci harmonik egriligi

denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.12. a: I c R - E3 ve B:1 € R - E3 egrileri diferansiyellenebilir iki egri
olsun. a egrisinin Frenet 3 ayaklis1 {T, N, B} ve fegrisinin Frenet 3 ayaklis1 {T*, N*, B*}
olmak tizere V s € I i¢in {N, N} ikilisi lineer bagimli oluyorsa, bir baska deyisle asli
normalleri ¢akisiyorsa (o, ) sirali ikilisine Bertrand egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu,
1993).

Tamm 2.1.13. f: E™ — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve v, € Tg=(p) olsun. Bu

durumda v, = PQ olmak iizere;

— d
Bl 1= (F(Py 4 6(Qs — P + -+ By + Q0 — B)) leco
reel sayisina f-nin v, ye gore tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamim 2.1.14. M n-boyutlu, diferansiyellenebilir (C*) bir manifold olsun. M iizerindeki
C» vektor alanlarinin uzayr y(M)ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzayr C*(M,

R)olmak lizere, M tizerinde;
g: x(M) x x(M) ->C*(M, R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve bi-lineer Riemann metrigi g ile birlikte M ye bir
Riemann manifold adi verilir ve (M, g) seklinde gosterilir. M manifoldunun herhangi iki
P ve Q noktasi igin; M iizerinde bu noktalar1 birlestiren bir egri bulunabilirse M ye
baglantili manifold adi verilir (Kobayashi ve Nomizu, 1996).

Tamm 2.1.15. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve Vda M {izerinde tanimlanan

bir afin konneksiyon olmak iizere, V X,Y,Z € y(M) igin

()  Vy¥ —V,X = [X,Y]
(i) X (Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) sartlarin1 sagladiginda V ya M nin Levi-
Civita konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.16. M n-boyutlu bir C* manifoldve y:I ¢ R — M, M de birim hizl1 bir

egri olsun. Eger 7’ nin yiiksek mertebeden tiirevleri



Y (),7" (), 7" (8), o, ¥ D(s)
lineer bagimsiz ve
Y'($),7" (), 7" (5), e, YD (5),y @+ V()

Vs € | igin lineer bagimli ise 7 ya oskiilator mertebesi d olan bir Frenet egrisi denir.
d.mertebeden her Frenet egrisi i¢in ¥ boyunca y'(S)=V,(S) olmak iizere bir

Vi, V,, Vs, Vg ortonormal ¢atis1 bulunabilir. Bu ¢atiya Frenet catis1 denir ve ky, Ky,

K3 ,..,Kq_1: |— R (d-1)-fonksiyonlari Frenet egrilikleri olmak {izere asagidaki sekilde

tanimlanir:
V., 7'(s)=7"(s) = & (S)V,(S)
V., V5 (8) ==, (S)V,(8) + i, (S)V,(S)

V.V (8) =K 1 (S)V, 4 (8) + & ()i, (S)
VvlviJrl (S) =-K (S)Vi (S) (22)

buradaV, M de Levi-Civita koneksiyonudur (Ferus ve Schirrmacher, 1982).

Tamm 2.1.17. M n- boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki C*

vektor alanlarinin uzayi y(M) olmak {izere
V(M) X 3 (M) —=2=— 3 (M)
X, Y)—=V(X)Y)=VxY
dontisimii;
Vx(Y+Z) =VxY + VxZ; vX, Y, Zey(M),

Vix+ gvZ=1VxZ + gVvZ ; VX, Y, Zey(M) ve Vi, geC” (M,R),



Vx(FY) =fVxY + XHY: VX, Yey(M) ve ¥f C* (M, R)

Ozelliklerini saglhyor ise V’ ya M iizerinde bir Afin Konneksiyon adi verilir
(Hacisalihoglu, 1983).



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, Lie gruplar1 ve Lie cebiri ile ilgili temel tamimlar verildi. iki vektor
alanimin Lie ¢arpimi ve bu Lie ¢arpimi kullanarak kovaryant tiirev kavrami gosterildi.
Daha sonra lie grubunun torsiyonu ve Levi-Civita konneksiyonu kullanilarak Lie

grubunun harmonik egriligi ve Frenet formiilleri elde edildi.
3.1. Lie Grubu
Tamim 3.1.1. G bir kiime olsun. G kiimesi {izerinde tanimlanan
u:G6xG -G
(a,b) » p(a,b)

ikili islemi kapal1 ve birlesmeli ise ayrica etkisiz elemana ve ters elemana sahip ise G ye
bir grup denir (Gilmore, 2008).

Tamim 3.1.2. G diferansiyellenebilir bir manifold olsun.
u:GxG -G
u(a,b) = ab

ve

doniistimleri diferansiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir (Gilmore, 2008).

Tamm 3.1.3. G bir Lie grubu olmak iizere h€ G noktasinda L nin tiirevi
(dLg)h ThG — TghG
. . d
h(©)=(dLg)nh(t)=_; (Lg(h(t))

Seklindedir (Talpaert, 2001).



Tamm 3.1.4. G bir Lie grubu olsun. G iizerindeki bir Riemann metrik Vg, h € Gve
u,v € TG igin,
(w, v)p=(d(Lg), W), d(Lg), W)r,m)

ifadesini sagliyorsa, bu

Riemann metrigine sol invaryanttir denir. Benzer sekilde sag invaryant Riemann

metrik,Vg, h € Gve u,v € TG igin
(u, V) =(d(Ry), (), d(Ry), ())ryn)

ifadesini saglar. G tizerinde sag ve sol invaryant ozeliklerinin her ikisini de saglayan

Riemann metrigine bi-invaryanttir denir (Carmo,1992).

Tanmm 3.1.5. V ve U bir K cismi iizerinde vektor uzaylar1 olsunlar. Bir F:V—U
donlisimii igin asagidaki kosullar saglanirsa F ye lineer dontisiim denir (Seymour
Lipschutz, 1968).

(i) Herhangiu,v € V igin F(u + v) = F(u) + F(v)
(if) Herhangi k € K ve herhangi u € V i¢in F(ku) = kF (u)

Tanim 3.1.6. V bir R cismi lizerinde bir vektor uzayi ve [, ]: V X V — V doniisimi de

(i) Bi-lineer
(i) VX, Y € Vigin[X,Y] = —[Y, X]
(i) v X,Y,Z € Vigin[X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0

sartlarin1 sagliyor ise [, | doniisiimiine V tistiinde bir Lie (parantez) operatori denir

(Hacisalioglu, 1993).

Tamm 3.1.7. F bir cisim olsun. Fcismi iizerinde bir vektdr uzayr g olmak iizere, g

tizerinde tanimlanan bi-lineer Lie parantez operatorii
() Vx,y € gigin [x; y] = —[y, x]
(i) Vx,yzegicn[x; [y; z]] + [y; [z x]] + [z [x y]] = 0

10



ifadelerini sagliyorsa g ye F cismi iizerinde bir Lie cebiri denir (Boothby, 1975).

Tamim 3.1.8. Bir G Lie grubundaki sol invaryant vektor alanlariin G-nin e etkisiz

elemaninda g = T, G seklinde tanimlanan cebire Lie cebiri denir (Carmo,1992).

Tamm 3.1.9. G bir Lie grubu ve g, G-nin Lie cebiri olsun. VX egyi X, €T,G ye

gotiiren g — T,G seklindeki fonksiyon bir lineer izomorfizmdir (Carmo, 1992).

Tamim 3.1.10. G, bi-invaryant metrik (, ile birlikte bir Lie grubu ve D, G Lie grubunun

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eger (, ) G bi-invaryant metrikse V X,Y,Z€ g i¢in
X, 1Y, Z]) =([X,Y],Z)
dir. Lie gruplarda bir vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirev,

DyY =

N |-

[X,Y]

seklinde tanimlanir(Ciftei, 2009).

Tanim 3.1.11. a: I € R - G yay uzunluklu bir egri ve {x;, x5, ..., x,} g Lie cebirinin
ortonormal bir bazi olsun.w;: I - R ve z;:1 —» R diizgiin fonksiyonlar olmak tiizere
W=Y1L, w;X; ve Z= YL, z;X; olarak tanimlanirsa, W ve Z herhangi iki vektor alani

olur. Bu durumda W ve Z vektor alanlarinin Lie ¢arpimi;
W, Z1=E0)= wizi [x:, 3]
seklinde tanimlanir(Ciftei, 2009).

Tanmm 3.1.12. a:I c R— G seklinde Lie gruplarda bir egri olsun. T =o' ve
W=y", wiXi ya da W=Z?=1Z—V;Xi olmak tizere, D, W notasyonu ile a egrisi boyunca

W- nin kovaryant tiirevi;

DarW=W+%[T W]

W=0 olur (Ciftci, 2009).
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Tamm 3.1.13. G, 3- boyutlu Lie grubu ve « egrisinin Frenet elemanlar1 (T, N, B, «, 1)

olmak {izere o egrisinin egriligi,
= ||
seklinde tanimlanir (Carmo ve Monfedo, 1976).

Tamm 3.1.14. a: 1 € R - G, Frenet elemanlar1 (T, N, B, k, 1) ile verilmis parametrik

bir egri olsun. Bu durumda Lie grubunun torsiyonu,

1
=—|T,N(B
w=1[TN]

ya da

1
2k2 1

(1, T T TP

Te= 4x% 1
seklinde tanimlanir (Cift¢i, 2009).

Tammm 3.1.15. a:I c R — G, Frenet elemanlart (T, N, B, k, 1) ile verilmis yay

uzunluklu parametrik bir egri olsun

1z ==[T,N]B

N =

olmak iizere, a egrisinin harmonik egrilik fonksiyonunu asagidaki sekilde

tanimlayabiliriz (Okuyucu, Gok ve Yayli, 2012).

T—1g
H =

K

Teorem 3.1.16. a:I c R — G, Frenet elemanlar1 (T, N, B, «, 1) ile verilmis yay

uzunluklu parametrik bir egri olsun. Bu durumda a egrisi genel helis ise
H = sabit

dir (Ciftci, 2009).

Tamim 3.1.17. 3.mertebeden her Frenet egrisi i¢in

a' (s) =T(s)
12



olacak sekilde a boyunca {T(s), N(s), B(s)} ortonormal 3-catis1 iligskilendirilebilir ve
Frenet egrilikleri diye anilan k,7:1 - R fonksiyonlar1 3 boyutlu Lie gruplarda

tanimlanan Frenet formiilleri ile iliskilendirilebilir. Yani,

D1T(s)=k(s)N(s) (3.1
DyN(s) = —k(s)T(s) + (t — 15)(s)B(s) (3.2
DtB(s)=(t; — 7)(s)N(s) (3.3)

dir (Okuyucu, Gok ve Yayli, 2014).

a:l € R — G, 3-boyutlu Lie gruplarda birim hizli parametrik bir egri olsun. a egrisi,

n

eger a'(s),a’’(s), a'"'(s) tirevleri lineer bagimsiz ve o'(s),a’'(s), o'"'(s), a'""'(s)
tirevleri her s € I igin lineer bagiml ise, oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi

olarak anilir.

burada D, G Lie grubunun Levi-Civita konneksiyonu ve rG:%([T, N|B).

Onerme 3.1.1. a:] € R > G, ii¢c boyutlu Lie gruplarda bir Frenet egrisi olsun. Bu
takdirde

a'(s)=T(s) (3.4)
a” (s)=k(s)N(s) (3.5)
a' (s)=-k?(s)T(s) + k'(s)N(s) + k2(s)H(s)B(s) (3.6)

""" (s)=(Br(s)K' (ST ()+(k" (s) — k*(s)(1 — H2(s)))N(s)+
(2 k" ($)r(HH(s)+(k(s)H(5)))B(s) 3.7)
dir.
Ispat. 3-boyutlu Lie gruplarda (3.1), (3.2), (3.3) Frenet formiilleri ve

T—1g
H=

K

esitligi kullanilarak yukaridaki esitlikler elde edilir.
13



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde 3-boyutlu Lie gruplarda bir Frenet egrisinin AW(k)-tipinden (k=1, 2, 3)
egri olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar elde edildi. 3-boyutlu Lie gruplarda AW(k)-
tipinden egriler, Helis ve diizlem egrileriyle alakali baz1 teorem ve sonuglar verildi.
Daha sonra Lie gruplarda Bertrand egrisi tanimlanip AW(k)-tipinden egriler, Bertrand

egrileri ve Helis egrileri arasinda bazi esitlikler ve sonuglar elde edildi.
4.1. 3 Boyutlu Lie Gruplarda AW(K)-tipinden Egriler

Tamim 4.1.1. 3 boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan Frenet egrisine;

(i)  Eger,
N3(s) = (N3(s), N2 (s) )Nz (s) (4.1)

sartin1 sagliyor ise AW(2)-zayif tipindendir denir.
(i) Eger,
N3(s) = (N3(s), Ny (s))N;(s) (4.2)
sartin1 sagliyor ise AW(3)-zay1f tipindendir denir(Kiziltug ve Cakal, 2017).

Burada N; (s) ve N, (s) asagidaki gibi tanimlanmistir.

Ny (s)
N{(s) = ——— 4.3
N TAGI] *3
Na(s) = (N3(s) , N{ (s)IN{ (s)
N3 (s) = 4.4
R G AOGWHONHO) 9
Tamim 4.1.2. 3-boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan Frenet egrisi,
(i)  Eger,
N,(s)=0 (4.5)

sartin1 sagliyor ise AW(1)-tipindendir denir.
(i)  Eger,
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INL(S)] Ny (5) = (N5 (5), N, (5)) N, (5) (4.6)
sartini sagliyorsa AW(2)-tipindendir denir.
(i) Eger,
[N, )] Ny(5) = (N(5), Ny ()) Ny () (4.7)
sartini sagliyorsa AW(3)-tipindendir denir (Kiziltug ve Cakal, 2017).
Notasyon.
Ny (s) = k(s)N(s) (4.8)
N,(s) = k'(s)N(s) + k*(s)H(s)B(s) (4.9)
ve
N3(s) = (k"(s) — 13() (1 — HA()N()+(3 k' ()k(s)H () +x2 () H'(5)) B(S)
(4.10)
ile gosterelim (Kiziltug ve Cakal, 2017).

Uyani 4.1.1. a'(s),a” (s),a"'(s),a’"' (s) tirevlerinin lineer bagimli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart N1, N2, N3-iin lineer bagimli olmasidir.

Onerme 4.1.1. a:1 c R — G,3-boyutlu Lie gruplarda oskiilatér mertebesi 3 olan bir

Frenet egrisi olsun. Eger o, AW(2) zayif tipinden ise

k" (s) —k3(s)(1—H%*(s) =0 (4.11)
dir (Kiziltug ve Cakal, 2017).
Ispat. a:1 € R » G, AW(2) zayif tip bir Frenet egrisi oldugu iin (4.1) geregi

N3(s) = (N3(s), N3 (s))N3(s)

esitligini yazabiliriz.(4. 4) esitliginden
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Ny (s) — (N(s), N; (s))N;(s)
IN2(s) — (Np(s), Ny (s))N7 ()l

N;(s) =

dir. (4.3) esitligini elde etmek igin (4.8) esitligi (4.3) esitliginde yerine yazilirsa,

Ni(s) _ K(N(s)
[ACIINTO

N{(s) = = N(s) (4.12)

elde edilir. (4.9) ve (4.12) esitlikleri (4.4) de yerlerine yazilirsa,

k' (S)N(s) + k?(s)H(s)B(s) — ((K'(S)N(s) + KZ(S)H(S)B(S)),N) N
B |’ (S)N(s) + k2(s)H(s)B(s) — {(x'(s)N(s) + k2(s)H(s)B(s)), N)N||

*

N;(s)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

k' (S)N(s) + k?(s)H(s)B(s) — k' (S)N(s)
Ik’ (IN(s) + k?(s)H(s)B(s) — k' (s)N(s)||

N;(s) =

k2(s)H(s)B(s)

N:(9) = =2 oHE)

N3 (s) = B(s) (4.13)
elde edilir. (4.13) ve (4.10) esitlikleri (4. 1) de yerlerine yazilirsa,
(" (s) = k3()(1 = HA(S)N($)+(B k' (s)k(s)H (s)+K*(s)H'(s))B(s)

=(((x""(s) = k3(s)(1 — H3(s))N(s) + B k' (s)k(s)H(s) +
k%(s)H'(s))B(s)), B(s)) B(s).

Gerekli i¢ garpim iglemi yapilirsa
(" (s) = k3(s)(1 = HA(s)IN(5)+(B k' () (s)H (s)+K*(s)H'(5))B(s)
=B k' ()r(s)H(s) + k*(s)H'(s))B(5)
elde edilir. Her iki taraftan ayn: ifadeler sadelestirilirse,
(1" (s) — k>(s)(1 — H*(s))N(s)=0

elde edilir. N(s) # Ooldugundan
16



k" (s) —k3(s)(1 — H?(s)=0
bulunur

Sonu¢ 4.1.1. a: I € R - G, AW(2)- zayif tip bir Frenet egrisi olsun. Eger a bir diizlem

egrisi ise 0 zaman,

K(s) = T2 (4.149)
burada, c sabit (Kiziltug ve Cakal, 2017).
Ispat. &, AW(2) zayif tip bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda (4.11) esitliginden
k" (s) —k3(s)(1—H?*(s) =0
dir. Ayrica a, bir diizlem egrisi oldugu i¢in
H(s)=0 (4.15)

oldugundan (4.15) esitligi (4.11) esitliginde yerine konursa
K'(s)—k3(s) =0
elde edilir. Boylece son esitligin ¢6ziimii bize (4. 14) esitligini verir.

Onerme 4.1.2. a:1 € R — G, 3-boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan bir

Frenet egrisi olsun. a egrisi, AW(3) zayf tip bir egri ise bu durumda

3k’ (s)k(s)H(s)+Kk?(s)H'(s)=0 (4.16)
dir (Kiziltug ve Cakal, 2017).
Ispat. a egrisi, AW(3) zayif tipinden bir egri oldugu i¢in(4. 2) esitliginden

N3(s) = (N3(s),Ni(s))Ni(s)

dir. (4.10)ve (4.12) esitlikleri (4.2) de yerlerine yazilirsa
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(k" (s) = k*(s)(1 = H*($))IN(s) +(3 k' ($)K(s)H (s) +K*(s)H'(s)) B(s5)=
(" (8) =13 ()X = HA())IN(s) + B k' (s)k(s)H(s)
+Kk?(s)H'())B(s), N(s)IN(s)

olacagindan ve gerekli diizenlemelerde yapilirsa,
(k" (s) = k*(s)(1 = HA($))IN(s) + (3 k' ()k(s)H(s) + K ()H'(s))B(s)
= (1" (s) — k*(s)(1 = H*(s)))N(s)
elde edilir. Her iki taraftan ayni ifadeler sadelestirilirse,
(3 k' (s)Kk(s)H(s) + k2(s)H'(s))B(s)=0
bulunur. B(s) # 0Ooldugundan,
3 1 (s)K(s)H(s) +12 (s)H'(s)=0
dir,

Teorem 4.1.1. a:1 € R — G 3-boyutlu Lie gruplarda oskiilatér mertebesi 3 olan bir

Frenet egrisi olsun. Bu durumda a egrisi AW(1)-tipinden ise
k"(s) —k3(s)(1—H%*(s) =0 (4.17)

ve

3k’ (s)k(s)H(s)+Kk?(s)H'(s)=0 (4.18)
dir (Kiziltug ve Cakal, 2017).
Ispat. a egrisi, AW(1) tipinden bir egri oldugu igin (4. 5) esitligi geregi,

N;(s) =0
dir. Bu durum (4.10) esitligine uygulanirsa,
(1" (s) = K> ($)(1 = HA()))N()+(3 k' ()k(s)H () +x* (s)H' (5)) B(5)=0

olur. Ayrica, N ve B vektorleri lineer bagimsiz oldugu igin bu vektorlerin katsayilari

sifir olmasi gerekir. Boylece
18



K" (s) — 13(s)(1 — H2(s)=0
ve
3k’ (5)K(s)H(s)+K2(s)H'(5)=0
dir.

Sonu¢ 4.1.2. a: 1 c R - G 3- boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan bir
Frenet egrisi olsun. Bu durumda AW(1) tipinden Helis egrisi yoktur (Kiziltug ve Cakal,
2017).

Ispat. a egrisi bir Helis egrisi olsun.Bu durumda Teorem (3.1.16) geregi

H(s)=c
Dolayisiyla

H'(s) =0
dir. Bu durumda (4.17) ve (4.18) esitlikleri asagidaki gibi yazilabilir

k" (s) —k3(s)(1—H?*(s) =0
ve
3k'(s)k(s)H(s) =0

dir. Yukaridaki diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii olmadigi igin, AW(1) tipinden Helis
egrisi yoktur.

Teorem 4.1.2. a:1 € R - G 3- boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan bir
Frenet egrisi olsun. O zaman «a egrisinin AW(2)-tipinden bir egri olmasi i¢in agagidaki

esitligi saglamasi gerekir (Kiziltug ve Cakal, 2017).
3k'(s)%k(s)H(s) + k' (s)k?(s)H'(s) — k" (s)k?(s)H(s)

+Kk5(s)H(s)(1— H%(s)) = 0 (4.19)
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Ispat. a egrisi AW(2) tipinden bir Frenet egrisi oldugundan (4.6) geregi N, (s) ve N3(s)
lineer bagimlidir.(4.9) esitliginde N(s) ve B(s) vektorlerinin katsayilarina sirasiyla
y(s) ve B(s), (4.10) esitliginde N(s) ve B(s) vektorlerinin katsayilarina sirasiyla n(s)
ve §(s) diyelim. Bu durumda (4. 9) ve (4.10) esitliklerini sirasiyla

Nz (s) = y(SIN(s)+B(s)B(s), (4.20)
N3(s) = n(s)N(s)+8(s)B(s), (4.21)

seklinde yazilabilir. Burada y, 8,1 ve § diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. N2(S) ve

Naz(s) lineer bagimli olduklar i¢in, determinant katsayilar1 0’a esittir.

2 1
burada,

y(s) =k'(s), B(s) = K*(s)H(s)
:

n(s)= k" (s) — k*(s)(1 — H*(s)),
5(s) =3k’ (s)k(s)H(s)+x?*(s)H'(s).

(4.22) esitliginde bu ifadeler yerlerine yazilir ve determinant degeri hesaplanirsa (4.19)

esitligi elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3. Eger a:1 € R — G 3.mertebeden bir Frenet egrisi ise AW(2) tipinden
genel bir helistir, bu durumda asagidaki esitlik elde edilebilir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

3k'(s)? — Kk"(s)k(s) + k*(s)(1 — H%(s)) = 0. (4.23)

Ispat. a egrisi, AW(2) tipinden bir egri oldugu icin (4.19) esitligi saglanir. Ote yandan
a egrisi genel helis ise Teorem (3.1.16) dan H(s) bir sabittir.Dolayisiyla H'(s)=0
olmasi gerekir. Bu nedenle (4.19) esitligi asagidaki gibi yazilabilir.

3k’ (s)?K()H(s) — k" (s)K2(s)H(s) + k5 (s)H(s)(1 — H%(s)) = 0
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Ayrica a, genel helis oldugu igin k(s) # 0 ve H(S) bir sabittir. Dolayistyla esitligin her
iki tarafi k(s)H (s) ile sadelestirilirse,

3(k'(s))? — Kk"(s)k(s) + k*(s)(1 — H*(s))=0
elde edilir.

Teorem 4.1.3. a: 1 € R — G3- boyutlu Lie gruplarda genel Helis egrisi olsun. Eger a
egrisi, AW(2) tipinden ise,

1
K(s) = J=AsZ+B(s)+C
ve
(t—15)(s) =v1—Ak(s) (4.24)

Burada A=1 — H?(s) ve B ve C reel sabitlerdir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

Ispat. a egrisi, AW(2) tipinden genel bir helis olsun. O zaman (4.23) esitligi saglanr.
Eger (4.23) de x(s)=x degisikligi yapilirsa,

x L2 3 (@2 = axt, 4 =1-H(s) (4.25)

ds?

elde edilir. x=yP alinir ve 2 kez diferansiyeli alinirsa,

d _14d

d—f: = pyP~1 d—i (4.26)
ax _ (p —1)yP~? (d_y)2+ p-19%y 4.27
= =P -y (=) +pyPT (4.27)

elde edilir. Simdi (4.26) ve (4.27) esitlikleri (4.25) de yerine konursa,

2 2

_, d%y _, (AN L, (dy
YP |y =5+ pp — Dy? Z(E) l—3pzy2” 2(E> = Ay*?

2 2 2

d*y dy dy
2p—-1_" 7 _ 2p—2 (22 _ 2,2p-2 (27} — 4p
py ezt p(p — Dy (ds> 3p*y (ds> Ay

elde edilir. Son esitligin icine p(p — 1) = 3p? (i.e.p = ‘—21) koyulursa,
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d2
Py = Ay

ds?
elde edilir. Boylece,
d?y
— =24
ds?
simdi son denklem ¢oziilebilir.
d
o —2As+B
ds

oldugu i¢in
y = —As?+ Bs +C.

-1

bulunur. Ayrica, x = y2 nin kullanimu ile,

-1
x = (—As®*+ Bs+ ()=.
elde edilir.

(T —16)(s)
H(s) = ——5
(s) )
oldugundan istenen sonuca ulasilir.

Teorem 4.1.4. o, 3 boyutlu Lie gruplarda oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi

olsun. Bu durumda a egrisi, AW(3) tipinden ise
3k'(s)k(s)H(s)+k?(s)H'(s) = 0 (4. 28)
dir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

Ispat. &, AW(3) tipi 3.mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda (4. 7) esitligi
saglanir. (4.8) ve (4.10) esitlikleri (4. 7) esitliginde yerlerine konursa esitligin sol tarafi,

K2($)[ () — k3 ()@ — HA(S))IN(s) + (3 k¢ ()k(s)H(s) + k2 (s)H'(5))B(s)]

elde edilir. Esitligin sag tarafi ise,
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K2 (s) (K”(s) —k3(s)(1 - H? (s))) N(s)

elde edilir. Her iki taraf esitlenirse,

k2(s) [(K”(S) — K3(s)(1 - Hz(s))) N(s) + (3 K (s)k(s)H(s) + KZ(S)H’(S)) B(s)]

= 2(5) (') - (1= () ) N
elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa;
(B k'(s)k(s)H(s) + kK2(s)H'(s))B(s) = 0
bulunur. B(s) # 0 oldugundan,
(B xk'(s)k(s)H(s) + kK2(s)H'(s)) =0
olur. Boylece (4.28) esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.5. a egrisi oskiilator mertebesi 3 olan genel Helis olsun. Bu durumda
a egrisinin AW(3)-tipinden olmast igin gerek ve yeter sart a egrisinin dairesel Helis
olmasidir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

Ispat. := aegrisi genel helis oldugundan Teorem (3.1.15) den
H'(s)=0
dir. Boylece denklem (4.28)
kK'(s)k(s)H(s) =0

olur. H(s)#0 oldugundan x'(s) = 0. Bu durumda x(s) sabit olur. Ayrica «, genel helis

oldugu i¢in (t — 74)(s) sabit olmahdir. Dolayisiyla a, dairesel helistir.

&: a egrisi dairesel helis olsun. Bu durumda k(s) ve (t —1;)(s) sabit oldugundan

H (s)de sabit olur. Dolayisiyla k'(s) = 0 ve H'(s)=0 bulunur. Boylece
3k'(s)k(s)H(s)=0

ve
23



k2(s)H'(s) =0
elde edilir. Taraf tarafa toplama yapilirsa,
3k'(s)k(s)H(s)+k%(s)H'(s) = 0

esitligi yazilabilir. Son esitlikaegrisinin AW(3)-tipinden bir egri oldugu sonucunu

dogurur.
4.2. 3 Boyutlu Lie Gruplarda AW(K)-tipinden Bertrand Egrileri

Tamim 4.2.1. a: I € R - G,k(s) # 0 olacak sekilde bir egri olsun.«a egrisiyle s € I da
asli normalleri esit olacak sekilde bir &: 1 ¢ R — G egrisi varsa a, Bertrand egrisi
olarak adlandirilir. Bu durumda &, a-nin bir Bertrand ¢ifti olarak tanimlanir (Okuyucu,
Gok ve Yayli, 2012).

Teorem 4.2.1. a« < G bir Bertrand egrisi olsun.(a, @) Bertrand ikilisi igin, A sabit

olmak {izere, asagidaki esitlik saglanir (Okuyucu, Gok ve Yayli, 2014).
a@(s)=a(s) + AN(s) (4.29)

Sonug¢ 4.2.1. (a, @) Bertrand ikilisi ise,

(@(s)) = (1 = 2(s))T(s) + (Ae(s)H(s))B(s) (4.30)
dir (Kiz1ltug ve Cakal, 2017).
Ispat. (a, @) bir Bertrand ikilisi oldugundan (4.29) esitliginden
a(s)= a(s) + AN(s)

dir. Bu esitlikte s-ye gore tiirev alinirsa

@'(s)=a'(s) +A'N(s) + AN'(s) = a'(s) + A'N(s) + A(—kT + ©B)(s)
dir. Burada A sabit oldugundan A" = 0 olur. Bu durumda a'(s) = T yerine konursa

(@)'(s) =T + A(—«T + tB)(s)

(@' =1 —2Ak(s))T + AtB(s)
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elde edilir.

T Tc

H= — Ve (t — t¢) =kH

oldugundan bu esitlikler yukarida yerlerine konulursa (4.30) elde edilir. Yani,

(d(s))’ = (1 — AK(S))T(S) + (AK(S)H(S))B(S)
dir.

Onerme 4.2.1. « egrisi, 3-boyutlu Lie gruplarda oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet
egrisi olsun. k(s) #0 olmak iizere, a- nin bir Bertrand egrisi olmas i¢in gerek ve yeter

sart
Ak(s) + ux(s)H(s) = 1 (4.31)

seklinde dogrusal bir iliski var olmasidir. Burada A, u sifirdan farkli sabitler ve H,
aegrisinin harmonik egrilik fonksiyonudur (Okuyucu, Gok, Yayli ve Ekmekgi, 2014).

Sonu¢ 4.2.2. k(s) #0 ve (t — 15)# 0 olmak iizere, a egrisinin bir Bertrand egrisi
olmasi i¢in asagidaki esitlik saglanacak sekilde sifirdan farkli A gibi gergel bir say1 var
olmalidir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

)l(K’(s)K(s)H(s) - K(s)(K(s)H(s))’) — (K(S)H(S)), =0 (4.32)
Ispat. Onerme(4.2.1) den aegrisibir Bertrand egrisi ise A #0 ve u;
Ak(s) + ux(s)H(s) =1
olacak sekilde gercek sayilardir. Bu

1— Ak(s)

() = sabit

olacak sekilde A #0 reel bir say1 var oldugu duruma denktir. Son esitligin her iKi
tarafinin diferansiyeli alinirsa,

(1-2x)'kH — (1 — Ak)(kH)' _o
(kH)? -
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elde edilir. Buradan

—Ak'kH — (1 — Ak)(kH)' =
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Ak'kH —k(kH)') — (kH)' =0

elde edilir. V s € Iigin,

A(K’(S)K(S)H(s) — K(S)(K(S)H(s))’) — (K(S)H(S)), =0
dir.

Onerme 4.2.2. k(s) # 0 ve (t — 75)# 0 olmak iizere, a: ] € R — G bir Bertrand egrisi
olsun. a egrisinin AW(2)-tipi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A gibi sifirdan farkli ger¢ek
bir say1 var olmasidir. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

3(k’(s)) H(s) + KZ(S)% — Kk2(s)H(s) (3K (s)H(s) + k(s)H'(s)) = 0(4.33)

Ispat. a egrisi AW(2)-tipinden oldugu igin (4.19) esitliginden
3k'(s)%k(s)H(s) + k' (s)k?(s)H'(s) — k" (s)k?(s)H(s)
+Kk5(s)H(s)(1 — H%(s)) = 0

dir. Ayricaa bir Bertrand egrisi oldugu igin (4.32) esitliginden

A(K’(S)K(S)H(s) — K(S)(K(S)H(s))’) — (K(S)H(S)), =0

oldugundan bu iki esitlik birlikte diistintiliip gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.33) elde
edilir.

Teorem 4.2.2. k(s) # 0 ve (t — 75)# 0 olmak tizere, a: I € R — G bir Bertrand egrisi

olsun. Eger a egrisi AW(3) tipi ise , a bir dairesel helistir (Kiziltug ve Cakal, 2017).

Ispat. a:1 c R > G ,k(s) # 0 ve (t — 75)# 0 olacak sekilde AW(3)-tipi bir Bertrand
egrisi olsun. Bu durumda (4.28) ve (4.32) esitliklerini birlikte diisiliniirsek,
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H'(s)(22k3(s) — k2(s)) =0 (4.34)
esitligini elde ederiz. k(s) # 0 oldugu igin, (4.34) esitliginden
H'(s)=0
dir. Dolayisiyla H (s) sabittir, boylece a egrisi bir dairesel helistir.

Onerme 4.2.3. k(s) # 0 ve (t — 75)# 0 olmak iizere, a:I € R — G bir Bertrand egrisi
olsun. Eger a egrisi, AW(2) zayif tipinden ise asagidaki esitlik yazilabilir (Kiziltug ve
Cakal, 2017).

H'(s)(Ak2(s) — k(s)) + H'(s) (Z)lk(s)ic'(s) — ZK'(S)) —k3(s)H(s)(1 — H%(s)) =0
(4.35)
Ispat. o, AW(2) zayif tipi oldugu igin (4.11) esitliginden
K'(s) —k3(s)(1— H?*(s)) =0
dir. a, bir Bertrand egrisi oldugu igin, (4.32) esitligi ele alinirsa
A(K’(S)K(S)H(s) — K(S)(K(S)H(s))') — (K(S)H(S)), =0

elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

H'(s)(Ak2(s) — k(s)) = k' (s)H(Ss) (4.36)

bulunur. Yukaridaki esitligin diferansiyeli alinirsa,

H”(s)(lkz(s) — K(s)) + H’(s)(ZAK(s)K’(s) — ZK’(s))

KII(S) — H(s)

(4.37)

esitligi elde edilir. (4.11) esitliginde (4.37) esitligi yerine yazilirsa (4.35) elde edilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde, 3 boyutlu Lie gruplarda, Harmonik egrilik fonksiyonunu kullanarak bir Frenet
egrisinin AW(K)-tipinden egri olma sartlar1 verilmis ve AW(K)-tipinden egrilerin helis
egrisi ve diizlem egrileriyle olan iliskileri incelenmistir. Burada ge¢mis ¢alismalardan
farkli olarak, 3 boyutlu Lie gruplarda Bertrand egrileriyle AW(3), AW(2) ve zayif
AW(2) tipinden egriler arasindaki iliskiler gosterilmistir. Elde edilen sonuglar diger bazi
ozel egri ciftlerine de uygulanabilir. Ornegin Mannheim egrilerine ve involute- evolute
egri ¢iftine uygulanabilir. Mannheim egrilerinin ve involute- evolute egri ¢iftlerinin Lie
gruplarda tanimi yapildiktan sonra bu egrilerin AW(K)-tipinden egriler ile iliskileri

gosterilebilir.
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