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Erzincan Üniversitesi 
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Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Sezai KIZILTUĞ 

Bu çalışmada 3 boyutlu Lie gruplarda AW(k), (k= 1, 2, 3), tipinden eğriler ele alındı. Lie 

gruplarda tanımlanmış olan harmonik eğrilik fonksiyonu düşünülerek verilen bir eğrinin 

AW(k)-tipinden olma şartları elde edildi. Daha sonra AW(k)-tipinden eğrilerin Helis eğrisi ve 

Düzlem eğrileriyle olan ilişkileri incelendi. Son olarak 3-boyutlu Lie gruplarda Bertrand 

eğrileriyle AW(3), AW(2) ve zayıf AW(2) tipinden eğriler arasındaki ilişkiler gösterildi. 
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In this paper, the curves of AW(𝑘) type have been studied in 3 dimensional Lie groups, on 

condition that the value is taken for (𝑘 =  1, 2, 3). The conditions that a curve in the type of 

AW(𝑘), considering the Harmonic curvature functions defined in the Lie groups, have been 

acquired. Afterwards, the relations of curves of AW(𝑘) type with helix and plane have been 

investigated. Finally, the relations between the Bertrand curves and AW(3), AW(2) and weak 

AW(2) have been put forward in 3 dimensional Lie groups.    
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1. GİRİŞ 

Eğriler teorisi, diferansiyel geometrinin en önemli çalışma alanlarından biridir. Eğriler, 

günlük hayatta sıklıkla karşımıza çıkan geometrik cisimlerdir. Örneğin, bir anne adayı 

bebeğinin kalp atışlarının ritmini NST filmindeki eğri sayesinde öğrenebilir. Eğrisel 

yapıları; ekonomide verilerin analizinde, gemi ve uçak rotalarının belirlenmesinde, 

üniversitede öğrenci notlarının sıralanmasında ve fizikte parçacıkların hareketinde 

kullanırız. Görüldüğü gibi eğriler hayatımızın vazgeçilmez bir parçasıdır.  

Jeodezik eğriler, rektifian eğriler ve Helis eğrileri; Silindirik helis, Dairesel helis, Slant 

helisler vb. bazı özel eğri çeşitleri vardır ki, bu tür eğrilerin karakterizasyonları 

geçmişten günümüze çalışma konusu olmuştur. Ayrıca verilen bir eğriyle ilişkili olan 

eğri çiftleri, yaygın bir şekilde çalışılmaktadır. Bu eğriler arasında en çok çalışılanlar 

Bertrand eğri çiftleri, involüt–evolüt eğri çiftleri, Mannheim eğrileridir. Bertrand eğri 

çifti, bilgisayar destekli grafik çizim programlarında (CAM) önemli rol oynamaktadır 

(Izumiya, 2002, 2004; Liu, Y., 2008).  

ℝ3de bir eğri, sabit bir doğrultu ile sabit bir açı yapıyorsa veya𝜅 eğriliğinin 𝜏 

burulmasına oranı sabit ise genel helis olarak adlandırılır. Bu tür eğriler birçok 

çalışmada kullanılmıştır (Camcı ve İlarslan, 2009). Ayrıca helis eğrileri, günlük hayatta 

pek sık karşılaştığımız eğri türüdür. Örneğin, bir fasulyenin çubuğa sarılırken takip 

ettiği yol, DNA sarmalında moleküllerin diziliş şekli ve bir vidanın izlediği yol (spiral) 

helis eğrisidir. Spiral helis; kullanılan arazi alanını en aza indirgemek ve sağlamlık 

katmak amacıyla köprü yapımında, grafik çizim programlarında, fraktal geometride 

karşımıza çıkmaktadır. En sıradışı spiraller, hiperbolik k-Fibonacci fonksiyonlarla 

bağlantılı olan k-Fibonacci spiralleri olarak anılır. Fibonacci sayıları ile ilgili Altın 

Oran, teorik fizikte ve yüksek enerji parçalarının hareket yapısında karşımıza 

çıkmaktadır (ElNaschie, 2001, 2005; Falcon 2008). 

Lie grubu, grup yapısına sahip diferansiyellenebilen bir manifold ve aynı zamanda 

diferansiyellenebilen topolojik bir gruptur. Dülger (2010, sf.1)’ in belirttiği üzere ‘‘Lie 

grubunun birbiri ile bağlantılı cebirsel, topolojik ve geometrik yapısı vardır. Lie grupları 

incelenirken matematiğin bu üç dalı ile ilgili yapılar çalışılır’’. Ayrıca bu grup yapısı; 

cebirsel özellik, bağlantılılık ve kompaktlık kriterlerine göre sınıflandırılabilir. 
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Çöken ve Çiftçi (2008), birleştirilebilen killing form kullanılarak tanımlanan Lie grubu 

üzerindeki metriğin dağılımını gösterdi. Böylece bu metrikle bağlantısını kullanarak Lie 

gruplara Levi-Civita konneksiyonlarını uygulanabilir hale getirdi. Sonuç olarak, 

bağlantılı bir G Lie grubuna yarı-Riemann manifoldunun özel bir hali olarak 

bakılabileceğini gösterdi. Daha sonra Çiftçi, 3-boyutlu Lie gruplarda bi-invaryant 

metriği kullanarak genel helisleri tanımladı. Genelleştirilmiş Lancret’s teoremini Lie 

gruplara uyguladı. Ayrıca Çiftçi, silindirler ve genel helislerin jeodezikleri arasında 

bağlantılar kurdu (Çiftçi, 2009). 

Okuyucu ve Gök (2012, 2014), 3-boyutlu Lie gruplarda bi-invaryant metrikle Bertrand 

eğrilerini tanımladı. Sonra harmonik eğrilik fonksiyonunu kullanarak Mannheim 

eğrilerin, Slant helislerin ve genel helislerin karakterizasyonlarını verdiler.  

AW(k)-tipinden alt manifold kavramını ilk olarak tanımlayan K.Arslan, bu alt 

manifoldların bazı özelliklerini elde etti. Daha sonra bu kavramı eğrilere indirgedi ve 

AW(k), (k=1, 2, 3), tipinden eğri kavramını literatüre kazandırdı. 

Arslan ve Hacısalihoğlu (2000), AW(k) tipi eğrilerle bu eğrilerin birinci harmonik 

eğriliği arasında bazı ilişkiler tespit etti. 

Özgür ve Gezgin (2005), 3-Boyutlu Öklid uzayında Bir Frenet eğrisinin AW(k)-

tipinden olma şartlarını elde etti. Sonra, AW(k)-tipinden eğrilerin, harmonik 

eğriliklerini ve Bertrand eğrileriyle olan ilişkilerini incelediler (Okuyucu ve Gök, 2012). 

Külahci, Bektaş ve Ergut (2007),  3 boyutlu boş koni içindeki AW(k)-tipinden eğrileri 

inceleyip bu tip eğrilerin eğrilik durumlarını elde ettiler. Daha sonra 2009’da AW(k)-

tipinden eğriler ile Bertrand eğrilerini arasındaki ilişkileri incelediler. Ayrıca Lorentz 

uzayında AW(k)-tipi Frenet eğrilerinin eğrilik durumlarını inceleyip, bu eğrilerin hangi 

durumlarda helis eğrisi olduğunu tespit ettiler. 

Kızıltuğ ve Yaylı (2014), 3 boyutlu Galilean uzayının equiform geometrisinde AW(k)-

tipinden eğrileri ve Bertrand eğrilerini incelediler. AW(k)-tipinden eğrilerin eğrilik 

hallerini elde ettiler. Ayrıca 3 boyutlu Galilean uzayının equiform geometrisinde 

Bertrand eğrilerinin dairesel helis olduğunu gösterdiler. Dahası zayıf AW(2) ve AW(3) 

tipinden Bertrand eğrilerinin var olduğunu ancak zayıf AW(3) ve AW(2) tipinden 

Bertrand eğrilerinin olmadığını gösterdiler. 
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Kızıltuğ ve Yaylı (2015), 3 boyutlu Öklid uzayında Quaterniyonik eğrilerin AW(k)-

tipinden eğrilik durumlarını elde ettiler. Daha sonra Quaterniyonik Mannheim eğrilerini 

ele aldılar. Ayrıca E3 de, AW(2) ve AW(3) tipi Quaterniyonik eğrilerin, Quaterniyonik 

Mannheim eğrileri olduklarını gösterdiler. Fakat AW(1) tipinden Mannheim eğrisi 

olmadığını gösterdiler. 

Kızıltuğ ve Çakal (2017), 3- boyutlu Lie gruplarda AW(k)-tipinden Bertrand eğrilerini 

çalıştılar. Bu bağlamda bir Frenet eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonunu kullanarak 

AW(k) tipinden eğri olma şartlarını ve bu AW(k) tipinden eğrilerin Helis eğrisi ve 

düzlem eğrileriyle ilişkilerini incelediler. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölüm giriş bölümüdür. 

İkinci bölümde, çalışmanın sonraki bölümlerinde kullanılan temel tanım ve kavramlar 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, Lie grupları ile ilgili temel tanımlar verildi. İki vektör alanının lie 

çarpımı kullanılarak kovaryant türev kavramı gösterildi. Daha sonra Lie grubunun 

torsiyonu ve Levi-Civita konneksiyonu kullanılarak Lie grubunun harmonik eğriliği ve 

Frenet formülleri elde edildi. 

Dördüncü bölüm orijinal teorem ve sonuçlar içermektedir. Bu bölümde Lie gruplarda 

bir Frenet eğrisinin AW(k)-tipinden, (k=1,2,3), eğri olması için gerekli ve yeterli şartlar 

elde edildi. Üç boyutlu Lie gruplarda AW(k)-tipinden eğriler, Helis ve düzlem 

eğrileriyle alakalı bazı teorem ve sonuçlar verildi. Daha sonra Lie gruplarda Bertrand 

eğrisi tanımlanıp AW(k)-tipinden eğriler, Bertrand eğrileri ve Helis eğrileri arasında 

bazı eşitlikler ve sonuçlar elde edildi. 

Sonuç bölümünde, yukarıdaki çalışmalardan yola çıkılarak Lie gruplarda mannheim 

eğrileri ve involute-evolute eğri çifti gibi bazı özel eğrilerin tanımlanabileceği ve bu 

eğrilerle AW(k)-tipinden eğriler arasındaki ilişkilerin gösterilebileceği ifade edildi. 

. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. n-Boyutlu Öklid Uzayında Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. A≠ ∅ bir cümle ve V de ℝ cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir 

𝛾: 𝐴 𝑥 𝐴 → 𝑉 dönüşümü P, Q ∈ A noktaları için (P, Q)  →  γ(P, Q) şeklinde 

tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise A cümlesine V vektör uzayı ile 

birleştirilmiş bir afin uzay denir. 

(i) ∀ P, Q, R ∈ Aiçin 𝛾(P, R) = 𝛾(P,Q) + 𝛾(Q, R) 

(ii) ∀P∈ A ve ∀ α ∈V için 𝛾(P, Q)= α olacak şekilde bir tek Q ∈ A noktası vardır 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 2.1.2. A, V vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu bir afin uzay olsun. Eğer V 

vektör uzayı bir iç çarpım uzayı ise yani; x=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)ve y=(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛) 

olmak üzere, V de bir iç çarpım işlemi; 

〈 , 〉 ∶  𝑉 𝑥 𝑉 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) →  〈𝑥, 𝑦〉 = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanırsa A afin uzayına n-boyutlu Öklid Uzayı denir.𝐸𝑛 ile gösterilir. Bu 

işlem yardımıyla A da uzaklık ve açı gibi metrik kavramlar tanımlanabilir 

(Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 2.1.3. d: 𝐸𝑛𝑥 𝐸𝑛 → ℝ (𝑥, 𝑦)  →  𝑑(𝑥, 𝑦) =  ‖𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ ‖ şeklinde tanımlanan 𝑑 

fonksiyonuna 𝐸𝑛 de Öklid metriği denir. 

Tanım 2.1.4. Bir α vektörünün kendisiyle iç çarpımının kareköküne bu vektörün normu 

denir. Yani 

‖𝛼‖=√〈α, α〉                                                 (2.1) 

Tanım 2.1.5. 𝐸𝑛, n-boyutlu Öklid uzayı ve I, ℝ-nin açık alt aralığı olmak üzere, 𝛼: 𝐼 ⊂

ℝ → 𝐸𝑛 diferansiyellenebilir bir dönüşüm (𝐶∞ sınıfından) ise 𝛼(𝐼) ⊂ 𝐸𝑛 cümlesine 𝐸𝑛 
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de bir eğri denir. M eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. Eğer ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 

‖α′(s)‖ = 1 ise M eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğuna göre birim hızlı eğri, denir. 

∀𝑠 ∈ I için α′(s) ≠ 0 ise 𝛼 eğrisine düzenli eğri (regüler eğri) denir (Hacısalihoğlu, 

2000). 

Tanım 2.1.6. Bir 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐸𝑛 eğrisinin T teğet vektörü sabit k doğrusuyla sabit bir 

açı yapıyorsa bu α eğrisine genel helis denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 2.1.7. Bir α eğrisinin N asli normal vektörü sabit k doğrusuyla sabit bir açı 

yapıyorsa, bu α eğrisine slant helis denir (Camcı, İlarslan,  Kula ve Hacısalihoğlu, 

2009). 

Tanım 2.1.8. α: I ⊂ℝ →𝐸3 bir uzay eğrisi olsun. 𝛼 eğrisi, bir uzay eğrisi olduğundan 

her bir noktasında, T teğet, N asli normal ve B binormal vektörlerden oluşan bir 

{𝑇, 𝑁, 𝐵} ortonormal koordinat sisteminin var olduğunu biliyoruz. Bu {𝑇, 𝑁, 𝐵} üçlüsüne 

hareketli üçlü ya da Frenet Çatısı denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 2.1.9. T teğet vektörü olmak üzere bir eğri boyunca ilerlediğimiz zaman teğetin 

değişim oranını ifade eden k=
𝑑𝑇

𝑑𝑠
 =𝜅N vektörüne eğrilik vektörü denir ve 𝜅 çarpanına, 

eğrinin birinci eğriliği veya eğrinin eğriliği adı verilir (Struik, 1988). 

Tanım 2.1.10. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐸𝑛 bir eğri ve B eğrinin bir noktasındaki bi-normal vektörü 

olmak üzere 

𝑑𝐵

𝑑𝑠
= −𝜏𝑁 

eşitliğini sağlayan 𝜏 fonksiyonuna α eğrisinin ikinci eğriliği veya burulması denir 

(Struik, 1988). 

Tanım 2.1.11. 𝑀 ⊂ 𝐸3 eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. ∀𝑠 ∈ I ya 

karşılık gelen 𝛼(𝑠)  ∈  𝑀 noktasında M-nin 1. ve 2. eğrilikleri sırasıyla 𝜅(𝑠) ve 𝜏(𝑠) 

olmak   üzere, 

𝐻: 𝐼 →  ℝ  

𝑠 → 𝐻(𝑠) =
𝜅(𝑠)

𝜏(𝑠)
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şeklinde tanımlı H fonksiyonuna M nin 𝛼(𝑠) noktasındaki birinci harmonik eğriliği 

denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.12. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐸3 ve 𝛽: 𝐼 ⊂  𝑅 → 𝐸3 eğrileri diferansiyellenebilir iki eğri 

olsun. 𝛼 eğrisinin Frenet 3 ayaklısı {𝑇, 𝑁, 𝐵} ve 𝛽eğrisinin Frenet 3 ayaklısı {𝑇∗, 𝑁∗, 𝐵∗} 

olmak üzere ∀ 𝑠 ∈ 𝐼 için {𝑁, 𝑁∗} ikilisi lineer bağımlı oluyorsa, bir başka deyişle asli 

normalleri çakışıyorsa (α , 𝛽) sıralı ikilisine Bertrand eğri çifti denir (Hacısalihoğlu, 

1993). 

Tanım 2.1.13. 𝑓: 𝐸𝑛 ⟶  ℝ diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗  𝜖 𝑇𝐸𝑛(𝑝) olsun. Bu 

durumda 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ olmak üzere; 

𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ [𝑓]=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(P1 + t(Q1 − P1) + ⋯+ Pn + t(Qn − Pn)))⃒𝑡=0 

reel sayısına f-nin 𝑣𝑝⃗⃗⃗⃗ ye göre türevi denir (Hacısalihoğlu, 1993). 

Tanım 2.1.14. M n-boyutlu, diferansiyellenebilir (C) bir manifold olsun. M üzerindeki 

C vektör alanlarının uzayı 𝜒(𝑀)ve M den ℝ ye C fonksiyonların uzayı 𝐶∞(𝑀,

ℝ)olmak üzere, M üzerinde; 

g : (M) x (M) →C(M, ℝ) 

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik ve bi-lineer Riemann metriği g ile birlikte M ye bir 

Riemann manifold adı verilir ve (M, g) şeklinde gösterilir. M manifoldunun herhangi iki 

P ve Q noktası için; M üzerinde bu noktaları birleştiren bir eğri bulunabilirse M ye 

bağlantılı manifold adı verilir (Kobayashi ve Nomizu, 1996). 

Tanım 2.1.15. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve ∇da M üzerinde tanımlanan 

bir afin konneksiyon olmak üzere, ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈  𝜒(𝑀) için  

(i) ∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 = [𝑋, 𝑌] 

(ii) 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇𝑋𝑍) şartlarını sağladığında ∇ ya M nin Levi-

Civita konneksiyonu denir (Hacısalihoğlu, 2000). 

Tanım 2.1.16. M n-boyutlu bir C manifold ve 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ ⟶ 𝑀, M  de birim hızlı bir 

eğri olsun. Eğer  ’ nın yüksek mertebeden türevleri 
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𝛾′(𝑠), 𝛾′′(𝑠), 𝛾′′′(𝑠),… , 𝛾(𝑑)(𝑠) 

lineer bağımsız ve  

𝛾′(𝑠), 𝛾′′(𝑠), 𝛾′′′(𝑠),… , 𝛾(𝑑)(𝑠),𝛾(𝑑+1)(𝑠) 

s I  için lineer bağımlı ise   ya oskülatör mertebesi d olan bir Frenet eğrisi denir. 

d.mertebeden her Frenet eğrisi için   boyunca 1'( ) ( )s v s =  olmak üzere bir 

1 2 3, , ,..., dv v v v ortonormal çatısı bulunabilir. Bu çatıya Frenet çatısı denir ve 𝜅1, 𝜅2,

𝜅3   , … , 𝜅𝑑−1: I⟶ ℝ (d-1)-fonksiyonları Frenet eğrilikleri olmak üzere aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

1 1 2'( ) ''( ) ( ) ( )v s s s v s   = =
 

1 2 1 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )v v s s v s s v s  = − +
 

…………………………………….. 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )v i i i i iv s s v s s v s − − + = − +
 

1 1( ) ( ) ( )v i i iv s s v s+ = −
                                         (2.2) 

burada  , M  de Levi-Civita koneksiyonudur (Ferus ve Schirrmacher, 1982). 

Tanım 2.1.17. M  n- boyutlu diferansiyellenebilir  bir manifold ve M üzerindeki C  

vektör alanlarının uzayı 𝜒(M) olmak üzere 

: (M) x (M) ⎯⎯⎯→2-lineer (M) 

(X, Y)⟶(X,Y) = XY 

dönüşümü; 

X(Y+Z) = XY + XZ ;         X, Y, Z(M), 

fX + gYZ = fXZ + gYZ ; X, Y, Z(M) ve f, gC (M,ℝ), 
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X(fY) = fxY + X(f)Y ;        X, Y(M) ve f C (M, ℝ) 

özelliklerini sağlıyor ise ’ ya M üzerinde bir Afin Konneksiyon adı verilir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde, Lie grupları ve Lie cebiri ile ilgili temel tanımlar verildi. İki vektör 

alanının Lie çarpımı ve bu Lie çarpımı kullanarak kovaryant türev kavramı gösterildi. 

Daha sonra lie grubunun torsiyonu ve Levi-Civita konneksiyonu kullanılarak Lie 

grubunun harmonik eğriliği ve Frenet formülleri elde edildi. 

3.1. Lie Grubu 

Tanım 3.1.1. G bir küme olsun. G kümesi üzerinde tanımlanan 

𝜇 ∶ 𝐺 𝑥 𝐺 → 𝐺 

(𝑎, 𝑏) →  𝜇(𝑎, 𝑏) 

ikili işlemi kapalı ve birleşmeli ise ayrıca etkisiz elemana ve ters elemana sahip ise G ye 

bir grup denir (Gilmore, 2008). 

Tanım 3.1.2. G diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 

𝜇 ∶ 𝐺 𝑥 𝐺 → 𝐺 

𝜇(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 

ve 

𝜈: 𝐺 → 𝐺 

𝑥 → 𝑥−1 

dönüşümleri diferansiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir (Gilmore, 2008). 

Tanım 3.1.3. G bir Lie grubu olmak üzere h∈ G noktasında 𝐿𝑔 nin türevi 

(𝑑𝐿𝑔)ℎ: 𝑇ℎ𝐺 ⟶ 𝑇𝑔ℎ𝐺 

ℎ̇(𝑡)=(𝑑𝐿𝑔)ℎℎ̇(𝑡)=
𝑑

𝑑𝑡
(𝐿𝑔(ℎ(𝑡)) 

Şeklindedir (Talpaert, 2001). 
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Tanım 3.1.4. G bir Lie grubu olsun. G üzerindeki bir Riemann metrik ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺ve  

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇ℎ𝐺 için, 

〈𝑢, 𝑣〉ℎ=〈𝑑(𝐿𝑔)ℎ
(𝑢), 𝑑(𝐿𝑔)ℎ

(𝑣)〉𝐿𝑔(ℎ) 

ifadesini sağlıyorsa, bu  

Riemann metriğine sol invaryanttır denir. Benzer şekilde sağ invaryant Riemann 

metrik,∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺ve 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇ℎ𝐺 için 

〈𝑢, 𝑣〉ℎ=〈𝑑(𝑅𝑔)ℎ
(𝑢), 𝑑(𝑅𝑔)ℎ

(𝑣)〉𝑅𝑔(ℎ) 

ifadesini sağlar. G üzerinde sağ ve sol invaryant özeliklerinin her ikisini de sağlayan 

Riemann metriğine bi-invaryanttır denir (Carmo,1992). 

Tanım 3.1.5. V ve U  bir K cismi üzerinde vektör uzayları olsunlar. Bir F:V→U 

dönüşümü için aşağıdaki koşullar sağlanırsa F ye lineer dönüşüm denir (Seymour 

Lıpschutz, 1968). 

(i) Herhangi 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 için F(𝑢 + 𝑣) = 𝐹(𝑢) + 𝐹(𝑣) 

(ii) Herhangi k ∈ K ve herhangi 𝑢 ∈ 𝑉 için F(𝑘𝑢) = k𝐹(𝑢) 

Tanım 3.1.6. V bir ℝ cismi üzerinde bir vektör uzayı ve [ , ]: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 dönüşümü de  

(i) Bi-lineer 

(ii) ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑉 için[𝑋, 𝑌] = −[𝑌, 𝑋] 

(iii) ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝑉 için[𝑋, [𝑌, 𝑍]] + [𝑌, [𝑍, 𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌]] = 0 

şartlarını sağlıyor ise [ , ] dönüşümüne V üstünde bir Lie (parantez) operatörü denir 

(Hacısalioğlu, 1993). 

Tanım 3.1.7. ℱ bir cisim olsun. ℱcismi üzerinde bir vektör uzayı 𝔤 olmak üzere, 𝔤 

üzerinde tanımlanan bi-lineer Lie parantez operatörü 

(i) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤 için [𝑥;  𝑦] = −[𝑦, 𝑥] 

(ii) ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤 için [𝑥;  [𝑦;  𝑧]]  +  [𝑦; [𝑧;  𝑥]]  +  [𝑧;  [𝑥;  𝑦]]  =  0 
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ifadelerini sağlıyorsa 𝔤 ye ℱ cismi üzerinde bir Lie cebiri denir (Boothby, 1975). 

Tanım 3.1.8. Bir G Lie grubundaki sol invaryant vektör alanlarının G-nin e etkisiz 

elemanında 𝔤 = 𝑇𝑒𝐺 şeklinde tanımlanan cebire Lie cebiri denir (Carmo,1992). 

Tanım 3.1.9. G bir Lie grubu ve 𝔤, G-nin Lie cebiri olsun. ∀ 𝑋 ∈ 𝔤 yi  𝑋𝑒 ∈ 𝑇𝑒𝐺 ye 

götüren 𝔤 ⟶ 𝑇𝑒𝐺 şeklindeki fonksiyon bir lineer izomorfizmdir (Carmo, 1992). 

Tanım 3.1.10. G, bi-invaryant metrik 〈 , 〉ile birlikte bir Lie grubu ve D, G Lie grubunun 

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eğer 〈 , 〉 G bi-invaryant metrikse  X,Y,Z∈ g için  

〈𝑋, [𝑌, 𝑍]〉 = 〈[𝑋, 𝑌], 𝑍〉 

dır. Lie gruplarda bir vektör alanı yönünde kovaryant türev, 

𝐷𝑋𝑌 = 
1

2
[𝑋, 𝑌] 

şeklinde tanımlanır(Çiftçi, 2009). 

Tanım 3.1.11. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺  yay uzunluklu bir eğri ve {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} g Lie cebirinin 

ortonormal bir bazı olsun.𝑤𝑖: 𝐼 → ℝ ve 𝑧𝑖: 𝐼 → ℝ düzgün fonksiyonlar olmak üzere 

W=∑ 𝑤𝑖𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  ve Z= ∑ 𝑧𝑖𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  olarak tanımlanırsa, W ve Z herhangi iki vektör alanı 

olur. Bu durumda W ve Z vektör alanlarının Lie çarpımı; 

[𝑊, 𝑍]=∑ 𝑤𝑖𝑧𝑖
𝑛
𝑖,𝑗=1 [𝑥𝑖, 𝑥𝑗] 

şeklinde tanımlanır(Çiftçi, 2009). 

Tanım 3.1.12. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 şeklinde Lie gruplarda bir eğri olsun. T = α′ ve 

�̇�=∑ 𝑤𝑖𝑋𝑖𝑛
𝑖=1  ya da �̇�=∑

𝑑𝑤

𝑑𝑡

𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 olmak üzere, 𝐷α′𝑊 notasyonu ile 𝛼 eğrisi boyunca 

W- nin kovaryant türevi; 

𝐷α′𝑊=�̇�+  
1

,
2

T W  

ile verilir. Eğer W-nin, α eğrisi için sol invaryant vektör alanı olduğunu kabul edersek 

�̇�=0 olur (Çiftçi, 2009). 
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Tanım 3.1.13. G, 3- boyutlu Lie grubu ve α eğrisinin Frenet elemanları (T, N, B, κ, τ) 

olmak üzere α eğrisinin eğriliği, 

κ=‖�̇�‖ 

şeklinde tanımlanır (Carmo ve Monfedo, 1976). 

Tanım 3.1.14. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺, Frenet elemanları (T, N, B, κ, τ) ile verilmiş parametrik 

bir eğri olsun. Bu durumda Lie grubunun torsiyonu,  

τG=  
1

,
2

T N B  

ya da  

τG=
1

2κ2 τ
〈�̈�[𝑇, �̇�]〉+

1

4κ2 τ
‖[𝑇, �̇�]‖2  

şeklinde tanımlanır (Çiftçi, 2009). 

Tanım 3.1.15. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺, Frenet elemanları (T, N, B, κ, τ) ile verilmiş yay 

uzunluklu parametrik bir eğri olsun 

𝜏𝐺 =
1

2
[𝑇,𝑁]𝐵  

olmak üzere, 𝛼 eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonunu aşağıdaki şekilde 

tanımlayabiliriz (Okuyucu, Gök ve Yaylı, 2012). 

𝐻 =
𝜏 − τG

κ
 

Teorem 3.1.16. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ →  𝐺, Frenet elemanları (T, N, B, κ, τ) ile verilmiş yay 

uzunluklu parametrik bir eğri olsun. Bu durumda 𝛼 eğrisi genel helis ise  

𝐻 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir (Çiftçi, 2009). 

Tanım 3.1.17. 3.mertebeden her Frenet eğrisi için 

𝛼′ (𝑠) = 𝑇(𝑠) 
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olacak şekilde 𝛼 boyunca {T(s), N(s), B(s)} ortonormal 3-çatısı ilişkilendirilebilir ve 

Frenet eğrilikleri diye anılan 𝜅, 𝜏: 𝐼 → ℝ fonksiyonları 3 boyutlu Lie gruplarda 

tanımlanan Frenet formülleri ile ilişkilendirilebilir. Yani, 

DTT(s)=𝜅(𝑠)𝑁(𝑠)                                                (3.1) 

𝐷𝑇𝑁(𝑠) =  −𝜅(𝑠)𝑇(𝑠) + (𝜏 − 𝜏𝐺)(𝑠)𝐵(𝑠)                         (3.2) 

DTB(s)=(𝜏𝐺 − 𝜏)(𝑠)𝑁(𝑠)                                          (3.3) 

dır (Okuyucu, Gök ve Yaylı, 2014). 

𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺, 3-boyutlu Lie gruplarda birim hızlı parametrik bir eğri olsun. 𝛼 eğrisi, 

eğer α′(𝑠),α′′(𝑠), α′′′(𝑠) türevleri lineer bağımsız ve α′(𝑠),α′′(𝑠), α′′′(𝑠), α′′′′(𝑠) 

türevleri her 𝑠 𝜖 𝐼 için lineer bağımlı ise, oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi 

olarak anılır. 

burada D, G Lie grubunun Levi-Civita konneksiyonu ve τG=
1

2
〈 ,T N B 〉. 

Önerme 3.1.1. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ →  𝐺, üç boyutlu Lie gruplarda bir Frenet eğrisi olsun. Bu 

takdirde 

𝛼′(𝑠)=T(𝑠)                                                     (3.4) 

 𝛼′′(𝑠)= 𝜅(𝑠)𝑁(𝑠)                                                (3.5) 

𝛼′′′(𝑠)=-𝜅2(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝜅′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠)                  (3.6) 

𝛼′′′′(𝑠)=(3𝜅(𝑠)𝜅′(𝑠))𝑇(𝑠)+(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠)+ 

(2 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+( 𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))′)𝐵(𝑠)                               (3.7) 

dir. 

İspat. 3-boyutlu Lie gruplarda (3.1), (3.2), (3.3) Frenet formülleri ve  

𝐻 = 
𝜏 − 𝜏𝐺

𝜅
 

eşitliği kullanılarak yukarıdaki eşitlikler elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde 3-boyutlu Lie gruplarda bir Frenet eğrisinin AW(𝑘)-tipinden (k=1, 2, 3) 

eğri olması için gerekli ve yeterli şartlar elde edildi. 3-boyutlu Lie gruplarda AW(k)-

tipinden eğriler, Helis ve düzlem eğrileriyle alakalı bazı teorem ve sonuçlar verildi. 

Daha sonra Lie gruplarda Bertrand eğrisi tanımlanıp AW(k)-tipinden eğriler, Bertrand 

eğrileri ve Helis eğrileri arasında bazı eşitlikler ve sonuçlar elde edildi.  

4.1. 3 Boyutlu Lie Gruplarda AW(k)-tipinden Eğriler 

Tanım 4.1.1. 3 boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan Frenet eğrisine; 

(i)  Eğer, 

𝑁3(s) = 〈𝑁3(s) , 𝑁2
∗(s) 〉𝑁2

∗(s)                             (4. 1) 

şartını sağlıyor ise AW(2)-zayıf tipindendir denir. 

(ii) Eğer, 

 

𝑁3(𝑠)  = 〈𝑁3(𝑠) , 𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠)                                (4.2) 

şartını sağlıyor ise AW(3)-zayıf tipindendir denir(Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

Burada 𝑁1
∗(𝑠) ve 𝑁2

∗(𝑠) aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

𝑁1
∗(𝑠) =

𝑁1(𝑠)

‖𝑁1(𝑠)‖
                                                          (4.3) 

𝑁2
∗(𝑠) =

𝑁2(𝑠) − 〈𝑁2(𝑠) , 𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠) 

‖𝑁2(𝑠) − 〈𝑁2(𝑠) , 𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠)‖
                                  (4. 4) 

Tanım 4.1.2. 3-boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan Frenet eğrisi, 

(i) Eğer, 

3( ) 0N s =
                                                       (4.5)

 

şartını sağlıyor ise AW(1)-tipindendir denir. 

(ii) Eğer, 
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2

2 3 3 2 2( ) ( ) ( ), ( ) ( )N s N s N s N s N s=
                                

(4.6) 

şartını sağlıyorsa AW(2)-tipindendir denir. 

(iii) Eğer, 

2

1 3 3 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( )N s N s N s N s N s=
                                 

(4.7) 

şartını sağlıyorsa AW(3)-tipindendir denir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

Notasyon. 

𝑁1(𝑠) = 𝜅(𝑠)𝑁(𝑠)                                                    (4.8) 

𝑁2(𝑠) = 𝜅′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠)                                  (4.9) 

ve 

𝑁3(𝑠) = (𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))𝑁(𝑠)+(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) 

(4.10) 

ile gösterelim (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

Uyarı 4.1.1. 𝛼′(𝑠),𝛼′′(𝑠), 𝛼′′′(𝑠), 𝛼′′′′(𝑠) türevlerinin lineer bağımlı olması için gerek 

ve yeter şart N1, N2, N3-ün lineer bağımlı olmasıdır. 

Önerme 4.1.1. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺,3-boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir 

Frenet eğrisi olsun. Eğer 𝛼, AW(2) zayıf tipinden ise  

𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠) = 0                                     (4.11) 

dir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat.  𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺, AW(2) zayıf tip bir Frenet eğrisi olduğu için (4.1) gereği  

𝑁3(𝑠) = 〈𝑁3(s),𝑁2
∗(s)〉𝑁2

∗(s) 

eşitliğini yazabiliriz.(4. 4) eşitliğinden 



16 

 

𝑁2
∗(𝑠) =

𝑁2(𝑠) − 〈𝑁2(𝑠),𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠)

‖𝑁2(𝑠) − 〈𝑁2(𝑠),𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠)‖
 

dır.  (4.3) eşitliğini elde etmek için (4.8) eşitliği  (4.3) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

𝑁1
∗(𝑠) =

𝑁1(𝑠)

‖𝑁1(𝑠)‖
=

𝜅(𝑠)𝑁(𝑠)

𝜅(𝑠)
= 𝑁(𝑠)                              (4.12) 

elde edilir. (4.9) ve (4.12) eşitlikleri (4.4) de yerlerine yazılırsa, 

𝑁2
∗(𝑠) =

𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠) − 〈(𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠)) , 𝑁〉𝑁

‖𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠) − 〈(𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠)), 𝑁〉𝑁‖
 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝑁2
∗(𝑠) =

𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠) − 𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠)

‖𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠) − 𝜅 ′(𝑠)𝑁(𝑠)‖
 

𝑁2
∗(𝑠) =

𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)𝐵(𝑠)

𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)
 

𝑁2
∗(𝑠) = 𝐵(𝑠)                                                (4.13) 

elde edilir. (4.13) ve (4.10) eşitlikleri (4. 1) de yerlerine yazılırsa, 

(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))𝑁(𝑠)+(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) 

=〈((𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))𝑁(𝑠) + (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) +

𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)), 𝐵(𝑠)〉 𝐵(𝑠). 

Gerekli iç çarpım işlemi yapılırsa 

(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))𝑁(𝑠)+(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) 

= (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) 

elde edilir. Her iki taraftan aynı ifadeler sadeleştirilirse, 

(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))𝑁(𝑠)=0  

elde edilir. 𝑁(𝑠) ≠ 0olduğundan 
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𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)=0 

bulunur  

Sonuç 4.1.1. 𝛼: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝐺, AW(2)- zayıf tip bir Frenet eğrisi olsun. Eğer 𝛼 bir düzlem 

eğrisi ise o zaman,  

κ(s) = +̅
√2

s+c
                                                          (4.14) 

burada, c sabit (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼, AW(2) zayıf tip bir Frenet eğrisi olsun. Bu durumda (4.11) eşitliğinden 

𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠) = 0 

dır. Ayrıca 𝛼, bir düzlem eğrisi olduğu için 

𝐻(𝑠) = 0                                                        (4.15) 

olduğundan (4.15) eşitliği (4.11) eşitliğinde yerine konursa 

  𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠) = 0 

elde edilir. Böylece son eşitliğin çözümü bize (4. 14) eşitliğini verir. 

Önerme 4.1.2. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺, 3-boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir 

Frenet eğrisi olsun. 𝛼 eğrisi, AW(3) zayıf tip bir eğri ise bu durumda 

3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠)=0                                 (4.16) 

dır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼 eğrisi, AW(3) zayıf tipinden bir eğri olduğu için(4. 2) eşitliğinden 

𝑁3(𝑠)  = 〈𝑁3(𝑠) , 𝑁1
∗(𝑠)〉𝑁1

∗(𝑠) 

dır. (4.10)ve (4.12) eşitlikleri (4.2) de yerlerine yazılırsa 
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(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠)+(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)= 

〈(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) + (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)

+ 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠), 𝑁(𝑠)〉𝑁(𝑠) 

olacağından ve gerekli düzenlemelerde yapılırsa, 

(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) + (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) 

= (𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) 

elde edilir. Her iki taraftan aynı ifadeler sadeleştirilirse, 

(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)=0 

bulunur. 𝐵(𝑠) ≠ 0olduğundan, 

3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠)=0 

dır. 

Teorem 4.1.1. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 3-boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir 

Frenet eğrisi olsun. Bu durumda 𝛼 eğrisi AW(1)-tipinden ise 

𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠) = 0                                 (4.17) 

ve 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠)=0                                   (4.18) 

dır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼 eğrisi, AW(1) tipinden bir eğri olduğu için (4. 5) eşitliği gereği, 

𝑁3(𝑠) = 0 

dır. Bu durum (4.10) eşitliğine uygulanırsa, 

(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠)+(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)=0 

olur. Ayrıca, N ve B vektörleri lineer bağımsız olduğu için bu vektörlerin katsayıları 

sıfır olması gerekir. Böylece 
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𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)= 0 

ve 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠)=0 

dır. 

Sonuç 4.1.2. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 3- boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir  

Frenet eğrisi olsun. Bu durumda AW(1) tipinden Helis eğrisi yoktur (Kızıltuğ ve Çakal, 

2017). 

İspat. 𝛼 eğrisi bir Helis eğrisi olsun.Bu durumda Teorem (3.1.16) gereği 

𝐻(𝑠) = 𝑐 

Dolayısıyla  

𝐻′(𝑠) = 0 

dır. Bu durumda (4.17) ve (4.18) eşitlikleri aşağıdaki gibi yazılabilir 

  𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠) = 0 

ve 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) = 0 

dır. Yukarıdaki diferansiyel denklemlerin çözümü olmadığı için, AW(1) tipinden Helis 

eğrisi yoktur. 

Teorem 4.1.2. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 3- boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir 

Frenet eğrisi olsun. O zaman 𝛼 eğrisinin AW(2)-tipinden bir eğri olması için aşağıdaki 

eşitliği sağlaması gerekir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

3𝜅′(𝑠)2𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅′(𝑠)𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠) − 𝜅′′(𝑠)𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠) 

+𝜅5(𝑠)𝐻(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)) = 0                                         (4.19) 
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İspat. 𝛼 eğrisi AW(2) tipinden bir Frenet eğrisi olduğundan (4.6) gereği 𝑁2(𝑠) ve 𝑁3(𝑠) 

lineer bağımlıdır.(4.9) eşitliğinde 𝑁(𝑠) ve 𝐵(𝑠) vektörlerinin katsayılarına sırasıyla 

𝛾(𝑠) ve 𝛽(𝑠), (4.10) eşitliğinde 𝑁(𝑠) ve 𝐵(𝑠) vektörlerinin katsayılarına sırasıyla 𝜂(𝑠) 

ve 𝛿(𝑠) diyelim. Bu durumda (4. 9) ve (4.10) eşitliklerini sırasıyla 

𝑁2(𝑠) = 𝛾(𝑠)N(s)+𝛽(𝑠)B(s),                                             (4.20) 

𝑁3(𝑠) = 𝜂(𝑠)N(s)+𝛿(𝑠)B(s),                                             (4.21) 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝛾, 𝛽, 𝜂 ve 𝛿 diferensiyellenebilir fonksiyonlardır. N2(s) ve 

N3(s) lineer bağımlı oldukları için, determinant katsayıları 0’a eşittir.  

|
𝛾(𝑠) 𝛽(𝑠)

𝜂(𝑠) 𝛿(𝑠)
| = 0                                         (4.22) 

burada,                                   

𝛾(𝑠) = 𝜅′(𝑠),   𝛽(𝑠) = 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠) 

ve 

𝜂(𝑠)=  𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)), 

𝛿(𝑠) =3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠). 

(4.22) eşitliğinde bu ifadeler yerlerine yazılır ve determinant değeri hesaplanırsa (4.19) 

eşitliği elde edilir. 

Sonuç 4.1.3. Eğer 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 3.mertebeden bir Frenet eğrisi ise AW(2) tipinden 

genel bir helistir, bu durumda aşağıdaki eşitlik elde edilebilir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

3𝜅′(𝑠)2 −   𝜅′′(𝑠)𝜅(𝑠) + 𝜅4(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))  = 0.                         (4.23) 

İspat. 𝛼 eğrisi, AW(2) tipinden bir eğri olduğu için (4.19) eşitliği sağlanır. Öte yandan 

𝛼 eğrisi genel helis ise Teorem (3.1.16) dan 𝐻(𝑠) bir sabittir.Dolayısıyla 𝐻′(𝑠)=0 

olması gerekir. Bu nedenle (4.19) eşitliği aşağıdaki gibi yazılabilir. 

3𝜅′(𝑠)2𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) − 𝜅′′(𝑠)𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅5(𝑠)𝐻(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)) = 0 
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Ayrıca 𝛼, genel helis olduğu için 𝜅(𝑠) ≠ 0 ve H(s) bir sabittir. Dolayısıyla eşitliğin her 

iki tarafı 𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) ile sadeleştirilirse, 

3(𝜅′(𝑠))2 −   𝜅′′(𝑠)𝜅(𝑠) + 𝜅4(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠))=0 

elde edilir. 

Teorem 4.1.3. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺3- boyutlu Lie gruplarda genel Helis eğrisi olsun. Eğer α 

eğrisi, AW(2) tipinden ise, 

𝜅(𝑠) =
1

√−𝐴𝑠2 + 𝐵(𝑠) + 𝐶
 

ve 

(𝜏 − 𝜏𝐺)(𝑠) = √1 − 𝐴 𝜅(𝑠)                                      (4.24) 

Burada A=1 − 𝐻2(𝑠) ve B ve C reel sabitlerdir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼 eğrisi, AW(2) tipinden genel bir helis olsun. O zaman (4.23) eşitliği sağlanır. 

Eğer (4.23) de 𝜅(𝑠)=x değişikliği yapılırsa,  

𝑥
𝑑2𝑥

𝑑𝑠2 − 3 (
𝑑𝑥

𝑑𝑠
)2  = 𝐴𝑥4,   𝐴 = 1 − 𝐻2(𝑠)                         (4.25) 

elde edilir. x=𝑦𝑝 alınır ve 2 kez diferansiyeli alınırsa,  

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑝𝑦𝑝−1 𝑑𝑦

𝑑𝑠
                                                (4.26) 

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2 = 𝑝(𝑝 − 1)𝑦𝑝−2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2

+ 𝑝𝑦𝑝−1 𝑑2𝑦

𝑑𝑠2                            (4.27) 

elde edilir. Şimdi (4.26) ve (4.27) eşitlikleri (4.25) de yerine konursa,  

𝑦𝑝 [𝑝𝑦𝑝−1
𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
+ 𝑝(𝑝 − 1)𝑦𝑝−2 (

𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2

] − 3𝑝2𝑦2𝑝−2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2

= 𝐴𝑦4𝑝 

𝑝𝑦2𝑝−1
𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
+  𝑝(𝑝 − 1)𝑦2𝑝−2 (

𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2

− 3𝑝2𝑦2𝑝−2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2

= 𝐴𝑦4𝑝 

elde edilir. Son eşitliğin içine 𝑝(𝑝 − 1) = 3𝑝2 (i.e. p = 
−1

  2
) koyulursa,  
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𝑝𝑦2𝑝−1
𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
=  𝐴𝑦4𝑝 

elde edilir. Böylece, 

𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
= −2𝐴 

şimdi son denklem çözülebilir. 

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= −2𝐴𝑠 + 𝐵 

olduğu için 

𝑦 = −𝐴𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐶. 

bulunur. Ayrıca, 𝑥 = 𝑦
−1

2  nin kullanımı ile, 

𝑥 = (−𝐴𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐶)
−1

2 . 

elde edilir. 

𝐻(𝑠) =
(𝜏 − τG)(s)

κ(s)
 

olduğundan istenen sonuca ulaşılır. 

Teorem 4.1.4. α, 3 boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi 

olsun. Bu durumda α eğrisi, AW(3) tipinden ise 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠) = 0                       (4. 28) 

dır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼, AW(3) tipi 3.mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Bu durumda (4. 7) eşitliği 

sağlanır. (4.8) ve (4.10) eşitlikleri (4. 7) eşitliğinde yerlerine konursa eşitliğin sol tarafı, 

𝜅2(𝑠)[(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) + (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)] 

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı ise, 
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𝜅2(𝑠) (𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) 

elde edilir. Her iki taraf eşitlenirse, 

𝜅2(𝑠) [(𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))𝑁(𝑠) + (3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠)] 

= 𝜅2(𝑠) (𝜅′′(𝑠) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)))  𝑁(𝑠) 

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa; 

(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠))𝐵(𝑠) = 0 

bulunur. 𝐵(𝑠) ≠ 0 olduğundan, 

(3 𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠)) = 0 

olur. Böylece (4.28) eşitliği elde edilir. 

Teorem 4.1.5. 𝛼 eğrisi oskülatör mertebesi 3 olan genel Helis olsun. Bu durumda 

𝛼 eğrisinin AW(3)-tipinden olması için gerek ve yeter şart 𝛼 eğrisinin dairesel Helis 

olmasıdır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. :⇒ 𝛼eğrisi genel helis olduğundan Teorem (3.1.15) den 

𝐻′(𝑠)=0 

dır. Böylece denklem (4.28) 

𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) = 0 

olur. 𝐻(𝑠)≠0 olduğundan 𝜅′(𝑠) = 0. Bu durumda 𝜅(𝑠) sabit olur. Ayrıca α, genel helis 

olduğu için (𝜏 − 𝜏𝐺)(𝑠) sabit olmalıdır. Dolayısıyla 𝛼, dairesel helistir. 

⇐:𝛼 eğrisi dairesel helis olsun. Bu durumda 𝜅(𝑠) ve (𝜏 − 𝜏𝐺)(𝑠) sabit olduğundan 

𝐻(𝑠)de sabit olur. Dolayısıyla 𝜅′(𝑠) = 0 ve 𝐻′(𝑠)=0 bulunur. Böylece 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)=0 

ve 
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𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠) = 0 

elde edilir. Taraf tarafa toplama yapılırsa, 

3𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠)+𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠) = 0 

eşitliği yazılabilir. Son eşitlik𝛼eğrisinin AW(3)-tipinden bir eğri olduğu sonucunu 

doğurur. 

4.2. 3 Boyutlu Lie Gruplarda AW(k)-tipinden Bertrand Eğrileri 

Tanım 4.2.1. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺,𝜅(𝑠) ≠ 0 olacak şekilde bir eğri olsun.𝛼 eğrisiyle 𝑠 ∈ 𝐼 da 

asli normalleri eşit olacak şekilde bir �̃�: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 eğrisi varsa 𝛼, Bertrand eğrisi 

olarak adlandırılır. Bu durumda �̃�, α-nın bir Bertrand çifti olarak tanımlanır (Okuyucu, 

Gök ve Yaylı, 2012). 

Teorem 4.2.1. 𝛼 ⊂  𝐺 bir Bertrand eğrisi olsun.(𝛼, �̃�) Bertrand ikilisi için, 𝜆 sabit 

olmak üzere, aşağıdaki eşitlik sağlanır (Okuyucu, Gök ve Yaylı, 2014). 

�̃�(s)= 𝛼(𝑠) + 𝜆𝑁(𝑠)                                            (4.29) 

Sonuç 4.2.1. (𝛼, �̃�) Bertrand ikilisi ise, 

(�̃�(s))
′
= (1 − 𝜆𝜅(𝑠))𝑇(𝑠) + (λ𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))𝐵(𝑠)                 (4.30) 

dır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. (𝛼, �̃�) bir Bertrand ikilisi olduğundan (4.29) eşitliğinden 

�̃�(s)= 𝛼(𝑠) + 𝜆𝑁(𝑠) 

dır. Bu eşitlikte s-ye göre türev alınırsa 

(�̃�)′(𝑠) = 𝛼′(𝑠) + 𝜆′𝑁(𝑠) + 𝜆𝑁′(𝑠) = 𝛼′(𝑠) + 𝜆′𝑁(𝑠) + 𝜆(−𝜅𝑇 +  𝜏𝐵)(𝑠) 

dır. Burada 𝜆 sabit olduğundan 𝜆′ = 0 olur. Bu durumda 𝛼′(𝑠) = 𝑇 yerine konursa 

(�̃�)′(𝑠) = 𝑇 + 𝜆(−𝜅𝑇 +  𝜏𝐵)(𝑠) 

(�̃�)′ = (1 − 𝜆𝜅(𝑠))𝑇 +  𝜆 𝜏𝐵(𝑠) 
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elde edilir. 

H=
𝜏−τG

κ
  ve (𝜏 − τG) =𝜅𝐻 

olduğundan bu eşitlikler yukarıda yerlerine konulursa (4.30) elde edilir. Yani, 

(�̃�(s))
′
= (1 − 𝜆𝜅(𝑠))𝑇(𝑠) + (λ𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))𝐵(𝑠) 

dır. 

Önerme 4.2.1. 𝛼 eğrisi, 3-boyutlu Lie gruplarda oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet 

eğrisi olsun. 𝜅(𝑠) ≠0 olmak üzere,  𝛼- nın bir Bertrand eğrisi olması için gerek ve yeter 

şart  

𝜆𝜅(𝑠) + 𝜇𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) = 1           (4.31) 

şeklinde doğrusal bir ilişki var olmasıdır. Burada 𝜆, 𝜇 sıfırdan farklı sabitler ve H, 

𝛼eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonudur (Okuyucu, Gök, Yaylı ve Ekmekçi, 2014). 

Sonuç 4.2.2. 𝜅(𝑠) ≠0 ve (𝜏 − 𝜏𝐺)≠ 0 olmak üzere, 𝛼 eğrisinin bir Bertrand eğrisi 

olması için aşağıdaki eşitlik sağlanacak şekilde sıfırdan farklı 𝜆 gibi gerçel bir sayı var 

olmalıdır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

𝜆(𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) − 𝜅(𝑠)(𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))′) − (𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))
′
= 0               (4.32) 

İspat.  Önerme(4.2.1) den 𝛼eğrisibir Bertrand eğrisi ise 𝜆 ≠0 ve 𝜇; 

𝜆𝜅(𝑠) + 𝜇𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) = 1  

olacak şekilde gerçek sayılardır. Bu 

1 − 𝜆𝜅(𝑠)

𝜅𝐻(𝑠)
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olacak şekilde 𝜆 ≠0 reel bir sayı var olduğu duruma denktir. Son eşitliğin her iki 

tarafının diferansiyeli alınırsa, 

(1 − 𝜆𝜅)′𝜅𝐻 − (1 − 𝜆𝜅)(𝜅𝐻)′

(𝜅𝐻)2
= 0 
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elde edilir. Buradan 

−𝜆𝜅′𝜅𝐻 − (1 − 𝜆𝜅)(𝜅𝐻)′ = 0 

bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝜆(𝜅′𝜅𝐻 − 𝜅(𝜅𝐻)′) − (𝜅𝐻)′ = 0 

elde edilir. ∀ 𝑠 ∈ 𝐼için, 

𝜆(𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) − 𝜅(𝑠)(𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))′) − (𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))
′
= 0 

dır. 

Önerme 4.2.2.  𝜅(𝑠) ≠ 0 ve (𝜏 − 𝜏𝐺)≠ 0 olmak üzere, 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 bir Bertrand eğrisi 

olsun. 𝛼 eğrisinin AW(2)-tipi olması için gerek ve yeter şart 𝜆 gibi sıfırdan farklı gerçek 

bir sayı var olmasıdır. Bu durumda aşağıdaki eşitlik sağlanır (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

3(𝜅′(𝑠))
2
𝐻(𝑠) + 𝜅2(𝑠)

𝜆𝜅′(𝑠)𝐻(𝑠)

𝜆𝜅(𝑠)−1
− 𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠)(3𝜅′(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅(𝑠)𝐻′(𝑠)) = 0(4.33) 

İspat. 𝛼 eğrisi AW(2)-tipinden olduğu için (4.19) eşitliğinden 

3𝜅′(𝑠)2𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) + 𝜅′(𝑠)𝜅2(𝑠)𝐻′(𝑠) − 𝜅′′(𝑠)𝜅2(𝑠)𝐻(𝑠) 

+𝜅5(𝑠)𝐻(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)) = 0 

dır. Ayrıca𝛼 bir Bertrand eğrisi olduğu için (4.32) eşitliğinden 

𝜆(𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) − 𝜅(𝑠)(𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))′) − (𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))
′
= 0 

olduğundan bu iki eşitlik birlikte düşünülüp gerekli düzenlemeler yapılırsa (4.33) elde 

edilir. 

Teorem 4.2.2. 𝜅(𝑠) ≠ 0 ve (𝜏 − 𝜏𝐺)≠ 0 olmak üzere, 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 bir Bertrand eğrisi 

olsun. Eğer 𝛼 eğrisi AW(3) tipi ise , 𝛼 bir dairesel helistir (Kızıltuğ ve Çakal, 2017). 

İspat. 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 ,𝜅(𝑠) ≠ 0 ve (𝜏 − 𝜏𝐺)≠ 0 olacak şekilde AW(3)-tipi bir Bertrand 

eğrisi olsun. Bu durumda (4.28) ve (4.32) eşitliklerini birlikte düşünürsek,  
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𝐻′(𝑠)(2𝜆𝜅3(𝑠) − 𝜅2(𝑠)) = 0                                          (4.34) 

eşitliğini elde ederiz. 𝜅(𝑠) ≠ 0 olduğu için, (4.34) eşitliğinden 

𝐻′(𝑠) = 0 

dır. Dolayısıyla 𝐻(𝑠) sabittir, böylece α eğrisi bir dairesel helistir. 

Önerme 4.2.3. 𝜅(𝑠) ≠ 0 ve (𝜏 − 𝜏𝐺)≠ 0 olmak üzere, 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐺 bir Bertrand eğrisi 

olsun. Eğer α eğrisi, AW(2) zayıf tipinden ise aşağıdaki eşitlik yazılabilir (Kızıltuğ ve 

Çakal, 2017). 

𝐻′(𝑠)(𝜆𝜅2(𝑠) − 𝜅(𝑠)) + 𝐻′(𝑠) (2𝜆𝜅(𝑠)𝜅 ′(𝑠) − 2𝜅 ′(𝑠)) − 𝜅3(𝑠)𝐻(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)) = 0 

(4.35) 

İspat. α, AW(2) zayıf tipi olduğu için (4.11) eşitliğinden 

κ′′(s) − 𝜅3(𝑠)(1 − 𝐻2(𝑠)) = 0  

dır. α, bir Bertrand eğrisi olduğu için, (4.32) eşitliği ele alınırsa  

𝜆(𝜅′(𝑠)𝜅(𝑠)𝐻(𝑠) − 𝜅(𝑠)(𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))′) − (𝜅(𝑠)𝐻(𝑠))
′
= 0 

elde edilir. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝐻′(𝑠)(𝜆𝜅2(𝑠) − 𝜅(𝑠)) = 𝜅′(𝑠)𝐻(𝑠)               (4.36) 

bulunur. Yukarıdaki eşitliğin diferansiyeli alınırsa, 

κ′′(s) =
𝐻′′(𝑠)(𝜆𝜅2(𝑠) − 𝜅(𝑠))  + 𝐻′(𝑠)(2𝜆𝜅(𝑠)𝜅′(𝑠) − 2𝜅′(𝑠))

𝐻(𝑠)
 

eşitliği elde edilir. (4.11) eşitliğinde  (4.37) eşitliği yerine yazılırsa (4.35) elde edilir. 

 

(4.37) 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu tezde, 3 boyutlu Lie gruplarda, Harmonik eğrilik fonksiyonunu kullanarak bir Frenet 

eğrisinin AW(k)-tipinden eğri olma şartları verilmiş ve AW(k)-tipinden eğrilerin helis 

eğrisi ve düzlem eğrileriyle olan ilişkileri incelenmiştir. Burada geçmiş çalışmalardan 

farklı olarak, 3 boyutlu Lie gruplarda Bertrand eğrileriyle AW(3), AW(2) ve zayıf 

AW(2) tipinden eğriler arasındaki ilişkiler gösterilmiştir. Elde edilen sonuçlar diğer bazı 

özel eğri çiftlerine de uygulanabilir. Örneğin Mannheim eğrilerine ve involute- evolute 

eğri çiftine uygulanabilir. Mannheim eğrilerinin ve involute- evolute eğri çiftlerinin Lie 

gruplarda tanımı yapıldıktan sonra bu eğrilerin AW(k)-tipinden eğriler ile ilişkileri 

gösterilebilir.
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