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Bilimsel Etige Uygunluk Sayfasi

“Kiime degerli doniisiimlerin sabit noktalarina iterativ yaklagimlar” isimli *“Yiiksek
Lisans” tezim tarafimca intihal tespit programi ile incelenmistir. Buna gére tezimde
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edildigini; aym zamanda bu kural ve davramiglarin gerektirdigi gibi, bu ¢ahsmanin
6ziinde olmayan tiim materyal ve sonuglari tam olarak aktardigimi ve referans

gosterdigimi beyan ederim. 19/06/2019




OZET

Yiksek Lisans Tezi

KUME DEGERLI DONUSUMLERIN SABIT NOKTALARINA iTERATIF
YAKLASIMLAR

Fatma SOLMAZ

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dali

Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Tufan OZDIN

Karaca ve Yildirim (2015); Picard, Mann, Ishikawa, Picard-Mann S-iterasyonlarindan
daha hizli yakinsayan yeni bir iterasyon tanimlamiglardir. Biz bu tezde ilk olarak bu
iterasyonun kiime degerli versiyonunu verdik. Ikinci olarak bu iterasyonun, Banach
uzayinda uygun kosullar altinda kiime degerli genislemeyen doéniisiimlerin sabit
noktalarina giiclii ve zayif yakinsadigini inceledik. Son olarak da teoremlerimizin
uygulanabilir oldugunu gosteren 6rnekler verdik. Elde ettigimiz sonuglar son donem
yapilmis olan ¢alismalar1 genellestirmistir.

2019, 45 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Genislemeyen doniisiim, Kiime degerli doniisiim, Sabit nokta,
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ABSTRACT

Master Thesis

ITERATIVE APPROXIMATIONS TO FIXED POINTS OF SET VALUED
MAPPINGS

Fatma SOLMAZ

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asist. Prof. Dr. Tufan OZDIN

Karaca and Yildirim (2015); Picard, Mann, Ishikawa, Picard-Mann have defined a new
iteration that converges faster than S-iterations. In this thesis, we first gave a cluster-
valued version of this iteration. Secondly, we examined that iteration converges
strongly and weakly to the fixed points of nonexpansive mapping under appropriate
conditions in Banach space. Finally, we gave examples showing that our theorems are
applicable. Our results generalized the recent studies.

2019, 45 Pages
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TESEKKUR

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu ¢alisma, Erzincan Binali Yildirim Universitesi

Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii’nde hazirlanmistir.

Bu ¢alismam sirasinda, degerli bilgi ve tecriibelerini benimle paylasan, kendisine ne
zaman ihtiyacim olsa bana kiymetli zamanini ayirarak sabirla ve biiyiik bir ilgi ile elinden
gelenin fazlasin1 yapan, ¢alismamin herhangi bir asamasinda sorun yasadigimda giiler
yuziind ve samimiyetini benden esirgemeyerek yardimci olan ¢ok degerli hocam Sayin
Dog. Dr. Birol GUNDUZ’ ii rahmetle antyorum.

Yine bu galismamin son asamasinda bana her tirlii kolayligi saglayan, bilgi ve
tecriibesiyle beni destekleyen, ¢ok degerli hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Tufan OZDIN’e

en icten dileklerimle tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

Ayrica ¢alismalarim esnasinda kendilerinden gérmiis oldugum destek ve giivenden dolay1

aileme ve arkadaslarima en samimi duygularimla tesekkiir ediyorum.

Fatma SOLMAZ
Haziran, 2019
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1. GIRIS

Fonksiyonel analiz, esas olarak dogrusal ve dogrusal olmayan kategorilere ayrilan

matematigin énemli bir dalidir.

19. yilizyilin sonlarinda 6zellikle diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine yaklasmak igin
kullanilan sabit nokta teorisi ile ilgili calismalar ii¢ ayr1 baslik altinda toplanabilir. Bunlar
1912 yilinda Brouwer sabit nokta teoremi ile gelismeye baslayan topolojik sabit nokta
teorisi, Tarski sabit nokta teoremi ile baslayan ayrik sabit nokta teorisi ve 1922°de Banach

sabit nokta teoremi ile gelisen metrik sabit nokta teorisidir.

Sabit nokta teorisi, bir X kimesinde x = Tx operatdr denkleminin ¢6zimiu ve bu
¢Ozimin varligin1 garanti eden kosullarla ilgilenir. Burada T, X kiimesinde tanimlanan
bir doniistimdiir. Boyle bir sorunun ¢6ziim kiimesi bos kiime, sonlu bir kiime, sayilabilir
veya sayllamayan sonsuz bir kiime olabilir. Sabit nokta teorisi, ¢esitli matematiksel analiz
dallarinda ortaya ¢ikan problemleri ¢ozmek i¢in gerekli araclari saglar. Ayrik fizibilite
problemleri, varyasyonel esitsizlik problemleri, dogrusal olmayan optimizasyon
problemleri, denge problemleri, tamamlayicilik problemleri, se¢im ve eslestirme
problemleri, integral ve diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin kanitlanmasi sabit nokta
teorisi ile yakindan iligkilidir. Sorunlarin uzun bir listesi, sabit nokta problemini ¢6zme
kategorisine girer. Ozellikle, ¢oziimler dogrusal olmayan fonksiyonel analizde derin

koklere sahiptir.
Sabit nokta teorisinde yapilan arastirmalar genellikle

a) Sabit noktanin varligini garanti eden eslemeler iizerindeki daha az kisitlayici
kosullarin arastirilmasini,

b) Sabit noktanin benzersizligini saglayan kosullarin arastirilmasini,

€) Modifikasyonunu, zenginlestirilmesini, daha genel alanlar elde etmek igin tanim
alanlarinin genisletilmesini,

d) Karakterizasyonun tanimlanmasini,

e) Sabit noktalarin yapilari veya yaklasimlarini ve

f) Incelenen sabit nokta haritalama noktalarinin yapisini igerir.

1922'de kanitlanmis olan Banach Sabit Nokta Teoremi, metrik sabit nokta teorisinin



merkezinde yer almaktadir ve dogrusal olmayan fonksiyonel analizin bir¢ok yoniinde
temel bir rol oynamustir. x = Tx operatér denkleminin ¢Oziimiiniin varligini ve
benzersizligini belirlemek i¢in ardisik yaklagimlarin (Picard'in 1890'da baslattig1 bir fikir)
kullanilmasindan kaynaklanmaktadir. Bu ilke, genis bir uygulama yelpazesi ile giiclii bir
arag olarak hizmet eder; 6zellikle, diferansiyel veya integral denklemlerin ¢ézimlerinin
varligint kanitlamak i¢in kullanilabilir. Matematik ve diger ilgili disiplinlerdeki

uygulamalari nedeniyle bir¢ok yonden genellestirilmistir.

Banach Sabit Nokta Teoremi uzantilari, eslemelerin etki alanin1 genellestirerek veya
eslemeler ilizerinde kontraktif durumu genisletilerek elde edilmistir. Literatiir, genis

kapsamli uygulamalara yol agan ¢ok sayida uzanti ve degiskenle doludur.

Bu monografin amaci, belirli haritalamalarin sabit noktalarinin varligi ve tekligi ile ilgili
sonuglar1 ve metrik sabit nokta teorisi kapsamina giren arastirmalarin bu yonlerini

sunmaktir.

Bu tez alt1 boliimden olusmusmaktadir. Giris béliimiinden sonraki bolumde kaynak 6zeti

kismi bulunmaktadir.

Uciincii bélim kuramsal temellerden olusmaktadir. Bu boliimde, ilk olarak calismamizda
kullanacagimiz temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Daha sonra bazi doniisiimler

tanitilmis ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin hangi sartlarda var oldugu incelenmistir.

Dordiincii boliimde, tek degerli ve kiime degerli doniisiimler igin iterasyon yontemleri

verilmistir.

Besinci boliimde ise Karaca ve Yildirim (2015); Picard, Mann, Ishikawa, Picard-Mann
S-iterasyonlarindan daha hizli yakinsayan yeni bir iterasyon tanimlamiglardir. Bu tezde
ilk olarak bu iterasyon suirecinin kiime degerli versiyonu verildi daha sonra bu iterasyonun
Banach uzayinda uygun kosullar altinda kiime degerli genislemeyen doniisiimlerin sabit
noktalarina giiglii ve zayif yakinsadigi incelendi. Son olarak da teoremlerimizin

uygulanabilir oldugunu gosteren rnekler verildi.

Altinc1 boliimde bu arastirmamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Tek ve kiime degerli doniistimler i¢in sabit nokta teorisi, uygulamali matematik, piir ve
teorik matematigin farkli dallarinda 6nemli bir role sahiptir. Sabit noktalarin varligi ve
tekliginin yani sira bir iterasyon vasitasiyla sabit noktalarin elde edilmesi bir¢ok yazarin
dikkatini ¢ekmistir. Hausdorff Metrigi, kiime degerli doniisiimlerin sabit noktalarinin
hesaplanmasinda 6nemli rol oynamaktadir. Kiime degerli genislemeyen doniisiimler igin
sabit nokta teorisi hem Hilbert uzaylarinda hemde Banach uzaylarinda tek degerli
genislemeyen doniisiimlerin sabit nokta teorisinden zordur. Markin (1973) kiime degerli
doniistimler i¢in daraltan dontisim kavramini tanimladi ve kime degerli daraltan
dontisiimler i¢in Banach daralma prensibinin uyarlanmis versiyonunu ispatladi. Ayrica
Lim (1974) duzgilin konveks Banach uzaylarinda kiime degerli genislemeyen doniisiimler
icin sabit noktalarin varligini ispatladi. Kiime degerli donilisiim ¢alismalart konveks
optimizasyon, kontrol teorisi, diferansiyel denklemler ve ekonomide uygulamalari olan

ve hizli biiyiiyen bir arastirma alanidir.

Iterasyonlar kilme degerli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarin1 hesaplamak icin
uzunca bir siiredir kullanilmaktadir. 2005°de Sastry ve Babu (2005) Mann ve ishikawa
iterasyonlarinin sabit nokta kiimesi bos olmayan ve kompakt bir kiimede tanimlanan

kiime degerli bir T doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsadigini ispatlamiglardir.

Panyanak (2007); Satry ve Babu (2005) tarafindan verilen yakinsama sonucunu diizgiin
konveks Banach uzaylarinda genellestirilmis fakat T°nin tanim kiimesi kompakt olarak
kalmigtir. Ayrica Panyanak agik bir problem iiretmistir. Daha sonra, Song ve Wang
(2008) Satry ve Babu (2005) Teorem 5’in ve Panyanak (2007) deki Teorem 3.1 in
ispatlarinda bir hata bulmuslardir. Onlar bu hatay1 gidermis ve Ishikawa iterasyonunu
kullanarak Panyanak’in sorusuna olumlu bir cevap vermislerdir. Onlarin ana sonuglarinda
T’nin tanim kiimesi hala kompakt olarak kalmistir ki bu da giiclii bir sarttir ve T, (1) sartin1

saglamaktadir.

Shahzad ve Zegeye (2009); Panyanak (2007), Sasty ve Babu(2005), Song ve Wang
(2008) de wverilen sonuglar1 genisletmis ve Quasi genislemeyen doniisiimlere
genellestirmistir. Onlar ayrica T ’nin tanim kiimesini kompakt olmas1 gerektigini ve p €
F(T) icin Tp ={p} seklindeki T {izerindeki kisitlamayr kaldiran yeni iterasyon

tanimlamiglardir. Bunu yapmak igin kiime degerli T: K — P(K) donlisiimii i¢in
3



Pr(x) ={y € Tx:||x — y|| = d(x, Tx)}’1 tamimlamislardir. Béylece Panyanak’in sorusuna
daha genel bir kiimede cevap bulmuslardir. Khan ve Yildirim (2012); Shahzad ve Zegeye

(2009) nin ¢alismalari 1s181nda S-iterasyonunun kiime degerli versiyonunu ¢alismiglardir.



3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Genel Kavramlar
Tamm 3.1.1 (Metrik ve metrik uzay) : X bostan farkli bir cimle olsun.
d: X xX — R fonksiyonu igin,

Ml d(x,y) =0 x=y

M2) d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi)

M3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (licgen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik ve d ile birlikte X e metrik uzay denir ve

genellikle (X, d) veya X, ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tamm 3.1.2 (Vektor Uzay) : V bostan farkli bir kiime ve F bir cisim olsun.
+: VXV ->V,(x,y) > x+y,
S F XV 5V, (a,X) - ax,

dontigiimleri ile toplama ve skalerle carpma islemlerini tanimlayalim. Eger her x,y,z €

Vvea,b € F igin;

x+W+z)=@x+y)+z
xX+y=y+x

x + 6 = 6 + x = x olacak sekilde bir & € VV elemani vardir.

A w0 b -

x+ (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € V elemam (—x toplamada ters
elemandir) vardir.

5. (ab)x = a(bx)

6. a(x+y)=ax+ay

7. (a+ b)x = ax + bx

8

. 1.x = x (1 ¢arpmada birim ya da etkisiz elemandir).

sartlar1 saglaniyorsa V ye F Uzerinde bir vektor uzay1 (lineer uzay) denir.



F = R alinirsa V ye reel vektor uzayi ve F = C alinirsa V' ye kompleks vektor uzay adi

verilir.

Tamim 3.1.3 (Normlu Uzay) : N, bir lineer uzay olsun. || || : N — R fonksiyonunun x

deki degerini ||x]|| ile gosterelim. bu fonksiyon igin
N1) [[x]| =0 &x= 6
N2) llax|l = lalllx|l (aeF)
N3) llx +yll < llx|l + [lyll (t¢gen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N de (veya N (zerinde ) norm denir. Normlu

uzaylar genellikle (N, || ||) ile gosterilir (Bayraktar, 2006).
Ornek 3.1.4: (R% || |l,) ve (C% ] |l;) normlu uzaylar: R"™ veya C* de || ||, ,
lxlls = Dol + Il + - + [x]
olarak tanimlanirsa
N1) |lx]l; =0 x=0ve
N2) llaxlly = lalllxll;
oldugu agiktir. Uggen esitsizligine gelince,
N3) llx +ylls = Xitalxiyil < Xizalal + Zizalyil = lixlls + llylly
dir.

Tamim 3.1.5 (Banach Uzayi) : N normlu lineer uzay olsun. N, norm metrigine gore tam
ise N ye Banach uzayi denir. N nin normlu reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore

Banach uzayina, reel veya kompleks Banach uzay1 denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 3.1.6 : Reel sayilar ciimlesinde ||x|| = |x| olarak tanimlanirsa R nin normlu reel

lineer uzay oldugu bilinir. Ayrica R tamdir. O halde R Banach uzayidir.



Ayni sekilde her z € C igin ||z|| = |z| olarak tanimlanirsa komleks sayilar ciimlesi de
Banach uzayidir. Bu Banach uzaylari en basit Banach uzaylari olmakla beraber ¢ok

onemlidirler.

R™ de x = (x4, x5, ..., x,) € R™icin || ||, normu

llxll, = /1x412 + |x]2 4 - + |x,,|> olarak tanimlanirsa R™ Banach uzay olur.

Tamm 3.1.7 (i¢ Carpim) : X , F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. {(,) : X X X - F

fonksiyonu,

. (x+y,2z)=(x,2z)+(y z) dir.

ii. (ax,y) =a(x,y) dir. (a €F)

iii. (x,y) = (y,x) dir.

iv. (x,x)=>0, (x,x)=0<x=26 du.
sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim (veya i¢ carpim fonksiyonu) denir.
Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektor uzayma i¢ ¢arpim uzay (veya
On-Hilbert uzayi) denir. Su halde bir i¢ ¢carpim uzayi bir vektor uzayi ile bir i¢ ¢carpim
fonksiyonundan ibarettir. i¢ carpim uzaymni (X,{,)) veya kisaca X ile gdsterecegiz

(Bayraktar, 2006).

Tamim 3.1.8 (Hilbert Uzay1) : X bir i¢ carpim uzayi ve | ||, i¢ garpim normu olsun.

dix,y) =llx—yll=J(x—y,x—y)

olarak tanimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur. I¢ ¢arprm normuyla tanimlanan bu d

metrigine gore X i¢ ¢arpim uzay1 tam ise Hilbert uzay1 denir.

Bu tanimdan anlagilmaktadir ki Hilbert uzaylari, 6zel Banach uzaylaridir (Bayraktar,

2006).
Ornek 3.1.9 : C" iiniter uzayinmn
(z,w) = z,W71 + - + 2, Wy

i¢ carpimina gore bir i¢ ¢arpim uzay1 oldugunu biliyoruz. Ayrica tanima gore

Izl = V(z,2) = {1212 + 2|2 + -+ + |2,

7



n 1/2
= <Z|2i|2>
i=1

oldugundan C"* kompleks Banach uzayidir ve tamdir. Dolayisiyla Hilbert uzayidir.

3.2. Sabit Nokta Kavrami
3.2.1. Tek Degerli Doniisiimler Icin Sabit Nokta Kavram

Tamm 3.2.1.1 (Sabit Nokta) : X bostan farkli bir kime ve T : X — X herhangi bir
doniistim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit

noktasi denir.

O halde Tx = x denkleminin ¢6zimu veya ¢cozimleri T nin sabit noktasidir. T nin tiim

sabit noktalarmnin kiimesi F(T) veya Fix(T) ile gosterilir. Ornegin ;

1. T:R - R, Tx = x? doniisiimiiniin iki sabit noktas1 vardir ve F(T) = {0,1} dir.

2. X #+ @olmak tzere I : X — X 6zdes doniisiimii igin X in her noktasi sabit noktadir.

3. X=R*olmakiizere T: X > X ,Tx = %(x —i) icin F(T) = {~/3} tir.

4. X =Rolmak tzere T : X - X, Tx = a; + x seklindeki 6teleme doniisiimlerinin
sabit noktalar1 yoktur.

5. X =1[0,1] ve Y =[1,2] olmak uzere herhangi bir T : X — Y doniisiimiiniin sabit

noktas1 yoktur.

X bostan farkli bir kiime ve T : X = X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € X i¢in
T™(x), T°(x) =x ve T""1(x) = T(T" (x)) seklinde tammlanir. T" (x) €, x in
T altindaki n. iterasyonu denir. T™ (n > 1) doniisiimiine de T nin n. iterasyonu

denir. T(x) yerine Tx notasyonu kullanilabilir.

T : X - X bir donilisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

1. Keyfibirn € N igin F(T) c F(T™) dir.

2. Keyfibirn € N i¢in F(T™) = {x} ise F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir. Ornegin, T:{a,b,c} - {a,b,c} doniisimii T(a) = b, T(b) =
a,T(c) = ¢ olarak tammlanirsa, F(T?) = {a, b, c} oldugu halde F(T) = {c} dir.



X bos olmayan bir kiime ve T;,T, : X = X herhangi iki doniisiim olsun. Eger T;x =
T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, x noktasina T; ve T, nin ortak sabit noktas1 denir.
Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) ile gosterilir.

Ornegin,

1. X=R, T.,T,:X-X, Tix=x>—6x+12 ve T,x=x*-5x+9
doniistimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {3} tlr.

2. X=R* T,T,:X-X, Ti(x,y) =(—xy) ve T(x,y)=(xy)
dontigiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {(0,y)}
dir.

Tamim 3.2.1.2 (Lipschitzian Doéniisiim) : (X,d) bir metrik uzay ve T:X —» X bir

dontisiim olsun. Her x,y € X i¢in,
d(Tx,Ty) < kd(x,y) (2.1)

olacak sekilde k = 0 sayisi varsa, T ye Lipschitzian doniisiim denir. (2.1) esitsizligine

Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kii¢iik k sayisina da Lipschitz sabiti denir.
Yukaridaki tanima gore Lipschitz sartin1 saglayan her T doniistimu dizgln sureklidir.

@W&Mm>0@hﬂmw<6=£zkﬂmw<6=ed@@Mm

MMJwSkﬂmw<k£=s

yazilir. Buda T doniisiimiiniin diizgiin siirekli oldugunu gosterir. Ancak bu ifadenin tersi

her zaman dogru degildir.

Tanmim 3.2.1.3 (Daraltan doniisiim) : (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X Lipschitzian
bir doniisiim olsun. Eger (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 olmas1 halinde saglaniyorsa, T ye

daraltan doniisiim veya biizlilme doniisiimii (conctraction) denir.

Eger (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X daraltan bir doniisiim ise, bu doniisiimiin

bir sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta tektir (Banach Daralma Prensibi).



Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniistimlerin sabit noktaya sahip

olmas1 gerekmez. Ornegin X = (0,1] olmak lizere T:X - X ve Tx = g dontigiimiinii

alalim. Bu T doniisiimii daraltan doniistimdiir, fakat sabit noktas1 yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her donilisim diizgiin siirekli oldugundan daraltan
dontigsiimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir daraltan doniisiim de
olamaz. Buna karsin T daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi bir n i¢in T™ daraltan bir

doniisiim olabilir.

Ornek 3.2.1.4 : C[0,1] = {f: f:[0,1] - R siirekli fonksiyon} olsun. C[0,1] izerindeki

metrik
4.9 = [1F® - gl de
0
olmak tizere ve T: C[0,1] — C[0,1],

t
TF(D) = f F(s)ds
0

olsun.

I. T donistimii daraltan bir doniistim miidiir?

AT, T(Q)) = j IT(f(D) - T(g(e))]dt
0

t

Jl ff(s)ds—fg(s)ds dt
0

< Of Of I£(s) - (5| dsdt
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< f{fllf(s) —g(S)IdS}dt

_ fdtf|f<s)—g(s)|ds= d(f,g)

olur. Yani d(T(f),T(g)) < d(f, g) dir.
Burada k = 1olup, T doniisiimii daraltan degildir.

ii. T? daraltan doniisiim miidiir?

1
AT (. T@) = [IT2(F@ - T(g (e de
0
1
~ [Ir(rr@n) = (g o)) at
0

dt,

olur.

[ ryis =u@, [ gras = v
0 0

olarak almirsa,

AT T) = [ITu(®) - TE@)lde
0

!

t

fu(z)dz—!v(z)dz

0

dt
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t t

ff ff(s)ds—f (s)ds|dzdt

0 0

f flf(s)—g(S)IdS- dz ¢ dt

t 1 ]
f f IF(s) — g(s)lds | dz b dt
o |o |

t

f[fd(fg)dz dt—fd(fg) fdz dt
o o

0
X 1
—d(f.) [ tdt = 5d(f.9)
0

elde edilir. Burada k = % < 1 olup T? déniisiimii daraltandur.

Teorem 3.2.1.5 (Banach Daralma ilkesi) : (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

dontigiim olsun. Eger her x,y € X igin,
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir 0< k < 1 sabit sayis1 varsa, bu durumda T bir tek sabit noktaya
sahiptir.

Ispat : x, , X de keyfi bir nokta ve

— Tn+1x0

x1=Txg %3 =Tx; =T%Xg, e, Xpyq = Ty =

olsun. Ilk olarak {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ve daha sonra bu dizinin limit

noktasinin Tx = x denkleminin bir tek ¢6ziimii oldugunu gosterecegiz. n = 0 igin
d(xn+1'xn) = d(Txnfon—l) < kd(xn'xn—l) == knd(xl'xo)

olur.m > n igin

12



d(xn: xm) < d(xnxn+1) + d(xn+lr xn+2) + et d(xm—lixm)
S knd(xo,xl) + + km_ld(xO, xl)

S knd(xO,xl)[l + k + kZ + ]

kn
= ﬁd(xo,xl) , (n—> )

olur. Yani,

n

d(xn: xm) = m d(xO' xl)

dir. 0 < k < 1 oldugundan n — oo igin limit alinirsa, d(x,, x,,) = 0 olur. Bu da {x,}
dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X metrik uzayr tam oldugundan x,, - x ve
dolayisiyla x,,; — x dir. T doniisiimii stirekli oldugundan dizisel stireklidir, yani Tx,, —
Tx dir. x,,, = Tx, de n — oo i¢in limit alinirsa Tx = x elde edilir. Simdi bu sabit
noktanin tek oldugunu gosterelim. y , T nin baska bir sabit noktasi yani, Ty = y olsun.

Bu durumda
d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)
olur. Bu durum d(x,y) = 0 olmasini gerektirir. Bu da x = y demektir.

Ornek 3.216 : K=[0,1]c R, T:K > K, Tx =§ olsun. x, =§ olarak secelim.

Buradan
1
xl = TxO = E
) 1
XzszlzT XO:ES

x3 =Tx, =T?x; =T3xy = —

Xp =Txp 1 =T%xp,_5 = =T"x,

seklinde bir {x,,} dizisi elde edilir. n — oo igin
13



lim x, =0

n—-oo

olur. Dolayisiyla T doniisiimiiniin sabit noktas1 0 € [0,1] dir. Sabit nokta tanimindan da
X
Tx=x:>§=x:>x=5x:>x=0

dir. Yani x = 0, T doniistimiiniin sabit noktasidir. Ancak doniistimlerin sabit noktalarini
tanimdan hareket ederek bulmak her zaman kolay degildir. Bu sebeple farkli doniisiim

siniflarinin sabit noktalarinin bulunmasinda iterasyon metotlar1 kullanilir.

Teorem 3.2.1.7 : (X,d) tam metrik uzay ve n € N icin T™ bir daraltan doniisiim olacak
sekilde bir T: X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir
(Khamsi ve Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T" bir tek x, sabit noktasmna sahiptir.

Dolayisiyla
Tn+1x0 = T(Tnxo) = Txo

yazilir. Ayrica Tx, , T™ nin bir sabit noktasidir. T™ nin sabit noktas: tek oldugu igin
Txy = xy olur. Eger Ty =y ise bu durumda T"y =y olur. Buda y = x, olmasimi

gerektirir.

Tamim 3.2.1.8 (Kesin Daraltan Doéniisiim) : (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir

dontigiim olsun. Her x,y € X ve x # y icin,
d(Tx,Ty) <d(x,y)
ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

Teorem 3.2.1.9 : (X,d) bir kompakt metrik uzay ve T:X — X kesin daraltan bir
doniisiim olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X ve

n € N igin,

lim T"x = x, dir (Khamsi ve Kirk 2001).

n—-oo
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Ornek 3.2.1.10 : X =[1,+),d(x,y) = |x —y| ve Tx = x +xl olsun. Bu durumda

X # yigin

a1, 7)) = e 42—y —a - (1 —%) =yl < d(x,)

olur. Dolayisiyla T doniisiimii kesin daraltandir. Ancak T,, = x + i # x, yani; T nin sabit

noktas1 yoktur.

Bu tip doniistimlerin sabit noktasini garanti etmek icin ¢alisilan uzaym kompakt olmasi

yeterlidir.

Tamim 3.2.1.11 (Genislemeyen Doniisiim) : (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir

doniisiim olsun. Her x, y € X igin,
d(Tx,Ty) <d(x,y)
ise, T ye genislemeyen(nonexpansive) doniisim denir.
Ornek3.21.12: X =R, d(x,y) =[x —y|veT:X - X, Tx = x — 2 olsun.
d(Tx,Ty) =|x—2—-y+2| =[x -yl =d(x,y)

oldugundan her x,y € X igin d(Tx,Ty) < d(x,y) sart1 saglanmig olur. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu doniisiim ne daraltan ne de kesin daraltandir.

Herhangi bir Banach uzayinda tanimli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin var
olmast gerekmez. Bunun i¢in ya uzay iizerine ya da donlisim iizerinde bazi
sinirlandirmalar yapilmasi gerekir. 1965 yilinda Browder, Goebel ve Kirk diizgiin
konveks bir Banach uzaymin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi {lizerinde taniml

genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir.

Sonug 3.2.1.13 (Doniisiimler Arasindaki Baglanti) : Yukarida tanimlanan doniisiimler

g0z Oniine alinarak asagida ki gerektirmeler yazilabilir.

T — daraltan= T — kesin daraltan = T — genislemeyen = T — lipschitzian

15



Tamm 3.2.1.14 (Quasi-Genislemeyen Doniisiim) : X bir normlu uzay, K c X bos
olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Egerp € F(T) # @ ve herx € K

icin
ITx —pll = llx —pll
ise, T ye quasi-geniglemeyen doniisiim denir (Pertyshyn ve Williamson 1973).

F(T) # @ olmast durumunda genislemeyen bir doniisiim ayni zamanda quasi-

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat tersi dogru degildir.
Tamm 3.2.1.15 (Kesin Konveks Uzay) : X bir Banach uzay1 olsun. Eger
X,y €S ={xeX:|lxll =1},
x # yveher e (0,1)igin
I1-Dx+ 2yl <1
sart1 saglantyorsa, X Banach uzayina kesin konveks uzay denir.
Onerme 3.2.1.16: X bir Banach uzayi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) X kesin konvekstir.

b) 1 < p < oo olmak Uzere her x,y € X ve her t € (0,1) icin

llex + (1 — OyllP < tlixlIP + (1 = p)llyll?
dir (Agarwal vd. 2009).

Tamim 3.2.1.17 (Duzgin Konveks Uzay) : X bir Banach uzay: olsun. Her € > 0 ve

x|l <1, |lyll <1 ve|lx —y|l = € sartin1 saglayan her x, y € X icin
1
Slx+yll<1-5()

olacak sekilde §(&) > 0 sayis1 varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir

(Aksoy ve Khamsi 1990).
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Teorem 3.2.1.18 : Her diizgiin konveks Banach uzayi, kesin konveks uzaydir (Agarval
vd. 2009).

Teorem 3.2.1.18 in tersi genelde dogru degildir.

3.2.2. Kiime Degerli Doniisiimler I¢in Sabit Nokta Kavram

Tamim 3.2.2.1 (Kiime Degerli Doniisiim): X ve Y bostan farkl: iki kiime, 2¥ de Y nin
biitiin bostan farkl1 alt kiimelerinin ailesi olsun. T: X — 2¥ fonksiyonuna kiime (cok)
degerli donlisiim denir. Bazen bu fonksiyon T:X — Y veya T:X ~ Y bigiminde de

gosterilir.

T:X — 2Y kiime degerli doniisiimii, X kiimesinden alinan her bir x elemanina Y nin bir
T (x) alt kiimesini karsilik getirir. Eger her bir x € X ¢ karsilik gelen T (x) tek noktadan

olusuyorsa, T tek degerli doniisiim olur.

Verilen bir f: X - Y tek degerli donistimii yardimiyla her x € X igin T(x) = {f(x)}
seklinde kiime degerli bir doniigiim tanimlanabilir. T (x) # @ olacak sekilde en az bir x €

X varsa T ye has (proper) denir. Bu durumda T nin tanim kiimesi
Dom(T) = {x € X:T(x) + @}
ile ve grafigi de
Graph(T) = {(x,y) e X xXY:y € T(x)}

seklinde tanimlanir.

1 ; x<
Ornek 3.2.2.2: T:[0,1] » 2°Y  T(x) =< {0,1}; «x =% fonksiyonunu kiime
({0} ;5 «x >%

degerli bir doniisiimdiir.

Ornek 3.2.2.3:  T:[0,0) — 2[0®) T(x) = [0,x] fonksiyonu kiime degerli bir

doniisiimdiir.
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Tamim 3.2.2.4 (Kiime Degerli Déniisiimlerin Sabit Noktasi) : T: X — 2% kiime degerli
bir doniisiim olsun. Eger x € X icin x € T'(x) oluyor ise x e T kiime degerli doniisiimiin
sabit noktas1 denir (Nadler 1969).

{1} ;5 «x <%
Ornek 3.2.25: T:[0,1] -» 201 T(x) =< {0,1}; «x =% fonksiyonunun hicbir
{03 5 x> %

sabit noktas1 yoktur.

Ornek 3.2.2.6 : T:[0,0) — 2[%®)  T(x) = [0,x] fonksiyonu icin her bir x € [0, o)
bir sabit noktadir.

Onek 3.2.2.7 : K = [0, %) olmak uizere T: K - CB(K) doniisiimii

{0}, x<1
T(x) = [ 3 1]

X—Z,X—g

, x>1
seklinde tanimlansin. x = 0 bu doniisiimiin tek sabit noktasidir.

Kime degerli dontisiimlere dnemli bir 6rnek olarak;

S:Y > X ‘e olmak iizere T:X - 2Y , her x €X icin T(x) ={y €Y :S5(k) =x}
bi¢ciminde tanimlanan ve T operator ¢oziim fonksiyonu olarak adlandirilan fonksiyon

verilebilir.

Kilme degerli fonksiyonlar da sabit nokta teoremini ilk olarak 1969’ da Nadler vermistir.
Nadler’in vermis oldugu teorem ayni zamanda Banach’in vermis oldugu teoremin kiime

degerli fonksiyonlara bir genislemesidir.

Tamim 3.2.2.8 (Genislemeyen Kiime Degerli Doniisiim) : (X, d) bir metrik uzay ve

T:X - CB(X) kiime degerli bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X icin
H(Tx,Ty) < kd(x,y)

kosulunu saglayan bir k > 0 sabiti varsa T’ye Lipchitz doniisiimii ve buradaki k sayisina

da T’nin Lipchitz sabiti denir. Eger k < 1 ise T Lipschitz kime degerli doniisiimiine
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daraltan, k = 1 ise T’ye genislemeyen kiime degerli doniisiim denir (R. P, Agarwal, D.
O’Regan, DR.Sahu.,2009).

NOT: Her T Lipschitz kime degerli dontisiimii stireklidir. Gergekten;
x, — x olan X’deki herhangi bir{x,,} dizisi i¢in

H(Tx,, Tx) < kd(x,, x)
dir. Buradan da istenen elde edilir.

Teorem 3.2.2.9 (Nadler Sabit Nokta Teoremi) : (X,d) tam metrik uzay ve T: X —
CB(X) bir daraltan kiime degerli bir doniisiim olsun. Bu durumda T’nin X’de bir sabit
noktas1 vardir (Sam B. Nadler, Jr., 1969).

Ispat : Herhangi bir x, € X alinsin ve x; € Tx, olsun. O zaman k, T nin Lipschitz sabiti

olmak tizere
d(xy,x,) < H(Txy, Txy) + k
olacak bigimde bir x, € Tx; vardir. Yine benzer bigimde
d(xy,x3) < H(Txq,Tx,) + k?
olacak bigimde bir x3 € Tx, vardir.
Benzer bigimde devam edildiginde her bir n € N igin
d(xp, Xp41) < H(Txp_y, Txp) + k™

ve Xx,4+1 € Tx, olacak bicimde bir {x,} c X dizisi olusturur. Her n € N i¢in x,,,; €

Tx, oldugundan ve T’nin daraltanlig1 kullanildiginda
d(xp, Xp41) < H(Txp_q, Txy) + K™
< kd(xp_q,x,) + k™
< k[H(xp_p,Xp_1) + k™1 + k"

< k[kd(xp_p, xp_1) + k™ 1] + kK
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< k2d(x,_p, xp_q) + 2k™

< k™d(xg,x1) + nk™

elde edilir. k < 1 oldugundan Y, k™ < oo ve }.»°_,nk™ < oo olup,

Z d(Xp, Xpe1) < d(xg,x1) Z k™ + Z nk™ < oo
n=0 n=0 n=0

olur. Bu ise {x,} dizisinin (X, d)’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X,d) tam
metrik uzay oldugundan x,, = v olacak bigimde bir v € X vardir. T doniisiimii daraltan

oldugundan siireklidir ve bu durumda

lim H(Tx,,Tv) =0
n—oo

dir. Her birn € N igin x,,.1 € Tx,, Ve d(xp4+1,Tv) < H(Tx,, Tv)
oldugundan

lim d(x,41,Tv) =0
n—oo

olur. Uggen esitsizliginden
d(w,Tv) < dW, xp41) + d(xp41, TV)
olup

d(v,Tv) < lim d(v, x41) + lim d(x,41,Tv) =0
n—oo n—»oo

bulunur. Tv kapali bir kiime oldugundan v € Tv olur. Boylece v, T’nin bir sabit

noktasidir.

Ornek 32210 : X =[0,1] ve f: X - X, f(x) = fonksiyonu

x
E+—;OSXS
2

verilsin. T: X — 2* her x € X i¢in Tx = {f(x)} U {0} bigiminde tanimlansin. T daraltan

doniistim olup x = 0 ve x = 2 noktalar1 T nin bir sabit noktasidir.
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4. MATERYAL VE YONTEM

4.1. Tek Degerli Doniisiimler Iicin Iterasyon Yontemleri

Bir donilisiimiin sabit noktasini veya noktalarini bulurken ¢esitli iterasyon yontemleri

kullanilir. Bunlardan bazilari sunlardir.

Picard iterasyonu : (X,d) bir metrik uzay, K c X kapal bir alt kiime ve T: K — K bir

doniistim olsun. x, € X olmak tizere Picard iterasyonu,
Xp=Txp_1 =T"xy, n=1.2,.. 4.1)

seklinde tanimlanmaktadir (Picard 1890). Picard iterasyonu kimi zaman ardisik

yaklagiklar dizisi (sequence of successive ve approximations) olarakta adlandirilir.

Tam metrik uzayda daraltan donisiimlerin sabit noktalarina yaklagmak igin Picard
iterasyonu kullanilir. Daraltan doniisim disinda farkli bir doniisiim alinirsa Picard

iterasyonu, doniigiimiin sabit noktasina yakinsamayabilir.

Mann iterasyonu : Bu denklem 1953 yilinda Mann tarafindan kurulmus ve Banach
daralma ilkesini saglamayan doniislimlerin sabit noktalarimi1 elde etmek icin
kullanilmigtir. X bir normlu uzay, K < X bostan farkli konveks bir alt kimeve T: K - K

bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak tizere Mann iterasyonu,
Xns1 = (L —a)x, + a,Tx,, n=0,12,.. (4.2)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda

(o]
lim a, =0, Zan=oo

n—-oo

sartlarin1 saglayan bir dizidir (Mann 1953).

Franks ve Marzec 1971 yilinda Mann’1n elde ettigi sonuglari; 1974 yilinda da Rhoades,
Franks ve Marzec’in sonuglarini genisletmistir. Rhoades 1974 yilinda Mann
iterasyonunun herhangi bir kapali ve sinirli araliktan yine bu araliga tanimli bir doniistim

(self-map) i¢in bu doniisiimiin bir sabit noktasina yakinsadigini géstermistir.
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Ishikawa Iterasyonu : S. Ishikawa tarafindan 1974 yilinda kurulmus olup, Lipschitzian
ve pseudocontractive doniisiimler i¢cin Mann iterasyon yonteminin yetersizligi halinde
yeni bir iterasyon metodu olarak ortaya atilmistir. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert
uzayinin konveks ve kompakt alt kiimesi Tlzerinde tanimli Lipschitzian ve
pseudocontractive bir doniisimiin sabit noktaya kuvvetli yakinsadigini gostermek
amaciyla kullanilmistir. (Berinde 2006). X bir normlu uzay, K € X  bos olmayan
konveks alt kiime, T:K — K bir donilisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak Uzere

Ishikawa iterasyonu,

{xn+1 =1- an)xn + anTyn, n=2012,.. (43)

Yo =1 =Bp)xn + PnTxy,,

seklinde tanimlanir. Burada {a,} ve {£,} € (0,1) ve

co
lima, =0, limpg, =0 Zanzoo
n—oo n—oo

n=1

dir (Ishikawa 1974).

(4.3) esitligi ile verilen iterasyonda f,, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglari

arasinda genel bir bag yoktur (Berinde 2006).

2003-2004 yillarinda Rhoades ve Soltuz donistimlerin gesitli siniflar1 ig¢in Ishikawa
iterasyonunun yakisakliginin, Mann iterasyonunun yakinsakligina denk oldugunu

gostermislerdir.

Noor iterasyonu : 2000 yilinda Noor tarafindan kurulmustur. X bir normlu uzay, K c
X bos olmayan konveks alt kiime, T:K — K bir doniisiim ve x; € K keyfi bir nokta
olmak Uzere Noor iterasyonu,

Xne1 = (1= ap)xy + anTyy,

Yo = (1 = Br)xn + ay Tz,

Zn = A =y )xn +¥nTx, n>1

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8}, {yx} € (0,1) ve
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n—->oo n—-oo

lima, =0, limpg, =0, limy, =0 Zanzoo
n—-oo

n=1
dir (Noor 2000).

Krasnoselskij Iterasyonu : (N, || . ||) bir normlu uzay ve T: N — N bir déniisiim olsun.

X9 € N ve A1 € [0,1] icin Krasnoselskij iterasyonu,

Xps1 = A —ADx, +ATx,, n=0,1,2,.. (4.4)
seklinde tanimlanir.
Bu iterasyon A = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir (Krasnoselskij 1955)

Kirk Iterasyonu : X bir normlu uzay ve T: X — X bir déniisiim olsun. Kirk iterasyonu

Xo € X olmak Uzere
Xnp1 = AoXp + a1 Txy + a3 T2x, + -+ a, Tkx, (4.5)
seklinde tanimlanir. Burada i = 0,1,2, ...,k i¢in @; > 0 ve a; > 0 olmak Uzere
apta;+a,++a,=1
dir.

(4.5) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu k = 1 igin Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir
(Kirk 1971).

S-iterasyonu : X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T:K — K

bir doniisiim ve x; € K keyfi bir nokta olmak (izere S-iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Tyn, (4 6)

Yn = (1= Bp)xn + fpTxp, n21
seklinde tanimlanir. {a,,} , {8} € (0,1) dir. (Agarwal vd. 2007)

S-iterasyon yontemi Mann ve Ishikawa iterasyon yontemlerinden bagimsizdir. Yani S-
iterasyonu ile Mann veya Ishikawa iterasyonu birbirinden elde edilemez. Agarwal-

O’Regan-Sahu, daraltan doniisiimler igin S-iterasyon yonteminin yakinsama hizinin
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Picard iterasyon yonteminin yakinsama hizina denk ve diger sabit nokta iterasyon
yontemlerinin yakinsama hizindan daha hizli oldugunu gostermislerdir (Agarwal vd.

2007).

Yenilenmis S-iterasyonu : X bir lineer uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime,
T:K — K bir doniisim ve x; € K keyfi bir nokta olmak iizere modifiye edilmis S-

iterasyonu,

{xnﬂ =1-a)T"x, + a,T"y,, 7)

Yo = (1= Bp)xn + BrT™xp, n 21,
seklinde tanimlanir. Burada {a,} , {8,} € (0,1) dir. (Agarwal vd. 2007)

Agarwal vd. (2007), gesitli doniisiimler i¢in hem S-iterasyon hem de modifiye edilmis S-
iterasyon yonteminin doniisiimiin sabit noktasina kuvvetli ve zayif yakinsamasini

incelemislerdir.

4.2. Kiime Degerli Doniisiimler icin iterasyon Yontemleri

W. R. Mann’1n sonuglari, 1971 yilinda Franks ve Marzec tarafindan Franks ve Marzec’in
sonuglart da 1974 yilinda B. E. Rhoades tarafindan genisletilmistir. 1974 yilinda B. E.
Rhoades, kapali ve sinirlt bir araliktan yine bu araliga tanimli bir doniisim(self-map) igin

Mann iterasyonunun bu doniisiimiin bu sabit noktasina yakinsadigini gostermistir.

Sastry ve Babu (2005)’de, Mann iterasyonunu kiime degerli doniistimler i¢in asagidaki

gibi tanimlamis ve asagidaki teoremi vermislerdir.

() T: X - P(X) kiime degerli bir doniisiim ve p € F(T) olsun. x, € X olmak (izere Mann

iterasyon semasi
Xns1 = Vn+ (A1 —ap)x,, a,€[01],n=>0 (4.8)
seklinde tanimlansin. Burada ||y, — p|| = d(p, Tx,) olacak sekilde y,, € Tx,, dir.

Teorem 4.2.1 : K, H Hilbert uzaymin kompakt konveks alt kiimesi olsun. T: K = P(K)
genislemeyen doniisiim ve p, T nin sabit noktasi olsun. (a,,), 0 < a, <1lve Y a,=
oo gartini saglasin. Bu durumda (4.8) de tanimlanan Mann iterasyon dizisi, T nin bir p

sabit noktasina yakinsar (Sastry ve Babu 2005).
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Sastry ve Babu (2005)’de, Ishikawa iterasyonunu kiime degerli doniisiimler igin

asagidaki gibi tanimlamig ve asagidaki teoremi vermislerdir.

(I) T: X - P(X) kime degerli bir doniisiim ve p € F(T) olsun. x, € X olmak Uzere

Ishikawa iterasyon semasi

Yn = ﬁnzn + (1 - ﬁn)xn ’ ﬁn € [0;1],
{xn+1 = anzn+ (1 —ap)xy, a, € [0,1], (4.9)

seklinde tanimlanir. Burada ||z,, — p|| = d(p, Tx,,) olacak sekilde z, € Tx,, ve
llz",, — pll = d(p, Ty,,) olacak sekilde z',, € Ty, vardir.

Teorem 4.2.2 : K, H Hilbert uzaymin kompakt konveks alt kiimesi olsun. T: K = P(K)
genislemeyen dontisiim ve p € F(T) olsun. {a,} ve {B,}, 0 < a,, B, <1, B, = 0 ve
Y. @, By = oo sartlarimi saglasin. Bu durumda (4.9) da tanimlanan Ishikawa iterasyon

dizisi T nin bir p sabit noktasina yakinsar (Sastry ve Babu 2005).
Song ve Wang (2008)’de, (I1) Ishikawa iterasyonunu

XO =X € K
Yn = (1 —by)x, + byz, (4.10)
Xn+1 = (1 - an)xn + ayuy,

seklinde tanimlamistir. Burada ||z, —u,|| < H(Tx,, Ty,) +n, Ve |z, —u,ll <
H(Tx,, Ty,) + 1, olacak sekilde z, € Tx,, ve u, € Ty, dir. 0 < a,, b, <1 olmak

uzere (a,), (by,) reel dizileri, lim b,, = 0 ve }; a,b,, = oo sartin1 saglar.
n—-oo

Teorem 4.2.3: K, E diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kompakt konveks bir
alt kiimesi olsun. T: K - CB(K) genislemeyen doniisiim ve F(T) # @ olmak Uzere her
p € F(T)iginT(p) = {p} olsun. (a,) Ve (Bn), 0 < @y, By <1, B = O Ve Y apfy =
sartlarin1 saglasin. Bu durumda (4.10) da tanimlanan Ishikawa iterasyon dizisi T nin bir

sabit noktasina yakinsar (Song ve Wang 2008).

Shahzad ve Zegeye (2009)’da, Sastry ve Babu (2005), Song ve Wang (2008), Panyanak
(2007)’1n sonuglarini genisleterek Ishikawa iterasyon semasini ¢ok degerli quasi

genislemeyen doniisiimler i¢in asagidaki gibi ifade etmislerdir.
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() T:K - CB(K) kime degerli bir doniisim, a,, B, € [0,1] olsun. (x,) Ishikawa

iterasyon semast

Xo EK
Yn=0=B)xn+Pnzp Vn=0 (4.11)
Xn+1 = (1- an)xn + anZ,n

seklinde tanimlansin. Burada z,, € Tx,, ve z',, € Ty, dir.

Tamm 4.2.4 : K, B Banach uzayinin bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve F(T) # @
olmak lzere T: K — CB(K) bir doniisiim olsun. Eger her t € (0, o) icin f(0) = 0 ve

f(t) > 0 olacak sekilde azalmayan bir f: [0, ) — [0, ) foksiyonu var ve her x € K
icin

d(x,T) = f(d(x, F(T))
ise T ye (I) sartin1 sagliyor denir (Senter ve Dotson 1974).

Tamim 4.2.5 : K, B Banach uzayinin bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve F(T) # @
olmak Uzere Ty, T,: K = CB(K) iki doniisiim olsun. Eger her t € (0, ) i¢in f(0) = 0 ve
f(t) > 0 olacak sekilde azalmayan bir f:[0, ) — [0, ) foksiyonu var ve her x € K

icin
1
5 Ulx = Taxll + llx = Toxll) = f(d(x, F(T))

ise T, ve T, dontigiimleri (IT) sartin1 sagliyor denir (Khan ve Fukhar-ud-in 2005).

Teorem 4.2.6 : K, E diizgiin konveks Banach uzayiin bos olmayan kapali konveks alt
kiimesi, T: K = CB(K) quasi genislemeyen bir doniisiim ve F(T) # @ olmak (izere her
p € F(T) icin T(p) = {p} olsun. a,,, B, € [a,b] < (0,1) ve T nin (I) sartin1 sagladigini
farz edelim. Bu durumda (4.11) de tanimlanan Ishikawa iterasyon dizisi T nin bir sabit

noktasina gii¢lii yakinsar (Shahzad ve Zegeye 2009).

Ayrica her y € F(T) icin T(y) = {y} sartin1 kaldirarak iterasyon semasin1 (V) deki gibi

ifade etmislerdir.
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(IV)T: K - P(K) kiime degerli bir doniisim ve Pr(x) = {y € K : |[x —y|| = d(x,Tx)}

olsun. (x,) Ishikawa iterasyon semasi

Xo EK
Yn = (1= Bp)xn + Bnzn vn=0 (4.12)
Xnt1 = (1 — ap)x, + anz'y

seklinde tanimlansin. Burada , a,, 8,, € [0,1] , z, € Pr(x,) ve z',, € Py (yy,) dir.

Teorem 4.2.7 : K, E diizglin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks alt
kimesi, F(T) # @ olmak Ulzere T:K — P(K) kime degerli bir doniisim ve Pr
geniglemeyen olsun. ay, 8, € [a, b] < (0,1) ve T nin (I) sartin1 sagladigini farz edelim.
Bu durumda (4.12) de tanimlanan (x,,) Ishikawa iterasyon dizisi T nin bir sabit noktasina

giiclii yakinsar (Shahzad ve Zegeye 2009).

Yukarida verilen iterasyon yontemlerinin hata terimli versiyonlar {izerine de bir¢ok

calisma yapilmistir.

Cholamijak ve Suantai (2008)’de, diizgiin konveks Banach uzaylarinda tanimli kiime
degerli quasi genislemeyen iki doniislim i¢in hata terimli iki yeni iterasyon yontemini
tanimlamis ve Onerdikleri bu iterasyon semasi ile giiglii yakinsaklik teoremleri elde
etmislerdir. Ayrica Banach uzaylarinda tanimli kiime degerli iki quasi genislemeyen
doniisiimiin ortak sabit noktasini1 bulmak i¢in baska bir hata terimli iki adim iterasyon
semas1 tanitmiglardir. S6z konusu iterasyon semalar1 ve bu semalarin yakinsaklig ile

ilgili teoremler sirasiyla asagidaki gibidir;

(V) K, E Banach uzaymin bos olmayan konveks alt kiimesi, a,, B, @', B'n € [0,1] ve
(), (vy) dizileri K da sinirli olmak tizere Ty, T, : K = CB(K) ¢ok degerli quasi

genislemeyen iki doniistim olsun. x, € K olmak lzere (x,,) dizisi

{yn =a'nz'y + faxn + 1-a'y— ﬁ,n)un (4.13)

Xni1 = AnZp + Ppxn + (1 — ay — Bl vy
seklinde tanimlanir. Burada z',, € Ty x,, ve z, € T,y, dir.

Teorem 4.2.8 : E diizgun konveks Banach uzay, K da E nin bos olmayan kapali

konveks bir alt kiimesi olsun. Ty, T, : K = CB(K) quasi genislemeyen iki doniigiim ve
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F(Ty) n F(T,) # @ olmak Uzere her p € F(T;) N F(T,) i¢in Typ = {p} = T,p olsun.
Eger

(i) T, veT, (II) sartin1 saglar
(i) Zn=1(l—ap —Bn) <ooveYpl (1—a'y — p'y) <o
(ii0<l<apa,<k<1

sartin1 sagliyorsa (4.13) de tanimlanan (x,,) dizisi F(T;) N F(T,) nin bir elemanina gii¢li

yakinsar (Cholamijak ve Suantai 2008).
(VI) Ty, T5:K — P(K) kiume degerli iki doniisim ve Prx ={y € Tix:|lx —y|l =

d(x,T;x)}, i = 1,2 olsun. x, € K olmak Uzere, x,, dizisi

{yn =dpzptfxn+(1—a'y— ﬁ,n)un (4.14)

Xn41 = AnZn + PpXn + (1 — ay — By
seklinde tanimlamir. Burada z',, € Pr, x,, Ve z, € Pr,y, dir.

Teorem 4.2.9 : E duzgun konveks Banach uzay, K da E nin bos olmayan kapali
konveks bir alt kiimesi olsun. F(T;) N F(T,) # @ olmak uzere T;,T, : K = P(K)

kiime degerli iki doniisiim ve Pr,, Pr, genislemeyen olsun.
i) T;veT, (II) sartin1 saglar
i) Y11= @y — Bn) <00 Ve N i(1— 'y — Bly) < o0
i) 0<l<apa,<k<l1

sartlarinin saglandigini farz edelim. Bu durumda (4.14) de tanimlanan (x,,) dizisi F(T;) N

F(T,) nin bir elemanina gii¢lii yakinsar (Cholamijak ve Suantai 2008).

Khan (2013) yeni bir iterasyon tanimlamis ve bu iterasyona Picard-Mann Hibrit
iterasyonu diye adlandirmistir. Ayrica Khan, Picard-Mann Hibrit iterasyonunun daraltan
doniisiimler igin Picard, Mann, Ishikawa iterasyonlarindan hizli yakinsadigini

gostermistir. Khan’in (2013) iterasyonu asagidaki gibi tanimlanir.
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{xn+1 = Tyn (415)

Yn =1 —ap)xy, + a,Txy’

Burada {a,} , (0,1) de bir dizi ve N pozitif tamsayilar kiimesidir.

Yakin dénemde Karaca ve Yildirim (2015) hem S- iterasyonundan hem de Picard-Mann
Hibrit iterasyonundan daha hizli yakinsayan yeni iterasyon tanimlamay1 istemislerdir.
Sonug olarak asagidaki iterasyonu tanimlamislardir ve Banach uzayinda genislemeyen
dontistimler i¢in bu iterasyonlar1 kullanarak bazi giiclii ve zayif yakinsama teoremleri
ispatlamislardir. Karaca ve Yildirim’in iterasyonu {a,} ve {£,} (0,1) araliginda diziler

olmak tizere

Xn+1 = TYn,
yn =1 —an)Tzy + ayzy, (4.16)
Zn = (1 = ﬁn)xn + ﬁnTxn'

seklinde tanimlanir.

Biz bu tezde Shahzad ve Zegeye’nin fikrini kullanarak 6nce Karaca ve Yildirim’in
iterasyonunun kiime degerli versiyonunu verdik daha sonra Banach uzaylarinda kiime
degerli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina bu iterasyonun giiglii ve zayif

yakisadigini gosterdik. x; € K igin iterasyonumuz asagidaki gibidir.

Xn+1 = Wn,
Yn = (1 —an)zy + anvy, (4.17)
Zp = (1= Bp)x, + Bpu,, nEN

Burada u, € Pr(xy), v, € Pr(z,) ve wy, € Pr(vn), {an} ve {Bn}, (0,1) araliginda
dizilerdir.

4.3. Bazi Onemli Lemmalar

Asagidaki tanimlar ve lemmalar yakinsaklik teoremlerimiz i¢in 6nem arz etmektedir.

Tamim 4.3.1: X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamas1 y # x olmak tizere her y €

X icin

limsup||x,, — x|| < limsup||x,, — y||

n—-oo n—-oo
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olmasi gerektiriyorsa bu durumda x, Opial sartin1 sagliyor denir. Hilbert uzaylar1 ve
bitiin 1P uzaylar1 (1 < p < o) Opial sartin1 saglayan Banach uzaylar1 6rnekleridir.
Fakat [P[0,2w] 1 < p # 2 Opial sartin1 saglamaz.

Tamim 4.3.2: E bir Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak tizere
T:K - P(K) kume degerli doniisiimil verilsin. K daki {x,} dizisi x noktasina zayif ve
Yo € Tx, olmak Uzere {y,} dizisi y’ye gii¢lii yakinsadiginda y € Tx oluyorsa T

doniistimiine y € K da demiclosettir denir.

Lemma 4.3.3: T: K - P(K) kime degerli bir doniisim ve Pr(x) ={y € Tx:|[x —
yll = d(x, Tx)} ise agagidakiler denktir.

(1) x € F(T);
(2) Pr(x) = {x}
(3)x € F(Pr)

Ayrica F(T) = F(Pyr)
Lemma 4.3.4: X diizgiin konveks bir reel Banach uzayi t € (0,1) olsun. {x,,} ve {y,.} ,
X’de iki dizi olmak tizere uygun bir r > 0 igin

lim supllx, || <r , limsup|ly,|l <r , limsup|itx, + (1 —t)y,ll =7 sartini
n—-oo n—-oco n-—oo

saglasin. Bu durumda 111_1)‘{)10 |xp =yl =0

dir.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Yakinsaklik teoremimizde kullanacagimiz iki nemli lemma ile baglayalim.

Lemma 5.1: E, normlu bir uzay ve K da E nin kapali konveks alt kiimesi olsun. T: K —
P(K) kime degerli, P,  genislemeyen bir dontsim, F(T) # @ olsun. (4.17) ile

tanimlanan {x,} iterasyonun p € F(T) icin lim,_||x, — p|l limiti vardur.

Ispat: p € F(T) olsun. Bu durumda Lemma 4.3.3 den p € Pr(p) = {p} dir. (4.17)

kullanilarak
1z = pll = 11 = Br)xn + By — I
< (1= B)llxn = pll + Bullun, —pll
< (1 = Bllxy — pll + BuH (Pr(xn), Pr(p))
< (1= Bllxn = pll + Bullx, — pll
= llxn = pll (5.1)
ve

lyn —pll = (1 — an)zy + anv, — pll
< (1 - anllzy, —pll + aullvy — pll
< (1= apllzy — pll + ayH(Pr(24), Pr(p))
< (1 - apllzy —pll + anllz, — pll
= ||z, — pll (5.2)
1 — pll = llwy, — pll < H(Pr (), Pr(p))
< llyn —pll < llz, — pll

< llx, —pll (5.3)
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bulunur. Sonug olarak {||x, — p||} dizisi azalan ve sinirlidir. Dolayisiyla p € F(T) igin

lim,,_, ||, — p|| limiti vardir.

Lemma 5.2 : K, E diizgiin konveks Banach uzayinin alt kiimesi olsun. T: K = P(K)
kiime degerli, Py genislemeyen bir doniisiim ve F(T) # @ olsun. (4.17) ile tanimlanan

{x,} iterasyonu igin limd(x,, Pr(x,)) = 0 dir.
n—->0oo
Ispat: Lemma5.1den p € F(T) icin lim ||x,, — p|| vardir. ¢ = 0 igin
n—-oo
lim ||x,, — p|| = ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda (4.17) ve Hausdorff metrigi
n—-oo
taniminda ||u,, — pll < H(Pr(x,)), Pr(p)) < llx, — pl| yazilir ve boylece

limsup||lu, —p|l < ¢ (5.4)

n—oo

bulunur.

lxns1 — Pl < ||z, — pll oldugundan liminfl||x,,; — p|| < liminf||z, — p|| yazilir ve

boylece
¢ < liminf||z,, — p|| (5.5)
olur. Diger yandan (5.1) in iki tarafinin limsup’u alinirsa

limsupl|z, —pll < ¢ (5.6)

n—-oo

elde edilir. (5.5) ve (5.6) dan dolay1

lim |1z, — pll = ¢ (5.7)
bulunur. (4.17) ve (5.7) den
¢ = lim ||z, —pll = lim [[(1 = ) Cen = p) + Bn(un =PIl (5.8)
elde edilir.

lim ||x, — pl| = c ve (5.4) gbz Oniine alinarak Lemma 4.3.4, (5.8)’e uygulanirsa
n—->oo
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lim [lxn, — upll =0 (5.9)

olur. Buda bize lim,_,.,d(x,, Pr(x,)) = 0 ifadesini verir.

Simdi T sabit nokta fonksiyonuna zayif yakinsak olan tanimli {x,} dizisini gosteren ilk

teoremimizi veriyoruz.

Teorem 5.3 : E, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K , E nin bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: K = P(K) kiime degerli doniisiimii i¢in
F(T) # @ ve P; genislemeyen bir doniigiim olsun. Eger I — Py sifirda demiclosed ise bu

durumda (4.17) ile tamimlanan {x,} dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar.

Ispat: p € F(T) = F(P;) olsun. Lemma 5.1 den dolayr lim || x, — p | vardir. Simdi
n—-oo

T nin sabit nokta kimesinde {x,} dizisinin tek zayif alt limite sahip oldugunu iddia

ediyoruz. Bunu gostermek icin z; ve z, nin sirasiyla {x,} dizisinin {x, } ve {xnj} alt

dizilerinin zayif limitleri oldugunu varsayalim. (5.9) ‘dan lim || x,, — u, ll= 0 olacak
n—-oo

sekilde u, € T, vardir. I — Py sifirda demiclosed oldugu i¢in z; € F(Pr) = F(T)

olsun. Benzer olarak z, € F(T)oldugu goriilebilir
Simdi sabit noktanin tekligini ispatlayalim. z; # z, olsun. Opial’in sartindan

lim 1%, — z;]l = lm ||, — 2|
n—oo n;—oo

= lim [|x, — 2|
n—oo

lim || %, — 2|
nj—oo

< lim []xp; — 2|
nj—oo J

lim [[x, — z]]|
n—oco

celiskisini elde ederiz.
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Boylece {x,} dizisi F(T) deki bir noktaya zayif yakinsaktir. Amacimiza uygun olarak
asagidaki tanimi verelim. Bu tanim Senter ve Dotson (1974) (I) sartinin kiime degerli

versiyonudur.

Tamim 5.4: T: K - CB(K) ya kime degerli bir dontisim ve F(T) # @ olsun. Eger her
r>0 igin f(0)=0, f(r) >0 olacak sekilde azalmayan bir f:[0,c0) — [0,o0)
fonksiyonu varve her x € K igind(x,Tx) = f(d(x, F(T))ise T ye (I) kosulunu sagliyor

denir.

(4.17) ile tanimlanan {x,} dizisinin T nin bir sabit noktasina yakinsakligini gosteren 2.

teoremimiz asagida verilmistir.

Teorem 5.5: E dlizgun konveks Banach uzay1 ve K , E nin bos olmayan kapali konveks
alt kiimesi olsun. T:K — P(K) kiime degerli doniisimii (/) sartin1 saglasin, ayrica
F(T) + @ ve P; genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu durumda (4.17) ile tanimlanan

{x,} dizisi T nin sabit noktasina gli¢li yakinsar.

Ispat: p € F(T) igin Lemma 5.1 den lim,_,.|lx, — p|| limiti vardir. Bu limit ¢ > 0
olsun. Eger ¢ = 0 ise ispat agiktir. Simdi ¢ > 0 durumunu diisiinelim. Lemma 5.1 den

%41 — Il < llx;, — pll oldugunu biliyoruz. Bu esitsizligin her iki tarafinin inf alinirsa

. < B
pelll;l(fT)”xn+1 pll_pelp(fT)len pll

elde edilir. Buradan d(x,, 41, F(T)) < d(x,, F(T)) yazilir. Dolayisiyla lim d(x,, F(T))
n—->oo

vardir. (I) sartt ve Lemma 5.2 kullanilarak
lim £(d(xy, F(T))) = lim d(xp, Txn) = 0
yazilir. Buda
lim f(d(xy, F(T))) = 0
olmasin1 gerektirir. Dolayisiyla f azalmayan fonksiyon ve f(0) = 0 oldugu i¢in
Tli_r)glod(xn, F(T)) =0

olur.
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Simdi {x,} nin K’da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. m,n € N ve m >n

oldugunu varsayalim. O zaman p € F(T) i¢in ||x,, — pll < |lx,, — p|| dir. Boylece
”xm - xn” < ”xm - p” + ”p - xn” < lexn - p”

elde edilir. F(T) kiimesi {izerinde infimum alnarak [|x,,, — x,|| < Zd(xn,F(T)) -0
(n — ) bulunur. Bu ise K daki {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir.
Dolayistyla {x, } yakinsaktir. Yakinsadigi noktaya g diyelim. Geriye q € F(T) oldugunu
gostermek kalir. Gergekten d(xn,F(PT)) = infycppp llxn, — yll dir. Bu ylzden her £ >
0 igin,

||xn - pS)

< d(xn F(Pp) +§

olacak sekilde p,(f) € F(Py) vardir. Buradan lim,,_ ”xn — p,(f)

Sg yazilir. Uggen

esitsizliginden ”p,(f) - q” < ”xn — O + |lx, — gll ve boylece

[~ all <3

olur. Sonug olarak ;

1Pr(@) = qll < ||a =22 || + [|p& = Pr@)

()

< q — Pn

+ 1 (Pr(p). Pr(0))

<2~

n
ifadesi ||Pr(q) — qll < € olmasini gerektirir. € keyfi oldugundan

lim,_,||Pr(q) — ql| = 0 dir. Fakat P; genislemeyen bir doniisiim oldugundan F(Pr)
kapalidir. Dolayisiyla g € F(Pr) = F(T)

Teorem 5.5’in uygulanabilir oldugunu gosteren drnek verelim.

Ornek 5.6 : Alsilmis normla E = (R,|| |) ve K =[2,») olsun. T:K - P(K)
doniistimii Tx = [2,2 + E] olarak tanimlansin. E nin diizgiin konveks bir Banach uzayz,
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K nin kapali konveks ve F(T) = [2,4] oldugunu gérmek kolaydir. Her n > 1 igin a,, =

Bn = % olsun. Yukaridaki teoremimizin sartlarim1 saglayan f:[0,00) — [0, )
fonksiyonunu f(r) = g olarak tanimlayalim. Simdi d(x,Tx) = f(d(x, Fr)) oldugunu

gorelim. Eger x € [2,4] ise
d(x,Tx) = f(d(x,Fr)) = 0 dir. Eger x € [4, o) ise bu durumda;

d(x,Tx) = d (x,[2.2 +§]) = x-c +;) = #

ve

x—4

f(d(x,Fr)) = F(ACx, [24D) = f(Ix - 4)) = ——

olur. Boylece her x € K igin d(x,Tx) > f(d(x, Fr)) dir. Dikkat edilirse x € [2,4] icin
Pr(x) = {x} dir. Eger x € [4, o) ise bu durumda;

Pr(x) = {y €ETx:ly—x|=d (x, [2 +§D}

2]

yETx:Iy—x|=|x—(2+§)

{
{yETx:Iy—x|=§—2}
{yETx:y=§+2}

olur. Simdi her x € K i¢in P nin genislemeyen oldugunu gosterelim. x € [2,4] durumu

aciktir. Bu ylizden x € [4, o) alalim. Bu durumda;

X y X y
HPrGea), PO = H (G + 2} 5+2)) = ;-5
olur. O halde Teorem 5.5 uygulanabilirdir.

Ornek 5.7 : (R, || ) alisiilmis normlu uzay ve K = [0, 1] olmak tizere T: K — P(K),

Tx = [O, ZfTH] doniistinti tanimlayalim. Bu durumda x € [O, %] ise
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Pr(x) = {x} dir.x ¢ [0,3] ise

Pr(x) = {y ETx: |ly—x|=d (x, [O, 2x4+ 1])}

2x +1
{yETx: |y—x|=’x— ’}

4

2x—1
=preres b-x =[]

={yETx: x—y=2x4_1}

={yeTx: y =

olur. Simdi P;(x) in genislemeyen oldugunu gosterelim. [O,%] kiimesinde bu durum

aciktir. Bu ylizden x € [%, 1] alalim.

2 1 2y*+1
H(Pr (O, Pr(y) = H (25—, )

_|2x+1 2y"+1|
4 4

2(x —y")
4

*

=
2

< lx =7
olur. O halde Pr(x) genislemeyendir.

Simdi {x,,} dizisini olusturup, T nin bir sabit noktaya yakimsadigini gosterelim.

x; =1€ K =1]0,1] alalm. Bu durumda P;(x;) = fol = {% + %} ve uy; € Pr(xy) =

1 1
5 + " olur. Buradan
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zy = (1= Bxg + frug
R Nas)
Py (z,) = {22:+1} _ {2(%+§)+1} _ {% N %}

v, € Pr(zy) = G-{- %)

olur. Buradan

=0 —-a)z +avy
n=3G+9)+3G+%) = G+3)
) = {23t} = () 4 2
p g 2 64

wy € Pr(y1) = {%+é}

olur.

1 1
x=(G+2) <3+
2 64 2 4

Pr(x,) = {2x1+1} - {ZG'I'%)'H} _ {% n ?78}

U, € Pr(x,) = G+H78)

z; = (1= B)x; + Bou,
miie )i )=o)

Pr(z,) = {221+1} _ {2(%'*22?16)“} _ {% N %}
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2(3+-2 )41
i = 7= (R -

x3 = W2
. 1 63 1 1
ise x5 = (—+—) < (—+—)
2 1024 2 6

o (42) o= (4 ) = (4)

Ornek 5.8 : (R, ||.]]) Banach uzay: ve K = [1, ) kiimesi verilsin. Acitkca K, R nin

konveks bos olmayan kapali alt kiimesidir.

T:K - P(K), Tx = [1, 1+ g] doniislimiinii tanimlayalim.

Burada F; =[12] a=B=vy =§ olsun. f:[0,00) = [0,0), f(r) =£ strekli

azalmayan fonksiyonunu tanimlayalim.
Vx € K icind(x,Tx) = f(d(x, Fr)) oldugunu goriiyoruz.

x € Fr =[1,2],d(x,Tx) = 0 = f(d(x, Fy)) olur. x € (2, ) oldugunda
ety =afe[Liaz]) = e (1] = 12 =
fdCe Fr) = F(dCx [1.2]) = flx —2) = ==

elde edilir.

Vx € K icind(x,Tx) = f(d(x, Fr)) dir.
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x € [1,2] oldugunda Pr(x) = {x} oldugunu belirleyelim. Eger x € (2, ) ise 0 zaman

Pr(x) = {y ETx: [y—x|=d (x' [1 +§D}

={y€Tx: ly — x| = |x—(1+§)| = §—1|}
={yETx: ly — x| =§—1}
={y€Tx: y=§+1}

dir. Vx € K icin Pr genislemeyendir. Boylece x > 2 alinirsa

(P, Pr@) = H ({1 +5} ) = [1+5 - p| < lx =7l

olur. Son olarak da {x,,} dizisinin T nin sabit noktasina giiglii yakinsadigini gosterelim.

X, =3 €K =[1,m)
= (2= )=
vew, € Pr(x;) = {3 + 2

zy = (1= Bx + frug

1 1(1 >_3+1+1_11_2+3
B T2 4 T4 4

I
~
\S)
_|_
™| w
——

i =)= =B} =)
vy € Pr(z1) = {2+§}

olur. Buradan

yi=0—-a)z +avy

—1<2+3)+1(2+3)—1+3+1+3—2+9
1=y 1) 72 Y A 16 “"16
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PT(yl)={1+%}={1+%}:{1+§}:{§}:{2+%}
Wy EPT()’1)={2+%}

olur.

x2={2+3%}<{%+2} ve

e = (13} = {1+ 5] = (2= () -2+
Uy € Pr(x;) Z{Z +6i4}

z; = (1= B2)x; + Bouy

=3.2+2)+;(2+2)=1+2+1+—=2+2

i ={1+3)= {15 -+ 2 - () - )

v, € Pr(z;) = {2 + =}

2= (1—a3)z; + ayv,
1

1 27 27 27 27 81
va=5 (2 55) +5 (2 5) =1+ v 1 =24

row = {142 = {1+ 5 = (14 32) = (52 = o+ )

w, € Pr(y,) = {2 +%}

ise
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x3={2+%}<2+§

Bu sekilde devam edilerek x,, < 2 +% ‘i elde edilir. Bu da {x,} dizisinin F; = [1,2]

noktasina giiclii yakinsadigini gosterir.
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6. SONUCLAR

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglar verilmistir.

Karaca ve Yildirim (2015) de tek degerli genislemeyen doniistiimler igin {a,,} ve {8, }
(0,1) araliginda diziler olmak iizere (4.16) ile ifade edilen

Xn+1 = Tyn,
Yn = (1 —an)Tz, + anzy,,

Zn = (1= Br)xp + BnTxy,
seklindeki iterasyonu verdiler.

Biz bu iterasyonu, kiime degerli genislemeyen déniisiimler icin u, € Pr(xy,), v, €
Pr(z,) ve wy, € Pr(yy), {an} ve {B,}, (0,1) araliginda diziler ve x; € K olmak (izere
(4.17) ile ifade edildigi gibi

Xn+1 = Wn,

o = (1 —ay)zy, + apvy,,
Zn = (1 = Bp)x, + Bruy, neN

seklinde yeniden yazdik.

Teorem 5.3 ile verilen “ E, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks Banach uzay1 ve K ,
E nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun. T: K — P(K) kiime degerli
dontisimii icin F(T) # @ ve Pr genislemeyen bir doniisiim olsun. Eger I — P; sifirda
demiclosed ise bu durumda (4.17) ile tanimlanan {x,} dizisi T nin sabit noktasina zayif

yakinsar.” zayif yakinsama,

Teorem 5.5 ile verilen “E diizglin konveks Banach uzay1 ve K , E nin bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. T: K — P(K) kime degerli doniisiimii (I) sartin1 saglasin,
ayrica F(T) # @ ve Py genislemeyen bir donlisim olsun. Bu durumda (4.17) ile

tanimlanan {x,,} dizisi T nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar.” gili¢lii yakinsama teoremleri

ifade edildi.

Ayrica, giiglii ve zayif yakinsama teoremlerimizi destekleyen birkag drnek verildi.
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