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Danigman: Prof. Dr. Engin OZKAN

Alt indisleri arasindaki farklarin ¢ift say1 oldugu iki Fibonacci sayisinin toplamini ve farkini
veren bagintilar Koshy tarafindan verilmistir.

Bu ¢alismada ise alt indisleri arasindaki farklarin tek sayi1 oldugu iki Fibonacci sayisinin
toplamini ve farkini veren bagintilar tirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla verildi.

Benzer bagintilar Lucas sayilari i¢in de verildi. Ayrica iki yeni Fibonacci ailesi elde edildi.

2019, 32 Sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

NEW NUMBER SEQUENCES OBTAINED WITH GROUPING OF
FIBONACCI NUMBERS

Inan DURUKAN

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Engin OZKAN

The relations of the sum and difference of two Fibonacci numbers, in which the difference of
subscripts is even, was given by Koshy.

In this study, the relations of the sum and difference of two Fibonacci numbers, in which is
the difference of subscripts is odd, is introduced by using the generating functions.

Similar results is given for Lucas numbers. Also two new family of Fibonacci numbers are
obtained.
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1. GIRIS

Orta cagin en biiyilk matematikg¢ilerinden biri olarak kabul edilen Fibonacci, 1170

yilinda italya’nin Pisa sehrinde dogmustur. Tam adi Leonardo Fibonacci’dir.

1201 yilinda “Liber Abaci” adinda “abakiis kitab1” veya “hesaplama kitab1” anlamina
gelen bir matematik kitab1 yazmistir. Bu kitapla Avrupa’ya Arap rakamlarini ve bugiin
kullandigimiz say1 sistemini tanitmistir. Bu kitap, Fibonacci say1 dizisinin temeli olan,
bir ¢ift tavsanin dogurarak neslini ¢ogaltmasini ele alan bir problemi de anlatiyor. Bu
problem “Bir ¢ift yetiskin tavsan, her ay yeni bir ¢ift tavsan yavrulamaktadir. Bu
yavrular, bir ayin sonunda erigkin hale gelmekte ve sonraki her ay yeni bir ¢ift yavru
yapmaktadir. Herhangi bir ay sonunda yavrularin ve yetiskin tavsanlarin sayisini
bulunuz. Bu siire zarfinda tavsanlarin hicbirinin 6lmedigi varsayilacaktir.” seklindeydi.
Bu probleme gore tavsan cifti sayilarindaki artig 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
... seklindeki bir say1 dizisinin sayilarina denk gelmektedir. Bu sayilara Fibonacci
sayilari, bu sayilarin olusturdugu diziye ise Fibonacci sayi dizisi denir. Bu say1 dizisinde
ilk iki terim hari¢ her terim kendisinden once gelen iki terimin toplamina esittir. Ayrica
ardisik iki sayidan biiyiik olaninin kii¢iik olanina orani, sayilar biiyiidiikge ““ Altin Oran”
denen ve yaklasik degeri 1,61803 olan sayisina yakinsar. Altin oran, dogada sayisiz
canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan 6zel bir orandir. Ik olarak kimler
tarafindan kesfedildigi bilinmese de, Misirlilarin ve Yunanlilarin bu konu {izerinde
yapmus olduklar1 bazi ¢alismalar oldugu gériilmektedir. Oklid, milattan &nce 300'li
yillarda yazdig1 “elementler” adli tezinde “ekstrem ve dnemli oranda bolmek™ olarak
altin oram ifade etmistir. Misirlilarin Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin “Ilahi

Oran” adli ¢alismada sundugu resimlerde altin oran Kullanildig: bilinmektedir.

Ozellikle son yillarda Fibonacci sayr dizisini iceren birgok calisma mevcuttur. Bu

calismalardan 6nemli olanlarindan bazilar1 asagidaki gibidir.

Ivie, J.(1972) galismasinda, genellestirilmis Fibonacci dizileri igin Q-matris formunun

genel seklinin tanimini vererek Q-matrisinin bazi 6zelliklerine yer vermistir.

Hoggatt, V. E. Jr. ve Bicknell, M.(1973) ¢alismalarinda, Fibonacci polinomlarini ve bu

polinomlarin Pascal iiggeniyle iliskilerine yer vermislerdir.



Koshy, T.(1998) calismasinda, alt indisleri arasindaki farklarin ¢ift sayr oldugu iki

Fibonacci sayisinin toplamini ve farkini veren bagintilar verilmistir.

Koshy, T.(2001) kitabinda, Fibonacci ve Lucas sayilariyla ilgili ¢ok sayida 6zellige yer

verilmistir.

Ozkan, E., Aydin, H. ve Dikici, R.(2003) calismalarinda, 3-adim Fibonacci dizilerinin
Wall sayilarina iligkin iki yeni teorem ispatlamiglardir. Bununla birlikte 3-adim
Fibonacci dizileriyle ilgili bes varsayim vermislerdir. Ayrica 5x10° den kiigiik asal

sayilar i¢in bu varsayimlarin bilgisayar dogrulamasini vermislerdir.

Ozkan, E.(2003) calismasinda, p iislii (p asal sayidir) ve nilpotent smifi 4 olan bir
nilpotent grubunda 3 adim Genel Fibonacci dizileri olusturulmus ve dizinin terimini

bulmak i¢in formiiller verilmistir.

Ozkan, E.(2004) galismasinda, p islii ( p bir asal sayidir) ve nilpotent smifi n olan bir
nilpotent grubunda 3 adimli Fibonacci dizilerini olusturan dizinin o. terimini bulmak

i¢in formiiller vermistir.

Campbell, C. M. ve Campbell, P. P.(2005) calismalarinda, belirli centro-polihedral
gruplarinin orbitlerini tanimlamislardir. Ayrica bu gruplarin Fibonacci uzunlugunu
incelemis ve bazi durumlarda uzunluklarin tribonacci dizilerine bagli oldugunu

gostermislerdir.

Ocal, A.A., Tuglu, N. ve Altinisik, E.(2005) caligsmalarinda, k-genellestirilmis Fibonacci
ve Lucas sayilarini temsil eden bazi gosterimleri vermislerdir. Bu temsiller yardimiyla,

k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiiliinii elde etmiglerdir.

Stakhov, A. ve Rozin, B.(2006) c¢alismalarinda, Fibonacci ve Lucas p-sayilarini
tanimlamis ve bu diziler i¢in Binet formiillerini bulmuslardir. Ayrica p’ nin farkh

degerleri i¢in ayr1 ayr1 Binet formiillerini vermislerdir.

Ozkan, E.(2007) calismasinda, kisitlanmis Fibonacci dizileriyle ilgili bazi 6nemli

teoremler ispatlanmistir.



Kilig, E. ve Tasci, D.(2008) ¢alismalarinda, alisilmis Lucas sayilar1 ve genellestirilmis K
basamak Fibonacci sayilar1 tizerinde durmuslardir. Daha sonra Lucas sayilarinin
genellestirilmesi igin yeni bir tanim vermislerdir. Ayrica genellestirilmis k basamak
Fibonacci ve k basamak Lucas fonksiyonlarini verip bu fonksiyonlar arasinda yeni

bagmtilar ortaya ¢ikarmislardir.

Mikkawy, M. ve Sogabe, T.(2010) ¢alismalarinda, k -Fibonacci sayilarinda yeni aile

tanimini vermislerdir.

Ozkan, E., Altun, I. ve Goger, A.(2017) calismalarinda, Fibonacci ailesi ve Lucas
sayilar1 arasinda yeni bir iliski vermislerdir. Sonra yeni bir k-Lucas sayi ailesi
tanimlaylp bunun Lucas sayilar1 ve Lucas sayr ailesi ile ilgili bazi o6zelliklerini

ispatlamiglardir.

Ozkan, E., Aydogdu, A. ve Altun, 1.(2017) ¢aligmalarinda, Fibonacci say1 ailesinin ve
Lucas say1 ailesinin bazi1 6zellikleri kanitlanmigtir. Ayrica, Fibonacci say1 ailesi ile

Lucas say1 ailesi arasinda bazi bagintilar verilmistir.

Yang, Y. ve Zang, Z.(2018) ¢alismalarinda, iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilarinin
yeni bir genellemesini elde ettiler. Bu dizi ile iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu
Lucas sayilar1 arasinda bagintilar elde etmislerdir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve

Lucas sayilarinin Binet ve toplam formiillerini incelemislerdir.

Kome, C. ve Yazlik, Y.(2018) calismalarinda, elemanlar1 iki periyotlu Fibonacci ve
Lucas sayilari olan r-circulant matrislerin terslerini  ve determinantlarin

hesaplamiglardir.

Coskun, A. ve Taskara, N.(2018) calismalarinda, iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu
Lucas matris dizilerini tanimlayarak bu matris dizilerinin Binet formiillerini ve bazi
temel ozelliklerini incelemislerdir. Ayrica iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas

matris dizileri arasinda bazi bagintilar1 elde etmislerdir.

Ozkan, E., Tastan, M. ve Aydogdu, A. (2018) calismalarinda, yeni 2- Fibonacci
polinomlart tanimlamiglardir. Ayrica 2- Fibonacci polinomlar1 arasinda bazi yeni

bagintilar vermislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Uretec Fonksiyonlar
Tamm 2.1.1. ay, a4, ay, az -+ bir reel say1 dizisinin terimleri olmak {izere,

G(x) =ag+a;x+ ax* + azx3+ -+ a,x" + - (2.1)
fonksiyonuna {a,,} dizisinin tirete¢ fonksiyonu denir (Koshy, 2001).
Ornek olarak pozitif tamsayilarin iirete¢ fonksiyonlari

Gx)=1+2x+ 3x2+ 4x3+-+(m+ Dx" + - (2.2)
seklindedir. Ayrica her bir {irete¢ fonksiyonun birde esiti vardir.

Bazi 6nemli fonksiyonlar ve onlarin esitleri agagida verilmislerdir.

1
G(x):1+x+x2+x3+...+xn+...:1_x (23)
2 3 n !
GO =1+2x 432" + 407 + o+ (n+ D"+ = 757 (24)
x(x+1
Gx)=x+4x?+9x3 + - +n?x" + - = ﬁ (2.5)

Ornek 2.3.2.

a, = a,_q + 2a,_, indirgenme bagintisina sahip {a,} dizisinin iirete¢ fonksiyonunun

esitini ag = 3 ve a; = 0 baslangi¢ degerleri i¢in bulalim.

G(x) =3+ 0x + 6x% + 6x3 + 18x* + 30x° + --- (2.6)
—xG(x) = —3x + 0x% — 6x3 — 6x* — 18x° + -+ (2.7)
—2x2G(x) = —6x% — 0x3 — 12x* — 12x° + - (2.8)

(2.6), (2.7) ve (2.8) esitliklerini taraf tarafa toplarsak ve G(x)’ i yalniz birakirsak,



3—3x
‘O =1 29

esitligi elde edilmis olur.

2.2. Fibonacci Sayilari
Tanm 2.2.1. F, =0, F; =1, ven = 0 igin

Foi2 =Fp1 K (2.10)
ile tanimlanan {f; } say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir (Vajda, 1989).

Simdi Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonunu bulup bu fonksiyon yardimiyla

Binet formiiliinii elde edecegiz.
G(x) = Fy + Fix + Fox? + F3x3 + - +E,x™ + - (2.11)

Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu (2.12) deki gibi tanimlanirsa

G(x) = x + x% + 2x3 + 3x* + 5x° + 8x° + --- (2.12)
—xG(x) = —x? + —x3 — 2x* — 3x° — 5x° + --- (2.13)
—x2G(x) = —x3 —x* — 2x°> = 3x% + - (2.14)

(2.12), (2.13) ve (2.14) esitlikleri alt alta toplanirsa ve G(x) yalniz birakilirsa,

Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu;

X

GO0 =+ (2.15)

seklinde olur.

Fibonacci say1 dizisinin tirete¢ fonksiyonundan yararlanarak Binet formiiliinii elde

edelim.

1++5 1—-+/5

@=— B=—




olmak iizere,

X A 4 B
1—-x—x2 1—ax 1-Px

seklinde basit kesirlere ayirirsak,

elde edilir. Buradan devam edersek,

x _1[ 1 1 ]
1—x—x2 5ll—ax 1-px

=R

n=0

olur. Fibonacci say1 dizisinin tirete¢ fonksiyonun bu yeni formundaki x™ nin katsayisi

Fibonacci say1 dizisinin Binet formiiliidiir. Yani

n _ pn
seklindedir.
Teorem 2.2.1.
n = 1 icin,
Fi+Fy+F; + 4+ Fy = Fppp— 1 (2.16)

dir (Koshy, 2001).



ispat:

Esitligin sol tarafini kullanarak sag tarafini elde edecegiz.

(L25) (55
B ) 3 ()]

n
1
Fi+Fy+F3 + -+ E, = E —
1 2 3 n k:1\/§

2 [ED0-G) GE90-()
T

ispat tamamlanmis olur. m
Teorem 2.2.2.
n = 1 olmak iizere, Fibonacci dizisi i¢in
(Fu Fayr) = 1
dir (Koshy, 2001).
Ispat:

Varsayalim ki d > 1 sayis1 F,, ve F,,; i1 boler. O halde onlarin fark: olan F,,,; — F, =
F,_1 saysi d tarafindan boliinlir. Buradan ve F, — F,,_; = F,,_, bagmntisindan d|F,_,
ye ulasilir. Benzer sekilde devam edersek d|F,_3, d|F,_4 ... ve sonunda d|F; oldugu
goriiliir. Fakat F; = 1 oldugundan herhangi bir d > 1 sayis1 tarafindan bdliinemez.

Boylece ¢eliski elde edilmis ve ispat tamamlanmig olur. m



2.3. Lucas Sayilar
Tanmm 2.3.1. Ly =2, L; =1, ven = 1i¢in
Lytz = Lyy1 + Ly (2.17)
ile tanimlanan {1, } say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir (Koshy, 2001).
Lucas say1 dizisinin Binet formiili L, = a™ + " seklinde yazilir.
Ayrica Lucas sayi dizisinin lirete¢ fonksiyonu

G(x) = 2—x
= e — %2

seklindedir.
Teorem 2.3.1.
n = 1 i¢in Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda
Ly +Lyy1 = 5K (2.18)
bagintis1 vardir (Koshy, 2001).
Ispat:
Bagintinin sol tarafin1 kullanarak sag tarafini elde edecegiz.
Lyq 4 Lyyq = a1 4 grlqqntl 4 gntl
=a"(@t+a)+ (BT + )
a.f = —1 esitliginden faydalanirsak,
=" @-p)+ B -
= (a — B)(a™ — p") elde edilir.

(a — B) = V/5 oldugunu biliyoruz,



(a" = B")
(a—p)

= (a - p)?

= 5E,
bdylece ispat tamamlanmis olur. m
Teorem 2.3.2.
n > 1 igin 5L%,,,; + 20 ifadesi daima tam kare bir sayidir (Lucas, 1876).
Ispat:
512,,.1 + 20 ifadesinde L,, yerine binet formiiliindeki esitini yazalim.

5125, + 20 = 5(a?"t! + g2nt1)2 4 20
= 5[a™ 2 + g4+2 4 2(aB)?" 1] + 20

e 5[a4n+2 + B4n+2 _ z(aﬂ)2n+1]

= 5(a2n+1 _ ﬁ2n+1)2

= 5(\/§F2n+1)2

= 25F 22n+1
oldugundan 512,, ., + 20 ifadesi bir tam karedir. m
Teorem 2.3.3.
n = 1 i¢in Lucas sayilar1 arasinda

LyLpt1 = Lopys + (=1)"

bagintis1t mevcuttur (Hoggatt, 1965).
Ispat:

Bagintinin sol tarafini kullanarak sag tarafini elde edecegiz.

(2.19)



LyLyyy = (@™ + ) (@™ + ™)
= (a1 + g2+ (af)"B + (af)"a)
= (Lopt1 + D"+ (-D"a)
= (Lons1 + DB + @)
= Lon+1 + (1"

Ispat tamamlanmis olur. m

10



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Rekiirens Say1 Dizileri

Tamm 3.1. Her a,b € Z* ve s, t € N olmak iizere Gy = s, Gy = t baslangi¢ degerleri

icin
Gn = aGn_l + bGn—Z yn = 2 (31)

bagmtisi ile verilen {G, };—, seklindeki tamsayilar dizisine genel rekiirens dizi denir

(M.Renault, 1996).

Yukarida verilen say1 dizileri ile ilgili baz1 bagntilar

Ly =Fy1+F1
Ly, = Foy2 — Foa
" Gy =Gy Gy
» F, 4F,;; — E? = (—1)™ Cassini Formiilii

= p¥H+a?* =5F7 +2(-1)F

" By =EL,
" Fye=LE + (_1)nFn—r
= [2 —5FE2=4(-1)"

" 5Fn = Ln—l + Ln+1

Ppy1+Pn—
2

" Q=

" Qi =2P+(-1)"
" Qn=Pn+1+Pn—1

"y = Qn - Qn—l
" ]n =]n+1 + 2]n—1

seklindedir (Koshy, 2001).

11



Teorem 3.1.1.

n € N ve m > n olmak iizere; Fibonacci sayilarinda alt indisler arasindaki farkin ¢ift

say1 oldugu {(m + n) — (m — n) = 2n} iki Fibonacci sayisinin toplamlari arasinda,

L,FE, , ntek say

L,E, , ncift say (32)

Fm+n +Fm—n :{

seklindeki bagiti mevcuttur (Koshy 1998).
Ispat:
Esitligin sol tarafini kullanarak Binet formiilleri yardimiyla sag tarafini elde edecegiz.

am+n _ ﬁm+n am—n B ﬁm—n

Froan + Fp—y = +
m+n m-—-n a_ﬁ a_ﬁ

_an(@ o) - BB+
> o

a™ = (—B)" esitligini yerine yazalim.

a™(a" + (=p)") =" (B" + (=a)")

a—p
a”(a"—p") — " (" —a") Lol
B " , ntek say
T\em@ap - prgaany
k " , ngift say
elde edilir. Islemlere devam edersek,
(a"—p")(a™ + ™) Lol
B = , ntek say
(@’ +p7) (@™ = B7) ncift sayi
k a — ﬁ 4 (): y

_ {LmF;l , ntek say
~ \L,E, , ngiftsayn

12



ispat tamamlanmis olur. m
Teorem 3.1.2.

n € N ve m > n olmak iizere; Fibonacci sayilarinda alt indisler arasindaki farkin cift

say1 oldugu iki Fibonacci sayisinin farklari arasindaki baginti,

s =l k0 5
seklindedir (Koshy 1998).
Teorem 3.1.3. (Catalan bagintisi)
k pozitif tamsay1 ve n = k olmak iizere; Fibonacci sayilari arasinda
FpiiFoy — Bf = (FD"*1ER (3.4)

bagintis1 vardir (Koshy, 2001).
ispat:

Bagintinin sol tarafin1 kullanarak sag tarafini elde edecegiz.

o an+k _'Bn+k> <an—k _ﬁn—k) _ a® _'Bn 2
Fn+an—k Fn _< \/g \/g ( \/g >

a2n _ (an+k’3n—k + an—k'Bn+k)+'82n a2n+'82n _ 2(_1)n
5 B 5

—[(@p)*a™ p* + (ap)"a*p~*] + 2(-D)"
5

_ 26D = DD - ()M D e
B 5

B 2(_1)11 — (_1)n+k(32k+a2k)
B 5

B2k +a?k = 5F.% + 2(—1)F esitliginden faydalanirsak,

13



_2(=D" + (~D)MH(5E + 2(-DF)
B 5

2(_1)n + 2(_1)n+2k+1

— (_1)n+k+1Fk2 + =

— (_ 1)n+k+1Fk 2
ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 3.1.3. de k = 1 alinirsa Cassini Formiilu elde edilir.

3.2. Genellestirilmis Fibonacci Sayilari
Tanmm 3.2. G; =a, G, =b ven = 3 i¢in
Gy = Gp1 + Gp (3.5)

seklindeki rekiirens bagintisiyla tanimlanan diziye Genellestirilmis Fibonacci dizisi

denir (Koshy,2001).
Bu dizinin terimleri a,b,a + b,a + 2b,2a + 3b,3a + 5b,... seklinde ilerler.
Teorem 3.2.1.
G, n. Genellestirilmis Fibonacci sayisi olmak lizere n > 3 i¢in

G, = aF,_, + bF,,_4 (3.6)
dir (Koshy,2001).
Ispat:
3 < i < k kosulunu saglayan tim i tamsayilari i¢in G; = aF;_, + bF;_; dogru olsun.

Gr+1 = G + G
= (aFy—; + bF,—1) + (aFy—3 + bF, )

= a(Fy—y + Fe—3) + b(Fy—1 + F_2)

14



= aFk_1 + ka
0 halde Teorem 3.2.1. tiim 3 < k tamsayilar1 i¢in dogrudur. m

Teorem 3.2.2.

1++/5 1—-+/5
2 )

a =

olmak tlizere,c = a+ (a—b)f ved = a+ (a — b)a igin
Genellestirilmis Fibonacci sayilari i¢in binet formiilii;

ca™ —dp"
“=Ta"p

seklindedir.
Teorem 3.2.3.

n €N ve m >n olmak iizere; Genellestirilmis Fibonacci sayilarinda alt indisler

arasindaki farkin ¢ift sayilar oldugu iki Fibonacci sayisinin toplamlar arasinda

GnL, ,n tek say

(Gm+1 + Gm—l)Fn n gift sayl (37)

Grin + Gy = {

bagintis1 vardir (Koshy 1998).
Teorem 3.2.4.

n € N ve m > n olmak iizere; Fibonacci sayilarinda alt indisler arasindaki farkin ¢ift

sayilar oldugu iki Fibonacci sayisinin farklari arasinda

(Gpmi1 +Gr_1)E, ,ntek say

Gm4n = Gm—n = {Gan , N Gift say (3:8)

bagintisi vardir (Koshy 1998).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yeni Fibonacci Say1 Dizisi Ailesi

Teorem 3.1.1. de Fibonacci sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin ¢ift sayilar oldugu
{(m+n) — (m —n) = 2n} iki Fibonacci sayismin toplamlari arasindaki bagmntilar
1998 de Koshy tarafindan elde edilmisti. Bu ¢aligmada ise Fibonacci sayilarinda, alt
indisler arasindaki farklarin tek sayilar oldugu {(m +n+ 1) — (m —n) = 2n + 1} iki

Fibonacci sayisinin toplami ve farki incelenecektir.

Oncelikle alt indisleri arasindaki farkin 3 oldugu iki Fibonacci sayisinmn toplamini

inceleyelim.

Fpip+ Fpo1 =Fpi1 +Ey +Fpq
=2E, + 2F,_4
=4F, 4 2F,_,
= 6F,,_, + 4F,,_3
= 10F,,_3 + 6F,_4 -

Benzer sckilde devam edildiginde katsayilar 2,4,6,10,16,26,...  Fibonacci

sayilarindaki gibi her terim kendisinden Once gelen iki terimin toplami olarak

ilerlemektedir.
Alt indisleri arasindaki farkin 5 oldugu iki Fibonacci sayisinin toplami incelenirse
Fniz+FEno2=Fupi2+Fpp+Fno
=2F, 1 +E, +F,_,
=3F, +F,_1+F,_1+F,
=4F, + F,_4

== 5Fm—1 + 4Fm—2
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= 9Fm—2 + SFm_3

Benzer sekilde devam edildiginde katsayilar 4,5,9, 14,23, ... yine Fibonacci sayilar

gibi her terim kendisinden 6nce gelen iki terimin toplami olarak ilerlemektedir.

Alt indisleri arasindaki farkin 7 oldugu iki Fibonacci sayisinin toplami incelendiginde,

katsayilar 4,9,13, 22, 35, ... seklinde ilerlemektedir.

n.n

"n" satir ve "p" siitun numarasi olmak tiizere; Fibonacci dizisinin, alt indisleri arasindaki
farkin 1 oldugu (n=0) iki Fibonacci sayisinin toplamindan elde edilen katsayilar 1.
Satira, farkin 3 oldugu (n=1) iki Fibonacci sayisinin toplamindan elde edilen katsayilar

2. Satira ve bu sekilde devam edilerek olusturulan Tablo 4.1 asagida verilmistir.

Tablo 4.1. Alt indisleri arasindaki farkin tek sayilarin oldugu iki Fibonacci
sayisinin toplamlarindan elde edilen katsayilar.

p 1 2 3 4 5 6
n
0 2 3 5 8 13 21
1 2 4 6 10 16 26
2 4 5 9 14 23 37
3 4 9 13 22 35 57
4 10 12 22 34 56 90
5 10 23 33 56 89 145
6 26 31 57 88 145 233
7 26 60 86 146 232 378
8 68 81 149 230 379 609
9 68 157 225 382 607 989

Tablo 4.1. incelendiginde her satirdaki sayilar Fibonacci dizisindeki gibi her terim
kendisinden once gelen iki terimin toplamina esittir. Boylece yeni bir Fibonacci say1

dizisi ailesi elde edilmis olur. n = 0 igin bilinen Fibonacci sayi dizisi elde edilir.

Tablo 4.1." de birinci siitunda yer alan 2,2,4,4,10,10, 26, 26, ... sayilarmin iireteg

fonksiyonu bulalim. Bu fonksiyon G (z) olsun.
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G1(z) =2+ 2z +4z% + 423 +10z* + 102° + 262° + 2627 + - (4.1)
Seklinde yazilabilir. (4.1)' deki esitligin her iki tarafin1 6nce z* sonra —3z? ile ¢arpalim.
z4Gy(2) = 2z* +22° + 42% + 427 + 1028 + 102° + 2620 + 262! +--- (4.2)
—32%2G,(2) = —62% — 623 — 12z* — 122z°> — 302% — 3027 — 78628 — --- (4.3)
(4.1), (4.2) ve (4.3) esitlikler taraf tarafa toplanirsa;
(z* =322 + 1)G,(2) = 2 + 2z — 2z* — 228
elde edilir. G;(2)' i yalniz birakirsak,

242z —22%2—-273
z¥—3z2+1

G1(2) =

olur. Simdi G;(z) fonksiyonunu basit kesirlere ayiralim.

—z—1 —z—1
+
z24z—-1 z2—2z-1

G1(2) =

Elde edilen her bir basit kesir ayr1 ayr1 incelenirse;

[00]

—z—1 2 3 4 n
m:1+22+32 + 5z° + 8z +"'ZZZ Fn+2
n=0
ve
—z—1 2 _ .3 4 5 6 7 N n n
m=1+z —z°+ 2z -3z +5Z -8z 4+ .= Z (—1) Fn—l

n=0

esitlikleri elde edilir. O halde Tablo 4.1.' deki birinci siitunun {irete¢ fonksiyonu

[oe]

61(2) = ) 2" (Fusz + (“1"2F, )

n=0

seklinde yazilabilir.
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Benzer adimlar Tablo 4.1." in ikinci siitunu i¢in uygulanirsa;

G,(2) = Z Zz"(Fpys + (1)"3F,_,)

n=0

elde edilir. Boyle devam edersek, "p" Tablo 4.1." in siitun numarasi olmak tizere, p.

siitun i¢in lirete¢ fonksiyonunu

6y @) = ) 2" (Fuypsr + (~1"PHIE, ) (4.4)
n=0

seklinde yazabiliriz.
Teorem 4.1.1.
Tablo 4.1.1." in siitunlar1 arasinda,
G (2) = G-1(2) + G—2(2)
seklinde bir bagint1 vardir.
Ispat:

Simdi G, (z) + G,(z) = G3(z) oldugunu gosterelim.

[00] [oe]

61(2) +6o(2) = ) 2" (Fasz + (CD™F ) + ) 2" (Fas + (—1)"F, )
n=0 n=0

[oe]

= ) "z + (“DE Ly + g + (1), )
n=0

= Z z" (Fn+3 + Fn+2 + (_1)n+2(Fn—1 - Fn—Z))
n=0

= Z z" (Fn+4- + (_1)n+2 (Fn—3))
n=0
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= ) 2 (Fara + (M)
n=0

= G3(2)
elde edilir. O halde G5(z) = G,(z) + G,(z) dogrudur.

Simdi p =k igin G, (2) = Gy_1(2) + Gy_(z) dogru olsun. Buradan p = k + 1 i¢in

Gr+1(2) = G (2) + G_1(2) esitliginin dogru oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in Gy (z) = G_1(2) + G, _(2) esitliginin her iki tarafina G,_;(z) ekleyelim.

Gk (2) + Gy—1(2) = 2G—1(2) + Gx—2(2)

=2 <Z Zn(Fn+k + (_1)n+an—k+1) ) + z z" (Fn+k—1 + (_1)n+p_1Fn—k+2)

n=0 n=0

= > 2 e+ P + Fagiees) + (1" 2y + Py esr = B
n=0
= Z 2 [(Fugie + Foir) + GO (Fyn — Fas)]

= Z z" (Fn+k+2 + (_1)n+k+2Fn—k—1)
n=0

elde edilmis olur ki, buda G, 1(2)' ye esittir. Boylece ispat tamamlanmis olur.m

Teorem 4.1.1. bize her bir siitun i¢in, o slitunun iirete¢ fonksiyonunun kendisinden 6nce
gelen ilk iki siitunun iirete¢ fonksiyonunun toplami olarak yazilabilecegini gostermis

olur.
Teorem 4.1.2.

Fibonacci sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin 1,3,5,7,... gibi tek sayilarin

olusturdugu iki Fibonacci sayisinin toplamini F,,, 1, 1 + E,, _, seklinde gosterirsek,
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m,n €N ve p € NT i¢in

Fm+n+1 + Fm—n = (Fn+p+1 + (_1)n+p+1Fn—p)Fm—p—1

+(Fotpz + (D™P2F, 1 )En sy (4.5)
bagntis1 vardir.
ispat:
n € N* icin
1++5 1-+5
a=—g F=

x2 — x — 1 = 0 denkleminin kokleri olmak

tizere; Fibonacci sayilari i¢in binet formiilii

_an_ﬁn
i

seklindedir.
Fm+n+1 + Fm—n = (Fn+p+1 + (_1)n+p+1Fn—p)Fm—p—1
+(Fn+p+2 + (_1)n+p+2Fn—p—1)Fm—p

esitliginin sag tarafindaki Fibonacci sayilarinin yerine Binet formiillerini yazarak

dogrudan ispat yontemiyle sol tarafini elde edecegiz.

(Fn+p+1 + (_1)n+p+1E1—p)Fm—p—1 + (Fn+p+2 + (_1)n+p+2Fn—p—1)Fm—p

n+p+1 _ pn+p+1
<a 'B + (_1)n+p+1 .

a® P — ’Bn—p am—p—l _ ’Bm—p—l
a—pf a—p >

a—p

an+p+2 _ ﬁn+p+2
+ + (_1)n+p+2 .
( - B a—p

P11 _ ﬁn—p—l) amP — l[;m—p

a—p
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an+m _ ﬁn+p+1am—p—1 + (_1)n+p+1an+m—2p—1 _ (_1)n+p+1am—p—1'8n—p

- (a —p)?

_an+p+1ﬁm—p—1 + ﬁn+p _ (_1)n+p+1an—pﬁm—p—1 + (_1)n+p+1'8n+m—2p—1

* (@—p)?

an+m+2 _ ﬁn+p+2am—p + (_1)n+p+2an+m—2p—1 _ (_1)n+p+2am—pﬁn—p—1

* (@—p)?

_an+p+2’8m—p + ’Bn+m+2 _ (_1)n+p+2an—p—1’3m—p + (_1)n+p+2ﬁn+m—2p—1

" (@—p)?

qhtm (az + 1) _ Bn+p+1am—p—1(aﬁ + 1) _ (_1)n+p+1am—p—1ﬂn—p—1(ﬂ _ a,)
- (a — B)?

_an+p+1ﬁm—p—1(aﬁ +1)+ ﬁn+m (ﬁz +1) - (_1)n+p+1an—p—1'3m—p—1(a _ '3)

* @—p)?

B an+m(a2 + 1) +Bn+m(32 + 1)
- (a—pB)?

N (_1)n+pam—p—1’3n—p—1(ﬁ _ a)+(_1)n+pan—p—1ﬁm—p—1(a _ '3)
(a —pB)?

~ an+m+1 (a + %) + ﬁm+n+1 (ﬁ + é) + (_1)n+p(a _ ﬁ)(aﬁ)n—p—l('gm—n _ a,m—n)
(a — B)?

L_ =-1
a - ﬁ ) C(ﬁ -
esitliklerini yerlerine yazarsak,

am+n+1(a _ ,B) _ le+n+1(a _ ,B) + (_1)2n—1(a _ 'B)('Bm—n _ am—n)

(a—pB)?
B am+n+1 _ ’Bm+n+1 N am" — le—n
(a—pB) (a—p)

= Pm4n+1 + Fm—n
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boylece ispat tamamlanmis olur. m
Teorem 4.1.3.

Lucas sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin 1,3,5,7,.. gibi tek sayilarin

olusturdugu iki Lucas sayisinin toplamint L, 4,41 + L,,,_, seklinde gosterirsek,
m,n €N ve p € NT i¢in
Litn+1 + Lnon = (Faapr1 + (GO P B )Ly
+(Fpapra + CD™PY2E, ) )Ly (4.6)
seklindeki bagint1 vardir.
Ispat:
Lnint1 + Lin—n = (Fn+p+1 + (_1)n+p+1Fn—p)Lm—p—1
+(Fn+p+2 + (_1)n+p+2Fn—p—1)Lm—p

esitliginin sag tarafinin Binet formiillerini kullanarak dogrudan ispat yontemiyle sol

tarafini elde edecegiz.

(Fn+p+1 + (_1)n+p+1P;z—p)Lm—p—1 + (Fn+p+2 + (_1)n+p+2Fn—p—1)Lm—p

n—-p __ ’Bn—p

n+p+1 _ pn+p+1
<a ﬁ + (_1)n+p+1 . a

an—p—l _ ﬁn—p—l

n+p+2 _ pn+p+2
+ (a ﬁ + (_1)Tl+p+2 .

an+m _ ’Bn+p+1am—p—1 + (_1)n+p+1an+m—2p—1 _ (_1)n+p+1am—p—1‘8n—p

a—p

an+p+1'8m—p—1 _ ’3n+m + (_1)n+p+1an—p‘8m—p—1 _ (_1)n+p+1’8n+m—2p—1

+ o
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an+m+2 _ ﬁn+p+2am—p + (_1)n+p+2an+m—2p—1 _ (_1)n+p+2am—pﬁn—p—1

+ "

an+p+2ﬁm—p _ Bn+p+2 + (_1)n+p+2an—p—1ﬁm—p _ (_1)n+p+2ﬁn+m—2p—1

+ o

an+m (aZ + 1) _ am—p—lﬁn+p+1 ((lﬁ + 1) _ (_1)n+p+1am—p—1ﬁn—p—1(ﬁ _ 0{)
a—p

N an+p+1ﬁm—p—1(a’8 + 1) _ Bn+m (.82 + 1) + (_1)n+p+1an—p—1ﬁm—p—1(a _ ﬁ)
a—p

an+m(a2 + 1) _ Bm+n(32 + 1)
a—p

N (_1)n+pam—p—1ﬁn—p—1 (ﬁ _ a)_(_l)n—i-pan—p—lﬁm—p—l(a _ '3)
a—p

an+m+1 (C( L i) _ ﬁm+n+1 (,3 +%) + (_1)n+p+1(a _ ﬁ)(aﬁ)n—p—l(am—n + Bm—n)
a—p

L =-1
a - ﬁ ) aﬁ -
esitliklerini yerlerine yazarsak,

am+n+1(a _ ﬁ) + ﬁm+n+1(a _ ﬁ) + (_1)2n(a _ ﬁ)(am—n + ﬁm—n)
a—=p

— am+n+1 +'Bm+n+1 + gm™ +ﬁm—n
= Lm+n+1 + Lm—n
bdylece ispat tamamlanmis olur. m

Simdide Fibonacci sayilarinda alt indisler arasindaki farkin 1, 3, 5, 7, ... gibi tek sayilar

oldugu iki Fibonacci sayisinin farkini inceleyelim.
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"n" satir ve "p" siitun numarasi olmak iizere; Fibonacci dizisinin alt indisleri arasindaki
farkin 1 oldugu (n=0) iki Fibonacci sayisinin farkindan elde edilen katsayilar 1. Satira,
farkin 3 oldugu (n=1) iki Fibonacci sayisinin farkindan elde edilen katsayilar 2. Satira

ve bu sekilde devam edilerek olusturulan Tablo 4.2 asagida verilmistir.

Tablo 4.2. Alt indisleri arasindaki farkin tek sayilarin oldugu iki Fibonacci
sayisinin farkindan elde edilen katsayilar.

p 1 2 3 4 5 6
n
0 2 2 4 6 10 16
1 2 5 7 12 19 31
2 6 7 13 20 33 53
3 6 14 20 34 54 88
4 16 19 35 54 89 143
5 16 37 53 90 143 233
6 42 50 92 142 234 376
7 42 97 139 236 375 611

Tablo 4.2. incelendiginde her satirdaki sayilar Fibonacci dizisindeki gibi her terim
kendisinden Once gelen iki terimin toplamina esittir. Boylece yeni bir Fibonacci say1

dizisi ailesi elde edilmis olur.

p" Tablo 4.2. in siitun numarasi olmak {izere; p. siitun i¢in iirete¢ fonksiyonu,

Gy @) = ) 2" (Faspra + (“IPHE, 1) (4.7)
n=0

seklinde yazilir.
Teorem 4.1.4.

Tablo 4.1.4 iin stitunlar arasinda;
Gk (2) = Gr—1(2) + Gy—,(2)

bagintis1 vardir.
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ispat:
Ispat Teorem 4.1.1 de kullanilan ydntemle benzer sekilde yapilir. m
Teorem 4.1.5.

Fibonacci sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin 1,3,5,7,... gibi tek sayilarin

olusturdugu iki Fibonacci sayisinin farkini £, 1, 11 — B, seklinde gosterelim.
m,n €N ve p € NT i¢in
Frsns2 = Fnonot = (Fpapaz + GO PHE, L )Py

+(Foipra + (COMPT2E, L )En (4.8)
seklinde bir bagint1 vardir.
Ispat:

Fintn+z = Fmon-1 = (Faaprz + (CD"PHF, 4 ) Fn_pos
+(Frapas + (D"PH2F,_)F

esitliginin sag tarafin1 kullanarak Binet formiilleri yardimiyla sol tarafini elde edecegiz.

(Fn+p+2 + (_1)n+p+1Fn—p+1)Fm—p—1 + (Fn+p+3 + (_1)n+p+2Fn—p)Fm—p

n+p+2 _ pnt+p+2 n—p+1 _ pn—p+1 m-p—-1 _ pm—-p-1
:<a By T B )(a g

a—p a—p a—p

an+p+3 _ 'Bn+p+3 . a P — 'Bn—p (am—P — 'Bm_P)
+< poy: DT — ) pray

an+m+1 _ Bn+p+2am—p—1 + (_1)n+p+1am+n—2p _ (_1)n+p+1am—p—1ﬁn—p+l

- (a — B)?

_an+p+2’8m—p—1 + ﬁn+m+1 _ (_1)n+p+1an—p+1ﬁm—p—1 + (_1)n+p+1ﬁn+m—2p

* (@—p)?

26



an+m+3 _ am—pﬁn+p+3 + (_1)n+p+2an+m—2p _ (_1)n+p+2am—p'8n—p

* (@-p)?

_an+p+3ﬁm—p + ﬁm+n+3 _ (_1)n+p+2an—pﬁm—p + (_1)n+p+2'8n+m—2p

* (@-p)?

an+m+1(a2 + 1) _ am—p—lﬁn+p+1(aﬁ + 1) _ (_1)n+p+1am—p—1ﬁn—p (ﬁ _ 0{)
(a — B)?

—aPRZEM P (g + 1) + FHTHI (B2 4 1) — (~D)" e Pl (0 — )
(a—p)?

+

an+m+2 (0{ +§) +'3m+n+2 ('3 +%)

(a =Y
_ DM @ = p)(@p)" P (—am 4 g
(a =)
1
—=—B, af=-1

a
esitliklerini yerine koyalim,

a,m+n+2(a _ ,B) + 'Bm+n+2(ﬁ _ a) + (a _ ﬁ)(_am—n—l + 'Bm—n—l)
(a—B)?

am+n+2 _ 'Bm+n+2 am—n—l _ ﬁm—n—l

(a—Pp) B (a—p)

= Fnin+2 = Fn-n-1
boylelikle ispat tamamlanmis olur. =
Teorem 4.1.6.

Lucas sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin 1,3,5,7,.. gibi tek sayilarin

olusturdugu iki Lucas sayisimin farkini L, 1,11 — L, —,, seklinde gosterelim.

m,n € N ve p € N* igin
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Lintnt1 = Lm—n = (Fuaprz + (D™ F g )l
+(Forps + (D"P2E,_ )Ly (4.9)
seklinde bir bagint1 vardir.
ispat:

Teorem 4.1.5. de kullanilan yontemle benzer sekilde yapilir. m

Fibonacci sayilarinda, alt indisler arasindaki farkin tek sayilar olusturdugu iki Fibonacci

sayisinin toplamlari arasinda agagidaki bagintilar da elde edilmistir.

" Fprpt+Fpor = B+ L)Fnon-1 + (Bt + Lys DB

" Fris tFny = (GF 4 3hn) Fnonoy + (GFuss + 3 Lnsa) B

" FnatFnos = (3B 43 00) Fnonot + (3Fast + 5 Lnsn) B

" Fuis+ Fnoa = OF + L)Fn-n-1+ (OFi1 + Lyt s

* Furs+Fuos = (35 5 Ln) Fronot + (§Fass + 5 Lnst) B
* Fnay 4 Fuoe = (FE 45 0n) Faonoy + (T Fat + 5 Lnst) B

" Fm+8 + Fm—7 = (91;;1 + 17Ln)Fm—n—1 + (9Fn+1 + 17Ln+1)Fm—n

3 123 13
Fito + Fn_g = (TF‘;I +7Ln)Fm—n—1 + (TFn-H +7Ln+1)Fm—n
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada, Fibonacci Say1 Dizisi ve Genellestirilmis Fibonacci Say1 Dizisi ile ilgili,
alt indisler arasindaki farkin cift sayilar oldugu iki Fibonacci sayisinin toplami ve
farkiyla ilgili bagmntilar incelendi. Daha sonra alt indisleri arasindaki farkin tek sayilar
oldugu iki Fibonacci sayisinin toplamim ve farkini veren bagintilar Urete¢ Fonksiyonlar
yardimiyla elde edildi. Bu bagintilara benzer bagintilar Lucas sayilar1 i¢in de bulundu.
Bu bagmtilar elde edilirken iki farkli yeni Fibonacci aileleri olusturuldu. Oneri olarak,
elde edilen bu Fibonacci dizi ailesinin 6zellikleri incelenebilir. Benzer ¢alisma, Pell say1

dizisi ve Jacobsthal say1 dizisi igin uygulanabilir.
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