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1. GİRİŞ 

Orta çağın en büyük matematikçilerinden biri olarak kabul edilen Fibonacci, 1170 

yılında İtalya’nın Pisa şehrinde doğmuştur. Tam adı Leonardo Fibonacci’dir.                  

1201 yılında “Liber Abaci” adında “abaküs kitabı” veya “hesaplama kitabı” anlamına 

gelen bir matematik kitabı yazmıştır. Bu kitapla Avrupa’ya Arap rakamlarını ve bugün 

kullandığımız sayı sistemini tanıtmıştır. Bu kitap, Fibonacci sayı dizisinin temeli olan, 

bir çift tavşanın doğurarak neslini çoğaltmasını ele alan bir problemi de anlatıyor. Bu 

problem “Bir çift yetişkin tavşan, her ay yeni bir çift tavşan yavrulamaktadır. Bu 

yavrular, bir ayın sonunda erişkin hale gelmekte ve sonraki her ay yeni bir çift yavru 

yapmaktadır. Herhangi bir ay sonunda yavruların ve yetişkin tavşanların sayısını 

bulunuz. Bu süre zarfında tavşanların hiçbirinin ölmediği varsayılacaktır.” şeklindeydi. 

Bu probleme göre tavşan çifti sayılarındaki artış 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 

… şeklindeki bir sayı dizisinin sayılarına denk gelmektedir. Bu sayılara Fibonacci 

sayıları, bu sayıların oluşturduğu diziye ise Fibonacci sayı dizisi denir. Bu sayı dizisinde 

ilk iki terim hariç her terim kendisinden önce gelen iki terimin toplamına eşittir. Ayrıca 

ardışık iki sayıdan büyük olanının küçük olanına oranı, sayılar büyüdükçe “ Altın Oran” 

denen ve yaklaşık değeri 1,61803 olan sayısına yakınsar. Altın oran, doğada sayısız 

canlının ve cansızın şeklinde ve yapısında bulunan özel bir orandır. İlk olarak kimler 

tarafından keşfedildiği bilinmese de, Mısırlıların ve Yunanlıların bu konu üzerinde 

yapmış oldukları bazı çalışmalar olduğu görülmektedir. Öklid, milattan önce 300′lü 

yıllarda yazdığı “elementler” adlı tezinde “ekstrem ve önemli oranda bölmek” olarak 

altın oranı ifade etmiştir. Mısırlıların Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin “İlahi 

Oran” adlı çalışmada sunduğu resimlerde altın oran kullanıldığı bilinmektedir.  

Özellikle son yıllarda Fibonacci sayı dizisini içeren birçok çalışma mevcuttur. Bu 

çalışmalardan önemli olanlarından bazıları aşağıdaki gibidir. 

lvie, J.(1972) çalışmasında, genelleştirilmiş Fibonacci dizileri için Q-matris formunun 

genel şeklinin tanımını vererek Q-matrisinin bazı özelliklerine yer vermiştir.  

Hoggatt, V. E. Jr. ve Bicknell, M.(1973)  çalışmalarında, Fibonacci polinomlarını ve bu 

polinomların Pascal üçgeniyle ilişkilerine yer vermişlerdir.  
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Koshy, T.(1998) çalışmasında, alt indisleri arasındaki farkların çift sayı olduğu iki 

Fibonacci sayısının toplamını ve farkını veren bağıntılar verilmiştir. 

Koshy, T.(2001) kitabında, Fibonacci ve Lucas sayılarıyla ilgili çok sayıda özelliğe yer 

verilmiştir.  

Özkan, E., Aydın, H. ve Dikici, R.(2003) çalışmalarında, 3-adım Fibonacci dizilerinin 

Wall sayılarına ilişkin iki yeni teorem ispatlamışlardır. Bununla birlikte 3-adım 

Fibonacci dizileriyle ilgili beş varsayım vermişlerdir. Ayrıca 5𝑥105 den küçük asal 

sayılar için bu varsayımların bilgisayar doğrulamasını vermişlerdir. 

Özkan, E.(2003) çalışmasında, p üslü (p asal sayıdır) ve nilpotent sınıfı 4 olan bir 

nilpotent grubunda 3 adım Genel Fibonacci dizileri oluşturulmuş ve dizinin terimini 

bulmak için formüller verilmiştir.  

Özkan, E.(2004) çalışmasında, p üslü ( p bir asal sayıdır) ve nilpotent sınıfı n olan bir 

nilpotent grubunda 3 adımlı Fibonacci dizilerini oluşturan dizinin α. terimini bulmak 

için formüller vermiştir.  

Campbell, C. M. ve Campbell, P. P.(2005) çalışmalarında, belirli centro-polihedral 

gruplarının orbitlerini tanımlamışlardır. Ayrıca bu grupların Fibonacci uzunluğunu 

incelemiş ve bazı durumlarda uzunlukların tribonacci dizilerine bağlı olduğunu 

göstermişlerdir. 

Öcal, A.A., Tuglu, N. ve Altinisik, E.(2005) çalışmalarında, k-genelleştirilmiş Fibonacci 

ve Lucas sayılarını temsil eden bazı gösterimleri vermişlerdir. Bu temsiller yardımıyla, 

k-genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formülünü elde etmişlerdir.  

Stakhov, A. ve Rozin, B.(2006) çalışmalarında, Fibonacci ve Lucas p-sayılarını 

tanımlamış ve bu diziler için Binet formüllerini bulmuşlardır. Ayrıca p’ nin farklı 

değerleri için ayrı ayrı Binet formüllerini vermişlerdir. 

Özkan, E.(2007) çalışmasında, kısıtlanmış Fibonacci dizileriyle ilgili bazı önemli 

teoremler ispatlanmıştır. 
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Kiliç, E. ve Tasci, D.(2008) çalışmalarında, alışılmış Lucas sayıları ve genelleştirilmiş k 

basamak Fibonacci sayıları üzerinde durmuşlardır. Daha sonra Lucas sayılarının 

genelleştirilmesi için yeni bir tanım vermişlerdir. Ayrıca genelleştirilmiş k basamak 

Fibonacci ve k basamak Lucas fonksiyonlarını verip bu fonksiyonlar arasında yeni 

bağıntılar ortaya çıkarmışlardır.  

Mikkawy, M. ve Sogabe, T.(2010) çalışmalarında, k -Fibonacci sayılarında yeni aile 

tanımını vermişlerdir.  

Özkan, E., Altun, İ. ve Göçer, A.(2017) çalışmalarında,  Fibonacci ailesi ve Lucas 

sayıları arasında yeni bir ilişki vermişlerdir. Sonra yeni bir k-Lucas sayı ailesi 

tanımlayıp bunun Lucas sayıları ve Lucas sayı ailesi ile ilgili bazı özelliklerini 

ispatlamışlardır.  

Özkan, E., Aydoğdu, A. ve Altun, İ.(2017) çalışmalarında, Fibonacci sayı ailesinin ve 

Lucas sayı ailesinin bazı özellikleri kanıtlanmıştır. Ayrıca, Fibonacci sayı ailesi ile 

Lucas sayı ailesi arasında bazı bağıntılar verilmiştir. 

Yang, Y. ve Zang, Z.(2018) çalışmalarında, iki periyotlu Fibonacci ve Lucas sayılarının 

yeni bir genellemesini elde ettiler. Bu dizi ile iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu 

Lucas sayıları arasında bağıntılar elde etmişlerdir. Ayrıca genelleştirilmiş Fibonacci ve 

Lucas sayılarının Binet ve toplam formüllerini incelemişlerdir. 

Köme, C. ve Yazlık, Y.(2018) çalışmalarında, elemanları iki periyotlu Fibonacci ve 

Lucas sayıları olan r-circulant matrislerin terslerini ve determinantlarını 

hesaplamışlardır. 

Coskun, A. ve Taskara, N.(2018) çalışmalarında, iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu 

Lucas matris dizilerini tanımlayarak bu matris dizilerinin Binet formüllerini ve bazı 

temel özelliklerini incelemişlerdir. Ayrıca iki periyotlu Fibonacci ve iki periyotlu Lucas 

matris dizileri arasında bazı bağıntıları elde etmişlerdir. 

Özkan, E., Taştan, M. ve Aydoğdu, A. (2018) çalışmalarında, yeni 2- Fibonacci 

polinomları tanımlamışlardır. Ayrıca 2- Fibonacci polinomları arasında bazı yeni 

bağıntılar vermişlerdir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Üreteç Fonksiyonlar 

Tanım 2.1.1. 𝑎0,𝑎1,𝑎2,𝑎3 ⋯ bir reel sayı dizisinin terimleri olmak üzere, 

 𝐺 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +  𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥

3 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + ⋯                      (2.1) 

fonksiyonuna  𝑎𝑛  dizisinin üreteç fonksiyonu denir (Koshy, 2001). 

Örnek olarak pozitif tamsayıların üreteç fonksiyonları  

                          𝐺 𝑥 = 1 + 2𝑥 +  3𝑥2 +  4𝑥3 + ⋯+ (𝑛 + 1)𝑥𝑛 + ⋯                     (2.2) 

şeklindedir. Ayrıca her bir üreteç fonksiyonun birde eşiti vardır.  

Bazı önemli fonksiyonlar ve onların eşitleri aşağıda verilmişlerdir. 

                             𝐺 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯+ 𝑥𝑛 + ⋯ =
1

1 − 𝑥
                              (2.3) 

                             𝐺 𝑥 = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + ⋯+  𝑛 + 1 𝑥𝑛 + ⋯ =
1

 1 − 𝑥 2
  (2.4) 

                             𝐺 𝑥 = 𝑥 + 4𝑥2 + 9𝑥3 + ⋯+𝑛2𝑥𝑛 + ⋯ =
𝑥(𝑥 + 1)

(1 − 𝑥)3
                       (2.5) 

Örnek 2.3.2. 

𝑎𝑛 =  𝑎𝑛−1 + 2𝑎𝑛−2 indirgenme bağıntısına sahip  𝑎𝑛  dizisinin üreteç fonksiyonunun 

eşitini  𝑎0 = 3 ve 𝑎1 = 0 başlangıç değerleri için bulalım.     

                          𝐺 𝑥 = 3 + 0𝑥 + 6𝑥2 + 6𝑥3 + 18𝑥4 + 30𝑥5 + ⋯                          (2.6) 

                     −𝑥𝐺 𝑥 = −3𝑥 + 0𝑥2 − 6𝑥3 − 6𝑥4 − 18𝑥5 + ⋯                                (2.7)    

                −2𝑥2𝐺 𝑥 = −6𝑥2 − 0𝑥3 − 12𝑥4 − 12𝑥5 + ⋯                                       (2.8) 

(2.6),  (2.7) ve (2.8) eşitliklerini taraf tarafa toplarsak ve 𝐺 𝑥 ’ i yalnız bırakırsak, 
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                                                𝐺 𝑥 =
3 − 3𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2
                                                               (2.9) 

eşitliği elde edilmiş olur. 

2.2. Fibonacci Sayıları 

Tanım 2.2.1. 𝐹0 = 0,   𝐹1 = 1,  ve 𝑛 ≥ 0 için  

                         𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛                                                                              (2.10)                                                        

ile tanımlanan  𝑓𝑛  sayı dizisine Fibonacci sayı dizisi denir (Vajda, 1989).  

Şimdi Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonunu bulup bu fonksiyon yardımıyla 

Binet formülünü elde edeceğiz.   

                          𝐺 𝑥 = 𝐹0 + 𝐹1𝑥 + 𝐹2𝑥
2 + 𝐹3𝑥

3 + ⋯+𝐹𝑛𝑥
𝑛 + ⋯                        (2.11) 

Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonu (2.12) deki gibi tanımlanırsa 

                          𝐺 𝑥 = 𝑥 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 + 5𝑥5 + 8𝑥6 + ⋯                            (2.12)                                            

                          −𝑥𝐺 𝑥 = −𝑥2 + −𝑥3 − 2𝑥4 − 3𝑥5 − 5𝑥6 + ⋯                          (2.13) 

                          −𝑥2𝐺 𝑥 = −𝑥3 − 𝑥4 − 2𝑥5 − 3𝑥6 + ⋯                                      (2.14) 

(2.12),  (2.13) ve (2.14) eşitlikleri alt alta toplanırsa ve 𝐺 𝑥  yalnız bırakılırsa, 

Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonu; 

                                                         𝐺 𝑥 =
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
                                                     (2.15) 

  şeklinde olur.  

Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonundan yararlanarak Binet formülünü elde 

edelim. 

𝛼 =
1 +  5

2
, 𝛽 =

1 −  5

2
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olmak üzere, 

𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
=

𝐴

1 − 𝛼𝑥
+

𝐵

1 − 𝛽𝑥
 

şeklinde basit kesirlere ayırırsak, 

𝐴 =
1

 5
, 𝐵 = −

1

 5
 

elde edilir. Buradan devam edersek, 

𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
=

1

 5
 

1

1 − 𝛼𝑥
−

1

1 − 𝛽𝑥
                

  

𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
=

1

𝛼 − 𝛽
  𝛼𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

− 𝛽𝑛𝑥𝑛
∞

𝑛=0

  

𝐺 𝑥 =   
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

∞

𝑛=0

𝑥𝑛             

olur. Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonun bu yeni formundaki 𝑥𝑛  nin katsayısı 

Fibonacci sayı dizisinin Binet formülüdür. Yani  

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
                        

şeklindedir. 

Teorem 2.2.1. 

𝑛 ≥ 1 için, 

                            𝐹1+𝐹2+𝐹3 + ⋯+ 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 1                                                 (2.16)                                    

dir (Koshy, 2001). 
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İspat: 

Eşitliğin sol tarafını kullanarak sağ tarafını elde edeceğiz. 

 𝐹1+𝐹2+𝐹3 + ⋯+ 𝐹𝑛 =   
1

 5
  

1 +  5

2
 

𝑘

−  
1 −  5

2
 

𝑘

  

𝑛

𝑘=1

                          

                   =
1

 5
   

1 +  5

2
 

𝑘𝑛

𝑘=1

−  
1 −  5

2
 

𝑘𝑛

𝑘=1

  

                                              =
1

 5
 
 

1+ 5

2
  1 −  

1+ 5

2
 
𝑛

 

1 −  
1+ 5

2
 

−
 

1− 5

2
  1 −  

1− 5

2
 
𝑛

 

1 −  
1− 5

2
 

  

                                                  = 𝐹𝑛+2 − 1  

ispat tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 2.2.2. 

𝑛 ≥ 1  olmak üzere, Fibonacci dizisi için 

(𝐹𝑛 ,𝐹𝑛+1) = 1 

dir (Koshy, 2001). 

İspat:  

Varsayalım ki d > 1 sayısı Fn  ve Fn+1 i böler. O halde onların farkı olan Fn+1 − Fn =

Fn−1 sayısı d tarafından bölünür. Buradan ve Fn − Fn−1 = Fn−2 bağıntısından d|Fn−2 

ye ulaşılır. Benzer şekilde devam edersek d|Fn−3, d|Fn−4 … ve sonunda  d|F1 olduğu 

görülür. Fakat F1 = 1 olduğundan herhangi bir d > 1 sayısı tarafından bölünemez. 

Böylece çelişki elde edilmiş ve ispat tamamlanmış olur. ∎ 
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2.3. Lucas Sayıları 

Tanım 2.3.1. 𝐿0 = 2,   𝐿1 = 1,  ve 𝑛 ≥ 1 için 

                                                    𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛                                                   (2.17) 

ile tanımlanan  𝑙𝑛  sayı dizisine Lucas sayı dizisi denir (Koshy, 2001). 

Lucas sayı dizisinin Binet formülü  𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛   şeklinde yazılır.   

Ayrıca Lucas sayı dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝐺 𝑥 =
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

 şeklindedir. 

Teorem 2.3.1. 

𝑛 ≥ 1 için Fibonacci ve Lucas sayıları arasında 

                                                          𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛+1 = 5𝐹𝑛                                                       (2.18) 

bağıntısı vardır (Koshy, 2001). 

İspat: 

Bağıntının sol tarafını kullanarak sağ tarafını elde edeceğiz. 

𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛+1 = 𝛼𝑛−1 + 𝛽𝑛−1+𝛼𝑛+1 + 𝛽𝑛+1                      

     = 𝛼𝑛 𝛼−1 + 𝛼 + 𝛽𝑛 𝛽−1 + 𝛽  

𝛼.𝛽 = −1 eşitliğinden faydalanırsak,  

= 𝛼𝑛 𝛼 − 𝛽 + 𝛽𝑛 𝛽 − 𝛼      

                                               =  𝛼 − 𝛽  𝛼𝑛 − 𝛽𝑛  elde edilir. 

 𝛼 − 𝛽 =  5 olduğunu biliyoruz,  
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=  𝛼 − 𝛽 2
 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 

 𝛼 − 𝛽 
              

= 5𝐹𝑛                                             

böylece ispat tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 2.3.2. 

𝑛 ≥ 1  için  5𝐿2
2𝑛+1 + 20  ifadesi daima tam kare bir sayıdır (Lucas, 1876). 

İspat: 

5𝐿2
2𝑛+1 + 20 ifadesinde 𝐿𝑛  yerine binet formülündeki eşitini yazalım. 

                                  5𝐿2
2𝑛+1 + 20 = 5 𝛼2𝑛+1 + 𝛽2𝑛+1 2 + 20  

                                                         = 5 𝛼4𝑛+2 + 𝛽4𝑛+2 + 2 𝛼𝛽 2𝑛+1 + 20  

                                                         = 5 𝛼4𝑛+2 + 𝛽4𝑛+2 − 2 𝛼𝛽 2𝑛+1              

                                                         = 5 𝛼2𝑛+1 − 𝛽2𝑛+1 2                                    

                                                         = 5  5𝐹2𝑛+1 
2

                                                

                                                         = 25𝐹2
2𝑛+1                                                     

olduğundan 5𝐿2
2𝑛+1 + 20 ifadesi bir tam karedir. ∎  

Teorem 2.3.3. 

𝑛 ≥ 1  için Lucas sayıları arasında  

                                            𝐿𝑛𝐿𝑛+1 = 𝐿2𝑛+1 +  −1 𝑛                                                  (2.19) 

bağıntısı mevcuttur (Hoggatt, 1965). 

İspat: 

Bağıntının sol tarafını kullanarak sağ tarafını elde edeceğiz. 
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                                            𝐿𝑛𝐿𝑛+1 =  𝛼𝑛 + 𝛽𝑛  𝛼𝑛+1 + 𝛽𝑛+1                                          

                                                         =  𝛼2𝑛+1 + 𝛽2𝑛+1 +  𝛼𝛽 𝑛𝛽 +  𝛼𝛽 𝑛𝛼  

                                                         =  𝐿2𝑛+1 +  −1 𝑛𝛽 +  −1 𝑛𝛼                  

                                                         =  𝐿2𝑛+1 +  −1 𝑛 𝛽 + 𝛼                           

                                                         = 𝐿2𝑛+1 +  −1 𝑛                                             

ispat tamamlanmış olur. ∎ 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Rekürens Sayı Dizileri 

Tanım 3.1. Her  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ ve 𝑠, 𝑡 ∈ ℕ olmak üzere 𝐺0 = 𝑠, 𝐺1 = 𝑡 başlangıç değerleri 

için 

                  𝐺𝑛 = 𝑎𝐺𝑛−1 + 𝑏𝐺𝑛−2    , 𝑛 ≥ 2                                                                 (3.1) 

bağıntısı ile verilen  𝐺𝑛 𝑛=2
∞  şeklindeki tamsayılar dizisine genel rekürens dizi denir 

(M.Renault, 1996). 

Yukarıda verilen sayı dizileri ile ilgili bazı bağıntılar  

 𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 

 𝐿𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2 

 𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝐺𝑛−2      

 𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 =  −1 𝑛  Cassini Formülü 

 𝛽2𝑘+𝛼2𝑘 = 5𝐹𝑘
2 + 2 −1 𝑘  

 𝐹2𝑛 = 𝐹𝑛𝐿𝑛  

 𝐹𝑛+𝑟 = 𝐿𝑟𝐹𝑛 +  −1 𝑛𝐹𝑛−𝑟  

 𝐿𝑛
2 − 5𝐹𝑛

2 = 4 −1 𝑛  

 5𝐹𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛+1 

 𝑄𝑛 =
𝑃𝑛+1+𝑃𝑛−1

2
  

 𝑄𝑛
2 = 2𝑃𝑛

2 +  −1 𝑛  

 𝑞𝑛 = 𝑃𝑛+1 + 𝑃𝑛−1 

 𝑞𝑛 = 𝑄𝑛 −𝑄𝑛−1 

 𝑗𝑛 = 𝐽𝑛+1 + 2𝐽𝑛−1 

şeklindedir (Koshy, 2001). 
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Teorem 3.1.1. 

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 𝑛 olmak üzere; Fibonacci sayılarında alt indisler arasındaki farkın çift 

sayı olduğu   𝑚 + 𝑛 −  𝑚 − 𝑛 = 2𝑛  iki Fibonacci sayısının toplamları arasında, 

                   𝐹𝑚+𝑛 + 𝐹𝑚−𝑛 =  
𝐿𝑚𝐹𝑛   ,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı
𝐿𝑛𝐹𝑚   ,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

                                                     (3.2)         

şeklindeki bağıntı mevcuttur (Koshy 1998). 

İspat: 

Eşitliğin sol tarafını kullanarak Binet formülleri yardımıyla sağ tarafını elde edeceğiz. 

𝐹𝑚+𝑛 + 𝐹𝑚−𝑛 =
𝛼𝑚+𝑛 − 𝛽𝑚+𝑛

𝛼 − 𝛽
+
𝛼𝑚−𝑛 − 𝛽𝑚−𝑛

𝛼 − 𝛽
                               

=
𝛼𝑚  𝛼𝑛 + 𝛼−𝑛 − 𝛽𝑚  𝛽𝑛 + 𝛽−𝑛 

𝛼 − 𝛽
 

                                  𝛼−𝑛 =  −𝛽 𝑛   eşitliğini yerine yazalım.             

                      =
𝛼𝑚  𝛼𝑛 +  −𝛽 𝑛 − 𝛽𝑚 𝛽𝑛 +  −𝛼 𝑛 

𝛼 − 𝛽
              

                          =

 
 
 

 
 𝛼

𝑚  𝛼𝑛−𝛽𝑛 − 𝛽𝑚 𝛽𝑛−𝛼𝑛 

𝛼 − 𝛽
  ,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı

𝛼𝑚 𝛼𝑛+𝛽𝑛 − 𝛽𝑚 𝛽𝑛+𝛼𝑛 

𝛼 − 𝛽
  ,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

       

elde edilir. İşlemlere devam edersek, 

       =

 
 
 

 
  𝛼

𝑛−𝛽𝑛  𝛼𝑚 + 𝛽𝑚  

𝛼 − 𝛽
  ,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı

 𝛼𝑛+𝛽𝑛  𝛼𝑚 − 𝛽𝑚 

𝛼 − 𝛽
  ,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

  

=  
𝐿𝑚𝐹𝑛   ,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı
𝐿𝑛𝐹𝑚   ,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı
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ispat tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 3.1.2. 

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 𝑛 olmak üzere; Fibonacci sayılarında alt indisler arasındaki farkın çift 

sayı olduğu iki Fibonacci sayısının farkları arasındaki bağıntı, 

                      𝐹𝑚+𝑛 − 𝐹𝑚−𝑛 =  
𝐿𝑛𝐹𝑚   ,   𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı
𝐿𝑚𝐹𝑛   ,   𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

                                                         (3.3) 

şeklindedir (Koshy 1998). 

Teorem 3.1.3. (Catalan bağıntısı) 

𝑘 pozitif tamsayı ve 𝑛 ≥ 𝑘 olmak üzere; Fibonacci sayıları arasında 

                   𝐹𝑛+𝑘𝐹𝑛−𝑘 − 𝐹𝑛
2 =  −1 𝑛+𝑘+1𝐹𝑘

2                                                              (3.4) 

bağıntısı vardır (Koshy, 2001). 

İspat: 

Bağıntının sol tarafını kullanarak sağ tarafını elde edeceğiz. 

𝐹𝑛+𝑘𝐹𝑛−𝑘 − 𝐹𝑛
2 =  

𝛼𝑛+𝑘 − 𝛽𝑛+𝑘

 5
  

𝛼𝑛−𝑘 − 𝛽𝑛−𝑘

 5
 −  

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

 5
 

2

                                    

                    =
𝛼2𝑛 −  𝛼𝑛+𝑘𝛽𝑛−𝑘 + 𝛼𝑛−𝑘𝛽𝑛+𝑘 +𝛽2𝑛

5
−
𝛼2𝑛+𝛽2𝑛 − 2 −1 𝑛

5
 

=
−  𝛼𝛽 𝑛𝛼−𝑘𝛽𝑘 +  𝛼𝛽 𝑛𝛼𝑘𝛽−𝑘 + 2 −1 𝑛

5
              

=
2 −1 𝑛 −  −1 𝑛 −1 𝑘𝛽2𝑘 −  −1 𝑛 −1 𝑘𝛼2𝑘

5
       

=
2 −1 𝑛 −  −1 𝑛+𝑘 𝛽2𝑘+𝛼2𝑘 

5
                                     

           𝛽2𝑘+𝛼2𝑘 = 5𝐹𝑘
2 + 2 −1 𝑘   eşitliğinden faydalanırsak, 
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=
2 −1 𝑛 +  −1 𝑛+𝑘+1 5𝐹𝑘

2 + 2 −1 𝑘 

5
                     

=  −1 𝑛+𝑘+1𝐹𝑘
2 +

2 −1 𝑛 + 2 −1 𝑛+2𝑘+1

5
                 

=  −1 𝑛+𝑘+1𝐹𝑘
2                                                                  

ispat tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 3.1.3. de 𝑘 = 1 alınırsa Cassini Formülü elde edilir. 

3.2. Genelleştirilmiş Fibonacci Sayıları 

Tanım 3.2.  𝐺1 = 𝑎 ,  𝐺2 = 𝑏  ve 𝑛 ≥ 3 için 

                       𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝐺𝑛−2                                                                                     (3.5) 

şeklindeki rekürens bağıntısıyla tanımlanan diziye Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

denir (Koshy,2001). 

Bu dizinin terimleri   a, b, a +  b, a +  2b, 2a +  3b, 3a +  5b,…   şeklinde ilerler. 

Teorem 3.2.1. 

𝐺𝑛   𝑛.  Genelleştirilmiş Fibonacci sayısı olmak üzere 𝑛 ≥ 3 için 

                                𝐺𝑛 = 𝑎𝐹𝑛−2 + 𝑏𝐹𝑛−1                                                                    (3.6) 

dir (Koshy,2001). 

İspat: 

 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 koşulunu sağlayan tüm  𝑖 tamsayıları için 𝐺𝑖 = 𝑎𝐹𝑖−2 + 𝑏𝐹𝑖−1     doğru olsun. 

𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝐺𝑘−1                                                              

= (𝑎𝐹𝑘−2 + 𝑏𝐹𝑘−1 ) + (𝑎𝐹𝑘−3 + 𝑏𝐹𝑘−2 ) 

= 𝑎(𝐹𝑘−2 + 𝐹𝑘−3) + 𝑏(𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2 )     
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= 𝑎𝐹𝑘−1 + 𝑏𝐹𝑘                                               

o halde Teorem 3.2.1. tüm 3 ≤ 𝑘  tamsayıları için doğrudur. ∎ 

Teorem 3.2.2. 

𝛼 =
1 +  5

2
, 𝛽 =

1 −  5

2
                                                                   

olmak üzere, 𝑐 = 𝑎 + (𝑎 − 𝑏)𝛽 ve 𝑑 = 𝑎 + (𝑎 − 𝑏)𝛼  için 

 Genelleştirilmiş Fibonacci sayıları için binet formülü; 

𝐺𝑛 =
𝑐𝛼𝑛 − 𝑑𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
                                         

şeklindedir. 

Teorem 3.2.3. 

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 𝑛 olmak üzere; Genelleştirilmiş Fibonacci sayılarında alt indisler 

arasındaki farkın çift sayılar olduğu  iki Fibonacci sayısının toplamları arasında 

            𝐺𝑚+𝑛 + 𝐺𝑚−𝑛 =  
𝐺𝑚𝐿𝑛                           ,𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı 
(𝐺𝑚+1 + 𝐺𝑚−1)𝐹𝑛    ,𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

                                              (3.7) 

bağıntısı vardır (Koshy 1998). 

Teorem 3.2.4. 

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 ≥ 𝑛 olmak üzere; Fibonacci sayılarında alt indisler arasındaki farkın çift 

sayılar olduğu iki Fibonacci sayısının farkları arasında 

            𝐺𝑚+𝑛 − 𝐺𝑚−𝑛 =  
 𝐺𝑚+1 + 𝐺𝑚−1 𝐹𝑛        ,𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠𝑎𝑦ı 
𝐺𝑚𝐿𝑛                               ,𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑠𝑎𝑦ı

                                          (3.8) 

bağıntısı vardır (Koshy 1998). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Yeni Fibonacci Sayı Dizisi Ailesi 

Teorem 3.1.1. de Fibonacci sayılarında, alt indisler arasındaki farkın çift sayılar olduğu 

  𝑚 + 𝑛 −  𝑚 − 𝑛 = 2𝑛  iki Fibonacci sayısının toplamları arasındaki bağıntılar 

1998 de Koshy tarafından elde edilmişti. Bu çalışmada ise Fibonacci sayılarında, alt 

indisler arasındaki farkların tek sayılar olduğu   𝑚 + 𝑛 + 1 −  𝑚 − 𝑛 = 2𝑛 + 1  iki 

Fibonacci sayısının toplamı ve farkı incelenecektir. 

Öncelikle alt indisleri arasındaki farkın 3 olduğu iki Fibonacci sayısının toplamını 

inceleyelim. 

𝐹𝑚+2 + 𝐹𝑚−1 = 𝐹𝑚+1 + 𝐹𝑚 + 𝐹𝑚−1                               

= 2𝐹𝑚 + 2𝐹𝑚−1               

= 4𝐹𝑚−1 + 2𝐹𝑚−2          

= 6𝐹𝑚−2 + 4𝐹𝑚−3          

= 10𝐹𝑚−3 + 6𝐹𝑚−4  ⋯ 

Benzer şekilde devam edildiğinde katsayılar 2, 4, 6, 10, 16, 26,…   Fibonacci 

sayılarındaki gibi her terim kendisinden önce gelen iki terimin toplamı olarak 

ilerlemektedir. 

Alt indisleri arasındaki farkın 5 olduğu iki Fibonacci sayısının toplamı incelenirse 

𝐹𝑚+3 + 𝐹𝑚−2 = 𝐹𝑚+2 + 𝐹𝑚+1 + 𝐹𝑚−2                          

                                                    = 2𝐹𝑚+1 + 𝐹𝑚 + 𝐹𝑚−2                                

                                                    = 3𝐹𝑚 + 𝐹𝑚−1 + 𝐹𝑚−1 + 𝐹𝑚−2 

= 4𝐹𝑚 + 𝐹𝑚−1                

                                                    = 5𝐹𝑚−1 + 4𝐹𝑚−2 
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                                                    = 9𝐹𝑚−2 + 5𝐹𝑚−3 …                                                     

Benzer şekilde devam edildiğinde katsayılar 4, 5, 9, 14, 23, …    yine Fibonacci sayıları 

gibi her terim kendisinden önce gelen iki terimin toplamı olarak ilerlemektedir. 

Alt indisleri arasındaki farkın 7 olduğu iki Fibonacci sayısının toplamı incelendiğinde, 

katsayılar 4, 9, 13, 22, 35,…   şeklinde ilerlemektedir. 

"n" satır ve "p" sütun numarası olmak üzere; Fibonacci dizisinin, alt indisleri arasındaki 

farkın 1 olduğu (n=0) iki Fibonacci sayısının toplamından elde edilen katsayılar 1. 

Satıra, farkın 3 olduğu (n=1) iki Fibonacci sayısının toplamından elde edilen katsayılar 

2. Satıra ve bu şekilde devam edilerek oluşturulan Tablo 4.1 aşağıda verilmiştir. 

Tablo 4.1. Alt indisleri arasındaki farkın tek sayıların olduğu iki Fibonacci 

sayısının toplamlarından elde edilen katsayılar. 

 

 Tablo 4.1. incelendiğinde her satırdaki sayılar Fibonacci dizisindeki gibi her terim 

kendisinden önce gelen iki terimin toplamına eşittir. Böylece yeni bir Fibonacci sayı 

dizisi ailesi elde edilmiş olur. 𝑛 = 0 için bilinen Fibonacci sayı dizisi elde edilir.  

Tablo 4.1.' de birinci sütunda yer alan 2, 2, 4, 4, 10, 10, 26, 26,…  sayılarının üreteç 

fonksiyonu bulalım. Bu fonksiyon 𝐺1(𝑧) olsun. 

 p 1 2 3 4 5 6 

n  

0 2 3 5 8 13 21 

1 2 4 6 10 16 26 

2 4 5 9 14 23 37 

3 4 9 13 22 35 57 

4 10 12 22 34 56 90 

5 10 23 33 56 89 145 

6 26 31 57 88 145 233 

7 26 60 86 146 232 378 

8 68 81 149 230 379 609 

9 68 157 225 382 607 989 
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              𝐺1 𝑧 = 2 + 2𝑧 + 4𝑧2 + 4𝑧3 + 10𝑧4 + 10𝑧5 + 26𝑧6 + 26𝑧7 + ⋯              (4.1) 

Şeklinde yazılabilir. (4.1)' deki eşitliğin her iki tarafını önce 𝑧4 sonra −3𝑧2 ile çarpalım. 

         𝑧4𝐺1 𝑧 = 2𝑧4 + 2𝑧5 + 4𝑧6 + 4𝑧7 + 10𝑧8 + 10𝑧9 + 26𝑧10 + 26𝑧11 + ⋯   (4.2) 

   −3𝑧2𝐺1 𝑧 = −6𝑧2 − 6𝑧3 − 12𝑧4 − 12𝑧5 − 30𝑧6 − 30𝑧7 − 786𝑧8 −⋯           (4.3) 

(4.1), (4.2) ve (4.3) eşitlikler taraf tarafa toplanırsa; 

(𝑧4 − 3𝑧2 + 1)𝐺1 𝑧 = 2 + 2𝑧 − 2𝑧2 − 2𝑧3                               

elde edilir. 𝐺1 𝑧 ' i yalnız bırakırsak, 

𝐺1 𝑧 =
2 + 2𝑧 − 2𝑧2 − 2𝑧3

𝑧4 − 3𝑧2 + 1
 

olur. Şimdi 𝐺1 𝑧  fonksiyonunu basit kesirlere ayıralım. 

𝐺1 𝑧 =
−𝑧 − 1

𝑧2 + 𝑧 − 1
+

−𝑧 − 1

𝑧2 − 𝑧 − 1
 

Elde edilen her bir basit kesir ayrı ayrı incelenirse; 

−𝑧 − 1

𝑧2 + 𝑧 − 1
= 1 + 2𝑧 + 3𝑧2 + 5𝑧3 + 8𝑧4 + ⋯ =  𝑧𝑛𝐹𝑛+2

∞

𝑛=0

                              

ve 

−𝑧 − 1

𝑧2 − 𝑧 − 1
= 1 + 𝑧2 − 𝑧3 + 2𝑧4 − 3𝑧5 + 5𝑧6 − 8𝑧7 + ⋯ =  𝑧𝑛(−1)𝑛𝐹𝑛−1

∞

𝑛=0

 

eşitlikleri elde edilir. O halde Tablo 4.1.' deki birinci sütunun üreteç fonksiyonu  

𝐺1 𝑧 =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+2 + (−1)𝑛+2𝐹𝑛−1 

∞

𝑛=0

 

 şeklinde yazılabilir. 
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Benzer adımlar Tablo 4.1.' in ikinci sütunu için uygulanırsa; 

𝐺2 𝑧 =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+3 + (−1)𝑛+3𝐹𝑛−2 

∞

𝑛=0

                                             

elde edilir. Böyle devam edersek, "𝑝" Tablo 4.1.' in sütun numarası olmak üzere,  𝑝. 

sütun için üreteç fonksiyonunu 

                        𝐺𝑝 𝑧 =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+𝑝+1 + (−1)𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝                                            (4.4)

∞

𝑛=0

 

şeklinde yazabiliriz. 

Teorem 4.1.1. 

Tablo 4.1.1.' in sütunları arasında, 

𝐺𝑘 𝑧 = 𝐺𝑘−1 𝑧 + 𝐺𝑘−2 𝑧    

şeklinde bir bağıntı vardır. 

İspat: 

Şimdi 𝐺1 𝑧 + 𝐺2 𝑧 = 𝐺3 𝑧  olduğunu gösterelim. 

𝐺1 𝑧 + 𝐺2 𝑧 =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+2 + (−1)𝑛+2𝐹𝑛−1 

∞

𝑛=0

+  𝑧𝑛 𝐹𝑛+3 + (−1)𝑛+3𝐹𝑛−2 

∞

𝑛=0

 

            =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+2 + (−1)𝑛+2𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+3 + (−1)𝑛+3𝐹𝑛−2 

∞

𝑛=0

 

=  𝑧𝑛 𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛+2 + (−1)𝑛+2 𝐹𝑛−1 − 𝐹𝑛−2  

∞

𝑛=0

 

=  𝑧𝑛 𝐹𝑛+4 + (−1)𝑛+2 𝐹𝑛−3                              

∞

𝑛=0
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=  𝑧𝑛 𝐹𝑛+4 + (−1)𝑛+4 𝐹𝑛−3                              

∞

𝑛=0

 

= 𝐺3 𝑧                                                                              

elde edilir. O halde 𝐺3 𝑧 = 𝐺1 𝑧 + 𝐺2 𝑧  doğrudur. 

Şimdi 𝑝 = 𝑘  için 𝐺𝑘 𝑧 = 𝐺𝑘−1 𝑧 + 𝐺𝑘−2 𝑧  doğru olsun. Buradan 𝑝 = 𝑘 + 1 için 

𝐺𝑘+1 𝑧 = 𝐺𝑘 𝑧 + 𝐺𝑘−1 𝑧  eşitliğinin doğru olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için 𝐺𝑘 𝑧 = 𝐺𝑘−1 𝑧 + 𝐺𝑘−2 𝑧  eşitliğinin her iki tarafına 𝐺𝑘−1 𝑧  ekleyelim. 

𝐺𝑘 𝑧 + 𝐺𝑘−1 𝑧 = 2𝐺𝑘−1 𝑧 + 𝐺𝑘−2 𝑧   

            = 2  𝑧𝑛 𝐹𝑛+𝑘 + (−1)𝑛+𝑘𝐹𝑛−𝑘+1  

∞

𝑛=0

 +  𝑧𝑛 𝐹𝑛+𝑘−1 + (−1)𝑛+𝑝−1𝐹𝑛−𝑘+2 

∞

𝑛=0

 

           =  𝑧𝑛   𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘−1 + (−1)𝑛+𝑘+2 𝐹𝑛−𝑘+1 + 𝐹𝑛−𝑘+1 − 𝐹𝑛−𝑘+2  

∞

𝑛=0

 

=  𝑧𝑛  𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘+1 + (−1)𝑛+𝑘+2 𝐹𝑛−𝑘+1 − 𝐹𝑛−𝑘  

∞

𝑛=0

                            

=  𝑧𝑛 𝐹𝑛+𝑘+2 + (−1)𝑛+𝑘+2𝐹𝑛−𝑘−1 

∞

𝑛=0

                                                               

elde edilmiş olur ki, buda  𝐺𝑘+1 𝑧 ' ye eşittir. Böylece ispat tamamlanmış olur.∎ 

Teorem 4.1.1. bize her bir sütun için, o sütunun üreteç fonksiyonunun kendisinden önce 

gelen ilk iki sütunun üreteç fonksiyonunun toplamı olarak yazılabileceğini göstermiş 

olur. 

Teorem 4.1.2. 

Fibonacci sayılarında, alt indisler arasındaki farkın 1, 3, 5, 7,…  gibi tek sayıların 

oluşturduğu iki Fibonacci sayısının toplamını 𝐹𝑚+𝑛+1 + 𝐹𝑚−𝑛   şeklinde gösterirsek, 
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m, 𝑛 ∈ ℕ  ve  𝑝 ∈ ℕ+ için 

𝐹𝑚+𝑛+1 + 𝐹𝑚−𝑛 =  𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐹𝑚−𝑝−1                                       

                                       + 𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐹𝑚−𝑝                                  (4.5) 

bağıntısı vardır. 

İspat:  

 𝑛 ∈ ℕ+ için 

𝛼 =
1 +  5

2
, 𝛽 =

1 −  5

2
                      

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 denkleminin kökleri olmak  

üzere; Fibonacci sayıları için binet formülü 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
                   

şeklindedir. 

𝐹𝑚+𝑛+1 + 𝐹𝑚−𝑛 =  𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐹𝑚−𝑝−1                                     

+ 𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐹𝑚−𝑝  

eşitliğinin sağ tarafındaki Fibonacci sayılarının yerine Binet formüllerini yazarak 

doğrudan ispat yöntemiyle sol tarafını elde edeceğiz. 

 𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐹𝑚−𝑝−1 +  𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐹𝑚−𝑝   

=  
𝛼𝑛+𝑝+1 − 𝛽𝑛+𝑝+1

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+1 ∙

𝛼𝑛−𝑝 − 𝛽𝑛−𝑝

𝛼 − 𝛽
 
𝛼𝑚−𝑝−1 − 𝛽𝑚−𝑝−1

𝛼 − 𝛽
                         

+ 
𝛼𝑛+𝑝+2 − 𝛽𝑛+𝑝+2

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+2 ∙

𝛼𝑛−𝑝−1 − 𝛽𝑛−𝑝−1

𝛼 − 𝛽
 
𝛼𝑚−𝑝 − 𝛽𝑚−𝑝

𝛼 − 𝛽
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=
𝛼𝑛+𝑚 − 𝛽𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛+𝑚−2𝑝−1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝

 𝛼 − 𝛽 2
           

+
−𝛼𝑛+𝑝+1𝛽𝑚−𝑝−1 + 𝛽𝑛+𝑝 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝𝛽𝑚−𝑝−1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛽𝑛+𝑚−2𝑝−1

 𝛼 − 𝛽 2
    

+
𝛼𝑛+𝑚+2 − 𝛽𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛+𝑚−2𝑝−1 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝𝛽𝑛−𝑝−1

 𝛼 − 𝛽 2
      

+
−𝛼𝑛+𝑝+2𝛽𝑚−𝑝 + 𝛽𝑛+𝑚+2 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛽𝑛+𝑚−2𝑝−1

 𝛼 − 𝛽 2
   

=
𝛼𝑛+𝑚 𝛼2 + 1 − 𝛽𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1 𝛼𝛽 + 1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝−1 𝛽 − 𝛼 

 𝛼 − 𝛽 2
      

    +
−𝛼𝑛+𝑝+1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼𝛽 + 1 + 𝛽𝑛+𝑚 𝛽2 + 1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼 − 𝛽 

 𝛼 − 𝛽 2
 

=
𝛼𝑛+𝑚 𝛼2 + 1 + 𝛽𝑛+𝑚 𝛽2 + 1 

 𝛼 − 𝛽 2
                                                                                             

+
 −1 𝑛+𝑝𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝−1 𝛽 − 𝛼 + −1 𝑛+𝑝𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼 − 𝛽 

 𝛼 − 𝛽 2
                        

  =
𝛼𝑛+𝑚+1  𝛼 +

1

𝛼
 + 𝛽𝑚+𝑛+1  𝛽 +

1

𝛽
 +  −1 𝑛+𝑝 𝛼 − 𝛽  𝛼𝛽 𝑛−𝑝−1 𝛽𝑚−𝑛 − 𝛼𝑚−𝑛 

 𝛼 − 𝛽 2
 

1

𝛼
= −𝛽,   𝛼𝛽 = −1                                            

eşitliklerini yerlerine yazarsak, 

=
𝛼𝑚+𝑛+1 𝛼 − 𝛽 − 𝛽𝑚+𝑛+1 𝛼 − 𝛽 +  −1 2𝑛−1 𝛼 − 𝛽  𝛽𝑚−𝑛 − 𝛼𝑚−𝑛 

 𝛼 − 𝛽 2
                   

=
𝛼𝑚+𝑛+1 − 𝛽𝑚+𝑛+1

 𝛼 − 𝛽 
+  

𝛼𝑚−𝑛 − 𝛽𝑚−𝑛

 𝛼 − 𝛽 
                                                                                     

= 𝐹𝑚+𝑛+1 + 𝐹𝑚−𝑛                                                                                                                             
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böylece ispat tamamlanmış olur. ∎ 

Teorem 4.1.3. 

Lucas sayılarında, alt indisler arasındaki farkın 1, 3, 5, 7,…  gibi tek sayıların 

oluşturduğu iki Lucas sayısının toplamını 𝐿𝑚+𝑛+1 + 𝐿𝑚−𝑛   şeklinde gösterirsek, 

m, 𝑛 ∈ ℕ  ve  𝑝 ∈ ℕ+ için 

𝐿𝑚+𝑛+1 + 𝐿𝑚−𝑛 =  𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐿𝑚−𝑝−1                                        

                                        + 𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐿𝑚−𝑝                                 (4.6) 

şeklindeki bağıntı vardır. 

İspat:   

𝐿𝑚+𝑛+1 + 𝐿𝑚−𝑛 =  𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐿𝑚−𝑝−1                       

                                               + 𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐿𝑚−𝑝  

eşitliğinin sağ tarafının Binet formüllerini kullanarak doğrudan ispat yöntemiyle sol 

tarafını elde edeceğiz. 

 𝐹𝑛+𝑝+1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝 𝐿𝑚−𝑝−1 +  𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝−1 𝐿𝑚−𝑝                        

=  
𝛼𝑛+𝑝+1 − 𝛽𝑛+𝑝+1

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+1 ∙

𝛼𝑛−𝑝 − 𝛽𝑛−𝑝

𝛼 − 𝛽
  𝛼𝑚−𝑝−1 + 𝛽𝑚−𝑝−1                          

+ 
𝛼𝑛+𝑝+2 − 𝛽𝑛+𝑝+2

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+2 ∙

𝛼𝑛−𝑝−1 − 𝛽𝑛−𝑝−1

𝛼 − 𝛽
  𝛼𝑚−𝑝 + 𝛽𝑚−𝑝                  

=
𝛼𝑛+𝑚 − 𝛽𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛+𝑚−2𝑝−1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝

𝛼 − 𝛽
               

 +
𝛼𝑛+𝑝+1𝛽𝑚−𝑝−1 − 𝛽𝑛+𝑚 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝𝛽𝑚−𝑝−1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛽𝑛+𝑚−2𝑝−1

𝛼 − 𝛽
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  +
𝛼𝑛+𝑚+2 − 𝛽𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛+𝑚−2𝑝−1 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝𝛽𝑛−𝑝−1

𝛼 − 𝛽
          

 +
𝛼𝑛+𝑝+2𝛽𝑚−𝑝 − 𝛽𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛽𝑛+𝑚−2𝑝−1

𝛼 − 𝛽
          

=
𝛼𝑛+𝑚 𝛼2 + 1 − 𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛+𝑝+1 𝛼𝛽 + 1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝−1 𝛽 − 𝛼 

𝛼 − 𝛽
         

+
𝛼𝑛+𝑝+1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼𝛽 + 1 − 𝛽𝑛+𝑚 𝛽2 + 1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼 − 𝛽 

𝛼 − 𝛽
 

=
𝛼𝑛+𝑚 𝛼2 + 1 − 𝛽𝑚+𝑛 𝛽2 + 1 

𝛼 − 𝛽
                                                                                                  

+
 −1 𝑛+𝑝𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝−1 𝛽 − 𝛼 − −1 𝑛+𝑝𝛼𝑛−𝑝−1𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼 − 𝛽 

𝛼 − 𝛽
                          

=
𝛼𝑛+𝑚+1  𝛼 +

1

𝛼
 − 𝛽𝑚+𝑛+1  𝛽 +

1

𝛽
 +  −1 𝑛+𝑝+1 𝛼 − 𝛽  𝛼𝛽 𝑛−𝑝−1 𝛼𝑚−𝑛 + 𝛽𝑚−𝑛 

𝛼 − 𝛽
 

1

𝛼
= −𝛽,   𝛼𝛽 = −1                                                         

eşitliklerini yerlerine yazarsak, 

=
𝛼𝑚+𝑛+1 𝛼 − 𝛽 + 𝛽𝑚+𝑛+1 𝛼 − 𝛽 +  −1 2𝑛 𝛼 − 𝛽  𝛼𝑚−𝑛 + 𝛽𝑚−𝑛 

𝛼 − 𝛽
                            

= 𝛼𝑚+𝑛+1 + 𝛽𝑚+𝑛+1 +  𝛼𝑚−𝑛 + 𝛽𝑚−𝑛                                                                                         

= 𝐿𝑚+𝑛+1 + 𝐿𝑚−𝑛   

böylece ispat tamamlanmış olur. ∎  

Şimdide Fibonacci sayılarında alt indisler arasındaki farkın 1, 3, 5, 7, ... gibi tek sayılar 

olduğu iki Fibonacci sayısının farkını inceleyelim. 
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"n" satır ve "p" sütun numarası olmak üzere; Fibonacci dizisinin alt indisleri arasındaki 

farkın 1 olduğu (n=0) iki Fibonacci sayısının farkından elde edilen katsayılar 1. Satıra, 

farkın 3 olduğu (n=1) iki Fibonacci sayısının farkından elde edilen katsayılar 2. Satıra 

ve bu şekilde devam edilerek oluşturulan Tablo 4.2 aşağıda verilmiştir. 

Tablo 4.2. Alt indisleri arasındaki farkın tek sayıların olduğu iki Fibonacci 

sayısının farkından elde edilen katsayılar. 

 

Tablo 4.2. incelendiğinde her satırdaki sayılar Fibonacci dizisindeki gibi her terim 

kendisinden önce gelen iki terimin toplamına eşittir. Böylece yeni bir Fibonacci sayı 

dizisi ailesi elde edilmiş olur. 

  "𝑝" Tablo 4.2. in sütun numarası olmak üzere;  𝑝. sütun için üreteç fonksiyonu, 

                       𝐺𝑝 𝑧 =  𝑧𝑛 𝐹𝑛+𝑝+2 + (−1)𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝+1                                           (4.7)

∞

𝑛=0

 

şeklinde yazılır.  

Teorem 4.1.4. 

Tablo 4.1.4 ün sütunları arasında; 

𝐺𝑘 𝑧 = 𝐺𝑘−1 𝑧 + 𝐺𝑘−2 𝑧     

bağıntısı vardır. 

 p 1 2 3 4 5 6 

n  

0 2 2 4 6 10 16 

1 2 5 7 12 19 31 

2 6 7 13 20 33 53 

3 6 14 20 34 54 88 

4 16 19 35 54 89 143 

5 16 37 53 90 143 233 

6 42 50 92 142 234 376 

7 42 97 139 236 375 611 
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İspat: 

İspat Teorem 4.1.1 de kullanılan yöntemle benzer şekilde yapılır. ∎ 

Teorem 4.1.5. 

Fibonacci sayılarında, alt indisler arasındaki farkın  1, 3, 5, 7,…  gibi tek sayıların 

oluşturduğu iki Fibonacci sayısının farkını 𝐹𝑚+𝑛+1 − 𝐹𝑚−𝑛   şeklinde gösterelim. 

m, 𝑛 ∈ ℕ  ve  𝑝 ∈ ℕ+ için 

𝐹𝑚+𝑛+2 − 𝐹𝑚−𝑛−1 =  𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝+1 𝐹𝑚−𝑝−1          

                                                     + 𝐹𝑛+𝑝+3 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝 𝐹𝑚−𝑝                        (4.8) 

şeklinde bir bağıntı vardır. 

İspat:   

                     Fm+n+2 − Fm−n−1 =  Fn+p+2 +  −1 n+p+1Fn−p+1 Fm−p−1  

                                                        + Fn+p+3 +  −1 n+p+2Fn−p Fm−p   

eşitliğinin sağ tarafını kullanarak Binet formülleri yardımıyla sol tarafını elde edeceğiz. 

 𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝+1 𝐹𝑚−𝑝−1 +  𝐹𝑛+𝑝+3 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝 𝐹𝑚−𝑝   

=  
𝛼𝑛+𝑝+2 − 𝛽𝑛+𝑝+2

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+1 ∙

𝛼𝑛−𝑝+1 − 𝛽𝑛−𝑝+1

𝛼 − 𝛽
 
 𝛼𝑚−𝑝−1 − 𝛽𝑚−𝑝−1 

𝛼 − 𝛽
                 

+ 
𝛼𝑛+𝑝+3 − 𝛽𝑛+𝑝+3

𝛼 − 𝛽
+  −1 𝑛+𝑝+2 ∙

𝛼𝑛−𝑝 − 𝛽𝑛−𝑝

𝛼 − 𝛽
 
 𝛼𝑚−𝑝 − 𝛽𝑚−𝑝 

𝛼 − 𝛽
                           

=
𝛼𝑛+𝑚+1 − 𝛽𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝−1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚+𝑛−2𝑝 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝+1

 𝛼 − 𝛽 2
                

 +
−𝛼𝑛+𝑝+2𝛽𝑚−𝑝−1 + 𝛽𝑛+𝑚+1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝+1𝛽𝑚−𝑝−1 +  −1 𝑛+𝑝+1𝛽𝑛+𝑚−2𝑝

 𝛼 − 𝛽 2
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  +
𝛼𝑛+𝑚+3 − 𝛼𝑚−𝑝𝛽𝑛+𝑝+3 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛+𝑚−2𝑝 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑚−𝑝𝛽𝑛−𝑝

 𝛼 − 𝛽 2
                   

 +
−𝛼𝑛+𝑝+3𝛽𝑚−𝑝 + 𝛽𝑚+𝑛+3 −  −1 𝑛+𝑝+2𝛼𝑛−𝑝𝛽𝑚−𝑝 +  −1 𝑛+𝑝+2𝛽𝑛+𝑚−2𝑝

 𝛼 − 𝛽 2
              

=
𝛼𝑛+𝑚+1 𝛼2 + 1 − 𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛+𝑝+1 𝛼𝛽 + 1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑚−𝑝−1𝛽𝑛−𝑝 𝛽 − 𝛼 

 𝛼 − 𝛽 2
         

  +
−𝛼𝑛+𝑝+2𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼𝛽 + 1 + 𝛽𝑛+𝑚+1 𝛽2 + 1 −  −1 𝑛+𝑝+1𝛼𝑛−𝑝𝛽𝑚−𝑝−1 𝛼 − 𝛽 

 𝛼 − 𝛽 2
 

=
𝛼𝑛+𝑚+2  𝛼 +

1

𝛼
 + 𝛽𝑚+𝑛+2  𝛽 +

1

𝛽
 

 𝛼 − 𝛽 2
                                                                                            

−
 −1 𝑛+𝑝+1 𝛼 − 𝛽  𝛼𝛽 𝑛−𝑝 −𝛼𝑚−𝑛−1 + 𝛽𝑚−𝑛−1 

 𝛼 − 𝛽 2
                                                        

1

𝛼
= −𝛽,   𝛼𝛽 = −1                                            

eşitliklerini yerine koyalım, 

=
𝛼𝑚+𝑛+2 𝛼 − 𝛽 + 𝛽𝑚+𝑛+2 𝛽 − 𝛼 +  𝛼 − 𝛽  −𝛼𝑚−𝑛−1 + 𝛽𝑚−𝑛−1 

 𝛼 − 𝛽 2
                              

=
𝛼𝑚+𝑛+2 − 𝛽𝑚+𝑛+2

 𝛼 − 𝛽 
−
𝛼𝑚−𝑛−1 − 𝛽𝑚−𝑛−1

 𝛼 − 𝛽 
                                                                                 

= 𝐹𝑚+𝑛+2 − 𝐹𝑚−𝑛−1  

böylelikle ispat tamamlanmış olur. ∎  

Teorem 4.1.6. 

Lucas sayılarında, alt indisler arasındaki farkın  1, 3, 5, 7,…  gibi tek sayıların 

oluşturduğu iki Lucas sayısının farkını 𝐿𝑚+𝑛+1 − 𝐿𝑚−𝑛   şeklinde gösterelim. 

m, 𝑛 ∈ ℕ  ve  𝑝 ∈ ℕ+ için 
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𝐿𝑚+𝑛+1 − 𝐿𝑚−𝑛 =  𝐹𝑛+𝑝+2 +  −1 𝑛+𝑝+1𝐹𝑛−𝑝+1 𝐿𝑚−𝑝−1 

                                                       + 𝐹𝑛+𝑝+3 +  −1 𝑛+𝑝+2𝐹𝑛−𝑝 𝐿𝑚−𝑝                      (4.9) 

şeklinde bir bağıntı vardır. 

İspat:   

Teorem 4.1.5. de kullanılan yöntemle benzer şekilde yapılır. ∎ 

 

Fibonacci sayılarında, alt indisler arasındaki farkın tek sayılar oluşturduğu iki Fibonacci 

sayısının toplamları arasında aşağıdaki bağıntılar da elde edilmiştir. 

 𝐹𝑚+2 + 𝐹𝑚−1 =  𝐹𝑛 + 𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  𝐹𝑛+1 + 𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛  

 𝐹𝑚+3 + 𝐹𝑚−2 =  
7

2
𝐹𝑛 +

1

2
𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  

7

2
𝐹𝑛+1 +

1

2
𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛  

 𝐹𝑚+4 + 𝐹𝑚−3 =  
3

2
𝐹𝑛 +

5

2
𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  

3

2
𝐹𝑛+1 +

5

2
𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛     

 𝐹𝑚+5 + 𝐹𝑚−4 =  9𝐹𝑛 + 𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  9𝐹𝑛+1 + 𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛     

 𝐹𝑚+6 + 𝐹𝑚−5 =  
7

2
𝐹𝑛 +

13

2
𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  

7

2
𝐹𝑛+1 +

13

2
𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛       

 𝐹𝑚+7 + 𝐹𝑚−6 =  
47

2
𝐹𝑛 +

5

2
𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  

47

2
𝐹𝑛+1 +

5

2
𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛    

 𝐹𝑚+8 + 𝐹𝑚−7 =  9𝐹𝑛 + 17𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  9𝐹𝑛+1 + 17𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛     

𝐹𝑚+9 + 𝐹𝑚−8 =  
123

2
𝐹𝑛 +

13

2
𝐿𝑛 𝐹𝑚−𝑛−1 +  

123

2
𝐹𝑛+1 +

13

2
𝐿𝑛+1 𝐹𝑚−𝑛                 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu çalışmada, Fibonacci Sayı Dizisi ve Genelleştirilmiş Fibonacci Sayı Dizisi ile ilgili, 

alt indisler arasındaki farkın çift sayılar olduğu iki Fibonacci sayısının toplamı ve 

farkıyla  ilgili bağıntılar incelendi. Daha sonra alt indisleri arasındaki farkın tek sayılar 

olduğu iki Fibonacci sayısının toplamını ve farkını veren bağıntılar Üreteç Fonksiyonlar 

yardımıyla elde edildi. Bu bağıntılara benzer bağıntılar Lucas sayıları için de bulundu. 

Bu bağıntılar elde edilirken iki farklı yeni Fibonacci aileleri oluşturuldu. Öneri olarak, 

elde edilen bu Fibonacci dizi ailesinin özellikleri incelenebilir. Benzer çalışma, Pell sayı 

dizisi ve Jacobsthal sayı dizisi için uygulanabilir.  
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