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OZET

Yiksek Lisans Tezi

UC BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA iNVOLUT-EVOLUT EGRILERININ
SPINOR GOSTERIMIi

Neslihan Cansu TANDOGAN

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Tiilay ERISIR

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, Oklid uzayinda temel tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra spinorlara
giris yapmasi agisindan kompleks sayilardan bahsedilmistir. Ugiincii boliimde, bu
tezin temelini olusturan spinorlar tamtilmistir. Ayrica, ii¢ boyutlu Oklid uzaymdaki
egrilerin spinor gdsterimleri verilmistir.

Dordiincii boliim bu tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde, ii¢ boyutlu
Oklid uzayinda bir egrinin Frenet vektorlerine karsilik gelen C ? uzaymnin bir elemani
olan bir spinor dikkate alinarak Involiit-Evoliit egrilerinin spinor formiilasyonu
incelenmistir. Bunun icin, oncelikle, Involiit-Evoliit egrilerinin arasindaki iliskiler
kullanilarak bu egrilere karsilik gelen C * uzayindaki spinorlarin arasindaki iliskiler
teoremlerle ifade edilmistir. Ayrica Involiit-Evoliit egrilerine karsilik gelen bu iki
spinorun bilesenleri arasindaki iliskinin nasil oldugu bir teoremle verilmistir. Son
olarak bir ornek verilerek tanim ve teoremler desteklenmistir. Besinci boliim ise
sonug ve Oneriler kismina ayrilmistir.

2019, 45 Sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

SPINOR REPRESENTATION OF INVOLUTE-EVOLUTE CURVES IN
THREE DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

Neslihan Cansu TANDOGAN

Erzincan Binali Yildirim University
Instute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Tiilay ERISIR

This thesis consists of five chapters. The first section has been designated for
introduction. In the second section, basic definitions and theorems have been given in
Euclidean space. Then, complex numbers have been mentioned in terms of
introduction to spinor. In the third chapter, spinors, which form the basis of this
thesis, have been introduced. In addition, spinor representations of curves in three-
dimensional Euclidean space are given.

The fourth section constitutes the original part of this thesis. In this section, the spinor
formulation of Involute-Evolute curves in three-dimensional Euclidean space has
been examined by considering spinors that are elements of space C . To do this, first
of all, the relations between the spinors in the space C? corresponding to these
curves have been expressed with theorems by using the relationships between the
Involute-Evolute curves. In addition, the relationship between the components of
these two spinor, which corresponds to the Involute-Evolute curves, has been given
by a theorem. Finally, an example supporting the definitions and theorems has been
given. The fifth section has been designated for conclusions and propositions.

2019, 45 Pages
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TESEKKUR

Yazmis oldugum bu tezde her zaman destegini asla esirgemeyen, zorlandigim
durumlarda yardimer olan, yoruldugumda motive kaynagi olan damismanim Dr. Ogr.
Uyesi Tiilay ERISIR’ e, manevi desteklerinden dolayr annem, babam ve nisanlima

sonsuz tesekkiirlerimi iletirim.

Neslihan Cansu TANDOGAN
Haziran, 2019



ICINDEKILER

Sayfa

(074238 TR i
ABSTRACT <.ttt ettt s et e bt e et et e s et st et e be et et e ne et et e e nenrs ii
TESEKKIUR ..ot ee st eee e ee e e e e, iii
ICINDEKILER ...ttt ettt ettt ettt sttt s e st e s st en e e eaenaens iv
SEKILLER LISTESI ...t v
SIMGELER ve KISALTMALAR ......coooviiiniiiiinininiieisiese st Vi
Lo GERIS ...ttt 1
2. KURAMSAL TEMELLER ..ottt 4
2.1, OKIA UZAYL...ocoveieieiieiiiccecieie sttt 4
2.2, Kompleks Sayilar........ccccviiiiiiiiiiiiii i 13

3. MATERYAL ve YONTEM ...........coooiiiiimiiieieiieieie e 19
S o1 o] - 1 OSSPSR UPTTRTRR 19
4.2. Ug Boyutlu Oklid Uzayinda Egrilerin Spinor GOSterimi...........cocoeveveveveveenne. 24

4., ARASTIRMA BULGULARI ........cccooiiiiiiiiie ettt 27
5. SONUC ve ONERILER ............cocoooviviiiieeeeceeeeeees et 41
KAYNAKLAR ..ottt e ettt ettt enesaessensenennas 42
e o PSSP PS 44
Ek-1. Tez Caligmasi Siiresince Yapilan Akademik Calismalar ..........ccccoeevvervnnnnne. 45
OZGECMIS. oottt ettt e ettt ettt ettt s st s es et et eeeeninees 46



SEKILLER LISTESI

Sayfa
Sekil 2.1. Parametre DEeZISTMI......cocuuiiiiiieiiiieiiie et 7
Sekil 2.2, Involiit-EVOLit EZFIIETi......ccivvcececieiiecececieie ettt e, 12
Sekil 2.3. Kompleks DUZISM ........ocveiiiiiiiieiiiieieee e 14
Sekil 2.4. Bir Kompleks Saymin Kompleks Diizlemde Gosterilmesi ..........ccccvevvvrnnne. 15



Simgeler

a,
En

I
P,Q,R
RI’]

V

X,y
K, T

T,N,B

o >
<

e ‘-n'l Wre |

SIMGELER ve KISALTMALAR

E ® de Herhangi iki Egri

n - Boyutlu Oklid Uzay

E" de Ac¢ik Aralik

E" de Herhangi Ug Nokta

n Boyutlu Reel i¢ Carpim Uzay
Vektor Uzay1

E " de Herhangi iki Vektor
Ug Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Egrilikleri
Ug Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Vektorleri

I¢c Carpim
Norm

Vektorel Carpim

Spinorlar
& Spinorunun Eslenigi
& Spinorunun Transpozu

¢ Spinorunun Esi

Vi



1. GIRIS

Egri teorisi, diferensiyel geometrinin en onemli ¢alisma alanlarindan biridir. Su ana
kadar birgok ¢alismada, farkli boyutlarda ve farkli uzaylarda egri teorisi galigilmistir.
Giiniimiizde de ¢alismalara devam edilmektedir. U¢ boyutlu Oklid uzay ise bu tezde
oldugu gibi egri calismalar1 i¢in en ¢ok tercih edilen uzaydir. Egri teorisinin sadece
teorikte degil giincel yasantida da uygulamalar oldukga fazladir. Ornegin; ekonomide
sayisal veriler, egriler sayesinde yorumlanmaktadir. Kalp grafisinde ekranda ¢ikan
goriintli yine bir egridir. Egri teorisinin tarihsel siireci goz Oniine alinirsa, Newton ve
Leibniz’ in egri ve egrilik ilizerine ¢aligmalar1 egri teorisinin temel taglarindandir. 1700’
li yillarda Euler, egrilik tanimimi verdikten sonra Monge, uzay egrisi teorisini ortaya
koymustur. 1847-1851 yillarinda ise Frenet ve Serret, birbirinden bagimsiz olarak su an
Frenet catis1 ve Serret-Frenet formiilleri olarak bilinen formiiller {izerinde ¢alismalar

yapmistir.

Uzayda hareketli bir nokta genellikle bir egri ¢izer. Bu durumda, hareket i¢in harcanan
zaman parametre araligini temsil eder. Dolayisiyla bir egriyi tanimlamada parametre
onemli bir yer tutmaktadir. Hatta 6zel olarak egrinin parametresi, yay parametresi
olarak secilirse biiyiik bir kolaylik saglanmaktadir. Egriyi tanmimladiktan sonra ise
parametreye bagli olarak egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplanabilir. Bunlar
egriyi karakterize eden hesaplamalardir. Uzayda herhangi iki egri alindiginda; bu iki
egrinin karsilikli noktalarindaki Frenet vektorleri ve egrilikleri arasinda iliski kurularak
bazi 6zel egri tammlart yapilmigtir. Bunlardan en ¢ok bilinenleri involiit-Evoliit
egrileridir. 1668 yilinda C. Huygens daha kusursuz bir saat yapmaya c¢alisirken
involiitleri kesfetmistir (Millman ve Parker, 1977). Daha sonra involiit-Evoliit egri
ciftleri ile ilgili bilinen temel teorem ve sonuglara Millman ve Parker (1977),
Hacisalihoglu (1983) ve Sabuncuoglu (2014) agiklik getirmislerdir. U¢ boyutlu Oklid
uzayinda Involiit-Evoliit egrileri ile ilgili yapilan bir diger temel calisma ise Caliskan ve
Bilici tarafindan verilmistir (2002). Gilinimiize kadar farkli uzaylarda ve farkli
boyutlarda involiit-Evoliit egrileri ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapilmistir (Turgut ve Esin,
1992; Biikcii ve Karaca, 2007; Bilici ve Caliskan, 2009; Akyigit vd., 2010).



Spinorlar ilk kez Kuantum Mekaniginde fizik¢iler tarafindan kullanilmigtir. 1913’ te ise
spinorlarin en genel matematiksel formu Cartan tarafindan basit gruplarin lineer
gosterimleri arastirilirken kesfedilmistir (Cartan, 1913). 1928 de Dirac tarafindan
tanimlanan Dirac operatorii kavrami sonrasinda ortogonal gruplarin evrensel Ortii
gruplariin temsillerinin ilk insasi bu ¢aligmada ortaya ¢ikmistir. Dort boyutlu uzayda
ise spinorlar, aslinda bir spinorun bilesenlerinden olusan dort dalga fonksiyonu olan bir
elektron i¢in verilen Dirac’ 1n {inlii denklemlerini olusturur. Genel olarak bunun gibi
spinorlarla ilgili sayisiz calisma yapilmistir. Bu ¢calismalarin en iyilerinden bir tanesi de
Weyl ve Brauer tarafindan verilen ¢aligmadir (1935). Geometrik anlamda ise spinorlar
ilk kez yine Cartan tarafindan kullanilmistir (1966). Cartan ayn1 zamanda Lie gruplarin
ilk kesfedenlerden biri olup Fransiz bir matematik¢idir. Cartan’ 1n g¢aligmasindaki
amaglardan biri spinorlarin sadece geometrik tanmimim vererek Spinor teorisini
gelistirmek ve bununla birlikte diferensiyel geometri, grup teorisi ve matematiksel
fizige onemli katkilarda bulunmaktir. Su ana kadar ki literatiirde olan “Matematikgiler
tarafindan kullanilan spinorlar ile fizik¢iler tarafindan kullanilan spinorlar farklidir”

algis1 aslinda su sekildedir. Fizikg¢ilerin ve matematikgilerin 6zellikle de tensor {izerine

caligmalar yapan bilim insanlarinm kullandig1 spinorlar C ? uzay iizerine tamimli C
degerli kath lineer doniisiimlerdir. Bu 6zellikleri sayesinde tensorlere benzetilirler. Ya
da bu tezde de oldugu gibi spinorlara geometrik anlamda multilineer 6zellikleri olmadan

sadece vektorel objeler olarak bakilabilir.

Ozel iiniter matrisler grubu olan SU (2) yi temsil eden Pauli matrisleri ile iki kompleks

bilesenli spinorlar cebiri, li¢ boyutlu reel uzayda donme hareketlerinin gilizel bir
gosteriminin verilmesini saglar. Bununla ilgili Vivarelli’ nin bir ¢alismasi mevcuttur.
Vivarelli bu calismasinda, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Euler teoreminin vektdr
formiiliinden tiiretilen bir indeksli spinorlara ve kuaterniyonlara yeni bir yaklasim
sunmustur (1984). Daha sonra Del Castillo ve Barrales, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
egrilerin Frenet vektorleri ve egriliklerinin spinor gésterimini ifade etmistir (2004). Bu
caligma egri teorisi ¢alisanlar i¢in spinorlarla ilgili temel bir ¢alismadir. Bu ¢alismadan
yola ¢ikarak Kisi ve Tosun, {ic boyutlu Oklid uzayinda yiizey iizerinde bir egrinin
Darboux catisinin spinor gosterimini elde etmistir ve Frenet catisi ile Darboux ¢atisinin

arasindaki iliskinin spinor formiilasyonunu vermistir (2015). Daha sonra Unal vd. ii¢



boyutlu Oklid uzayinda egrilerin Bishop catisinin spinor denklemlerini elde etmistir
(2013). Bahsedilen caligmalardan yola cikarak Erisir vd. “Ug¢ boyutlu Minkowski
uzayinda egrinin Frenet ¢atisina nasil bir spinor karsilik gelebilir?” sorusunun cevabi
olarak hiperbolik spinorlar1 ¢alismislardir (Erisir vd., 2015; Ketenci vd., 2015; Balc1
vd., 2015).

Bu tezin amaci ise ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bazi 6zel egrilerin spinor gdsterimini
vermektir. Bunun icin 6ncelikle Cartan (1966) tarafindan verilen spinorlar tanitilmistir.
Daha sonra Del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan ifade edilen ii¢ boyutlu Oklid
uzayindaki bir egrinin Frenet vektorleri ve egriliklerinin spinor formiilasyonu
verilmistir. Bu temel bilgilerden yola ¢ikilarak {ic boyutlu Oklid uzaymnda Involiit-
Evoliit egrileri gbz oniine almmustir. Bu egrilerin her birine aslinda C ? uzayinda bir
vektdr olan spinorlar karsilik getirilmistir. Bu eslestirme sayesinde Involiit-Evoliit
egrilerinin arasindaki iliskiler goz oniine alinarak bu egrilere karsilik gelen spinorlari
arasindaki iliskiler teoremlerle ifade edilmistir. Son olarak tezde verilen tanim ve

teoremleri destekleyen bir 6rnek verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliim iki alt basliktan olusmaktadir. Ik béliimde Oklid uzayinda baslica temel ve
tanimlara yer verilmistir. Ikinci boliimde ise spinorlara hazirlik olarak kompleks sayilar

ile ilgili baglica tanimlar verilmistir.

2.1. OKlid Uzay1

Tanim 2.1. A bostan farkli bir climle ve V , K cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

Eger, asagidaki sartlari saglayan

f:AxA->V
(P,Q) — f(P,Q)=PQ

olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa A ya V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin

uzay denir:
(A1) VP,Q,Re A icin f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)

(A2) VPe A ve Va eV i¢in f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2. A, bir reel afin uzay ve V, A ile birlestirilen n—boyutlu vektér uzayi

olsun.  V ={x=(X,%,...X,):% €R} vektér uzaymnda herhangi iki vektor

X = (X, X5, X,) V& Y=(Yy, Yy,..., Y,) Olmak lizere
(,):V xV —R

(x,y)%<x,y>=iZ:‘,Xiyi

seklinde Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa A afin uzayma Oklid uzay: denir (Hacisalihoglu,
1983).

Ozel olarak A=R" ciimlesi V =R " ile birlesen n—boyutlu bir afin uzay ve V =R"

bir i¢ carpim uzay1 oldugundan R " afin uzay1 bir Oklid uzayidir. Bundan sonra A=R "



Oklid uzay1 standart Oklid uzayr anlaminda E " ile gdsterilecektir.
Tamm 2.3. VX eR "igin

| [|:R"—>R*

X = x]={x.x)
seklinde tanimli fonksiyona norm fonksiyonu ve ||X|| pozitif reel sayisina da x
vektoriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.3. yardimiyla uzaklik tanimi asagidaki gibi verilir.

Tanmm 2.4.

d:E"xE" 5>R"

OQY)—;dOLY):”XYn:Jggggi;gz

seklinde tanimli d fonksiyonuna E " Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu; d(X,Y) reel

sayisina da X ve Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1. E", n—boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.5.

d:E"xE" >R’
(XY) > d(XY)=|XY|

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E " de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.6. VX,Y,ZeE" i¢cin XY ile XZ vektorleri arasindaki eR agisi,

0< 8 < 7 olmak tizere

(XY, XZ)

cosf=r——L
[xv[|xz]



dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.7. E", n—boyutlu Oklid uzayinda n+1 tane nokta {R,,P,,P,,....R,} seklinde

alinsin. Bu nokta ciimlesine R", n—boyutlu reel vektér uzayinda karsilik gelen

{PoP, PPy, BP,} vektdr n—lisi R" igin bir ortonormal baz ise {P;,R,P,,...R,}

sistemine E "de Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.8. E", n—boyutlu Oklid uzayinda
E,=(0,0...,0), E =(10,0,...,0),..cccc..... E, =(0.0,..1)
noktalar1 bir dik cat1 olustururlar ve <EO E,, EOEj> =6, dir. E" deki {E,.E..E,.... E,}
catisina standart Oklid ¢atis1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.9. E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir X noktasinin standart Oklid gatisina

gore ifadesi

E, X :Zn:xiEoEi

i=1
olmak tizere
x:E">R(1<i<n)

seklinde tamml1 x, fonksiyonlarma X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlari denir.

{Xl,xz,...,xn} n—1i fonksiyon cilimlesine ise Oklid koordinat sistemi denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.10. | — R bir acik aralik olmak tizere

al >E"
t— alt)

seklinde tanimlanan diferensiyellenebilir « fonksiyonuna E" de bir egri denir.



Burada (I ,a) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, | R aralifina « egrisinin
parametre araligi ve t e | degiskenine de o egrisinin parametresi denir (Hacisalihoglu,
1983).

Tamm 2.11. E" de (I,a) ve (J,ﬂ) seklinde iki koordinat komsulugu ile verilen

a:l >E" ve f:J —>E" diferensiyellenebilir egriler g6z 6niine alinsin.
h:a'of:J — I

olacak sekilde bir diferensiyellenebilir fonksiyonu varsa g =aoh egrisine « egrisinin

yeniden parametrizasyonu denir ya da o« egrisinin | araligindaki parametresinin J

araligindaki parametre ile degisimi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.1. Parametre degisimi (Hacisalihoglu, 1983)

Tamm 2.12. E" n-—boyutlu Oklid uzayinda « egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile

verilsin.

1 >R

2]

al

t—|




seklinde tammh |o/| fonksiyonuna skalar hiz fonksiyonu,

|la'(t)|| reel sayisma da

egrinin skalar hiz1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.13. E", n-boyutlu Oklid uzayinda E " egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile
verilsin. Vsel igin Ha’(s)uzl oluyorsa «a egrisine birim hizli egri denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.14. «:1 >E" egrisi verilsin. Vse | igin |o'(s)|=1 olmak iizere o egrisi

birim hizli ise se | parametresine egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.15. Her noktasindaki hiz1 sifirdan farkli olan egriye (Vte | igin ||a'(t)|| #0)

regiiler egri denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.16. «:1 >E" (l,@) koordinat komsulugunda verilen bir egri olsun.
a,bel icin a dan b ye @ egrisinin yay uzunlugu, egrinin (a) ve «a(b) noktalart

arasindaki uzunluga karsilik gelir ve
b
[l ®dt, te

seklinde tanimlanir. Bu reel sayiya a dan bye a egrisinin yay uzunlugu denir. Yay

uzunlugu koordinat komsulugundan bagimsizdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.17. a:l <R —E" herhangi bir egri olmak fizere l//={a', a”,...,a(r)}
seklinde verilen lineer bagimsiz ciimlesi goz Oniine alinsin. Va(k) ve k>r igin
o €Sp{y} olmak iizere y ciimlesinden elde edilen {V,(t),V,(t),....V,(t)} ortonormal

sistemine « egrisinin «(t) noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi, her bir V,, 1<i<r

vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.18. Herhangi bir «:1 —E" egrisinin «(t) noktasindaki Serret-Frenet r -
ayaklist {V,(t),V,(t),...V,(t)} olsun. Buna gore asagida tanimlanan k; fonksiyonuna i.

egrilik fonksiyonu denir.



k:l >R, 1<i<r
s — ki (t) = (V/(©).V,..,(t))

Burada tel igin k(t) reel sayisina da «(t) noktasinda o egrisinin i. egriligi denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.17 ve Tamm 2.18’ den yola ¢ikilarak E | ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Serret-

Frenet vektorleri ve egrilikleri ile ilgili asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.2. a:1 ->E?® egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile verilsin. vt e | i¢in «

egrisinin «(t) noktasindaki Serret- Frenet vektorleri {T (), N (1), B(t)} olmak {izere

l 1
T(t)= —”a,(t)” a'(t)
N (t)=B(t)xT(t) (2.1)

B(t) = (@'(t)xa"(1))

Y &
a'(t)xa"(t)|

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3. a:1 —E3egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel, «

egrisinin yay parametresi olmak iizere «(S) noktasindaki Serret-Frenet vektorleri

{T(s),N(s), B(s)},

T(s)=a'(s)
1
N = ! 2.2

B(s)=T(s)xN(s)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.4. a:l cR —E? egrisi verilsin. te | herhangi bir parametre olmak iizere

(0!) egrisinin «(t) noktasindaki egriligi x(t) ve burulmasi z(t), sirasiyla,



(t) = e’ (t) A a:(t)”
o't
a't)yAa"(t), a’"(t)>
e’ (t) A" @)

(2.3)
7(t) = <

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.5. a:l cR —E® egrisi sel yay parametresi ile verilsin. Verilen bu
egrinin Frenet 3- ayaklist {T(S),N(S),B(S)} olsun. Egrilik ve burulmas1 x(s) ve

7(s) olmak iizere, (a) egrisinin a(s) noktasindaki Frenet formiilleri

T'(s)=x(s)N(s)
N'(s)=—x(s)T(s)+7(s)B(s) (2.4)
B'(s)=-7z(s)N(s)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Benzer sekilde birim hizli olmayan bir egrinin Frenet tiirev formiilleri asagidaki

teoremle verilebilir.

Teorem 2.6. a:l cR —E® egrisi herhangi bir te 1 parametresi ile verilsin. Verilen
bu egrinin Frenet 3- ayaklisi {T (t) N (t),B(t)} olsun. Egrilik ve burulmas1 «(t) ve

z(t) olmak iizere, () egrisinin ¢(t) noktasindaki Frenet formiilleri

/()= | < (ON ()
N (1) = (O (< (T (1) +2 (1) B(1)) @5)
B() = (O (N (1)

dir (Hacisalihoglu, 1983).
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Teorem 2.7. a:l cR —E?® egrisi verilsin. sel, () egrinin yay parametresi olsun.
Egrinin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul egrinin egriliginin sifir olmasidir
(Yice, 2017).

Teorem 2.8. a:l cR —E?® egrisi verilsin. sel, («) egrinin yay parametresi olmak

uzere (a) egrisinin diizlemsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul egrinin burulmasinin

sifir olmasidir (Yiice, 2017).

Teorem 2.9. a:l cR —E?® egrisi verilsin. sel egrinin yay parametresi olsun.

Egrinin egriligi sabit ve sifirdan biiyilik (zc:sabit >0) ve egrinin burulmasi sifir

(Z' = 0) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (0!) egrisinin ¢ember olmasidir (Yiice, 2017).

Teorem 2.10. a:l cR —E® egrisi verilsin. sel egrinin yay parametresi olsun.

Egrinin egriligi sabit ve sifirdan biiyiik (x =sabit>0) ve egrinin burulmasi sabit

(T=Sabit) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (a) egrisinin dairesel helis olmasidir

(Yiice, 2017).

Tamm 2.19. «:l >E®, (l,a) koordinat komsulugunda birim hizli bir egri;
S:1 >E?, (I,) koordinat komsulugunda herhangi bir egri olsun. Bu egrilerin Frenet

3- ayaklilari, sirasiyla, {T,N,B} ve {T*, N*, B*} olmak iizere;
(T.T")=0 (2.6)

ise () egrisine () egrisinin Involiitii (basit) ve (c) egrisine de () egrisinin

Evoliitii (mebsut) denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.11. a:l ->E® ve B:1 —>E? egrileri verilsin. () birim hizli bir egri ve
(B) birim hizli olmayan bir egri olmak iizere, () egrisi () egrisinin bir involiitii

olarak g6z 6niine alinsin. Bu durumda Vs el, c=sbt i¢in
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d(a(s), A(s)) =|c—s|

dir. Boylece
B(s) =a(s)+(c—s)T(s) (2.7)

esitligi yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

/ > ﬁ(%)

LN v (5

Sekil 2.2. involiit-Evoliit Egrileri

Teorem 2.12. a:1 >E®%ve f:1 —E? egrileri verilsin. a ve £, Involiit- Evoliit egri

¢ifti olsun. (o) egrisinin Frenet vektorleri {T,N,B} ile () egrisinin Frenet vektorleri

{T*, N7, B*} arasinda

T°=N

N“=— 1 (-«T +B) (2.8)
K +1°

B = (¢T +xB)
K°+1°

bagintilar1 vardir (Hacisalihoglu, 1983).
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Teorem 2.13. a:l >E°*ve B:1 —>E?® egrileri verilsin. («) ve (B), E* de Involiit-
Evoliit egri ¢ifti olsun. (&) egrisinin Frenet egrilikleri «, z ve () egrisinin Frenet

egrilikleri x*, 7°;

. K +1P

- cC-—S
(c=s (29)
. KT —KT
T =

|(C - S)K| (x*+7%)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
2.2. Kompleks Sayilar
Kompleks sayilarin climlesi

i :{z:x+iy: X, yel, i2:—1} (2.10)

bi¢iminde ifade edilir. z=x+iye// i¢in Re(z)=x ifadesine z kompleks sayisinin

reel kismu, Im(z) =y ifadesine ise z kompleks sayinin sanal kismi denir (Sasane ve

Sasane, 2014).

Bir z=x+1iy kompleks sayisinin eslenigi ve normu sirasiyla

Z=x-iy ve ||z =z ={x*+y? (2.11)

esitlikleriyle tanimlanir (Sasane ve Sasane, 2014).

=X +1y, z,=X,+1y,€// ve Ael/ olmak iizere // cilimlesi iizerinde toplama,

carpma ve skalarla carpma islemleri sirasiyla

2,+2, = (% +iy,) + (% +iy,) = (X + %) +i (Y, +Y,),
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4z, = (X1 + iyl)(XZ + iyz) = (X1X2 - y1y2)+ i (lez + X2yl)'
Az, = A(X +iy, ) = Ax +idy,
esitlikleri ile tanimlanir (Sasane ve Sasane, 2014).

Teorem 2.18. C ciimlesi, lizerinde tanimlanan toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri ile
birlikte // reel sayilar cismi istiinde 2-boyutlu bir vektor uzayidir (Sasane ve Sasane,
2014).

Kompleks sayilar ciimlesi ile //° arasinda birebir bir esleme mevcuttur. Yani her bir
kompleks sayiya diizlem iistiinde bir tek nokta, tersine diizlem {istiindeki her bir noktaya

da C de bir tek kompleks say1 karsilik gelir. z, =X +iy, kompleks sayisi diizlemde

(X1'Y1) noktasina eslenir ve kompleks saymin reel kismi kartezyen koordinatlarda

apsise, sanal kismi1 da ordinata karsilik gelir (Sasane ve Sasane, 2014).

N === =510

v
=

Sekil 2.3. Kompleks Diizlem

Sekil 2.2 ile verilen diizleme kompleks diizlem denir. Kompleks diizlemde z, =(x,, ;)

ve z, =(X,,Y,) noktalari arasindaki uzaklik

-2, = (% =% ) + (Y=Y, ) (2.12)
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esitligi ile tanimlanir. Bu diizlemde baglangi¢c noktasina olan uzakliklart 1 birim olan
kompleks sayilarin ciimlesi merkezcil birim cemberdir. Bu noktalar x*+y* =1 sartim

saglarlar (Sasane ve Sasane, 2014).

Kompleks diizlemde her bir z, :(xi, yl) kompleks sayist bir oT yonlii dogru pargasi

ile gosterilebilir.

Bu durumda OT vektdrii ile reel cksen arasinda kalan yay uzunluguna z, =(X,Y,)

sayisinin arglimenti denir ve

6, = arctan A (2.13)
X

bi¢iminde gosterilir (Sasane ve Sasane, 2014).

T

(3"19}’1)

=W

Sekil 2.4. Bir Kompleks Sayinin Kompleks Diizlemde Gosterilmesi

Z,= ()(1, yl) kompleks sayisinin argiimenti 6 olmak iizere bir kompleks say1

2, =||z||(cos6+isin o) (2.14)
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esitligi ile de ifade edilebilir. Bu gosterime kompleks sayimnin kutupsal gosterimi denir.
Kutupsal koordinatlarda gosterim kompleks sayilarin bir ¢ok 6zelliginin incelenmesinde
kolaylik saglar. Ornegin iki kompleks sayinin ¢arpimi dyle bir kompleks sayidir ki bu
yeni kompleks saymin normu, g¢arpilan sayilarin normlari ¢arpimina; argiimenti ise

carpilan sayilarin argimentleri toplamina esittir. Kisaca
2, =|z|(cos(,)+isin(8,)) ve z, =|z,|(cos(8,)~+isin(4,)) (2.15)

olmak tizere

2,2, =|z|||z,] (cos (6, +6,) +isin(6,+6,))
dir. z=(x,y) kompleks sayisi
e =cos@+isin@
Euler denklemi yardimiyla

z=|z|(cos(6)+isin(0)) =z]e” =|z]e"**™), k el

biciminde de ifade edilebilir. Bu durumda bir z = (X, y) kompleks sayisinin n. tam sayi

kuvveti
2" =[] €™ = ||z|" (cos(n@) +isin(ng))
esitligi ile tanimlanir (Sasane ve Sasane, 2014).
Teorem 2.19. Her z = x+1iy kompleks sayisi
I R
a(z)= [y N j

bi¢ciminde 2x 2 tipinde bir reel matris ile ifade edilebilir (Tian, 1998).
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Tamm 2.21. «a(z)= {X

matrisine z kompleks sayisinin temel matrisi denir
Yy X

(Tian, 1998).

Teorem 2.20. z,=X,+iy, Ve Z,=X,+iy,el] olmak iizere «(z) temel matrisi

asagidaki ozellikleri saglar (Tian, 1998).

L a(zy)=a(z)a(z,),

2 a(a(z)zn)=a(z)a(2).
3 z=gea(z)=a(z),
4 a(n+z)=a(z)ra(2)
5. a(Az)=Aa(z,),

6. iz(a(z))=2+1,

7. el =det(a(z,)).

Teorem 2.21. z=x+iy €[] olmak iizere

L[ X+yi 0 (x =y
(Al D

1 i
esitligi mevcuttur. Burada P=P‘l:i[ _ 1) dir (Tian, 1998). Denk. 2.16

N7

esitligine evrensel benzerlik esitligi denir. Bu esitlik yardimi ile asagidaki sonuglar

sOylenebilir:

1. O cumlesi

o o)

cuimlesine izomoftur. Bu iki ciimle arasindaki izomorfizma

17



a:l -0’
z:x+iy—>og(z):[X _yJ
y X

bi¢imindedir.

2. Her z=x+iy el kompleks sayisi

matrisi ile ifade edilebilir.

3. 0" cumlesinin her bir eleman1 [ clumlesi {stiinde

kosegenlestirilebilir (Tian, 1998).

18
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Spinorlar

Bu bolimde geometrik anlamda temel bir ¢alisma olan Cartan (1966) tarafindan
tanitilan spinorlar verilmistir. Daha sonra Del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan

verilen ¢alismadaki spinorlardan bahsedilmistir.

C?, ii¢ boyutlu kompleks vektdr uzayr olmak tizere X=(X,X,,%)eC?® izotropik
vektorii géz Oniine almsin. Bu durumda <X,X>: 0 esitligi gecerlidir. Dolayistyla
x?+X,>+x” =0 olur. C* vektor uzaymda izotropik vektérler ciimlesi, C ? uzaymda

iki boyutlu bir ylizey olusturur. Bu iki boyutlu yiizey & ve &, koordinatlar tarafindan

parametrelendirilirse

X, = 6812 _522
X, = i(§12 + 522) (3-1)
X, =—28,6,

seklinde alinabilir. Denk. 3.1’in ¢6ziimiinden ise

X1_iX2
=+
&==* >

—X, —IX
& =% X12 :

bulunur. Buradan goriiliir ki; C* kompleks vektdr uzaymda her bir izotropik vektor

(éo,ggl) ve (—50,—51) olacak sekilde C? uzayinda iki vektore karsilik gelir. Tersine;
C ? uzayinda bu sekilde verilen her iki vektore ayn1 X izotropik vektorii karsilik gelir.
Cartan, bu sekilde tanimlanan & :(fo,fl) seklindeki iki boyutlu kompleks vektorleri,

spinor olarak adlandirmistir. Ayrica, Cartan, spinorlarin sadece iki boyutlu kompleks
vektorler olmadigini ayni zamanda {i¢ boyutlu kompleks izotropik vektorlerin bir

temsili oldugunu vurgulamistir (Cartan, 1966).

19



R ®, {i¢c boyutlu reel vektér uzayinda orijin etrafinda donmelerin grubu olan 80(3)
grubunu ve 2x2 boyutlu iiniter matrisler grubu olan SU (2) grubunu géz éniine alalim.
Bilindigi tizere SO(3) grubu, SU(2) grubuna homomorfiktir. SO(3) grubunun

elemanlart R°® vektdér uzaymndaki vektorleri hareket ettirirken SU (2) grubunun

elemanlart iki kompleks bilesenli vektorleri yani spinorlar1 hareket ettirir (Goldstein,

1980; Sattinger ve Weaver, 1986; Del Castillo ve Barrales, 2004). Bu homomorfizm ve
Cartan (1966) nin tamttig1 spinorlar géz oniine alinarak a,b R ® olmak iizere a+ib

1zotropik vektorii

&
— 3.2
aH >

spinoru ile eslessin. Bu durumda Denk. 3.2 yardimiyla a+ib=(x,x,,%)€C® olmak

lzere
X, = 512 - 522
X, =i(&°+&,°)
X3 = _2§1§2

alinabilir (Cartan, 1966; Del Castillo ve Barrales, 2004) . Bilindigi tizere Pauli matrisleri

3 ) e

olmak tizere bu matrisler, 2x2 boyutlu Hermityen ve tiniter matrisler ciimlesi i¢in bir

1
baz olusturur. Pauli matrisleri ve C 2( OJ matrisi kullanilarak o matrisleri

arly O () (0 7)

seklinde olusturulur (Del Castillo, 2003; Payne, 1952). Diger taraftan bir & spinorunun

esi & olmak lizere; spinorun esi
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6gz_o 15=—01§=__§_2
-1 0 -1 0 £ &
seklinde elde edilir (Del Castillo ve Barrales, 2004). Bu bilgiler vasitasiyla a-+ib

izotropik vektorii
a+ib=¢'of (3.3)

seklinde yazilabilir. Burada t indisi transpozu simgeler. Bu durumda a+ib izotropik

vektoriiniin bilesenleri Denk. 3.3 yardimiyla

X = gtalé = 6812 _522 ()

X, = Sttaz‘f =i('§12 +§22)

X3 = «ft03§ =-28¢,
seklindeki gibi hesaplanir (Del Castillo ve Barrales, 2004).

Benzer sekilde bir ¢ € R * vektdrii gdz oniine alinsm. C reel vektdrii igin

c=—Clof (3.4)

yazilirsa ¢ =(c,,C,,C;) € R * olmak iizere
A — — (1 O | — —

¢, =—¢'0¢ = _(_52 é:l)[o _:J[; J =G TGS,
(i 0\(&Y . — —
51)(:) |J(§ ]:|(§1§2_§1§2)

A — (0 -1)\¢& 2 2
Caz_gtdsgz_(_gz ‘f1)£_1 OJ(;J:EJ _|‘§2|

C, = _éto'zé = _(_‘5_2

elde edilir. Dolayisiyla

a+ib=_Eof = (&2 - &2 IER+E7),-285,)

o m et e ) (35
C= _gtdég =(5&, +8686,,1(68, _68152)’|§1| _|§2| )
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bulunur (Del Castillo ve Barrales, 2004). Burada a+ibeC?® bir izotropik vektdr ve

c eR® diir.

Gergekten de
C=(&& +EE, -85 -&8) |8 -|al) =c

oldugundan ceR?® diir. Simdi bu vektdrlerin boylar1 hesaplansin. Oncelikle ¢ eR®

vektoriiniin boyu i¢in

ol = (B2, + £5) +* (@&, -62)) (14 -Ief )
B B8 v 2la el -5 8 -8 e v 2la P el +lal + e - 21l |a S
- el +2laf lef e (36)
= (l&f +1af)

:|§1|2 +|§2
=&¢

|2

bulunur. a+ibeC? bir izotropik vektdr oldugundan <a+ib,a+ib> =0 dir. Gergekten

de

(a+ib,a+ib)=((x,%,,%;), (X, %,, X))
=((&2-&iE + &) - 285 ) (8- 821(E + &), -284,))
(&2 -&7) +iRER+ &) +(-288,)
=&+ & 2878 - & - & - 285 1 AL

olur. Dolayisiyla (a+ib,a+ib) =0+0i oldugundan
(a+iba+ib)=(a,a)+(ib,a)+(a,ib)+(ib,ib)
=|la|f +i{b,a)+i(a,b)+i?|p|’

=[al]+2i (@, b) o[
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denkleminden

Jaf" = ol (3.7)
ve

(a,0) =0 (38)
bulunur. Diger taraftan

Ja+ib] = (a+ib,a+ib) = (a-+ib,a-ib)
N (- AN (AR B LA
=+l ={ — —:—5 -5 ——
(&-&iE?+eh288)
:(512_6522)(4?_63_22)+ii(6€12+§22)(€?+§_22)+4§151§26?2
e I B A e R A AR AR A A A
:2(|§1|4+|§2|4+2|§1|2|§2|2)

ve buradan

Ja+ib]| = Jal +[j]" = 2(|

|2

Haf) (39)

oldugu goz oniine alinirsa Denk. 3.7, Denk. 3.8 ve Denk. 3.9’ dan
—t
[all =Bl =lc]| =& ¢
bulunur. O halde a,b,c € R ® vektorlerinin boylari esittir.

Diger taraftan (a+ib,c) i¢c carpimui hesaplanirsa

<a+ib,c> = <(§12 _ézz’i(glz + 522)’_25152)1(9619?2+9?1§21i(§19?2_é?1§2)’|§1|2 _|§2|2)>
(&7 -&7)(E&+85 )+ (& +87) (G5 -85 )- 25 (15 -1a)
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(a+ib,c) = 26788, - 25768, - 268, 5[ + 268, |4

=2E2EE, - 288 E, 286,68 + 286,68,
=0

elde edilir. Dolayisiyla <a+ib,c> = <a,c>+i<b,c> =0 oldugundan <a,c> =0 ve
<b,C> =0 esitlikleri bulunur. EK olarak Denk. 3.8 g6z 6niine alinirsa

(a,b)=(a,c)=(b,c)=0

oldugu goriilir. Dolayisiyla a,b,ceR?® vektorleri karsilikli ortogonaldir. Ayrica
(a><b,c> :det(a,b,c) >0 oldugundan {a,b,c} sirali Gigliisti bir sag sistem teskil eder

(Del Castillo ve Barrales, 2004).
Ek olarak asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.1. £ ve ¢ herhangi iki spinor ve A,z eC olmak iizere

) gt =gl
i) Ag+uE=Ag+pé (3.10)
i) &=

V) ¢'of=2¢"op
esitlikleri saglanir (Del Castillo ve Barrales, 2004).

Onerme 3.2. Sifirdan farkli bir & spinoru icin {é,é} spinor ikilisi lineer bagimsizdir

(Del Castillo ve Barrales, 2004).

3.2. Egrilerin Spinor Gosterimi

| R bir agik aralik olmak iizere o :1 — E ® olacak sekilde birim hizlh (a) regiiler

egrisi gbz Oniline alinsin. O halde s, (a) egrisinin yay parametresi olmak iizere

24



Ha’(s)uzl dir. Dolayisiyla Denk. 3.3 ve Denk. 3.4 goz 6niine almirsa (o) egrisinin

{N,B,T} Frenet iigliisiine

N +iB=¢'o8

. (3.11)
T=-¢'c¢

olacak sekilde bir & spinoru karsilik gelir. Burada (05) egrisi birim hizli oldugundan

Eg=1 dir. Yani esitligi |&]+|5[ =1 vardir (Del Castillo ve Barrales, 2004).

Dolayisiyla

N +iB=¢&'of = (512 —522, i(églz +§22),—2§1§2)

t di g , (3.12)
T=-¢0oé= (flfz + 581521 |(‘§1§2 _§1§2)'|§1|

-l&f)

yazilir.

de

Simdi (a) egrisinin {N,B,T} Frenet tgliisiine karsilik gelen &£ spinoru igin G
S

arastirilsin. {f,f} spinor ikilisi spinorlar i¢in bir baz teskil ettiginden

95 fergé (3.13)

yazilabilir. Burada f ve g fonksiyonlar1 keyfi, kompleks degerli fonksiyonlardir.

Diger taraftan Denk. 3.11 deki ilk esitligin tiirevi alinir ve Denk. 2.4 g6z 6niine alinirsa
—«T —ir(N+iB)=2f (N +iB)-2gT (3.14)
—ir

bulunur. Buradan f = g =§ elde edilir. Dolayisiyla Denk. 3.13 yardimiyla
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‘i_f _ %(—ifgmé) (3.15)

dé

bulunur. Burada «,7, (a) egrisinin egrilik ve burulmasidir. Dolayisiyla T ye karsilik
S

gelen egrinin Frenet denklemi tek bir spinor denklemi tarafindan ifade edilir (Del

Castillo ve Barrales, 2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde, Del Castillo ve Barrales

(2004) tarafindan yapilan galismadan yola gikilarak bir («) egrisinin {N : B,T} Frenet
vektorleri ile, aslinda, C * uzayinda bir vektor olan bir & spinorunun eslestirilmesi goz
Oniine alinmistir. Bu ¢aligmadan yola ¢ikilarak, oncelikle, birim hizli bir (a) egrisinin
{N,B,T} Frenet vektorlerinin & spinoru cinsinden ayri ayri hesaplanmasi bir teorem
ile ifade edilmistir. Daha sonra, (a) egrisinin involiitii olarak alinan birim hizl
olmayan bir () egrisinin {N*, B*,T*} Frenet vektorlerine bir ¢ spinoru karsilik

getirilerek bu Frenet vektorleri ve spinoru arasindaki iliski verilmistir. Bu teoremlerden
yola cikilarak Involiit-Evoliit egrilerinin Frenet vektorlerine iki spinor karsilik

getirilmistir. Dolayisiyla Involiit-Evoliit egrilerinin Frenet vektorleri arasindaki iliskiler

kullamlarak bu egrilere karsilik gelen C? uzayindaki spinorlar arasindaki iliskiler

teoremlerle ifade edilmistir. Son olarak bir 6rnek verilmistir.

| =R bir agik aralik olmak iizere r:1 —E® olacak sekilde birim hizli (&) regiiler

egrisi goz Oniine alinsin. Bu durumda Denk. 3.11 kullanilarak asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.1. 11 —E?® birim hizli regiiler bir egri olmak iizere bu egrinin {N,B,T}

Frenet {i¢liisiine bir & spinoru karsilik gelsin. O halde bu vektorlerin spinor denklemleri

T= —ftof
N = %(ftaﬁ - étaé;) (4.1)

B =1 (¢t +&0¢)

dir.
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Ispat: «:1 —>E? birim hizli regiiler bir egri olmak iizere bu egrinin Frenet {icliisii

{N,B, T} goz 6niine alnsm. O halde Denk. 3.11> den {N,B,T} Frenet iicliisiine

karsilik gelen

N +iB = &'oé

R 4.2)
T=-¢'c¢

olacak sekilde bir ¢ spinoru vardir. Burada Denk. 2.2 gz Gniine alimrsa («) egrisinin

a(s) noktasindaki T () teget vektoril igin
T=a=-¢'c¢ (4.3)

esitligi yazilabilir. Denk. 4.3 g6z Oniine alinarak (a) egrisinin ikinci tiirevi spinorlar

cinsinden
o =—(Eoc) = —((g’) oéj— 23
~~[3tse oz - o 3 -ins )
_ _%{(_if@ Ké)to'é: —iré'ot + xétaé}

seklinde elde edilir. Son denklemde Onerme 3.1 dikkate alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa " ve spinor denkligi
"_ 1r. gt g i £t et __z
a' = E[Iré oé — k& o —1t& o8 + k& o-f]

olmak tizere
n Kt t__2
a =E(.§ ot -E£of) (4.4)
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olarak bulunur. Ug¢ boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli bir o = a(s) regiiler egrisi i¢in

a"=kN esitligi ve Denk. 4.4 goz 6niine alinarak (o) egrisinin N normal vektorii &

spinor cinsinden
1 t £t __g
N =—(¢'os - &'ot) (45)

olarak elde edilir. Ya da bir baska yazimla Denk. 4.5 ve Onerme 3.1 dikkate alinirsa N

normal vektori

—(sos+Ez)

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde (a) egrisinin B binormal vektorii £ spinor cinsinden elde edilebilir.

Bunun i¢in Denk. 2.4’ de verilen Frenet tiirev formiillerinden N'=—«T +7B formiilii
kullanilarak B vektoriine karsilik gelen spinor denklemi asagidaki gibi bulunabilir.
Dolayisiyla

| -

g'og+ ot ~Eot -t )

1
Nll—\

( |r§+/(§) oE+Eo= ( ir§+Ké)—%(—ir§+Ké)t aé—éta%(—ifgméﬂ
—itg o + K o —irg 0% + 1508 il of — k' of ~ird ol + 1ot |

it o — 2iré' o + 2kE o + 2K ag]

—itg'og —it'of + K of + k€' |

I\JlH I\)IH -bll—\ bll—‘ Nll—‘ )

|—||—|l_l'—'

-ir (&0t + £of )+ 2xé ag}

olmak lizere
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%[—ir(ft(ﬁ + étaé) + 2K§At0§} = —K(-ftof) +7B
esitliginden (cr) egrisinin B binormal vektorii
B=—(§oe+E0é) (4.6)

veya

B =~ (ot~ &0t

seklinde bulunabilir. Béylece ispat biter.

Diger taraftan bu esitliklerin saglamast kompleks sayilar kullanilarak yapilabilir.
Gergekten de; N+iB=¢'0o¢ esitliginde (o) egrisinin N normal ve B binormal

vektorleri reel vektorler oldugundan bu vektorler

N =Re(&'0¢)
B=Im(&'6¢)

olarak yazilabilir. Buradan kompleks sayilarin o6zellikleri (Re(z) 2% ve

iIm(z) = %) kullanilarak

N :%(§t0§+§ta§)

B =1 (&0 - ok

esitlikleri bulunur.
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Bundan sonraki islemlerde Denk. 4.3, 4.5 ve 4.6’ da verilen (a) egrisinin {N,B,T}

Frenet vektorlerine karsilik gelen spinor denklemlerinin bilesenleri kullanilacaktir.

Dolayisiyla bu esitliklerin bilesenleri asagidaki gibi hesaplanabilir. Bunun i¢in dncelikle

E'oE hesaplanirsa
= g _Olj[‘ ](2 -a)[f] 5 E
= 3 Oj(i?}(z ia)[ = J (55+7) @)

g
(-& &) ° _11__2}(—5 E)[ ﬂ EE+ 58 =258,

esitlikleri bulunur. Buradan Denk. 4.1 ve Denk. 4.7 g6z 6niine alinirsa

T-(6&+86 (65 -58) & -lf)
Hle-e-E T (e T -E) cag-2EE) @)
B (8- +E -8 i(87+&7 48 +E) ~256+28E)

elde edilir.

(a) birim hizl1 egrisinin {N , B,T} Frenet tgliisiine bir & spinoru karsilik gelirken, bu
ticlii ile spinoru arasindaki iligskiler Denk. 4.8° de verilmistir. Birim hizli olmayan bir
(/) egrisinin {N 5 B*,T*} Frenet ti¢liisiine bir ¢ spinoru karsilik gelirken, bu tiglii ile
spinoru arasindaki iliskiler benzer sekilde asagidaki gibi

=~y

— 1 t it g

=>(#op-dop)

* _i t 2t 7
B' =~ (d'op+dop)
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verilebilir. Dolayisiyla () egrisinin {N 5 B*,T*} Frenet tigliistiniin spinor denklemleri

bilesenleri cinsinden

T' =(4, + 4, (4, -84, |4 —I6])
N *:%(¢12 _¢22 +512 _¢_22’ i(¢12 +¢22 _512 _¢_22)' _2(¢1¢2 +¢71¢_2)) (4'9)

. i —2 —2 —2 —2 —
B :_E(¢12_¢22 +¢2 _¢1 J |(¢12 +¢22+¢1 +¢2 )’ _2(¢1¢2 _¢1¢2))
olacak sekilde verilebilir. Ek olarak, Denk. 4.9, Denk. 2.5” de verilen esitlikleri saglar.

Diger taraftan, birim hizli bir egri i¢in Denk. 3.15” deki verilen esitlige benzer olarak

birim hizli olmayan bir ( p ) egrisinin spinor karsilig1 i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2. B:1 —E*® birim hizli olmayan regiiler bir egri olmak iizere bu egrinin
{N*, B*,T*} Frenet tigliisiine bir ¢ spinoru karsilik gelsin. O halde bu egrinin Frenet

denklemleri tek bir spinor denklemi cinsinden

g9 _ ”’;’” Cir'd+x9) (4.10)

yazilir. Burada x~ ve 7, sirastyla, ( p ) egrisinin egrilik ve burulmasidir.

Ispat: ( ﬂ) egrisinin {N*, B*,T*} Frenet {i¢liisiine bir ¢ spinoru karsilik gelsin. Bu

durumda {¢, qB} spinor ikilisi bir baz teskil ettiginden

—="f¢+0¢ (4.11)
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yazilabilir. Burada f ve g fonksiyonlar1 keyfi, kompleks degerli fonksiyonlardir.
Diger taraftan Denk. 4.9’ daki ilk esitligin tiirevi alinir ve Denk. 2.5 ve Denk. 4.11 gbz

Onine alinirsa

|B)(—<T" —ic" (N"+iB")) = 2f (N" +iB") -2gT"

—ir

bulunur. Buradan f = Zﬂ”' g=K elde edilir. Dolayisiyla Denk. 4.11

Al
2
yardimiyla

dg _|A]

R (—it' ¢+ k" P)

bulunur. Burada x~ ve 7, sirastyla, () egrisinin egrilik ve burulmasidir. Boylece

ispat biter.

Simdi ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Involiit-Evoliit egrilerine birer spinor karsilik

getirilsin.

a,B:1 —>E? egrileri sirastyla (I ,a) ve (I , ,B) koordinat komsulugunda iki egri olarak
g0z Oniine alinsin. Bu egrilerin Frenet vektorleri, sirasiyla, {T, N, B} ve {T*, N, B*}
olmak iizere () egrisi () egrisinin involiitii, () egrisi de () egrisinin evoliitii

olsun. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3. a,B:1 ->E* olmak iizere (o, 8) ikilisi Involiit-Evoliit egrileri olsun.
(a) egrisinin {N,B,T} ve (f) egrisinin {N*,B*,T*} Frenet vektorlerine karsilik

gelen spinorlar, sirastyla, £ ve ¢ olmak tizere bu spinorlar arasinda

——t —ta

¢S P=Cop S (4.12)
e e 0 1
iligkisi vardir. Burada C =[ L Oj dir.
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Ispat: (a,p), Involiit-Evoliit egrileri oldugundan Denk. 2.16> dan biliniyor ki bu

egrilerin teget vektorleri arasinda <T,T*> =0 iligkisi mevcuttur. O halde T,T* eR?®

olmak tizere Denk. 4.8 ve Denk. 4.9 gz 6niine alinirsa
(68 +8%) (40 +860,)- (G - 250, - 08 + (& 15T )l -4 ) =0

esitligi elde edilir. Burada denklem i¢inde gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler

yapilirsa

25,0, + 25508, +|& |8 - |E] 16 —1&L ] +&[ o) =0 (4.13)

olmak tizere
(Gh+50 (6t + 80 )+(50 - %) (Gh -4 ) =0 (4.14)

esitligi elde edilir. Denk. 4.14, matris ¢arpimi seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

(& g;)[;](a 5_2)(2}(51 52)[_@(51 %)(gi}o (4.15)

2 o1

esitligi bulunur. Burada £ ve ¢ spinorlari fz(?], ¢=(le seklinde birer siitun

2 2

matrisi gibi g6z 6niine alindigindan Denk. 4.15,
——t —t A
$'¢s9-5'Chp =0
seklinde elde edilir. Buradan ise son olarak

9Ep=Cpg ¢
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0
esitligi bulunur. Burada C :( "

1
Oj dir. Boylece ispat biter.

(a, B) ikilisi Involiit-Evoliit egrileri olmak iizere bu egrilerin Frenet vektorlerine

karsilik gelen spinorlar arasindaki bir diger iliski asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 4.4. a, f:1 —E?® egrileri birim hzli Involiit-Evoliit egrileri olarak goz oniine
alinsin. (a) egrisinin {N , B,T} ve ( ,B) egrisinin {N " B*,T*} Frenet vektorlerine

karsilik gelen spinorlar, sirasiyla, £ ve ¢ olmak iizere bu spinorlar arasinda

£ P ¢ =% (4.16)

iligkisi vardir.

Ispat: (a,f3), egri ikilisi Involiit-Evoliit egrileri olarak gdz oniine alnsm. () ve (5)
egrilerinin Frenet vektorleri birim vektorler oldugundan bu egrilere karsilik gelen
|2

spinorlart arasinda |&|° +|&,[" =1 ve |4[" +|¢,| =1 esitlikleri mevcuttur. Dolayistyla

(I +1&f (A +ef ) =1 (4.17)

esitligi yazilir. Burada Denk. 4.17 diizenlenirse

i " +[&,[ g =1 (4.18)

&L 1Al +laf 1] +&]

denklemi elde edilir. Dolayistyla Denk. 4.13 ve Denk. 4.18 g6z Oniine alinirsa
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EEBD, + EEM D+ EEBB+EED D, =
& (5 + Eh) +de (B + 5 =

NP NI N -

(2d+&6.) (0. +44)
olmak tizere

1
2

e (4.19)

esitligi bulunur. Boylece ispat biter.

Simdi ( p ) Involiit egrisinin Frenet vektorlerine karsilik gelen ¢ spinorunun bilesenleri,

(a) Evoliit egrisinin Frenet vektorlerine karsilik gelen & spinorunun bilesenleri

cinsinden elde edilsin. O halde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.5. a, f:1 —>E?® egrileri involiit-Evoliit egrileri olarak gdz oniine alimsin.
(o) egrisinin {N,B, T} ve (B) egrisinin {N*,B*,T*} Frenet vektorlerine karsilik

gelen spinorlar, sirasiyla, £ ve ¢ olmak iizere bu spinorlar arasinda

¢12:K+i72(§1_9?2)2

2 o (4.20)
¢22: K2 d 2(9?1+§2)

NK +T

iliskisi vardir.

Ispat: «,B:1 >E® egrileri Involiit-Evoliit egrileri olmak iizere (0! ) egrisinin
{N,B, T} ve () egrisinin {N*, B*,T*} Frenet vektorlerine karsilik gelen spinorlar,
sirasiyla, £ ve ¢ olsun. Bu durumda Denk. 2.8’ in ikinci esitliginde Denk. 4.8 ve Denk.

4.9 yerine yazilirsa
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N =L (07— ) ~2( i+ )

L [rlagras i@g-g8). el -lal) (4.21)

2

Ve (e et B B (g eat BE) 20 28E)

elde edilir. Denk. 4.21’in bilesenleri karsilikli birbirine esitlenirse bu esitliklerden
asagidaki denklemler yazilabilir.

(# -4 -B) == 2(—K(§1§_2+§1§2)—i%(§f—§22+§_22—e?12)j (4.22)

K +7T

(# - -) =—= 2(—x(f@—afz)—ig(éf+§i+2ﬁ+2ﬁ)) (4.23)

K +7

_ 4 1 r — N
~¢4, — ¢, = m (_K<§1§1 — &4 ) -7 (é:lé:z -&&, )) (4.24)
Benzer sekilde, Denk. 2.8’ in iiclincii esitliginde Denk. 4.8 ve Denk. 4.9 yerine yazilirsa

B = {7 - (447 +67), 206, - 50
L [TlaE s 6E-g8) lal -lal) (4.25)

I adt|i8(-g2 0B -EL (508244 E) -2 4 2EE)

yazilir. Denk. 4.25” de karsilikl1 bilesenler birbirine esitlendigi taktirde

‘%(@2‘%2”@2‘@2): ; 2[r(ée?ﬁ?lé’z)—ig(éf—éz+§_22—212)j (4.26)

K +7
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1

K2+

(R )

i (¢1¢2 _5152 ): ﬁ(f(éﬁ - 9525_2) - iK(—§1§2 + Elg_z))

esitlikleri elde edilir. Denk.4.22 ve Denk.4.26 denklemlerinden

2 2 KT TV (T 2
T (6-&)-(E+&))

esitligi ve Denk. 4.23 ve Denk. 4.27° den

i+t - ((6-5) +(E+&) ]

NK +7
esitligi elde edilir. Benzer sekilde Denk. 4.24 ve Denk. 4.28 g6z Oniine alinirsa

K—ir

4, =m(a—@)(a+@)

bulunur. Son olarak Denk. 4.29 ve Denk. 4.30 kullanilirsa

:  K-it A%
) —zﬁ(a %)
¢22 :K:—”Z(gl_{_gz)z

2Nk +7T

o {rleE-Ba) iy (e e T E)) wan

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

esitlikleri elde edilir. Ayrica bu denklemler Denk. 4.31°1 saglar. Boylece ispat biter.

Simdi Teorem 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 ve 4.5’ i destekleyen asagidaki 6rnek verilebilir.
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Ornek 4.1. :1 -E* birim hizli egrisi a(s)= ( coss, —=sins, —=s | olarak
5

almsin. Bu durumda Denk. 2.2 g6z 6niine alimirsa birim hizli (¢r) egrisinin {T,N,B }

Frenet vektorleri

T(s)= (\/_sms \/_coss %j

N (s)=(—coss, —sins, 0) (4.32)

B(s):(\/l_sms \/_coss Tj

seklinde bulunur. Ayrica Denk. 2.3 kullanilirsa («) egrisinin x ve r Frenet egrilikleri

(4.33)

olarak elde edilir.

(@) egrisinin {N,B, T} Frenet iigliisiine bir & spinoru karsilik gelsin. Bu durumda

Denk. 4.2 ve Denk. 4.32 g6z oniine alinip gerekli islemler yapilirsa

«/1 COSS +i1+ coss)

2+\/§
2

_1 |2
2

(J1+ COSS + iJl—coss)

bulunur. Son olarak C;—g ifadesi Denk. 3.15 ve Denk. 4.33 kullanilarak
S

dé V2, ..
G g (erd

olarak elde edilir.
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Simdi birim hizli (o) egrisinin bir involiitii () egrisi olsun. Bu durumda (&) ve (/)
egrisinin - karsibikli  «(s) ve  B(s) noktalarnda Denk. 2.7°  deki

B(s) =a(s)+(c—s)T(s) iliskisi mevcuttur. Bu durumda birim hizli olmayan (3) egrisi

B(s)= %(coss—(c—s)sin s, sins+(c—s)coss,c)

-9

2

seklinde elde edilir. Ayrica ||,8’(s)||: olmak tizere Denk. 2.1 kullanilirsa (f3)

egrisinin Frenet vektorleri;

T (s)=(-coss, —sins, 0)
N"(s)=(sins, —coss, 0) (4.34)
B"(s)=(0, 0, 1)
ve Frenet egriliklert;
K = 2 , 7.=0 (4.35)

seklinde elde edilir. Dolayistyla Denk. 4.9 ve Denk. 4.34 gbz oniine alinirsa () involiit

egrisine karsilik gelen ¢ spinoru

1 - . -
¢ = E(\/1+sm S +iv1-sin s)

1 - . -
4, = —E(xll—sm S +iv1+sin s)

seklinde bulunur. Son olarak Denk. 4.10 ve Denk. 4.35 goz oniine alnirsa () egrisinin

Frenet denklemleri tek bir spinor formiilii sayesinde

dg 1.
ds ¢

N -

seklinde bulunur
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda baz1 6zel egrilerin spinor gdsterimi incelenmistir.
Bunun i¢in 6ncelikle spinorlar tamtilmistir. Daha sonra ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
verilen bir egrinin Frenet vektorleri ve egriliklerinin spinor formiilasyonu verilmistir.
Bu temel bilgilerden yola ¢ikarak ii¢ boyutlu Oklid uzaymda involiit-Evoliit egrilerinin
her birine C? uzaymin elemanlar1 olan spinorlar karsilik getirilerek involiit-Evoliit
egrilerinin spinor formiilii elde edilmistir. Ayrica Involiit-Evoliit egrilerine karsilik
gelen spinorlar arsindaki iligkiler teoremlerle ifade edilmistir. Son olarak tezde verilen

tanim ve teoremleri destekleyen bir 6rnek sunulmustur.

Bu tez, bir egriye bir spinor karsilik getirilerek yapilan caligmalarin (Del Castillo ve
Barrales, (2004); Kisi ve Tosun, (2015); Unal vd. (2013)) yam sira ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda egri ciftlerinin spinor karsiliginin nasil olacagi sorusunun cevabi olacak bir
calismadir. Dolayisiyla ii¢ boyutlu Oklid uzayinda egri ciftlerinin C * uzayindaki spinor
karsiligi calisacaklar icin temel bir ¢alisma olmustur. Bu ¢alismadan yola ¢ikilarak
bundan sonraki galismalarda ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrileri, Mannheim

egrileri gibi diger egri ¢iftlerinin de spinor gosterimi incelenebilir.
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