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OZET

Degme Monifoldlan
A. Funda SAGLAMER
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bo6liimii
Damgman: Yrd.Do¢.Dr. Mazlum ABAK
Kaéxm - 1995

Bu tezde, degme manifoldlart ve hemen hemen degme manifoldlar: incelenmigtir.
Birinci bsliimde baz1 temel kavramlar, tanim ve teoremler verilmigtir. Ikinci béliimii
hemen hemen degme manifoldu, hemen hemen degme metrik manifold ve degme
manifoldlarin1 galigmaya ayirdik. Yine bu boliimde degme manifoldu ve degme metrik
manifoldu drnekleri verdik. Ugiincii bSliimde bir hemen hemen degme manifoldunun
torsion tensor alamimi tanimlayip manifold tizerinde normal yapiy: kurduk. Ustelik bir K-
degme manifoldu tanimlayip manifoldun K-degme olmasi igin baz1 gartlar verdik.

Dérdiincii boliimde hemen hemen degme manifoldlarinin yari-invaryant
altmanifoldlan incelenmigtir. Burada trans-Sasakian manifoldun tanimi yapilip, bir trans-
Sasakian manifoldun yari-invaryant altmanifoldu iizerindeki D, D1, D ®{£} ve D ® D+
distribiisyonlarinin integrallenebilirligi caligildi. Yine bu boliimde karigik total geodezik
yari-invaryant altmanifoldlar ve total umbilik yan-invaryant altmanifoldlar incelendi. Son

olarak bir 6rnek verildi.

‘Anahtar Kelimeler: hemen hemen degme yapi, tanjant demeti, hemen hemen

kompleks yapi, normal yapi, K-degme manifoldu, Killing vektor alam, distribiisyon.



SUMMARY

In this thesis. contact manifolds and almost contact manifolds were studied. In first
part, some basic concepts, definitions and theorems were given. We set apart the second
part to study the almost contact manifolds, almost contact metric manifolds and contact
manifolds. Again in this part we gave examples of contact manifolds and contact metric
manifolds. In the part, we defined the torsion tensor field of almost contact manifold and
then we found the normal structure on manifold. Also we defined a K-contact manifold
and we laid down some conditions, the manifolds to be K-contact.

In the fourth part, semi-invariant submanifolds of almost contact manifolds were
studied. Here trans-Sasakian manifolds were studied. Here trans-Sasakian manifold was
defined and integralability of distribitions on D, D+, D @ {£€} and D @ D- and this trans-
Sasakian manifold on half invariant submanifolds were studied. Again in this part mixed
totaly geodesic semi-invariant submanifolds and totally umbilical semi-invariant

submanifolds were examined. And lastly an examples was given.

Key Words: almost contact structure, tangent bundle, almost complex structure,

normal structure, K- contact manifold, Killing vector field, distribution.
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I. BOLUM
1. TEMEL KAVRAMLAR
Tanim 1.1.: EM de bir agik altciimle U olmak tizere
f:U—-IR

fonksiyonunun k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise, f fonksiyonuna Ck
simifindan diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece siirekli ise C0

smifindandir denir [4].
Ck (U, IR) = {f1 f: U = IR ve f fonksiyonu CK simfindan}
Ce(U,IR) = {fI fe Ck (U, IR), k € IN}

gosterimleri kullanilir,

Tanmm 1.2.: EM in iki agik alt ciimlesi U ve V olsun.
Bir

y:U->V
fonksiyonu
Hye CkU,V)
i)yl VoUvarveyle Ck(v,U)

onermelerini sagliyor ise Y ye Ck sinifindan bir diffeomorfizm ve U ile V ye de k.

dereceden diffeomorfiktirler denir [4].

Tamm 1.3.: M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde Ck sinifindan bir
diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye CK simifindan diferansiyellenebilir
manifold denir [4].



Tanim 1.4.: M bir manifold ve M de bir komguluk V olsun. Bir P € V
noktasindaki tanjant uzay Ty (P) olsun. V nin biitiin P noktalar iizerindeki tanjant

uzaylarmn birlesimi U Ty (P) ile gOsterilsin.
PeV

Bir

I U Ty@ \%

PeV

doniigiimii V e Ty (P) tanjant vektorii i¢in
II(ty) =P
bigiminde tanimlansin, O zaman V komsulugu iizerindeki bir vektoér alam operatorii

XiVe—» u Ty@
PeV

bigiminde bir fonksiyondur, dyle ki
[oX=1:V—m> YV
doniiglimii bir 6zdeglik fonksiyonudur [4].

Tanim 1.5.: Tgn(P) tanjant uzayinin cebirsel duali T];n (P) ile gosterilir ve EM in

Pe EP noktasindaki kotanjant uzay: adim alir. T];n (P) 1n herbir elemanna, P € EP

noktasindaki kotanjant vektdr adi verilir. Su halde

Tgn (P) = {a* 1 &* :Tgn (P) M€ o IR}

dir [4].



Tamm 1.6.: E? in P € E? noktasindaki kotanjant uzay: Tgn (P) olsun. Buna gore;,

bir
w:El ———— U Tp (P)
Pe E
fonksiyonu igin,
Tow:En _02destik _ pn
olacak gekilde bir
I: v T @) ED
PeFE

fonksiyonu mevcut ise w ye ER iistiinde bir 1-form denir. (Diger boliimlerde w yerine n

alinmugtir.)[4].
Tanim 1.7.: Reel sayilar cismi iizerinde, r-tane vektor uzay1 V{, Vo, ..., V, olsun.
f:VixVox..xVp— IR

fonksiyonu V u;, vie V;, 1<i<r, veVa,be IRigin

£V, oo s Vio1s AU + DV}, Vigts s V) = @ F(VEL ey Vil Ui Vigls e Vi)

+b. f(Vl, wev s Vic1s Vis Vitls o » Vr)

bigiminde tammls ise f ye r-lineer fonksiyon denir. Buna gore, f r-lineer ise herbir V;

ye gore lineerdir. Ozel olarak, r= 2 ise f ye bir bilineer (2-lineer) fonksiyon denir

(4].

Tanim 1.8.: Vi x V5 x ... x V. den IR ye biitiin r-lineer fonksiyonlarin ciimlesini,
£(Vy, Vg, ..., Vi IR)

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalar ile carpma iglemleri, sira ile,



V (U1, u,...,u) € Vi x Vo x...x V,ve
v fl’ f2 ef (Vl’ Vz, ey Vr; IR) igin
(f; +£7) (uy , uy, ..., uy) =f1(uy, up, ... , u) + £ (uy, ug, ..., up)

veVAieIR,Vfe £(Vy, Vy, .., Vs IR) igin
(Af) (ug,up, .., u) =Af (ug, ug, ..., up)

bi¢giminde tamimlanirsa, bu ciimle bu iki igleme gore, IR iistiinde bir vektor uzayi

olur. Bu vektdr uzayina, Vi*, Vo*, ..., V* dual vektdr uzaylarinin tensor carpim

denir ve
£V, Vg, .., VL IR) =V *@ Vo *® ... ® V *

ile gOsterilir. V{*® V,*® ... ® V,* tensdr uzaymn herbir elemanina r. dereceden

tensor denir. O halde, r. dereceden bir tensér, bir r-lineer fonksiyondur. Ozel olarak
Vi=Vo=..=V;

ise V*¥*® V*® ... ® V* uzaymna bir kovaryant tensér uzay: ve bu uzayin herbir

elemanina da r. dereceden bir kovaryant tensor veya kovaryant r-tensor denir.

V*® ... ® V* uzay1 kisaca TI(V) veya ® V* ile gosterilir [4].

Tamm 1.9.: V vektor uzaymin dual uzayr V¥ olsun. V* iizerinde s-lineer

fonksiyonlarin vekttr uzayr kontravaryant tensér uzay olarak adlandirilir.

EV¥, V¥ . ,VKIR)=VOV®..® V=05 =TyV*

S - tane

ile gosterilir. Bu uzayin elemanlarina s. dereceden kontravaryant tensorler denir [4].

Tanim 1.10.: Reel sayilar cismi iizerinde tanimli, n-boyutlu bir vektdr uzay1 V ve

bunun duali V* olsun.

£(VF, V'S, IR) = (£I £ VEx v @OTmeer_ yp,



ciimlesi yukarida verilen toplama ve skalar ile ¢arpma iglemlerine gére bir vektor uzayidir.
Buna r. dereceden kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensor uzayi
veya (r, s) tipinde karigik tensér uzay: denir. Bu uzayin elemanlarina da (r, s)-tipinde

tensor veya (r, s) tipinde kanigik tensor adi verilir. Bu uzay;
Tr (V) ® Tg(V*) = @ (V¥) ® @5 (V)

veya
Tg(V)

biciminde gosterilir[4].

Literatiirde bazen Tg'(V) yerine Vg de kullanilir. Bu uzayin elemanlarina (%) tipinde
tensorler (kangik tenstrler) de denir.

To"(V) = VF yerine TX(V) = VI, TO(V) = V0 yerine T((V) = V de yazilir. Buna
gore

V=TI(V) =Vl ve V¥*=T|(V)=V;

de alinabilir. Ozel olarak To0(V) = V¥ = IR alimir. Su halde skalarlar da birer tensordiir,
sifirinc1 mertebeden tensorler [4].

Tamm 1.11.: V bir K cismi iizerinde vektor uzay1 ve

LI:VxV-oV
doniigiimii de;
i) 2- lineer
if) Alterne (VX,Y € Vicin [X, Y]=-[Y, X])
i) VX,Y,Ze Vigin

X, [Y, Z]] +[Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] =0, (Jacobi Ozdesligi)



olarak verilsin, [,] doniigiimiine, V iistiinde bir Lie operatdrii denir. (Bu taktirde V

vektor uzayina bir Lie Cebiri denir) [4].

Tanim 1.12.: M bir C* manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin uzay: x(M)
(ileriki boliimlerde (M) yerine TM de alabilecegiz) ve reel degerli C*° fonksiyonlarin
halkasi C>°(M, IR) olmak iizere,

<> x(M) xx M) —» C> M, IR)

seklinde bir i¢ ¢carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, <,>
fonksiyonuna M iizerinde bir i¢ carpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya
diferansiyellenebilir metrik denir[4].

M bir Riemann manifoldu olmak iizere, (M) de tammh <,> i¢ carpim fonksiyonu,
M nin herbir tanjant uzayina bir i¢ ¢arpim indirger. Soyle ki X, Y € x(M) olmak iizere,
Pe M igin X, Y, € Ty(P) dir. Diger taraftan, <X, Y> e C=(M, IR) oldugunu biliyoruz.
Buna gore <X, Y> (P) € IR dir. Boylece,

<> (P) : Tp(P) x Ty(P) = IR
fonksiyonu, V Xps Y, e Ty (P)
<Xp, Yp> =X, Y>P)=<X,Y> |p

seklinde tanimlanabilir. Buna gore, <,> (P), Ty(P) de bir i¢ ¢arpim fonksiyonu
olurf4].

Tanmim 1.13.: M bir C= manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin ciimlesi

x (M) ve reel degerli C= fonksiyonlarin halkasi da C(M, IR) olmak iizere
diferansiyellenebilir

<> (M) x x(M) — C=(M, IR)
fonksiyonu,

i) 2-lineer



ii) Simetrik
iii)) V X e (M) i¢in <X, Y>=0 =Y =0 e (M) (non-dejenere)

Ozelliklerini saghyor ise, M ye bir yari-Riemann manifoldu denir[4].

Tamim 1.14.: M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektér alanlarimin uzay1 (M)

olmak iizere,
D: x(M) x x(M) x(M)
X,Y) DX, Y)=DxY
fonksiyonu igin,

i) DgxygyZ=fDxZ+gDyZ, VX, Y,Ze€ xM), V f,ge C* (M, IR)

i) Dx(f.Y) =f.DxY +X[f]Y, VX, Y € x(M), Vfe C° (M, IR)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin koneksiybn veDxedeXe

gore kovaryant tiirev operatorii denir [4].

Tanim 1.15.: M bir yan-Riemann manifoldu ve D, M iistiinde bir afin

koneksiyon olsun. Eger,

"1) D, C* sinifindandir.

ii) M nin bir A bolgesi lizerinde, C*olan V X, Y € x(M)
i¢in,

DxY - DyX =[X, Y] (srfir torsion Ozelligi)

dir.
iif) M nin bir A bolgesi tizerinde C*olanV X, Y,Z e x(M) ve V p € A i¢in
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Xp <Y, Z>=<Dx Y, Z>|p + <Y, DxZ> lp (D nin metrik ile bagdagabilmesi
ozelligi)

dir."
oOzellikleri saglaniyorsa D koneksiyonuna M iistiinde bir Riemann koneksiyonu ve Dy
e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev (Riemannian kovaryant tiirev)

operatorii denir [4].

Tamm 1.16.: E" in hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alam1 N verilsin.

E" de Riemann koneksiyonu D olmak iizere, V X € (M) igin
S(X) = DxN
seklinde tanimh

lineer

S: x(M) XM)

S doniigimiine M tizerinde gekil operatorii (Weingarten doniigiimii) denir[4].

Tanmm 1.17.: F cismi izerindeki bir V vektér uzayinda tamimli bir f bilineer

simetrik fonksiyonuna V iizerinde bir bilineer form denir{3].
Tamm 1.18.: V vektor uzayi iizerindeki bir f bilineer formu igin
Ne={ooe V:f(a,X)=0,VXe V}

ciimlesine f nin sifir uzay: (gekirdegi = Ker f) denir. {leride ker f yerine ker ¢ diyecegiz.

Eger N¢ = {0} ise f ye regiilerdir aksi halde f singiilerdir denir. V sonlu boyutlu ise
rank f = boy V - boy N¢

olarak tammlamr.



f bilineer formu regiilerdir & V Y € V igin f(X, Y) = 0 ise X =0 dir [3].

Tamm 1.19.: M ve N, siras1 ile, m ve n boyutlu birer C' manifold olsunlar.
Sm = {(Ugs W)l ae A Ve Sp = ((Vp, ¥p))geB de,siras1 ile,M ve N igin birer atlas

olsunlar.

Sman = {Uqg x Vp), (Wo X 0p)} (a,8) € AxB

atlasi ile birlikte (m+n)-boyutlu MxN topolojik manifolduna M ve N manifoldlarinin

carpim manifoldu denir[2].

M nin U, iizerindeki lokal koordinat sistemi (xq, ..., x) ve N nin VB

tizerindeki lokal koordinat sistemi de (yj, ... , y,) ise

ieD=xi(P) ve yx ;. D=y @,V (p,q) € Ug x V
ve 1<i<m, 1<j<n olmak iizere

(il 9 seo ,im ,?I 3 vee 73’-11)
de M x N garpim manifoldu i¢in Uy x Vg iizerindeki lokal koordinat sistemi olur{2].

Tamm 1.20.: M bir yan-Riemannian manifold ve M nin k-boyutlu bir alt
manifoldu M olsun M nin <,> metrik tensoriiniin x (M) ye kisitlanmasiyla elde edilen
metrik tensore, indirgenmis metrik tensér ve M ye de indirgenmis metrik tens6r

alunda yari-Riemannian manifold denir [4].

Tamm 1.21.: M bir Riemannian manifold ve M nin k-boyutlu bir alt manifoldu M
olsun. Eger indirgenmis metrik tensor singiiler degil ise M ye singiiler olmayan
altmanifold denir [4].

Tanim 1.22.: n-boyutlu bir Riemannian manifold M ve M nin k-boyutlu bir
altmanifoldu M olsun. % (M) nin (M) deki ortogonal kompleman1 x(M)1 ve M nin
Riemann koneksiyonu D olsun. }(M) =x(_I\7I) ® M)t esitlifi geregince, C™ olan
V X, Y € x(M) igin, yazilabilen

DxY=DX,Y)+V(X,Y), DX, Y)e xM), VX, Y) € x(M*
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esitliine Genellestirilmis Gauss Denklemi denir{4]. Buradaki D(X,Y) ve

V(X,Y) bilegenlerine Dx Y nin, sirasi ile, tegetsel ve normal bilegenleri denir.

Bundan sonra, bazen D (X, Y) yerine teg DxY ve V(X, Y) yerine de nor (DxY)
yazacagiz. Genel olarak, X € (M) vektor alan1 x(M) = x(M) @ x (M) esitligi geregince

X=X;+Xy, XjexM, X;e M+

seklinde Xj ve X, gibi iki vektor alaninin toplam olarak yazilabilir. Bu vektor
alanlanindan X, X in tegetsel bilegeni ve X5 de X in normal bilegenidir. O halde,

X1=teg(X), Xg=norX) ve<Xy,Xo>=0

dir. Daha Onemlisi, teg ve nor fonksiyonlan (M) iizerinde C>=(M, IR) lineer

fonksiyonlardir [4].

Teorem 1.1.: M bir Riemann manifoldu ve M c M k-boyutlu altmanifold olsun.

O zaman

D:xM) x M) ——x(M)
(X, Y) ——=Dx Y =teg (DxY)

seklinde tammh D fonksiyonu M nin Riemann koneksiyonudur [4].

Teorem 1.2.: M bir Riemann manifoldu ve M c M altmanifold olsun. M ve M

nin Riemann koneksiyonlar, sirasiyla,D ve D olmak iizere,

VixM) x x(M) ——— xMt
X,Y) —> VX, Y)=DxY-DxY

fonksiyonu (M) degerli, simetrik, 2-kovaryant tensor alanidir[4].

Tamim 1.23.: M bir n-Riemann manifoldu ve M de M nin bir k-boyutlu

altmanifoldu olsun. O zaman
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Vi x (D) x g (M) —— x (V)L
X, Y) — V(X,Y)=Dx Y-DxY

seklinde tamimli, x(M)L degerli, simetrik, 2-kovaryant tensor alamna M nin ikinci temel

tensorii veya Genellegtirilmis Weingarten Doniisiimii denir [4].

Tamm 1.24.: n-boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M nin k-boyutlu bir

altmanifoldu M olsun. M nin ikinci temel tensrii V ve (M) in bir ortonormal baz

Y= {Nl, vee s Nn-k}
olmak lizere,

B : x(M) x (M) — C*(M, IR)
BiX,Y)=<V(X,Y),Ni>,1<i<nk
seklinde tamml B; bilineer formlarina M nin y ye gore ikinci temel formiar: denir [4].
Tanimm 1.25.: N bir C* (n-1)-manifold olsun.
f:N——— En
fonksiyonu bir immersiyon ise f(N) = M manifolduna EM in bir hiperyiizeyi denir [4].
Tamim 1.26.: E® in bir hiperyiizeyi M olsun. % (EP) in bir alt uzay1 (M), x(E")
deki i¢ garpima gore x(M) nin ortogonal komplemam y(M).l olsun. (M) in bir

ortonormal bazin1 {N} ile gosterelim. N ye M nin bir birim normal vektor alani denir

[4].

Tamm 1.27.: E", n-boyutlu 6klid uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde
diferansiyellenebilir bir birim normal vektor alanina M iizerinde bir yonlendirme denir.
En deki herbir irtibatli M hiperyiizeyi i¢in tam iki farkli yonlendirme vardir.

Bunlardan birisi N; e digeri de -N e kargilik gelir.
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Uzerinde bir yonlendirme segilmis olan hiperyiizeye yonlendirilmis (oriented)

hiperyiizey denir [4].

Tammm 1.28.: Uzerinde uygun bir yon segilebilen bir M manifolduna
yonlenebilir manifold veya yonlendirilebilir manifold denir. Boyle bir manifold
iizerinde segilmig olan 6zel bir u yéniine M manifoldu iizerinde p yonii denir. (M, p)

ikilisine de yonlendirilmis manifold veya kisaca yonlii manifold denir [4].

Tanim 1.29.: M de V afin koneksiyonu verilsin. V X, Y € x(M) igin

T:xM)xy M) — x M)
(X, Y) —— T(X, Y)

TX, Y) =VxY - VyX - [X, Y]
seklinde tanimli (1,2) tipindeki tensér alanina M nin torsion tensorii denir [6].
Ozel olarak T = 0 durumunda
[X, Y] =VxY - VyX
dir ve V ya M iizerinde sifir torsionlu (zero-torsion) koneksiyon adi verilir [6].
Tanmim 1.30.: (M, g), afin koneksiyonu V olan bir Riemann manifoldu olsun.
R(X, Y) : x(M) —— x(M)
Z— RX,Y)Z
RKX,YV)Z=VyVyZ-VyVyZ-Vix | Z
olarak tammlanan

R : xM) x (M) x (M) ——= x(M)

doniigiimiine M nin egrilik tensor alam ve R (X, Y) doniigiimiine de egrilik

doniigiimii denir [6].
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Ozellik: VX, Yex(M) icin

TX,Y)=-T(Y,X)

RX Y)=-R(Y,X)
dir [6].

Tanmm 1.31.: M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere

¢:IRxM—M

. p)— ¢, (P)

dOniigiimii,

i) VitelRigin ¢ :P—> @, (P) diffeomorfizm,

i) Vi, seIR ve PeM igin Prs P) = @, (95 (P))

sartlarini sagliyor ise ¢ ye M nin diferansiyellenebilir bir 1-parametreli grubu
denir[6].

Tamm 1.32.: M iizerinde bir vektor alanm X ve X ile gerilmis lokal doniigiimlii bir
1-parametreli grup ¢, olsun. X vektor alanina gore bir K tensor alaninin LyK ile

gosterilen Lie tiirevi

(Lx K)p= lim  *[Kp - (91 Ky

0

olarak tanimlanir [6].

Onerme 1.1: X vektor alanina gore Ly ile gosterilen Lie tiirevi, agagidaki

Onermeleri saglar.
i) Ly (K®K') = (Lgx K)®K' + K&y K) (K, K' herhangi .tensﬁr alanlan),
i) Lyf=Xf , feF(M),

i) LyY=[X,Y] , Yex(M) [6].
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Tanim 1.33.: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M nin bir sifir

torsionlu V koneksiyonu igin,

oluyor ise V ya M nin Levi-Civita koneksiyonu (Riemann koneksiyonu) denir

[6].

Tamm 1.34.: Bir U c M ag1§1 iizerinde

w:U ™ v ArT:J ®

PeU
r-lineer
——e . e e
p w(p): TM P x.... X TM P) anti-simetrik IR

seklinde tamimh w ye U iistiinde bir r-form'dur denir.
O zaman;
w= 2 Wip, .., i Xy A e A dXg
seklinde yazilabilir. Buna gore VX, X,, ..., X, € x(M) igin

WX, X)= D owi L adk A A dxg X, X))
l],...,ir

wiX;, ...,X,)=%det[wj(xk)] , 1<j,k<r,

dir [6].

Df=D'M)ile; r=0,1, .., nigin M iizerindeki r-formlarin ciimlesini
gosterecegiz. Ozel olarak r=0 igin DO = F(M) = C** (M, IR) tammlanur.
DT bir reel vektor uzayidir ve F(M)-modiil gibi goriilebilir. fe F(M) ve we DT igin

fw r-formu

(fw)p=f(p)wp , peM
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olarak tanimlanir. Ayrica;

D=DM)= Y, D'M)
r=0

vektor uzay1 A diggarpim iglemine gore bir Reel cebirdir [6].

Tamm 1.35.: d: D(M) — D(M) (dig tiirev = exterieur derivative operatorii) igin

asagidaki 6nermeler gecerlidir [6]:

i) d; D(M) nin kendisi iizerine d(D) c D! olacak sekilde bir r-lineer

doniigiimiidiir,
ii) feDO=F(M) = df f nin tam diferansiyelidir.
iii) wieD" , wyeDS=d(wjawy) =dw; A wy + (-1)F w; A dw,
iv) d2 =0 dur.

Analiz derslerinde d ye diferansiyel operatorii denir.

Onerme 1.2.: X ve Y, M iizerinde vektor alanlari olsunlar. O zaman

Lix, vy = [Lx, Lyl

dir [6].

Onerme 1.3.: (1, r)-tipinde bir tensor alani K olsun. O zaman
VX, Y, s Y € X(M) igin

4
(LxK) (Y5 s Y = I KO s YOI - 3 K (Y, s 1%, Y eene, X))

i=1
dir [6].

Onerme 1.4.: LxK = 0 olmas: igin gerek ve yeter kogul Vte IR igin @, nin K y1
invaryant birakmasidir [6].
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Onerme 1.5.: w r-formu VX, Xy, ... , X, € x(M) igin

=L N CDIW (X X5 T, XOseeees Kiyerrrry Kjpeornns X )
r+1 =~ ~
0<isj<r

dir. Eger 6zel olarak w bir 1-form ise,
2dw(X,Y) = X(w(Y)) - YW(X)) - w[X, Y]

dir [6].

Tamm 1.36.: M, n-boyutlu bir manifold ve bir Pe M noktasinda Tpy(P) nin r-
boyutlu bir altuzay: S(P) olsun. P noktasinin bir V komsulugu iizerindeki her q € V igin
S(q) ='SP{X1 (@ ..., X, (@)} olacak gekilde X;,...,X vektor alanlan var ise S ye M nin
bir r-boyutlu distribiisyonu denir. {Xj,...,X,} sistemine de S(P) nin bir baz1 denir.

Bir X vekt6r alanimin tanim bolgesi U olsun. Vge U igin X(q) € S(q) oluyor ise
X e S nin bir vektor alamdir denir ve X € S yazilir. Buna gore;

VX, YeS igin [X, Y] € S oluyor ise S distribiisyonuna bir involiitive
(involiitif) distribiisyon denir[6].

VX, YeS i¢in [X, Y]e S=S involiitif dir denir[6].

Onerme 1.6.: M de bir V afin koneksiyonu ve bir U ¢ M acik altciimlesi verilsin.

X, Yex(M) olsun. U iizerinde X veya Y sifir ise VXY de U iizerinde sifirdir [6].

Tanmm 1.37.: ((V, +), (R, +, .), .) vektor uzaymin komplekslestirilmisi
diye

Ve={X+iY !X, YeV}
Ve

VXI + in, X2 + iY2 € Vc, VZ = Zl’ + iZz eC igin
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X1 +iY) + Xy +iY9) = Xj + Xg) +i(Y1 + Y9),
(Zy +iZp) (X +1Y ) =(Z1X; - ZoY 1) +(Z1Y 1 + ZX4)
olmak iizere,
(VS 4),(C, +,.), )
vektor uzayina denir [6].

lineer

Onerme 1.7.: A:V ——— V ; ((V,+), (R, +,.).)
verilsin. O zaman

A2=-1= Vnin {0geees Oy AOY),...,A(0) } Olacak gekilde bir baz1 vardir [6].

Tamm 1.38.: V = ((V, +), (IR, +, .) .) verilsin.
lineer
J:V > V oyleki J2=-1 iseJ lineer doniigiimiine V iizerinde bir kompleks

yapidir denir [6].

Tanmm 1.39.: M bir reel manifold olsun. M iizerinde bir J tensor alam (1, 1)-

tipinde iken;
VPeM igin

IP) =Jp : Tyy(P) ——— Ty (P)

lineer doniigiimii Ty,(P) iizerinde bir kompleks yapi ise J ye M lizerinde bir hemen
hemen kompleks yapr (hhky) dir denir. M ye de J kompleks yapisiyla bir hemen

hemen kompleks manifolddur denir[6].

Sonug 1.1.: M bir hemen hemen kompleks manifold ise boyutu 2n'dir [6].

Teorem 1.3.: M bir kompleks manifold ise M iizerinde bir hhky vardir [6].
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Tanmim 1.40.: (1, 1)-tipinde bir tensér alani F olsun. O zaman VX, Ye (M) igin
Np(X, Y) = F2[X, Y] + [FX, FY] - F[FX, Y] - F{X, FY]
seklinde tanimhi N tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensorii denir[6].

F =1J hemen hemen kompleks yap1 olmas1 halinde J2 = - I olacagindan da

N;X, Y) =- [X, Y] + JX, JY] - JUX, Y] - j[X.JY]

dir [6].

Teorem 1.4.: Bir J] hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilirdir <> Nj =0
dir [6].

Tamm 1.41.: M de bir J hemen hemen kompleks yapisi verilsin. Eger Xe % (M)

icin
LxJ = 0
ise X e infinitezimal otomorfizm (Analitik vektor alami) denir [6].

Tamm 1.42.: (G, o) ikilisi bir grup ve ayn1 zamanda G bir C* manifold olsun. O

zaman G deki grup iglemi olan o
0:G6xG——G
(a, b) —— ab’ !

iglemi bir C* fonksiyon ise G ye bir Lie grubudur denir.

Ornek: G=GL(n, IR) ve matrislerde ¢arpma iglemi bir gruptur. Aym zamanda
V A,Be GL(n, IR) i¢in AB-1 € GL (n, IR) dir. O halde GL (n, IR) bir matris Lie
grubudur[2].
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IL BOLUM
2. DEGME MANIFOLDLARI

2.1. Hemen hemen degme manifoldlar

Tamm 2.1.: M bir (2n+1)-boyutlu manifold, ¢, €, N da M iizerinde, sirasiyla,
(1,1) - tipinde bir tensdr alani, bir vektdr alan1 ve 1-form olsun. Eger ¢, &, n igin, M

lizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere

né =1

ve
02X =-X+nX).§

Ozellikleri saglamyorsa o zaman (¢, &, 1) iicliisiine M iizerinde bir hemen hemen

degme yapisi ve bu yapi ile birlikte M ye de bir hemen hemen degme manifold denir[6].

Teorem 2.1.1. (¢, &, n) hemen hemen degme yapisi igin

D ¢§=0,

i) N(¢X) =0,

iil) rank ¢ =2n
dir [6].

Ispat: (i) VX € x(M) igin Tamim 2.1 den
PX=-X+n1X).&
oldugunu biliyoruz. Burada 6zel olarak X = & alinir ise,

$=-E+m (). &



20

olur. Gene Tamim 2.1 geregince

neE =1

oldugu gdzoniine alindiginda

0% =-5+1.8
=0

bulunur. O zaman ya
05 =0

dir, ya da ¢& vektorii, ¢ min sifir 6zdegerine karsilik gelen agikdr olmayan bir

dzvektordiir. Ikinci halde
0 =0

olmahdir. Eger ¢& # O ise ¢2X =- X +1 (X) . & esitligi geregince
42 (98) =- & +m (98) . &

veya 2 (¢€) = 0 olduguna gore buradan da

05 =1 (¢5) . §

elde edilir. Boylece

€ =0
olmas1 1} (¢€) # 0 olmasim da gerektirir. Bu durumda

o=@ .§

esiﬂigindc her iki tarafa ¢ uygulanirsa



6 (68) = ¢ (98) . &

veya
02 & =n(08) . 6%

elde edilir. Burada ¢2 & = 0 oldugundan
0=m(¢8) . 6§

dir. Burada (€)% 0 kabuliimiiz bizi

05 =0

sonucuna gotiirir.
(ii) Tamm 2.1 den
02X =-X +n(X). &
dir. Bu esitligin iki yanina ¢ nygulamrsa

¢ ($2X) = ¢ (X +n(X). &)
= X =- X +NX) . 0§ ... (*)

elde edilir. Diger taraftan

02X =-X+n(X).§
denkleminde X yerine ¢X yazilirsa,

$20X) =- 0X +N(0X) . §

= $3X =-0X +M(0X). & ........... (**)
bulunur. (*) ve (**) esitliklerinden,

-0X +N(X) 6§ =- 0X + N(9X) . §

yazabiliriz. Buradan

21
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nX) . 6§ =n¢X).§
elde edilir. ¢£ = 0 oldugundan,

nex)§=0

ve € # 0 olmas1 nedeniyle de

nex)=0

bulunur.
(i) ¢p : T\(P) ——— Tpm(P), Vpe M
olmasi nedeniyle
Rank¢ + Sifirlik¢ = 2n + 1 = boy(M)
dir. VX € Ker¢ igin
X =0
olacagindan
02X =-X+nX).&
=0=-X+nX).&
=>X=1(X).§
esitligi elde edilir. Burada X e S {&}=Ker¢ dir. O haldé Ker¢ nin bir baza € dir.O halde

Sifirlik ¢ = boy (Ker¢) = 1

dir. Boylece

Rank ¢ + Sifirhik ¢ =2n + 1
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= Rank¢+1=2n+1

=> Rank ¢ =2n
bulunur.

2.2. Hemen hemen degme metrik manifoldlar:

Teorem 2.2.1.: Herbir hemen -hemen degme M manifoldu iizerinde bir h
Riemann metrik tensor alani

h(X, &) =1(X),V X € x (M)
olacak gekilde vardir[6].

Ispat: M de Riemann metrik tensor alam f olsun. h yi f yardimiyla asagidaki sekilde

tammlayalim: VX, Y € % (M) igin,

h(X, V) =fX-nX).§ Y -1(Y) . § +n(X) . n(Y)

dir. Buradan h nin 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimli oldugu kolayca goriiliir. Burada

Y =& konumu yapilirsa

h(X, &) =f(X-nX).&,&-n(6). &) +n(X) . n(®)

=hX, ) =fX-1X).§5-1.H+nX).1
=fX-nX).&, 0) +nX)
= f(- $2X, 0) + N(X)
=0+n(X)

=nX)

bulunur.
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Teorem 2.2.2.: Herbir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir g

Riemann metrik tenstr alan:

NX) =gX, &)

veE

g(9X, oY) = g(X, Y) - n(X) n(Y)

olacak gekilde vardir[6].
Ispat: Teorem 2.2.1. geregince M de
h(X, &) =n(X)
olacak gekilde bir h Riemann metrigi vardir. g (0,2) tensor alanin

g%, Y) =7 (h(X, Y) + h@X, §Y) + n(X) n(Y))

olarak tanimlayalim. Buradan g nin M iizerinde bir Riemann metrigi oldugu kolayca

goriilebilir. Aynica Y = € konumu yapilarak

g(X, &) =2 (h(X, &) + h(9X, &) +n(X) n(®))

I

% (h(X, &) + h(0X, 0) +n(X) . 1)

N

M&X) +0+nX)1)

i

N

@n(X))

=1(X)
elde edilir. Diger taraftan

g0X, $9) =1 X, 6Y) + h@'X, 0°V) +1(0X) . N@Y))
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=2 (X, 0Y) +h(X +(X) . &, - Y +1(Y) . §) +0)
=2 (X, 0Y) + h(X, ¥) - kX, (Y) . §) - h(NX) . &, )

+h(nX) . & n(Y) . )

(h(9X, 9Y) +h(X, Y) - n(Y) h(X, &)

-N(X) . b, Y) + nX) n(Y) h&, &)

= % (h(9X, $Y) + h(X, Y) - n(Y) n(X)

- N(X). n(Y) + n(X) n(Y) n(€))

o (h(9X, 6Y) +h(X, Y) +n(X) N(Y) - 2n(X) n(Y))

0 [

= g(0X, ¢Y) =% (h(9X, ¢Y) + h(X, Y) + n(X) . n(Y)) - n(X) n(Y)
=gX, Y) - n(X) n(Y)
dir.
Simdi agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2.1.: M hemen hemen degme manifoldu iizerinde

nX) =g, &)
8(0X, 0Y) = g(X, Y) - n(X) n(Y)

olacak gekilde g Riemann metrigi igin
80X, Y) + g(X, 0Y) =0
dir, yani ¢, anti-simetrik olacak gekilde M iizerinde bir g Riemann metrigi vardir[6].

Ispat: Teo. 2.2.2. geregince g Riemann metrigi istenilen zelliklerde vardir. Buna gore;



g(0X, ¢Y) = g(X, Y) - n(X) n(Y)

ifadesinden

gX, Y) = g(¢X, ¢Y) +n(X) n(Y)

yazilabilir. Bu denklemde X yerine ¢X konumu yapilirsa

g¢X, Y) = g(¢2X, ¢Y) + n($X) n(Y)
= g(0X, Y) = g(-X +nX) & 0Y) + 0. n(Y)
=-gX, oY) +nX) g €, oY) + 0
=-gX, 0Y) +n(X) n(9Y), M@Y)=0
=- g(X, ¢Y)

= g(0X, Y) + g(X, $Y) =0
elde edilir. O halde, g ye gore ¢ anti-simetriktir.

Tanmm 2.2.1.: Teorem 2.2.2. de verilen metrik tensér alan1 g yi, verilen (¢, &, 1)
hemen hemen degme yapisi ile birlestirilmig bir Riemann metrik tensor
alam olarak adlandiracagiz. (¢, &, 1) hemen hemen degme yapisi ile birlestirilmig bir
Riemann metrik tonsér alan1 g olmak iizere, M de (¢, &, n, g) dortliisiine bir hemen
hemen degme metrik yapi ve bu (¢, &, N, g) hemen hemen degme metrik yapisi ile

birlikte M ye bir hemen hemen degme metrik manifold denir{6].

Teorem 2.2.3.: Hemen hemen degme yapisi1 (¢, &, 1) olan bir (2n+1)- boyutlu
manifold M olsun. O zaman M nin tanjant demetinin yap: grubu U(n) x 1 e
indirgenebilirdir. Burada U(n), nxn tipinde iiniter matrislerin garpma iglemine gore

grubudur. Tersi de dogrudur[6].

Ispat: Ik 6nce M nin

{e1, €9, coueeee s s B(E1), O(E9), -ecnn. , 0(ey), &)
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bigiminde bir ortonormal gatisinin mevcut olacagim gosterelim. Byle bir catiya adapte

cati diyecegiz. Adapte ¢atinin varlifim
Ker ¢ = Sp {£}

oldugundan biliyoruz. Diger taraftan,
2V =S, (£} @ S, (£}

dir. O halde X e S, {§} ise g(X, &) = n(X) olacagindan
nx) =0

dir. O halde;

02X =-X+nX).§

denkleminden

02X =-X+0.§
veya

$2X=-X

olur. Buradan da ¢ ()L mn Sp {€} tizerinde bir hemen hemen kompleks yapi
Y

oldugunu sdyleyebiliriz. Buna gore,

Sp {E}L nin {eq, ey, ... , €, O(€]), ..., D(€p)} bigiminde bir ortonormal bazi mevcuttur.
AM) = Sp {g}'l' @ Sp [‘t:}

oldugundan (M) nin de S = {eq, -.. , €p, $(€1); ..., O(€), &} bigiminde bir ortonormal

bazi mevcuttur. g metriginin bu baza gore matrisi gs, ise, S ortonormal oldugundan

gs, = Lo+t

dir. O halde



001
dir. Diger taraftan,

dep)=0.e1+0.e0+..+0.e,+1.0()+0.d(y)) +..+0.¢(ey) +0.&

.................................................................................................
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

¢(en)=0.el+O.ez+...+0.en+0.¢(c1)+0.¢(e2)+...+1..¢(en)+0.'§

ve,

dde)=02(e))=-1le; +0ey+...+0e,+ 0 Gle))+0d(e) +... +0d(ey) +0. §

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

00) =02 (eg) =0e; +0ep+...- Leg +0deg)+ 0 dex) +... + 0 ¢en) +0 &
0€)=0=0e;+0ep+... 0, + 0 e+ 0 dlex) + ... + 0 d(en) + 0. &

oldugundan

dir.

Simdi bir diger (1, ... , &, $(€1), ... , $(En), §} adapte gatisin, g ve ¢ nin gg, ve

(s, deki aym iki bilegene sahip olmas1 ve

gi=r.e, ¢@)=rdE) E=r.§

se¢ilmesi halinde gdzOniine alalim. O zaman kolayca gosterebiliriz ki r ortogonal matrisi
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r= = Bn An 0
0 O 1

bi¢ciminde olmalidir. Bu da M nin tanjant demetinin grup yapisimin U(n) x 1 e

indirgenebilir olmas1 demektir.

2.3. Degme Manifoldlar:
Eger bir (2n+1)-boyutlu M manifoldu iizerinde ve M nin heryerinde;
nA@d)r=0

olacak sekilde global bir n 1-formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir denir ve
bir degme manifold olarak adlandinilir. Biz 1| y1 M nin bir degme formu olarak
adlandiracagiz. Buradaki (dn) ile n inci mertebeden dig carpim gosterilmigtir, yani (dn)?
=(dn) A ... A (dn) dir.

V#*, V vektdr uzayina dual olmak iizere eger dig ¢arpim, AV* Grassman

cebirinin bir 0 kuadratik formu igin
Or£0 ve O+l =0

sartlarini sagliyorsa 6 nin 2r rankli oldugu sylenir. Buna egdeger olarak
rank 6 = boy V - boy Vj

dir, burada

Vo={X:Xe V,0(X, V) =0}
dir, yani
Vo={XeVIVY)Ye V=20(X,Y)=0)]

dir. Buna ilaveten bir M degme manifoldu iizerinde
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NnA@dn)=0

denklemi geregince A T;,I (P) Grassman cebirindeki dn kuadratik formunun ranki 2n dir.

Bu durumda
Vo= {X: X e Tm(P), dn X, Tp(P)) =0}

altuzay1 1-boyutlu bir altuzaydir ve Vj lizerinde 1 # 0 duir, diger sozlerle Valtuzay,
1 = 0 olacak sekildeki 2n boyutlu bir altuzayin tiimleyenidir. §p € Vjeleman1 n(€p) = 1
olacak sekilde Vg 1n bir eleman: olsun. O zaman & bir vektor alamdir ve M iizerinde T] ile
tanimli, 1 ya kargilik gelen vektor alan: (1] ya dual olan vektor alani) adini alir ve (€) = 1

oldugundan asla sifir olamaz.

Teorem 2.3.1.: Degme yapisi 1 olan (2n+1)-boyutlu bir manifold M olsun. M
tizerinde

gX, oY) =dn (X, Y)

olacak gekilde bir (¢, &, N, g) hemen hemen degme metrik yapisi vardir.

Teorem 2.3.2.: n-boyutlu bir M manifoldu {izerinde bir 1-form w olsun. M

iizerinde

wA dwP=£0
ve

(dw)P+l1 =0

oldugunu kabul edelim. O zaman herbir noktanin bir komgulugunda

p
w=dyPtl. ) yidxi

i=1

olacak sekilde bir
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(x1,x2,..,xP, yl, .., y*p)
koordinat sistemi vardir[6].

Buradan su sonucu kolayca ¢ikarabiliriz.

Sonug 2.3.1.: Bir (2n+1)-boyutlu M degme manifoldunun herbir noktasinin bir

komgulugu iizerinde

1’]=dz-§n;yidxi

i=1
olacak sekilde
(xi,yl,z), i=1,2,..,n
koordinatlan vardir.
Teorem 2.3.3.: (2n+1)-boyutlu 6klid uzay: IR20+1 de
(x1, x2, .., xn, ¥y, y2, ., ¥y, 2)

kartezyen koordinatlarim alalim. IR20+1 de bir 1-form 1 olmak iizere,

n
1’]()=dz-2yidxi

i=1

ile tamimlansin. O zaman,

Ng A (dng)"#0
dir. Burada ng‘a IR20+! {izerinde bir degme formdur denir{6].
Ispat: ng = dz - yldx! - y2dx2 - ... - yndxn

dng=-dy! Adx!-dy2Adx2-...- dyn A dxn
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n - defa

: !
dngAdngA..Adng=(-dyl Adx!-dy2 Adx2-dy3 Adx3-...-dy" Adx™) A
(-dy! Adx1-dy2 Adx2-dy3 Adx3- ...-dyP Adx®) A ... A (-dyl Adx!-dy2 A
dx2- dy3 A dx3 - ... - dyn A dxm)

=D [dyl Adx] Ady2 Adx2Ady3 Adx3 A ... Ady? Adxn

+dy2 Adx2A dyl Adx! Ady3 Adx3 A ... A dy" Adx®

+dy3 Adx3A dyl Adx! A dy2 Adx A ... A dyP A dxP

+dyn AdxP A dyl Adx! A dy? Adx2A ... A dyn1 A dxn1]

= ()" (n! dy! Adx! A dy2 Adx2 A dy3 Adx3 A ... A dyP A dxP).

Yukarida

Vij=12,..,n igin
dyl Adx1A .. A dyl AdxiA .. Adyi AdxiA ... A dy" A dx?

=dyl Adx!A .. AdyiAdxiA ... Adyl AdxiA .. Ady" Adxn
esitligini kullandik.
(@no)" = Lo (@no A .. A dno)
= ;lll—n! D" (dy! Adx! Ady2 Adx2 A ... Adyn A dxn)
ve
Ng = dz - yldx1 - y2dx2 - ... - yndxn

dan

-1)n {
Mo A (dno)* = %,—“ (dz Ady! Adx? Ady2 A dx2 A ..Ady" A dxP)
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buluruz.
dzAdyl Adx1 Ady2 Adx2A ... Adyr Adx" =0
oldugundan da

Mo A (dnyt=0

dir.

Tamim 2.3.1.: IR20+1 in iki agik altciimlesi U ve U’ olmak iizere bir

fU—mm U

diffeomorfizmi i¢in,

PNo=1.Mo

ise f ye bir degme transformasyonu denir. Burada 1, U iizerinde sifir olmayan reel
degerli bir fonksiyondur.

I" ile biitiin degme doniigiimlerinin ciimlesini tantmlayalim. O zaman I'" agagidaki

anlamda bir grubumsudur, yani

i) eger

fU—U v gV———mV
degme transformasyonlar ve

UNnVzg
ise gile f nin ¢arpimz olan gof gonksiyonu da

gof: 1 (U'NV)

gU'nYV)

bigiminde bir diger degme transformasyonudur.



ii) i deki iglem I'" da bilegimlidir.

iii) I" nin herbir elemaninin (i) deki igleme gore bir inversi vardir ve bu invers I" da
dir[6].

Tanim 2.3.2.: Bir f € I" degme transformasyonu igin,
f*mp=mo
ise f ye bir kesin degme transformasyonu denir[6].

Sonug 2.3.2.: £* 11g=1( bicimindeki biitiin f* kesin degme transformasyonlarinin

ciimlesi I'g olsun. I ciimlesi I" igin bir alt grubumsudur{6].

Teorem 2.3.4.: Defme transformasyonlarinin ciimlesi ¢arpma islemine gore bir
grubumsudur[6].

Ispat: Degme transformasyonlar ciimlesi

F={flf:U———>>> U, U, U cIR™ agiklar, f*ng=1.ng ve
120:U IR}

o:I'x'——>»T

dir (yani o iglemi kapalidir): Yani ' xI' ——— T

(g, ) —— gof

dir.

degme transformasyonlar1 verilsin. Buna gore

£ (U')* ——— U*, g*: (V')* ————= V*
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dualleri igin
fno=1No, g&*Mm=1um
dur. Buradaki 7, U da, 1, de V iizerinde reel degerli fonksiyonlardir.
Bdoylece
gof: FlUNV)cU—-glUnV)cV
doniigiimiiniin de bir degme transformasyonu oldugunu su sekilde gorebiliriz:
(gof)* : (g(U' N V))* — (1 (U' N V))*
olur.
(gof)*ny=1.my
oldugunu gordiigiimiiz zaman gof de bir degme transformasyondur diyecegiz.
(gof)*n; = (Frog*M; = f*(g*n1) = F*(1yMy1) = 70 (14M1) = (o=
dir. Burada 7yt = T konumu yapilirsa
(gof)*ny=t.M
bulundugundan gof de bir degme transformasyonudur. Yani gof € I" dur.
ii) (o) iglemi I" da birlegimlidir:
Vf, g he I'igin

(fog) oh = fo (goh)

oldugunu gosterelim.



[(fog)oh]* (ng) = [h* o (fog)*] (g)
=[b* o (g* o £*)] ()
=h* ((g* o *) (Ng))

= h* (g*(f*np))
olup

f:Uo—-)Vo, g:U1—>V1, h:UZ-—)Vz

VonU;#9, ViNnUyzg

ve.

f*(Mo) =ToNg » 8*M) = TNy, h*(N) =TM2

oldugu gbzodniine alinirsa

[(fog)oh]* (Mg) = h* (g*(Tgnp))
= h* (17 (Tgho))
=T (T1 (Toho))

= (T2 11 Tg) (Mo)

bulunur.

[fo(goh)]* (Ng) = [(goh)*of*] (o)
= [(h*og*)of*] (Mp)
= (h*og*) (f*no)
= (h*og*) (1gNo)
=h* (g* (1gno))
= h* (11(ToNp)

=19 (T1(ToNg))

bulunur. V 1 igin
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[(fog)oh]*(ng) = [fo(goh)]*(no)

oldugundan V f, g, h e I' igin
(fog)oh = fo(goh)

dir. Yani (o) iglemi I" da birlegimlidir.

iif) (o) iglemine gére V f € I igin f nin tersi vardir ve f-1 € I'dir, V fe T, f bir
lokal diffeomorfizm oldugundan &yle bir f-1 fonksiyonu vardir ki

fofl=I=flof
dir. Simdi f-1 e T oldugunu gosterelim:

I € I birim degme transformasyon oldugundan V 1y igin

*no=np

dir. Ayrica f € I" oldugundan f(ng) = 1gng olacak sekilde Tg# O fonksiyonu vardir.

Buna gore,

(fof-1)* (ng) =I* (np)
[(E1)* o £ (g) = I* (ng)
(ED* (* M) =7

(F1y* (7gmg) =Mg

dar. O halde n; = tgNng olmak iizere; 7o # 0 oldugundan,

olup

EhH* () =Mmp)

yazilabilir. O halde



38
flel
dir. O halde V f e T igin bir f-1 vardir ve f-1 € I'dur..
Tamm 2.3.3.: V (i, j) ¢ifti igin fj;
fij=1. fj'l
seklinde tammh olmak iizere V Uj, V; € IR20+] aciklan igin

f;: Uy — V; c IR2n+]

homeomorfizmleri verilmig olsun. Ayrica M nin bir agik ortiisii {U;} ve boy M = (2n+1)

olsun. Eger
fi .fleT
ise
(U i) ve (U, ;)
koordinat sistemleri (haritalar) denktirler denir. Bu denklik baginusina gore
denklik simiflaninin ciimlesi M iizerinde en genig anlamda bir degme yap1 olarak
adlandirilir] 6].
Sonug¢ 2.3.3.: fj U;n Uj)
iizerinde
(& - f51H* Mo) = pijNo
olacak gekilde sifirdan farkl: bir p;; fonksiyonu vardir{6].

Ispat: Gergekten de f; € I” oldugundan f;* g = 14 1 dir. Boylece
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(57 Mo = [67* . £ g
= ()" (o)
= (f1)* (to )

drr. f;1 e T oldugundan da (f;1) Ny =7 M olup

&t H*ng = T (79 M)
= (T 1) Mo

=Pij Mo
elde edilir. Diger taraftan
pij Mo = (G D* o

esitliginin heriki tarafina f;* yi uygularsak

£* (py M) = [*(E£71)* Mg
= [f*(()* )1 Mg
=[*E DY £*1ng
= [(fy 1 £)* 91 ng
=[I*fi*] ng

=fi* Mo
olur.
Sonug 2.3.4. : f;* (py; o) = f*(p;p) £j* Mo)

dir[6].

Ispat: f; bir degme transformasyonu oldugundan U; tizerinde reel degerli bir T

fonksiyonu



£ (P 0) =T (P TO) oorerrerseesnnen *)

olacak sekilde vardir. 1y ve 71 yine Uj tizerinde reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

&* pip (p) = (T p3) (P

=79 (P) Py
ve
&* o) @ = (1Mo P
=11 (P) Mo
oldugundan da

[E* pip (§* o) @) = (E* py) @) (* o) (P)
= (19 (p) Pij) (1 (P) No)
=19 (P) 71 (P) Pij Mo
= [(tg 1) P3; Mol ()
[(€5* piy) €* N0)] ) = [T (P MO () = £* (Pij Np)-wevernn(*¥)

buluruz. Bu esitlik V P € U; igin var oldugundan

(*) ve (**) dan
&* pi) (F* Mo) =7 (3 o)
=fi* o =1£;* (P Mo)

elde edilir.
Sonug 2.3.5.: Eger 1; yi her U; iizerinde

n; =f* Mo

40



olacak gekilde bir 1-form olarak tanimlarsak
Ui N Uj 0

tizerinde
M =f* (Pip My

yazabiliriz[6].

Ispat: Bunu gorebilmek igin
fi* no = &* pyy) (§* np)

esitlifinde f;* Mg yerine n; ve fj* ng yerine de 1; yazmamiz yeterli olacakgr. Buna gorre;
Mpigin

Mo A (dng)" =0
oldugundan

M A dn)"=0
dir. Gergekten de;
ni=fi*np
oldugundan
dn; = d(f* ng) = £i* (dnp)

olup

(@np" = 51,— (@i Adni A ... Adn)

41
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- # (fi*(dno) A fi*(dno) A ... A fi*(dng))
- r}_' fi*(dno Adno A ... A dng)
= f* [EIT (dno Adno A ... A dno)l

=fi* (dno)"
dir. Buna gore,

N A (dnp" = (f*ng) A (£* (dnp)™)
=fi* Mo A (dno)™)

olur. Bu ise f* lineer ve
Mo A (dﬂo)n #0

oldugundan

MNiA@dn)r=0

demektir,

Tanim 2.3.4.: T(M) = U Ty(P) tanjant demetinin bir altdemeti D olsun.
PeM

Pe U igin Dp lifi de
Dp={Xe Ty (P);n; (X) =0}

ile verilsin. Bir manifold iizerinde bir vektor demeti IR" standart lif ile verilsin. Eger
GL(n, IR) grubu ile birlestirilmig asli lif demetinin grup yapisi, pozitif determinanth
matrislerin olugturdugu ve GL(n, IR) nin bir altgrubu olan GL*(n, IR) ye indirgenebilirse
bu demete yonlendirilebilirdir denir{6], burada GL(n, IR) = {A=[aij] | ajj € IR, 1 €1i,j
<n,det A #0} ve GL*(n, IR) = {A=[a;j] | aj; € IR, 1 <i,j <n, det A = +1} dur.
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Sonug 2.3.6.: D yonlendirilebilirdir[6].
Ispat: U; N Uj iizerinde

Mi = Tjj Mj
alalim. O zaman

Mi A (dnp" =™ (m; A (dnp™)

dir, burada ’cij““, 7;j koordinat doniigiimiiniin jakobiyenidir. Gergekten de

dn; = d(ty; My = ;A0
(@i = Lo @i AdniA .. A dnp
= ;117 (1 dnj A Tij dnj A ... A 7j dn))
= Lot (dnj A dnj A ... A dny)
(@n)" = 5" (L-dnj A dnj A ... A d))
= " (dn;)"
M A (dny" = (1 M) A (7" @™

=™ (n; A (dny)™)

oldugunu gormiis olduk. Boylece eger n gift ve M yonlendirilebilr ise Tij pozitif olmahdir

ve bu yiizden D vektor demeti yonlendirilebilirdir.

Ornek 2.3.1.: (2n+1)-boyutlu bir 6klid uzay1 IR20+1 olsun.

O zaman

(xi9 yla Z) s i= 1, 2, PR ¢ |

kartezyen koordinatlar olmak {izere



n
n=dz- 3 yidx

i=1

1-formu IR20+1 {izerinde bir degme formudur. O zaman & vektdr alam a% dir. Gergekten

de
d i,il 0
ol g
zZ 0z] i=1 0z
(TR e
1 0
olur.
n =2 igin

nA@d)*#0

oldugunu gosterelim.

M =dz - yldx! - y2dx?

dn = - dy! A dx! - dy2 A dx2

(@n)? = @n Adn)
=§1!~(dy1AdxlAdyzAdx2+dy2Adx2Ady1Adxl)

=-21'—2.dy1Adx1Ady2Adx2

dir.
N A (dn)? = (dz- yldx! - y2dx2) AdylAdx! A dy2 A dx2)

=dz A dy! Adx! A dy2 A dx2

ve
dzAdy! Adx! Ady2 A dx2#0

oldugundan
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nA @20

olur.

Ornek 2.3.2.: IR20+2 pin (2n+1)-.boyutlu bir regiiler hiperyiizeyi M olsun.
(Ornegin herbir noktadaki C> teget diizlemi ile birlikte) (x1, x2, ... , x20+2) kartezyen
koordinatlart ile IR22 de

o = x1dx2 - x2dx1 + ... + x2n+1 dx2n+2 _ x2n+2 gdx2n+1
ile taniml 1-formﬁ dikkate alalim. O zaman
do = 2(dx1 A dx2 + ... + dx2n+1 A dx2n+2)

oldugundan

2n+1
o A (do)? =271 { Y Dl xidx! A dx2 A ... A dxdT AdxitT A LA dx2“+2]

i=1
dir. Bunu n=2 hali i¢in gosterelim.

IR6 nin 5-boyutlu bir regiiler hiperyiizeyi M olsun. (x!, x2, x3, x4, x5, x6)
kartezyen koordinatlari ile IR6 da

o = x1dx2 - x2dx! + x3dx4 - x4dx3 + x5dx6 - x6dx3
ile tanimli 1-formu dikkate alalim. O zaman:

do = dx! A dx2 - dx2 A dx! +dx3 A dx?4 - dx4 A dx3 + dx3 A dx6 - dx6 A dx3
ve

dx1 A dx2=- dx2 A dx1
dx3 A dx4 =- dx4 A dx3

dx5 A dx6 = - dx6 A dx3



oldugundan
do. = 2(dx! A dx2 + dx3 A dx# + dx5 A dx6)

olur.

(doyy? = %- (do A dot)
=2L2!(dx1Adx2Adx3Adx4+dxlAdeAdeAde
+dx3Adx4Adx1Adx2+dx3Adx4Adx5Adx6+dx5Adx64dx1Adx2 |
+dx5 A dx6 A dx3 A dx?)
ve
dx! A dx2 A dx3 A dx4 = dx3 A dx4 A dx1 A dx2
dx1 A dx2 A dx5 A dx6=dx5 A dx6 A dx1 A dx2

dx3 A dx# A dx5 A dx6=dx5 A dx6 A dx3 A dx4
oldugundan

(da)2=§1'—22.2[dx1Adx2Adx3Adx4+dx1Adszdx5Adx6

+dx3 A dx4 A dx5 A dx9]
dir.

a A (do)? = 4 [x1 dxZ A dx3 A dx?4 A dx5 A dx6
-x2dx1 A dx3 A dx4 A dx5 A dx6+ x3 dx4 A dx! A dx2 A dx5 A dx6
- x4 dx3 A dx1 A dx2 A dx5 A dx6+ x5dx6 A dx! A dx2 A dx3 A dx?

- x6 dx3 A dx1 A dx2 A dx3 A dx4]

olur. IR2n+2 de
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o= xl dx2 - x2 dxl + x3 dx4 B x2n+1 dx2ﬂ+2 - x2n+2 dx2n+1
1-formu igin
do = 2(dx1 A dx2 + ... + dx2n+] A dx2n+2)

oldugundan

o A (do)n = 20-1 nt [x1dx2 A dx3 A dx4 A ... A dx2n+l A dx2n+2
x2dxTAdx3AdX* A ... Adx2nHT A dx2042 £ x3dx4 A dxI A dx2 A dxS A
e A dx2041 A dx2042 0y x2041 @x2042 A dx1 A dx2 A dx3 A ...

e A dx2n - x2042 (@x2n+1 A dx1 A dx2 A dx3 A ... A dx2n-1 A dx2n]

olur.

M nin xg = (g} , .. , X¢2%*2) noktasindaki tanjant uzayim geren (2n+1) tane lineer

bagimsiz vektorii vy , vp, ..., Vopy ile gosterelim.
*: IR20+2 de $klid metriginin Hodge yildiz operatériinii gostermek iizere
Wi = * dx (Vl, V25 cee s V2n+1)
alalim. O zaman Wi bilegenleriyle bir W vektorii vy, vg, ... , Vop41 ile gerilmig bir
hiperylizeye normal olur.
(.) IR2%+2 de bilinen skalar ¢arpimi gostermek iizere
(o A (do)™) (V1 oo s V2ns1) =X . W
ifadesini de yazabiliriz.

Diger taraftan, M nin xq noktasindaki tanjant uzayinin denklemi

W.x-x0=0
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ile verilir. Bu yiizden, M nin x( noktasindaki tanjant uzayinin orjinden gegmesi igin gerek

ve yeter kosul

W.Xo=0

olmasidur, yani xg da

aAdo)t=0
dir.

Bundan bagka

n=i*o

oldugunu goriirtiz. M den IR20+2 ¢ bir immersiyon olan i doniistimii
N A )" =i*(a A (do)™)
esitlifini saglar. Gergekten de;
dn =d@*a) =i*do
iken
@)= (@A .. Adn)
= 1-11'— (i*dot A ... A i* dar)
= 517 *(dot A ... A doy)
=i*[L (do. A ... A doo)]

= i*(da)t

oldugundan,
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N A (dn)" = (@*a) A (i* (doy")
=i*(o A (do))

dir. Bu yiizden M nin x( noktasinda

oA (do)r#0

olmas1 igin gerek ve yeter kosul M nin x noktasindaki tanjant uzayinin IR27+2 nin

orjininden gegmemesidir [1].

Ornek 2.3.3.: IR2" de B'y1

n
B= z xi dxn + i
i=1
olarak ifade edelim IRy", IR20 in xi=0,i=1,..,nile belirlenmig bir altuzay: ve IR,
de IR2M in xJ = 0, j = n + 1, ...., 2n ile belirlenmis bir altuzay1 olsun. O zaman B, IR2" ¢

daldmnlmig (2n - 1) - boyutlu bir M hiperyiizeyi lizerinde bir degme formudur <

Mn IRln =0
dir.

IR% da B = x1dx? + x2dx> + x3dx6
1-formu i¢in

dP = dxIadx? + dx2adx3 + dx3A dx6

oldugundan

dB A dp = dx!Adx?Adx2Adx’ + dx!adx?Adx3Adx0
+ dx2adxIadx! Adx?+ dx2adx3 adx3Adx6

+ dx3adxbadxIadx?+ dx3AdxOadx2adx3



=2 [dx!Adx*Adx2Adx3+ dxIadx?adx3AdxO+ dxz/\dxs/\dx3/\dx6]
@p)2 = 52'- [dx!Adx*Adx2adx3+ dx!adx*Adx3AdxO+ dx2adxIadx3adxF]
BA(AB)? = x1dx*Adx2AdxS adx3Adx0+ x2dxSadxadx*Adx3Adx6
+ x3dxOadx ! adx*adx2adxd

dir.

IR;3={ (x],x2,x3,x4, x5, x0) e IR6 I x1 =x2 =x3 =0 }
oldugundan

MNIR$3=¢

olmasy, x! =x2 =x3 =0 olacagindan

BA(dB)* =0
olmasina kargilik gelir. Bu da B nin M iizerinde degme formu olmasiyla geligir.

IR20 de B y1 B = x1dx™*1 4 x2dx™*2 4 ..., + xPdx2n
olarak alirsak

dP = dx!adx™! + dx2Adx™2 + ....... + dxPAdx2R
olacagindan
dBAdP = dxladx™IadxZAdx™2 + dxIAdx™1Adx3IAdx™*3
S + dxIadx™1adx? I adx 201 + dxIadx™H AdxPAdx 2D

+ dx2Adx™2adx Iadx™ ] + dxZAdx™2Adx3Adx™3 + ...

+ dx2Adx™2Adx M I Adx 201 + dx2Adx™2AdxPAdx 2D
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dxMIAdx20-IAdxPAdx 2 + dxPAdxZMAdx I AdxH +

dxPAdx2PAdxZAdx™2 + ......... + dx"Adx2PAdxD-1adx20-1

dBAdP =2 (dx!Adx™IAdx2Adx™2 + dxIAdx™IAdx3Adx™*3
+ e + dxAdx™IAdx"Adx 2D + dxZAdxP*+2adx3 AdxPH3

+ dx2AdxM2Adx4Adx + ... + dXZAdXTH2AdXPAdX2D

(n-1)-tane

AdXT2AdxZZAdxM1Adx 201 4 dxIADXMHIARZAAXM 2 A e

AAXP2Adx202 A dxPAdx2D + dxIADXPHLAAXZAAXTF ZA oo,
AAXT3AAR2M3 A AR LAAR 2T TAAXPAGXZ™ 4 oo +
dxIAAXMFLAARIAAXT A e, Adx™ Iadx20-1 A dxDAdx 20
+ dxZAAXPFZAAKIAAXTF At AdxM1adx20-1 AdxPAdx2m)
dir.
@py-l=—1_ (dPa......AdP)
(n -1
ve
B = x1dx+! 4 x2dxm+2 4+ ... + xdx2n
oldugundan da
BAP)™] = x1dxM*1AdxZAdx 2. Adx"Adx2n
+ x2dx"2adx IAdx™H Adx3AdX A AdxPAdx2n
s (OO Geeeescestsctccactttttecsscsstateststranence +
x0-1dx20-1,\dx L Adx M+ IAdx2AdXH 2. ............. AdxP2Adx20-2AdxPAdx 2D

+ xBdx20AdxIAdxM I AdxZAdXM 2. ... AdxP-1adx2n-1
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n

BAR™ = Y xi dxmHAdXIAdXMHIAARZAART2A .. .......
i=1
Adxi-IAdxn+E-DAdxitIadxn+Hi+ DA ... AdXDAdX2D
olur.
IR;" = { (x1, X2, o ,xPoxn+l o ,x2M e IR20 ; xi=0,i=1,...,n}
oldugundan
M IR # ¢
ise x1=x2=... =x" =0 olacagindan
BA@p™! =0

olur. Bu ise f nin M iizerinde bir degme formu olmasiyla celigir. O halde B, IR2n '¢

daldiriimig (2n - 1) - boyutlu bir M hiperyiizeyi iizerinde bir degme formu ise

MAIR = ¢

dur.
Ornek 2.3.4.: Simdi en genig anlamda bir degme manifold ornegi verecegiz.
n-boyutlu reel projektif uzay IRP" ile gosterilmek iizere
M = IR™1 x IRP"

olsun.



de IRP" deki homogen koordinatlar olsunlar. M nin bir agik ortiisii de {Ui}i=1, o’

olarak tanimlansin,

U; iginde bir n; 1-formunu da

ile tanimlayalim. O zaman;
nl A (dnl)n 20

dir. Gergekten de;

Ni =t1—' (tgdx0 + t1dx! + todx2 +
1

1-formu igin

dni= tl (dtgadx0 + dtjadx] + dtpadx2 +
1

oldugundan

dm/\dni=é 2 (dtgadxOadt;adx! + digadxOadipadx? +

1

....... + dto/\dxo/\dtn/\dx“ + dtl/\dxlAdtZ/\dx2 +
....... + dtl/\dxll\dtn/\dx" + dtz/\dxz/\dt3/\dx3 +

....... + dtyadx2adt Adx™ +

ooooooooooooooooooooooooooooo

ve

dniadniadn; = % 2.3.(dtgAdxOndt; AdxIAdtyadx? +

1

dtOAdXOAdtlAdxlAdt3AdX3 +

+ dtOAdXOAdtZAdXZAdt3AdX3 +

+ dtaadxn)

+ dt,adx!adtyadx? +

+ dtn_l/\dx“’l/\dtn/\dx“)
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t20

1

ooooooooooooooooooooooooooooooo

.............................
ooooooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooo

+ dtOAdXOAdllAXmAdtn/\an

+ dtgadxOadtyadx?adt,Adx®



O +
+ dtyadxladtyndx2adtsadx3 + ........ + dt; adx Adtyadx2adt, Adx™
e +

olup

(dni)"-:nl' (@NiA-e.....AdTIi) =;1,— (:f )!n [ dtgadxOadt, Adx!Adtadx2A
! '

dir. O halde

niA@dn; )" = Z—il‘;:l— (todondtlAdxlAdtzAdsz ..................... Adt Adx"?
tj

+ t,dx ! AdtgAdxOAdtyAdX2A e e Adt adx™ +

dx2adtaadxOadt, adxAdtza Adx3A............. Adt Adx™ + ..............
0 1 3 n

+ tn_l/\dx"'l/\dtoz\dxo/\dtl/\dxl/\ ................... Adtn_z/\dx“'z/\dtn/\dx“

+ t, dx"AdtgadxOadt AdxA.ecennecceee. Adty HAdx™2Adt, Adx™ )
olur. Bu ise
nia@dn; )" #0

olmasi demektir.
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1. BOLUM
3.HEMEN HEMEN DEGME MONIFOLDLARININ TORSION TENSORU

Hemen hemen degme yapisi (¢, &, 1) olan bir (2n + 1) boyutlu hemen hemen
degme monifold M olsun. IR, bir reel dogruyu gostermek iizere M x IR garpim

monifoldunu diigiinelim. O zaman M x IR iizerinde her bir vekttr alam

X, 13

bicimindedir. Burada X ile M ye teget bir vektor alani, t ile IR nin bir noktasinin
koordinat1 ve f ile de M x IR de bir fonksiyon gosterilmektedir. M x IR nin tanjant uzay1

{izerinde bir j‘ lineer doniigiimiinii
. d d
JXEP=0X-1. 5, nX) 5)

seklinde tanimlayalim. O zaman

elde ederiz ve bu yiizden j lineer doniigiimii M x IR iizerinde bir hemen hemen kompleks

yap1 olur. Gergekten de,

P ED = 0X-£.5100 D)
=@ OX-£.9-1(X). &1 (X -£. &)
=(X-0¢.5-100.& M (6X) -1 ¢.E) D)
=(X+NXE-£.¢ £-nX) . @, 0-f.1E) D)
=(X-£.0,-f.15)

= (X, -1



56

.2 d d
J (nyd_t)='(x’fa't")

oldugundan

P=-1
ve dolayisiyla j doniigiimii M x IR iizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir.

Tamim 3.1.: Eger hhky olan j nin Nijenhuis torsion tensorii N; igin Nj =0isej
integrallenebilirdir denir. M x IR iizerindeki j (hhky) integrallenebilir ise o zaman
@, €, m) hemen hemen degme yapisina normaldir denir.

Asagida ¢ nin

No(X, Y) = 62[X, Y] + [6X, 6Y] - 0[0X, Y] - 6[X , $Y]
ile tanimli N o Nijenhuis torsion tensorii yardimiyla hhky nmin normallik gartina kargilik
gerek ve yeter sartlar bulmaya galigacagiz. Nj (1, 2) tipinde bir tensor alam oldugundan
M iizerindeki her X ve Y vektor alani igin
hesaplanirsa N ; nin degerini hesaplamig oluruz. Gergekten de;

N; (X, 0), (Y, O) =2 [(X, 0), (Y, 0)] + [ j(X, 0), j(Y, 0)]

-, 0), (Y, 0)] - j [(X, 0), j(Y, 0)]

N; (%, 0), (Y, 0) = - (IX, Y1, 0) + [#X, 1) D), (¢, n(v) &)

3 16X, 10 4, (¥, 0] - (X, 0), @Y, n(¥) D]



=- (X, Y1, 0) +([¢0X, ¢¥] - n() &, n) &1, [0X, n(v) &

+I@) &, 000D -§ X, Y1, MEO § YD -§ (X, ¢¥1, IX, nn )

=- ([X, Y1, 0) +(i9X, $¥] -nCOn(V) [4.47 + (4 nHme0 - Lneonwy
N X4 +4X M) & -1 L (1) 0X +nX) 15 6Y)
100 & () 6Y - 10Y M) D) - (0%, YL, n) 4 Y+ Sy Y
-YOE) D) -1, oY), X, L1+ x e L-nm L %)

=- (X, Y1, 0) +([9X, ¢¥1-nC)n(¥).0+0. 40X vy &
-OY (G D) -5 (0X, Y1, 10 . 0- Yn@) &) -j (X, $¥1,n(N) . 0+ X(n(¥)) &)
=- (X, Y1, 0) + ([4X, 0¥, (X ((V) - 6Y(X)) D)

-§ (19X, Y1, - Yn@X) £ -5 (X, 6Y1, X () )

=- (X, Y1, 0) + ([0X, §¥], ($X ((V)) - $¥Y(CK) )

- O [0X, YI+Y 1(X) . & n [6X, Y1) - 0 [, 0Y]-X((Y) . & niX, Y] )
Nj ((X, 0), (¥, 0)) = (-[X, Y] + [¢X, §Y] - 0[0X, Y] - 91X, ¢Y]

+X M) -Y (X)) . &, X M) - oY (X)) - nloX, YI-n[X, 6YD (—‘11;)
dir.

No &, Y) =~ [X, Y] + nIX, Y]. £+ [¢X, 0Y] - 9[0X, Y] - ¢[X, ¢Y]
2dn (X, Y) =X (M(Y)) - Y M) - (X, Y]

Lex M) Y =X (YD) - N (19X, Y))

Loy M) X =Y (N(X) -1 ([PY, X])

oldugundan

Nj (X, 0)., (¥, 0)) = (Ng (X, V) + 2dn (X, ¥) . &, (Lox M) Y - WLy MX) D)
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elde edilir.

. dywy = d. . sy Ay i d
Nj (X, 0), (0, 3 =- [(X, 0), (0, 9]+ [§ X, 0),j (0, 1] - j [i(X, 9), ©, 3]

-] 0,4
j (%, 0), j0, &y

- (X, 0]- [0, 41, [, 4 4 (.
=- (X, 0]- 10, $1, X, £1+10, 0 + [(4X, n(X) D), £, 0)
4y, 0,y -j :
i 10X, ) D), 0, D] - X, 0), -, 0]
=-(0,0) + - [¢X, £l - [n(X) £, 01, [9X, 01 - () 4, £1)
_- “meo 4, 41, (px, 4 d
j (9%, 01 -0 &, 41, (9%, L3+ e 4, 0
-j ('[X, E.’] = [09 0], [X, O] = [0$ g])
. dy = (. 4y ) (4, 4
Aol ox,4p-j
Lmen . 10X, LD - ¢1X.£,0
= ¢ [0X, £, En() ) - 0, 0) +j (X, &1, 0)

= C [0X, E1L.EnC0 D) + 0 X, £ X, &1 . &

= (01X, &1 - [9X, &, GnX) + 1 [X, &) &)
olup;

LxW) (Y1, o0 YO =Lx (W (Y1, 00 YO) - 2, w (Y1, X, Yil, o)

T
=1

-

oldugundan

(Le ) X = Lg 9X) - 0[5 X] =[5, ¢X] + 0 [X, ]
=0[X,§1-[0X,¢]

ve
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Lem) X =Le (M (X)) - M [&, X]
olur. Boylece;
Nj (%, 0), 0, ) = @z ) X, L) X &)
olur.
Simdi dort tane tensor alani N ND NGO, ve N9 i, sirasiyla,

N X, v)= N, X, Y)+2dn (X, Y) . §
N® X, V)= Lyx MY - Lyy M X
N® x) = @ ) X

N® ) = @ mX

olarak tanimlayalim.

Yardimer Teorem 3.1.: Eer N(I) =0 ise o zaman N@ = NG) = N®) = 0 dur.

ispat: N(D (X, Y) = Ny X, Y) +2dn (X, ). §
oldugundan

N (X, &) = Ny (X, &) +2dn (X, §) . &

dir.

Ny X, &) =-[X, E] + [0X, 6] - 0[¢X, &] - O[X, ¢§] +n[X, E] . &
=-[X, ] + (X, 0] - 4[¢X, E] - ¢[X, 0] + M [X, &] . §
=[& X]- ¢[¢0X, E] +M [X, &} . §
= [& X] + 0[E, 0X] + 1 [X, E] . &

veE

2dn (X, &) =XM ©€)) -& M X)) - niX, &]
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=X(1) - § MX)) - nlX, €]

=-EM X)) -nlX, &
oldugundan

N (X, &) = [, X] + 0[&, $X] - £ (N (X)) . &
dir.

ND =0
oldugundan

(6, XTI+ ¢[E, 0X]-EM (X)) . §=0

olmalidir.

NAE X1+ ¢ (8 0X]-EM X)) . &) =n (0)
SNEXI+n@IE XI-nEM X)) .H=0
=N1EX]I-EMX).n® =0

=1 X]-EMX)=0

ve buradan da

N XI=§ M X))

oldugu goriiliir. Bu eysitlik
N®OX) =g mX=§ @M X)-n&X]

de kullanilirsa

N X) =& M X)) -& @M X))
=0

bulunur.



o0&, X1 + (&, 0X1 - ENX)) &) = 9(0)

= O[&, X1 + 92[€, 0X] - EN(X) ¢& =0

= 0[&, X] - [€, 0X] +N([E, XD E-E.n(X) . 0=0
= 0[E, X1 - [E, 0X] + & (M ($X)) E=0

= 0[E, X] - [€, ¢X] =0

= 0[&, X] = [€, ¢X]

oldugundan

61X, €] = [¢X, €]

dir. Bu egsitlik

N® (X, Y) = L)X = 0[X, &] - [¢X, €]
de kullamblirsa

N® (X, Y) = [¢X, &] - [¢$X, €]
=0

bulunur. Diger taraftan;
0=N, (X, Y) +2dn 90X, ¥) . &
esitliginde,

Ny (0X, Y) =- [6X, Y] + [¢2X, 6Y] - ¢ [$2X, Y] - 6 [6X, 6 Y] +n [0X, Y] . &
=-[¢X, Y1+ [-X +0(X) . & 6Y] - ¢ [- X +1 (X) . &, Y]
- 9[0X, 6Y] +1 [0X, Y] . &
=- [¢X, Y] - [X, 6Y] + [ X) . &, ¢Y]
+O X, Y]-0 I (X). & Y]- ¢ [¢X, $Y] +7 [0X, Y] . €
=- [¢X, Y] - [X, 0Y] + 1 (X) [, 6Y] - 0Y (n(X)) . &
+0IX, Y1 -1 (X) 6 (&, YD +6 (Y(NX)). &)
-0 [0X, Y1 +1 [0X, Y] . &
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dir. Burada

o[€, YI=[§, ¢Y]

esitligi de kullanilirsa

olur.

Ny X, Y) =[Y, $X] + [0Y, X] - 6Y(N(X)) . §
+0[X, Y] + Y(n(X)) 9§ — 0[0X, Y] +1 [¢X, Y] . §

2dn (0%, ). E=[0X (M () -Y (N @XN] . & -n[6X, Y] . §
=@X M) -YO).5-n9X, Y].§
=0X(M(Y)).§-n[0X,Y]. &

Bulunan degerler N = 0 da kullamlarak;

0=N, (X, Y) +2dn (9X, Y) . &
=[Y, ¢X] - [X, Y] - oY (X)) . £ + ¢ [X, Y]
-0 [9X, $YT+ X (N(Y)) . §
= 0=n[Y, ¢$X] -1 [X, $Y] - 6Y (X)) . 1 (§)
+1 (¢ [X, YD - 1 (¢ [9X, 6Y]) + ¢X (n(Y)) . 1 (§)
= 0=n1Y, ¢X]-n [X, $Y] - ¢Y (n(X)) + $X ((Y))
=0=N@ X,Y)

dolayistyla

dir.

dur.

N@ =0

Onerme 3.1.: M nin bir (¢, &, ) hemen hemen degme yapisi normaldir <

Ny+2dn ® £ =0
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Tamm 3.2.: Degme metrik yapisi (¢, €, 1, g) olan (2n + 1) - boyutlu bir degme
metrik manifold M olsun. Eger £ yap1 vektor alam g ye gore bir Killing vektor alam ise o
zaman M iizerindeki degme yapiya bir K - degme yap1 ve M ye de bu yapi ile birlikte
bir K - degme manifold denir[6].

Onerme 3.2.: M bir degme manifold olsun. O zaman M nin bir K - degme

manifold olmasi igin gerek ve yeter kogul

Vx§=-¢X

olmasidir.

Ispat: M bir K - degme manifold olsun. O zaman & vektor alan1 g ye gore bir Killing

vektOr alanidir, yani
Lég =0

dir. VX, Y € x (M) igin

(Le &) (X, Y) =Lg (8(X, Y)) - g (LeX, Y) - g (X, Lg )
=€ (X, V) - g (VeX- Vi &, Y)
- g, VY - Vy &)
=& X, V) -g(VeX, Y) + g (Vx &, Y)
-gX, VeY) + g (X, Vy §)
=§ X, ) -2 (VeX, V) - g (X, VY)
+g(Vx & V) +g (X, Vy §)

0=(Le ) X, V)=g(Vx & ) +g (X, Vy &)
oldugundan

‘ g(ng’Y)="g(X’VY§)
dir. g ye gore V Riemann koneksiyonu igin;



+8(X, Y, Z)+g (Z, X1, Y) - g (IY, Z], X)

dir. Y yerine &, Z yerine de Y yazilirsa

28 (Vx & V) =Xg@ V) + EgX, V) - Y5 (X, §)
+g (X, €1, Y) + g([Y, X1 §) - g (&, V)1, X)
=XNM+E X Y)-YnX) +g (X, &, Y)
-N (X, YD) - g (&, Y1, X)

olur. Benzer gekilde

25 (Vy £, X) =Yg €, X) +Eg (Y. X) - Xg (Y, &)
+g (Y, €L, X)+g (X, Y, -g (& X1, Y)
=YnX) +&§ gX, Y) - Xn(Y) - g (€, Y1. X)
+N (X YD +g (X, 8L Y)

bulunur, Boylece

28 (Vx &8, Y)- 28X, Vy &) =2[g(Vx £, Y) - g(X, Vy O)]
=XnN)+Eg X, V) - YN (X) +g (X, 8, Y)-n[X, Y]
-g (& Y1, X) - Y n(X) - §g (X, Y) + Xn(Y) + g([&, Y], X)
N (X, YD) - g (X, 81, Y)

=2 Xn(Y) - Yn (X) - niX, Y]

=22dn X, Y))

olacagindan

olur. g ye gore Killing vektor alam & iken g(Vy €, Y) = -g (X, Vy &) oldugundan
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28(Vx &, V)=2dn X, Y)

g(Vx &) =dnXY)
dir.

dnX, Y) =g X, 0Y)=-g (0X,Y)
esitliginin kullamimasiyla

g(Vx & Y) =-g(0X, Y) = g (-¢X, Y)
bulunur. V'Y € % (M) igin

g(Vx & V) =g (-0X,Y)
oldugundan

Vi §=-¢X
dir.

Yardima Teorem 3.2. M nin bir (¢, §, 1, g) hemen hemen degme metrik yapisi
igin

28 (Vx 9)Y, Z) = 3d® (X, ¢Y, ¢Z) - 3dd (X, Y, Z)
+g (N (Y, Z), 0X) + N@ (Y, Z) 1 (X)

+2dn (0Y, X) N (Z) - 2dn (¢Z, X) N (Y)
dir.

Ispat: g ye gore V Riemann koneksiyonu igin; Koszul formiiliinden



26 (Vy Y, 2)=Xg(Y,2)+Yg(X,2)-Zg(X, Y)

+ g ([X’ Y]’ Z) + g ([Z’ X], Y) -g ([Y: Z], X)
dir. Diger taraftan

3dO (X, Y,Z)=XP (Y,Z) + YP (Z,X) + Z® (X, Y) - ® (X, Y], Z)
-@ ([Z, X], Y) - D([Y, Z}, X)

dir. Bu denklemlerden ve
DX, Y)=g (X, ¢Y)

esitliinden 6nermedeki sonucu elde ederiz.

2g (Vx 9)Y,Z2) =2g (Vx (oY) - ¢ VxY, Z)

=2g (Vx (6Y), Z) - 25 (¢ VxY, Z)

=2g (Vx (0Y), Z) + 2g (VxY, ¢Z)

=Xg (0Y,2) + 0Yg (X, Z) - Zg (X, ¢Y)

+8 (X, 0Y], Z2) + g (IZ, X] , $Y) - g ([9Y, Z], XD

+Xg (Y, 02) + Yg (X, 0Z) - ¢Zg (X, Y)

+g (X, Y1, 0Z) + g (19Z, X, Y) - g ([Y, ¢Z], X)
=28 (Vx0) Y, Z)=-X D (Y,Z) +9Yg X, Z) - ZD (X, Y)

+g (X, 9Y], 2) + @ (2, X], Y) - g ([9Y, Z], X)

+X® (Y, Z) + YO (X, Z) - $Zg (X, Y)

+@ (X, Y], Z) + g (9Z, X], Y) - g ([Y, ¢Z], X)
3dD(X, Y, 6Z) = X (0Y, 0Z) + YD (9Z, X) + 6ZD (X, ¢Y)

- D ([X, 0Y], ¢Z) - @ ([9Z, X], 0Y) - D ([9Y, ¢Z], X)

esitliginde

X® (0Y, 6Z) = X (Y, Z)
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OY @ (47, X) = 6Y £ (47, 6X) =6 (2 (Z, X) -1 (2) 1)
= 0¥ £Z. X)- 0¥ (1 @) M)

0Z ® (X, Y) = 0Z g (X, $*Y) = 0Z g (X,-Y + 1 (Y) . &)
= -4Z g (%, Y) + 0Z (M0 N(Y)

01X, Y1, 02) = g (X, Y1, 0°Z) = g(1X, Y1, - Z+1(@) . &
= g (X, 0Y1, 2) + 7 [X, $¥] .1 (2)

010, X1, ¥) = g (6Z, X1, $2Y) = g (107, X, - Y +7 (V). &

= - g (0Z, X1, Y) +7 [0Z, X] . 1 ()

esitlikleri kullanilirsa

olur.

3dd (X, 9Y, ¢Z) = XD (Y, Z) + ¢Yg (Z, X) - 6Y (n(Z) (X)) - 0Zg (X, Y)
+6Z ((X) (YD) + g (X, ¢Y], Z) - n [X, Y] n(2) + g (19Z, X], Y)
-N [0Z, X] n(Y) - @ ([¢Y, ¢Z], X)

SB3dO (X, Y,Z)=-XO (Y, Z)+ YO X, Z)-ZDd (X, Y)+ D ([X, Y], Z)
+6 (IZ, X1, Y) + ¢ ([Y, Z], X)

gNW (Y, 2), 0X) = g (- [Y, Z] + [§Y, 6Z] - ¢ [$Y, Z] - ¢ [Y, $Z]

+Y M@).§-ZM (V) .§, ¢X)

gD (Y, Z), X) = -g (Y, Z], 0X) + g ([9Y, ¢Z], 0X) - g (¢ [Y, Z], $X)

-g (LY, 9Z1 , 6X) + g (Y™ (Z)) . & ¢X) - g (Z ((Y)) . &, $X)

gNU (Y, ), ¢X) =- @ ([Y, Z], X) + D (9Y, $Z1, X) - g (($Y, Z], X)

+1[0Y, Z] .n(X) - g (Y, 6Z], X) + n [Y, 6Z] n(X) + 0

N® (Y, Z) n(X) = (9Y (n(2)) - $Z ((Y)) - [0Y, Z] - 1 [Y, $Z]) . n(X)
= 6Y (@) NX) - 6Z (YY) . N(X) - NBY, Z] . n(X)

-n1Y, $ZIn X)



2dn (9Y, X) n(Z) = ¢Y((X)) N(Z) - n(¢Y, X]. n(Z)
- 2dn (¢Z, X) n(Y) = - 6Z(M(X)) n(Y) +M[9Z, X]. n(Y)

esitliklerinden

3d® (X, 0Y, ¢Z) - 3dDX, Y, Z) + g NW (Y, Z), 6X) + NP (Y, Z) n(X)

+2dn 9Y, X) N(Z) - 2 dn HZ, X) n(Y) = XD(Y, Z) + ¢Y g (Z, X)

-0Y (M (Z) X)) - $Zg(X, Y) + ¢Z (X) n(Y)) + g ([X, §Y], Z) -1 [X, Y] . n(Z)
+g (9Z, X], Y) -1 [¢Z, X]n(Y) - @ ([9Y, 0Z], X) - X D (Y, Z) + Y D(X, Z)
SZD (X, Y)+® (X, Y], Z) +® (Z, X1, Y) + D ([Y, Z], X) - ® ([Y, Z], X)

+@ ([0Y, 0Z], X) - g (Y, Z], X) + 1 [9Y, ZI n(X) - g ([Y, ¢Z], X) + N [Y, $Z] n(X)
+6Y (N(2)) N(X) - 6Z ((Y)) N(X) - n [9Y, Z] n(X) - nlY, ¢Z] n(X)

+Y (N(X)) . n(Z) - n[oY, X] n(Z) - $Z (X)) n(Y) +n[$Z, X] . n(Y)

=0Yg (X,Z) - 0Zg (X, Y) + g (X, ¢Y], Z) + g ([¢Z, X], Y)

+ Y®X, Z) - Z&(X, Y) + @ ([X, Y], Z) + D(Z, X1, Y) - g ([9Y, Z], X)

- g ([Y, ¢Z], X) - 6Y M(X) n(Z)) +HZ M(X) n(Y)) + oY (N(2)) N(X)

- 0Z M(Y) nX) + Y (N(X)) n(Z) -¢Z (X)) n(Y)

esitlifi elde edilir. Bu esitlikte
oY M) n(X) + Y (X)) N(Z) =Y M(X) . N(Z))
ve

-0Z ((Y)) n(X) - 6Z M (X)) n(Y) = -0Z ((X) n(Y))

oldugundan da

3dd (X, 9Y, 9Z) - 3dD (X, Y, Z) + g ND (Y, 2), $(X)) + N@ (Y, Z) n(X)
+2dn (9Y, X) n(Z) - 2dn (¢Z, X) n(Y)

=Yg (X,Z) - 0Zg (X, Y) + g ([X, 0Y], Z2) + g ([¢Z, X], Y)
+YOX,Z)-ZO0 X, V) + D (X, Y], 2) + @ ([Z, X], Y) - g ([9Y, Z], X)



-8 ([Y, ¢Z], X) =2g (Vx9) Y, Z)
olur.

Yardimer Teorem 3.3.: M nin

®=dn ve N@=0

ile bir (¢, &, N, g) degme metrik yapis1 igin

(). 2g (Vx9) Y, 2) = g ND (Y, Z), $X) + 2dn (9Y, X) n(2)
- 2dn (6Z, X) n(Y)

dir ve ozellikle de
(b). Vo =0
dir.
Ispat: (a). S6z konusu denklem agikérdur.
(0). Ve =0
oldugunu gosterelim.
N@ (X, V) = 0Xn(Y) - Y n(X) - n [¢X, Y] -1 [X, ¢Y]
ve
N@ =0

oldugundan

N® (X, &) = $X M(E)) - 6& M(X)) - 1 [6X, E] - 1 [X, ¢E]
= 0= 0X(1) - 0 M(X)) - 1 [¢X, E] -1 [X, O]
=0-0-1[¢X,&]-0
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=-1 [¢X, E.;]

elde edilir. Ayrica

2.dn (¢X, &) = X&) - & M©X)) - n [¢X, &]
= ¢X(1) - §(0) - n [¢X, E]
=-n [¢X, &]
=0

dir. Buldugumuz bu degeri (a) daki denklemde yerine yazarsak

2 (Ved) Y, Z) = g N (Y, Z), ¢8) +2dn (0Y, &) n(Z)

- 2dn (9Z, &) n(Y)

= gD (Y,2),0)+0.71(2) - 0. n(Y)
=0

oldugunu goriiriiz. Bu da
Vg¢ =0

olmasina kargilik gelir.
Yardimc1 Teorem 3.3. iin hipotezi gegerli iken & nin integral egrilerinin geodezikler

oldugunu, yani
Vg&_, = 0
oldugunu kolayca sdyleyebiliriz.

Yardimci Teorem 3.4.: Depme metrik yapis1 (9, €, 1, g) olan bir degme metrik
manifold M olsun. O zaman N® ve N@ sifira esittir. Bundan baska NO) iin de sifira esit

olmas1 i(;in gerek ve yeter kosul € min g ye gore bir Killing vektdr alam olmasidir.

Ispat: M manifoldu iizerinde bir degme metrik yap1 (¢, &, 1, g) oldugundan Teo.
2.3.1. geregince V X, Y € ¢ (M) igin



gX, 0Y) =dn (X, Y) e *
dir. X yerine ¢X, Y yerine de ¢Y alirsak

g(0X, 62Y) =dn (6X, ¢Y)
-g(0X, Y) =dn ¢X, ¢Y)

olur. Ayrica g ye gore ¢ anti-simetrik oldugundan
gX, 9Y) =-g (X, Y)
esitligi vardr. Yani;
gX, oY) = dn (X, 9Y) weeen.. e
dir. * ve ** egitliklerinden
dn(X, Y) = dn(¢X, ¢Y)
oldugunu goriiriiz. Bu esitlikte de X yerine ¢X alirsak
dn@X, ) = dn@¢?X, ¢Y) = -dn(X, ¢Y)
olacagindan
dn(¢X, Y) + dn(X, ¢Y) =0

olur. 1 bir 1-form oldugundan
2dn(X, Y) = X((Y)) - Yn(X)) - nIX, Y]

dir. Burada 6nce X yerine ¢X sonra da Y yerine ¢Y alirsak

2dn(¢X, Y) = ¢X(M(Y)) - Y(N($X)) - n[¢X, Y]
= 6X(n(Y)) - Y(0) - n[¢X, Y]
= oX(M(Y)) - n[¢X, Y]

ve

1



2dn(X, ¢Y) =XMY)) - Y(N(X)) - n[X, ¢Y]
=X(0) - $Y((X)) - n[X, ¢Y]
=-¢Y(N(X)) - n[X, ¢Y]

esitliklerini bulmug oluruz. Ayrica

dn(X, oY) +dn($X, Y)=0
olmasi gerektiinden
2.[dn(X, ¢Y) +dn(¢$X, Y)1 =0

= 2.4dnX, ¢Y) +2dn($X, Y)] =0

= - $Y((X)) - nIX, 6Y] + ¢X(n(Y)) - n[6X, Y] =0
=N@ X, Y)=0

oldugunu buluruz. Bu yiizden eger M bir degme metrik manifoldu ise
N(2) =()
dir. Diger taraftan
0 =gX, $6) =dn(X, &)
=2 XME©) - EnE) - nIX, £D

= % X(1) - EMX)) - X, &)
=2 C EmE)) -nIX, &)

dir. O halde

0=§MmX)) +n[X, ]
0=EMm)) -1 [§, X]
= Lgm(X) = N® (X)
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dir. Yani bir M degme metrik manifoldu igin

N(4) =(

dir. Bundan bagka

Le ) X8 =8 (X, &)-g (6. X1, -g X [E 8D
=8 X, )-8 (6 X],8)-5X, 0
=EMX))-n (& X]
=Lg M X)
=N® (X)
=0

dir. Diger taraftan

(L dn) (X, Y) =L (dn (X, Y)) - dn (L X, Y)
-dn (X, LgY)
= (g(X, 0Y)) - g (LeX, 9Y)
-g (X, 9LgY)
=& (8(X, 0Y)) - g (Vg X - VxE, 6Y)
- (X, (Ve Y - Vy £)
= (Lg dn) X, Y) =§ (&(X, 0Y)) - g (VeX, 0Y) + g (Vx§, ¢Y)
g0V + g (X, ¢Vy D)
=& (g (X, 0Y)) - g (Ve X, 0Y) - g(X, V Y)
+g (V¢ & ¢Y) + g(X, V&)

dir. Ayrica
§ (8, 0Y) - g (Ve X, 0Y) - g (X, V¢ (9Y)) =0

ve



Ve0Y) = (VY + 6V, Y
=0+ (')V& Y
=0Ve Y
oldugundan
§ (8X, 9Y)) - g(VeX, 0Y) - g (X, 9V, Y) =0
dir. Béylece
(Lg dn) (X, Y) =g (Vg &, 0Y) + g (X, 9VyE)
bulunur. & vektor alam g ye gore Killing oldugundan
Vx&=- ¢X ve ¢Vy&=-0>Y=Y-n(V)§
olmalidir. Béylece
Lg dm) (X, Y) = g (-0X, 0Y) + & (X, -¢%Y)
=-8 (¢X9 ¢Y) +g (X! Y- 'ﬂ(Y) g)
=-gX,V+Nn XXMM+ X Y)-1(YV) g X&)

=N X)N(Y)-n¥)nX)
=0
dir.
0=Lgdn) X, V) =5 @n X, Y))-dn L X, Y)
-dn (X, LgY)
=€ @X, 6Y)) - g (Lg X, 0Y) - g (X, 0L Y)
=E (X, 0Y)) - g (€, X1, $Y) - g (X; ¢[&, YD)

ve

Leg) X, 0Y) =& (g(X, 9Y)) - g (&, X, ¢Y)
-g X [6 0YD
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oldugundan

0=(Ledn) (X, Y) = Ly &) X, 9Y) + g (X, [§, 6Y])
- £ (X, 9[8, YD)

0= (g g) X, 0Y) +g (X, [€, $Y] - § [€, Y])

0=(Lg &) X, 0Y) + g (X, NO) (V)

dir. Bﬁylece
Le ) X, 6(YV)) = - & X, NO) ()

elde edilir.

Lrg=0® g (X, N® (Y)) =0, VX,Yey(M)
e NO () =0,
= NO =0,
Yardimci Teorem 3.4. yardimiyla agagidaki karakterizasyon verilebilir.

Onerme 3.3.: M bir degme metrik manifold olsun. 0 zaman M nin bir K - degme

manifold olmas i¢in gerek ve yeter kogul
N® =0

olmasidir.
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IV. BOLUM

4. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARININ YARI INVARYANT
ALT MANIFOLDLARI

o, &, M ve g, srasiyla, M iizerinde (1,1) tipinde bir tensor alam, bir vektor alam, bir
1-form ve bir Riemann metrigi olmak iizere M ye teget her X, Y vektor alani igin

02X =-X+n(X).& , 6£=0 , n(X)=0 , N =1
L E@X, 0V =gX,V)-1X) .1 ()

esitliklerini saglayan (¢ , £ , M, g) dortliisiine hemen hemen degme metrik yapisi (hhdmy)
demigtik. Yapis1 (hhdmy) olan (2n + 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

M olsun.

Tamim 4.1.: Uzerindeki hhdmy (¢, & ,m , g) olan M iizerinde g ye gore bir

kovaryant tiirev V olmak iizere M iizerinde belirli ot ve B fonksiyonlan igin v

(Vx0) Y=a{gXYE-1(Y).X}+B (g @X.Y)E-1(Y). X}

denklemini saglarsag ye trans-Sasakian'dir ve (¢ ,§ , 1 , g) dortliisiine de trans-
Sasakian yap: denir, Uzerinde bdyle bir yap1 tanimlanan manifolda bir trans-Sasakian
manifold denir. Beklenildigi iizere, eger o = - 1 ve B = 0 ise 0 zaman M manifoldu
Sasakian manifold adini alir{5]. (Bundan sonra hep M manifoldunun trans-Sasakian
oldugunu kabul edecegiz).

Sonug 4.1.: M bir trans-Sasakian manifoldu olsun. O zaman, M ye teget her X

vektOr alani igin

Vxb=-0.0X+B(X-n(X).E)

dar[5].

ispat: (Vx 0) Y =Vy(0Y)- 6Vx Y
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dir. Y yerine & alirsak

(Vx 0) &= Vx (08) - 0Vx &
(Vx 0)E=0-0VxE
=-Vx&.

Simdi

(Ve 9 Y=a{gXE-1(V).X}+B {g @X. N E-1 (V). 6X)
denkleminde Y yerine & alirsak

(VD E=0(gXEE-NE).X}+B (g OXEE-1(©) . ¢X)
olur.

g (9X,0Y) = gX,Y) - 1 (X) .1 (Y)

de Y =& alirsak ¢& = 0 ve 1 (€) = 1 oldugundan

g 0X, ¢8) =g(X, &) -n X) .1 (§)
0=gX,)-1X .1
g X, 6)=nX)

buluruz. Benzer gekilde X yerine ¢X ve Y yerine & alindiginda

g (02X, ¢8) = g¢X, &) -1 (¢X) . n ©)
g (92X, 0) = g(0X,5) - 0.1 (©)
0= g(¢X, &)

bulunur. Béylece de

(Vx®E=a M) E-1.X} +B(0E-1.0X)
=o (N (X)E-X) +P (- 0X)
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= ¢(Vx &) =-a (nX) £-X} +B {$X)

- @ {§2X} + B {6 X - N(X) 6(€))
= (- ¢X) + ¢ (B{X-nX) €}
=0 (- @ X+ B {X-1(X) &})

= Vx & =- 00X+ B (X - n(X)E)

il

elde edilir.

Simdi M de isometrically immersed (izometrik olarak daldirilmig) olan m-boyutiu
bir Riemann manifoldu M olsun. § vektdr alaninin M ye tegiet oldugunu kabul edelim. §
ile gerilmig bir distribiisyon (£} olsun. Ustelik M nin teget ve normal demetini, sirasiyla,
TM ve T-M ile, M nin P noktasindaki teget ve normal vektor uzaylarim da, sirasiyla,

Tm(P) ve TM-'-(P) ile gosteririz.

Tamim 4.2.; Bir M trans-Sasakian manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Eger
M de diferensiyellenebilir distribiisyonlarin bir (D, D1) ortogonal ifti icin asagidaki

Onermeler gegerli ise M ye yari-invaryanttir denir{5]:

() T™=D@®DL® (&) dur.
| (i) D distribiisyonu, ¢'ye gore invaryanttir ve Vxe M noktasinda ¢D, = D,'dir.
@iii) D~ distribiisyonu, ¢'ye gore invaryant degildir ve Vxe M noktasinda
¢D, < Ty, H(x) dir.
D nin boyutu 2p olsun. 2p + q = m - 1 dir. Buradaki p = 0 ise 0 zaman M
altmanifoldu anti-invaryant olur. Genel bir M altmanifoldu i¢in boy D+ = boy T1M

dir. Bir M altmanifoldu, eger ne invaryant ne de anti-invaryant ise has olarak adlandirilir.
€ vektor alanina teget olan her bir hiperyiizeyin yar: invaryant has altmanifoldunun tipik
bir 6rnegi oldugunu gérmek kolaydur.

M ye teget her X, Y vektor alam ile M ye normal N vektor alani i¢in Gauss ve

Weingarten denklemleri, sirasi ile,

VxY=VxY+h(X,Y) , VxN=-AX+Vy!N
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ile verilir, burada V ve V4, sirasiyla, TM ve TiM de indirgenmis olan Riemann

koneksiyonlarin: ve h ikinci temel formu gosterir, AN de M nin sekil operatoriidiir.
Sonug 4.2.: VX, Y € x(M) igin
g XY, N =g (A X Y)

dir[5].

Ispat: A X =Vx!N-Vx N

oldugundan

g(AX, V) =g (Vx'N-Vx N, )
=g (VxIN,Y)-g (Vx N, Y)
=0-g(VxN,Y)
=g N, Vx V) =g M, Vx Y +h (X, )
=g, Vx V) +g (N, h (X, Y))

=g N, h (X, Y)).

Tamim 4.3.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun M invaryant altmanifoldunun
ikinci temel formu h olmak tizere h (X, Y) =0, VXe D ve Ye D4, ise M ye karisik
total geodoziktir denir.

Simdi kullanacagimiz baz1 formiilleri verelim.

Bir M trans-Sasakian manifoldunun yarn-invaryant altmanifoldu M olsun. TM nin D
ve D+ distribiisyonlarinin projeksiyon morfizmlerini, sirasiyla, P ve Q ile gosteririz. O

zaman VXeTM i¢in
X=PX+QX+nX)¢&
yazabiliriz.

Hatta VNe T-:M igin, fN, ¢N in teget kismim gostermek iizere
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ON =N +qN
esitligini aliriz.

Yardimar Teorem 4.1.: BirM trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant
altmanifoldu M olsun. O zaman TM deki her X, Y igin a§a§1daki esitlikler vardir:

(1) PV, 0PY -PAyqy X =0PV, Y - om (Y) PX - Bn (Y) ¢PX

(2) QV4 ¢PY -QAyqy X =fh (X,Y) - om (Y) QX

3) g V4 0PY) - g GAyqy X) = a{gX,Y) -1 (X) 1 (Y)) + B 89X, Y)
@V, QY +h (X, 6PY) = 9QV, Y +gh (X,Y) - B (Y) $QX

dur[5].

Ispat:
M) (V40 Y=V,0V-¢V,Y , V,Y=V_Y+h(X,Y), VX, YeTM
ve

Y=PY+QY+Nn(Y)E

= 0Y = 0PY + ¢QY + 1 (Y) ¢§
= 0Y = OPY + QY

dir. Boylece
(Vy ) Y =V, PY +0QY) - ¢ (V, Y +h (X,Y))
=V, 0PY + V. 0QY - 0V, Y - ¢h (X,Y)
dir.

YeTM = PYeD ve ¢PYeD

VXY=VXY+h(X,Y)
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den

V, OPY =V, 0PY +h (X, $PY)
dir.
YeTM = QYe D' ve ¢QYe TiM

Vy N=-ANX+V 1IN
oldugundan,

V 0QY) =- Agqy X + V.1 9QY)
dir.

@X 0) Y =V, (0PY) +h (X, 0PY) - Agqy X + V- (9QY) - 6V, Y - 6h (X,Y)
olur. Ye TM igin

Y=PY+QY+1(Y)§
oldugundan VX (0PY)e TM igin

V4 @PY) =PV, (0PY) +QV, (0PY) +n (V (¢PY)) §
AgQy Xe TM igin

AQ,QYx:P A¢ny+QA¢QYx+'q (A¢ny)§

ve ¢VX YeTM igin

OV, Y =0 PV, V) +0/(QV, Y) +n (V, Y) ¢&
OV, Y =¢PV_ Y +0QV, Y

dir. Ne TIM igin

ON =fN +gN



oldugundan da
dhX,Y)=fh (X,Y) +qh(X)Y)
dir. Boylece
(VX 0) Y =PV, (4PY) + QV, ($PY) + N(Vy ($PY)) & + h(X, $PY) - PAyqy X
- QAgqy X - MAgqy X) § + Vy H9QY) - §PV, Y - 4QV Y - fh(X,Y) - gh (X,Y)
(Vx® Y=o (g VE-N¥.X)+B (@K VE-N V). ¢X)
X=PX+QX+MnX)E ve ¢X=0¢PX+¢Q X oldugundan

(Vx ) Y=-anMPX-an¥)QX-an M1 X§

+og (X, Y)E+B g @X, Y)E-Bn (Y) 0PX - Bn (Y) $QX
(V4 ®) Y=-0n (Y) PX-B7 (Y) 6PX - 0 (Y) QX

BN QX -anMnK)E+agXK VNE+Pg X, NE
Teget ve normal kisimlarini ayirirsak
PVX (OPY) - PAgyqy X - <]>PVX Y=-an(Y)PX-Bn(Y)¢PX
ve buradan
(1). PVX (OPY) - PAyqy X = (1>PV'X Y -an (Y) PX - Bn (Y) $PX
buluruz. Benzer gekilde buradan
(2). QVX (OPY) - QApqy X=fh (X,Y) - an (Y) QX
(3). MV, OPY)) -1 Ay X)=-an(MnX)+agX, Y)+Bg(0X,Y)

=g (& V4 0PY) - g &, Agoy X)

(4). YV, H@QY) +h (X, 9PY) =6QV, Y +q h (X,Y) - Bn (Y) QX

elde edilir.

82



83

Yardimer Teorem 4.2.: BirM trans-Sasakian manifoldunun yan-invaryant
altmanifoldu M olsun. O zaman VXeD ve Ye D1 igin

VeE=-00X+BX , h(XE)=0
ve

VyE=BY , h(Y,&=-aoY
dir[5].

ispat: Vy €=V, E+h(X, &)

V, E=-a¢X+pB{X-1(X)E)
oldugundan

e X +BX-NX)E) =V, E+h (X, §)

- X +BX-BgXEE=V,E+h (X, E)
olur. TM =D & D1 @ (&} formunda yazarsak

gX80=0

oldugundan
VX§=-OL¢X+BX ve h(X,£)=0

buluruz. $imdi de Ye DL olsun.

VyE=-adY +B(Y-n(VE)
=-aY+BY-Bg(Y.HE

=-00Y+PY

ve



Vy&=VyE+h(Y.E)

oldugundan

-adY+BY=VyE+h(Y,E)

VyE&=BY ve h(Y)=-adY
elde edilir.

4.1. Distribiisyonlarin Integrallenebilmesi: Bu kismin amaci, bir M trans-
Sasakian manifoldunun yarn-invaryant altmanifoldu olan M deki D, D1, D®{£} ve
D@D distribiisyonlarinin integrallenebilirligini incelemektir.

11k olarak bir teoremi verelim:

Teorem 4.1.1.: M trans-Sasakian manifoldunun bir has yari-invaryant

altmanifoldu M olsun. O zaman D distribiisyonu integrallenemezdir{5].

Ispat: Farzedelim ki D distribiisyonu integrallenebilir olsun. O zaman Frobenius teoremi

geregince VX, YeD igin [X,Y]eD olmasi gerekir. Yardimci Teorem4.1 geregince
VQY +h (X, ¢PY) = 9QV, Y +qh (X,Y) - B (Y) $QX
idi. O halde, Ye D oldugundan PY =Y ve QY =0 =7 (Y) dir.

V10 +h (X, 6Y) = ¢QV, Y +gh (X, Y)

=h (X, $Y) =9QVxY +qh (X, Y)

h (Y, ¢X) = $QVyX + gh (Y, X)

= h (X, 9Y) - h (Y, ¢X) = 0Q(VxY - VyX) = ¢Q[X, Y]

[X,Y]eD oldugundan Q[X,Y] = 0’dur.
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h (X, 0Y)-h (Y, $X) =0
= h (X, $Y) = h (Y, ¢X).

Diger taraftan

0=g (IX,Y], &) =g (VxY - VyX, §)
=g (VxY-VyX, &) =g (VxY,8) - g(VyX, &)
=-g (Y,Vx&) + g (X,Vyb)

dir. XeD igin
VxE=-a¢X+BX , hXE)=0
oldugundan

O=-g(Y,-adX+BX)+gX,-adY+PY)
=ag(Y,0X)-Bg(¥V,X)-agX,6Y)+B g (X, Y)
=ag(Y,0X)-BgX, V) +og (Y, 0X)+Bg X, Y)
=2 o g (Y, $X).

M altmanifoldu has oldugundan g ($X,Y) # 0’dir. O halde o = 0 buluruz. Bu ise bir

geligkidir. Yani D distribiisyonu integrallenemezdir. Buradan su sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.1.1.: M trans-Sasakian manifoldunun bir has yari-invaryant

altmanifoldu M olsun. O zaman D@D+ distribiisyonu integrallenemezdir[5].

Teorem 4.1.2.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu

M olsun. O zaman D®{§} distribiisyonu integrallenebilirdir <> VX, YeD igin
h (X, 9Y) =h (X, Y)
dir.

Teoremin ispat: igin, agagidaki yardimci teoremi vermemiz gerekir.
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Yardimei Teorem 4.1.1.: BirM trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant

altmanifoldu M olsun. O zaman VXe D igin

[X, E] € DO{E]}
dar[5].

Ispat: VXeD, VYeD! igin

g (X, ELY) =g (Vx&- VeX, ) =g (Vx £ - VeX, Y)

=g (VxEY)- g (VeX,Y)

dir.
Vx&=-a¢X+BX , h(X,5)=0
oldugundan
g ([Xv é]aY) =g (" o ¢X + B X’ Y) -8 (V&X,Y)
=-0g (OX,Y) + B g (X,Y) - g (VeX,Y)
=-oz0+[30-g(V§X,Y)
=-g(VeX,Y)=-g (VgX,Y).
Simdi X yerine ¢X alalim.
g ([0X, ELY) =- g (V£ 9X,Y) = g (0X,V Y)
=g (02X, Ve Y) =- g (X, 0V Y)
olur.

(Ve®) Y =Ve 9V)- 0V Y

oldugundan
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g (0%, ELY) =- g (X, Ve OV) - (V) V)
=- g (X, Ve 0Y) + g X, (Ve O)Y).

Ye D oldugundan $Ye T-M olup

vg ¢Y =~ A([)Y g + V§l¢Y

dir. Boylece

g ([9X, ELY) =- g (X, - Agy &) - g (X, VeLoY) + g (X, (Ve O)Y)
(Ved)Y =a (g VE-N(NE) +P (g @ Y)E-1(Y) 68)
=aMME-NE} +B {g©, Y)E-0}
=0

elde edilir. O halde,

g ([9X, ELY) = g (X, Agy &) - g (X, VeLoY)
XeTM ve Ve'9YeTM oldugundan

g (X, VeloY)=0
dir. Boylece

g(0X,ELN) =g X, Agy D) =g 1 €. X), $Y) =g (0, ¢Y) =0
X = X oldugundan

g (X, 8, Y)=0
dir. Buise Xe D ve Ye Dl iken

[X,EleD & (£}

olmasi demektir.



Teorem 4.1.2°nin ispati: VX, YeD igin
Vx'9QY +h (X, 9PY) = 9QVxY +q h (X,Y) - Bn (V) ¢QX

den
h (X, 0Y) = 0QVxY +q h (X,Y)

bulmu§t}1k, ayrica
h (Y, 6X) =¢QVyX + q h (Y,X)
olacagindan
h (X, 0Y) - h (Y, 6X) =9Q (VXY - VyX) = 9Q [X,Y]
olur. VX, Ye D®{&} icin X ve Y agagidaki gibidir.
X=PX+N(X)E ve Y=PY+n(Y)E

Bu yiizden,

[X.Y]=[PX+n(X)§,PY +1(Y)E]
=[PX,PY]+[PX,n (V) E +M X §,PY1+ M X) §,n (V) E]
=[PX,PY] +n (V) [PX,E] +n X) [§, PY] +n X)) () [§ , €]

=[PX,PY]+n () [PX,E] +n (X) [E,PY] + 0 e
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olur. Yardimci Teorem 4.1.1. geregince PX, PYe D oldugundan [PX, &],

[E,PY]e DD(E) dur.

Simdi D®{&} distribiisyonu integrallenebilir olsun. O zaman VX, Ye D®{£} i¢in

[X,Y]e DD(E} dir. Yukandaki (*) esitliginden

[PX, PY] = [X,Y] -1 (Y) [PX, §] + 1 (X) [§, PY]

elde edilir. [X,Y], [PX, &], [, PY]e D®{&} oldugundan [PX, PY]e D®{&} olmaldir.

Bu ise Q[PX, PY] = 0 olmas1 demektir. V PX, PYe D i¢in



h (PX, ¢PY) - h (PY, ¢PX) = ¢Q [PX, PY]
bulmugtuk. ¢$Q [PX, PY] = 0 oldugundan
h (PX, ¢PY) = h (PY, ¢PX) , V PX, PYeD igin

dir. ‘
Simdi de V PX, PYe D i¢in

h (PX, ¢PY) = h (PY, ¢PX)
olsun. O zaman
h (PX, $PY) - h (PY, $PX) = 0
olacagindan
0=¢Q [PX, PY]
dir.
¢Q [PX, PY] =0
oldugundan
Q[PX, PY] =0
olur. Buise V PX, PYeD igin
[PX, PY]e D®{&}
olmasi demektir. VX, Ye D®{E} igin
[X,Y] =[PX, PY] +1 (V) [PX, §] + N X) [§, PY]
idi. Bu esitlikte [PX, PY], [PX, &), [£ , PY]e D®{£} oldugundan
[X,Y]e D®{&)}

olur. V X, Ye D®{£} igin
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[X,Y]e D®{£}

buldugumuzdan D®{&} distribiisyonu integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.3.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu
M olsun. O zaman D1 distribiisyonu devamh integrallenebilirdir[5].

Ispat: V X, YeD< igin [X,Y]e D1 olmalidur.
g(ANX, Y) =g (X,Y),N) , NeTiM
oldugundan V X, Ye D' ve Ze TM igin, (¢Xe TAM)
g (Agx Y, Z) =g (h (Y,Z), 6X) =g (h (Z,Y), $X)
dir. VZ, Ye TM igin
VzY=V;Y+h(ZY)
oldugundan

g(Ax Y, 2)=g (V2 Y- V7Y, ¢X)

=g (V2 Y,0X)-g(VZ Y, ¢X)
Y Z, Ye TM igin V; Ye TM ve Xe Dl igin $Xe TM oldugundan
g(VzY,0X)=0

dir. Boylece

g(Apx Y. Z)=g (V2 Y,0X) =g (4Vz Y, $2X)
=g(@VzY,-X)=-g@Vz Y. X)

(Vz0) Y=Vz(@Y)-9Vz Y
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oldugundan
g(Apx Y. Z) =g (Vz9) Y- Vz (6Y), X)
=g (VZ® Y, X) - g (VZ @), X)

dir.

£(Vz0) Y, X) =g @ (g @ZY)E-1 (V) Z}+B (g WZY) E-1 (V) 6Z), X)
—a (@ gEX) -1 W) g@X)]) +B (8 0ZY) g € X) -1 (V) g $ZX))

olur.

g&X)=0 ve N(M=gE& Y)=0
oldugundan

g(Vz9) Y, X)=0
olur. Boylece

g (Aox Y, Z) =- g (Vz ($Y), X)

dir. $Ye TM oldugundan

g(Ax Y, Z)=-g (- Agy Z+ Vz1 (9Y), X)
gA4x Y, 2)=+g (Apy Z, X) - g (VzH (6Y), X)
dir. V1 (¢Y)e TAM ve Xe TM oldugundan
g(VzH (4Y), X)=0
dir. Boylece de

g(Apx Y, Z) =g (Apy Z, X) = g (h (Z,X), $Y)
=g (h (X,2), ¢Y)
=g (Apy X, 2)



dir. Yani A¢Y X= A¢x Y ; VZe X(M)
elde edilir.

(Vx 0) Y =Vx @Y)- ¢Vx Y
. oldugundan

Vx 0Y) = (Vx ) Y +6Vx Y
=a {g (XY E-1 (V) X) +B (g X, Y) E-1 (¥) 6X) + 6 (Vx Y +h (X, Y))

dir. Xe DL igin $Xe T1M ve Ye TM oldugundan g (¢X, Y) =0 ve Ye DL i¢inm (Y) =0
dir. Boylece,

Vx@) =agXY)E+0Vx Y +0h (X, Y)
olur. Vx YeTM igin

VxY=PVxY+QVxY+n (VxY)E
idi. O halde

OVx Y =¢PVx Y +9QVx Y
dir. h (X, Y) € T+M oldugundan

oh(X,Y)=th (X, Y) +qh (X, Y)
dir. Buldugumuz degerleri yerlerine yazarsak

Vx @) =a g (X Y)E+0PVx Y +4QVx Y +Fh (X,Y) + q h (X,Y).
Diger yonden ¢Ye TM oldugundan

Vx @Y) =- Agy X + Vx1 (4Y)

dir.



~Agy X+ VL 0Y) =a g (X,Y) E+ PV Y +9QVx Y
+fh X, Y)+qh (X,Y)

esitligini teget ve normal kisimlarina ayirirsak

-Agy X=a g X,Y) €+ ¢PVxY +fh (X)Y)
Vxt©Y)=0QVx Y +qh (X,Y)

denklemlerini buluruz.

ApyX=-ag(XY)E-¢PVx Y -fh (X,Y)
- Apx Y =+0 g (X,Y) §+¢PVy X +Fh (Y.X)
Apy X-Apx Y=0P(Vy X - Vx Y)
=- P [X,Y]
Apx Y - Apy X = 0P [X,Y]

ve
Apx Y=Agy X
oldugundan
OP[X,Y]=0 = P[X,Y]=0.
Yani
[X,YleDl @ (&)
dir.
g(X.Y,O)=g(VxY-VyX &)

=g(Vx Y, 9-g(Vy X, &)
=-g(Y,Vx &)+ (X, Vy &)
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X, Y eD' oldugundan
VyE=BY ve Vx §=BX
dir.
g([X’Y]’§)=g(XyﬁY)'g(Y’BX)
=BgX, V)-Bg(Y,X)

=B.0
= 0.

Bu ise VX, Ye D1 igin [X,Y]e DL olmasi demektir, yani D distribiisyonu
integrallenebilirdir.

4.2. Karisik total geodezik yari-invaryant altmanifoldlar
Ik 6nce agagidaki yardime: teoremi verelim.

Yardimci Teorem 4.2.1.: BirM trans-Sasakian manifoldun yari-invaryant
altmanifoldu M olsun. O zaman

V XeD ve NeTIM igin asagidaki esitlikler vardur:
(1) PVx(N)-PAQNX +¢0PANX =0,
2) QVx(N)-QANX-fVxIN=0,

(3) h (X, IN) +Vxt(@N) +9QANX -qVxIN=0 [5].

Ispat: V NeT!M igin ¢N =fN + gN oldugundan XeD olmak iizere
Vx (§N) = V (fN +qN) = Vx (fN) + Vx (@N)

ve fNe TM oldugundan



Vx (fN) = Vx (fN) + h (X, N)
ve qNe T1M oldugundan
Vx (@N) =- Agy X + VL (gN)
dir. Boylece
Vx (ON) = Vx (fN) + h (X, fN) - Aqy X + V- (@N)
olur. Vx (fN)e TM oldugundan
Vx (fN) =PV (fN) + QVx (fN) + 1 (Vx (fN)) §
dir ve Agn Xe TM oldugundan
ANX=PANX+QANX+T (ANX)E

dir. Boylece

*  Vx(N) = PVx (IN) + QVx (EN) + 1 (Vx (EN) &
+h (X, fN) - PAGN X - QAN X - (Agn X) &+ Vit @N)

olur. Ayrica
Vx ON) = (Vx ) N +¢Vx N
oldugundan ve
Vx®N=a (g XN &-n@N) X} +B (g @X.N) £-n (N) ¢X)
Xe'TM ve Ne TM oldugundan
gX,N)=0=g(N,&)

elde edilir.
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$XeTM ve Ne TAM oldugundan g (¢X, N) = 0°dir. Boylece,

(Vx ) N=0
= Vx @N)=0+9Vx N=0Vx N=0 (- ANX + Vxt N) =- QAN X + §Vx - N

dir.
Ay Xe TM oldugundan
OAN X = OPAN X + 0QAN X
idi.
Vy (ON) = - 9PAN X - 9QAN X + OVx L N
V! Ne T+M oldugundan
OV N=fVxI N +qVx! N
dir. Diger taraftan
* Yy (ON) =- 0PANX - 9QAN X + fVx L N + qVx1 N.
% ve *#’da D, D ve TAM nin bilesenlerinin alinmasiyla
PVx (fN) - PAgn X = - $PAN X
oldugundan

PVX (fN) - PAqN X+ ¢PAN X=0

QVx (N) - QANX =fVx! N
oldugundan

QVx (fN) - QAN X - TVt N =0
olur.
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Teorem 4.2.1.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu
M olsun. O zaman agafidaki Snermeler denktir:

(@ M kangik total geodeziktir,
(b) Vx!l Ne¢DL ve D; Ay ye gore invaryanttir. (V Ne ¢D-L igin) yani
Vpt DY) c DL ve A¢pL DD dir[5].

Ispat: V Ye DL icin ¢DL < TLM de bir N elemani
ON=fN=Y
olacak sekilde vardir. Gergekten de
PY=-Y+n()§
ve V YeDl igin
n{¥)=0
oldugundan
»?Y=-Y
=0 -Y)=Y
= ¢ (-¢Y) =¢N
=-0Y=N
= - $2Y = ¢N
=Y =¢N
dir. V XeD ve Ne¢D! igin
h (X, fN) + Vx1 (gN) + ¢QANX - qVxI N =0
esitlifinde

fN=Y , YeDt



ve
gN=0 , Ne¢Dt
olacagindan
h(X,Y)+0QANX - qVxI N =0
ve buradan da
h (X, Y) =qVx!N- QAN X
bulunur. $imdi farzedelim ki M total geodezik olsun. O zaman V Xe D ve Ye D icin
hX,Y)=0
olacagindan
0=qVx!tN-90QANX
dir. Burada
AnXeTM
iken
QAN XeDL
ve
QAN Xe 9Dt c TIM
dir. Eger
qVxt Ne oDt

ise V Ne ¢DLigin
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ON =fN =YeD!
olmas1 gerektiinden

¢ (@Vx N)eD*
olmahdur.

VxlNeTM
icin
¢Vx"L N= fVXJ‘ N+ quJ‘ N

oldugundan

02Vxt N =0 (VI N) + ¢ (qVx1 N)

=-VxIN=6¢ (fVx!N)+¢ (qVx+N)

dir. Burada

fVx!+Ne TM
iken

fVx!t NeD+
ise

¢ fVx*- Ne oDt c T'M
dir.

O (@VxIN) =-VxIN-¢ (fVxIN)
esitliginde

VxiNe TIM ve ¢ (fVx!N)e¢DL

oldugundan



¢ @Vxt N)e TM
dir, yani
¢ (@Vx-N)eD*
dir. Eger
fVx1 Ne DL
ise
¢ (Vx-N)eT™M
dir.
Vx!NeTM ve ¢ (fVx!N)eTM
iken ya
¢ (@Vx!: N)e TIM
dir yada
o QVx!tN)eT™M
dir. Eger ¢ (qVxt N)e TM ise

0 @VxN) =0 (fVx1 N)

qVx1IN=fVxlN
geliskisini elde edecegimizden

6 @VxN)eTM (2D1)
dir. Eger ¢ (qVx! N)e TAM ise

Dt ¢TiM
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oldugundan yine
¢ @Vx*-NeD*
dir. Boylece

qVx* Ne (TiM - ¢D4)

0=qVx!N-0QANX
esitliginde
qVx! Ne(TiM- ¢D1} ve QAN Xe¢Dt
oldugundan
qVxiN=0 ve ¢QANX=0
olmahdir.
qVxt N =0 oldugundan Vx1 Ne ¢D+
ve
QA X =0 oldugundan Ay XeD
dir. Boylece

Vpt DLt c¢Dlt ve AyppLDcD

Teorem 4.2.2.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu
M olsun. Eger =0 ise, 0 zaman D nun her M yapragt M de total geodezik degildir[5].

ispat: Aksini farzedelim. M de M total geodezik olsun. O zaman V X, Ye Dl icin
Vx Ye D demektir ya da buna egdeger olarak V Ze D @ {£} igin
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g(VxY,Z)=0
dir. Eger Z = € alirsak
Vy&=BY , h(Y,§=-aoY
den;

g(VXYv€)="g(YaVX§)='g(YaBX)=-Bg(Y’X)

olur. Béylece B0 ise V XeD igin

0=g(VxX, &) =-Bg X, X)=-BIIXI?

dir. B+#0 oldugundan IXi2=0 celigkisini elde ederiz. O halde M1, M de total geodezik
degildir.

4.3. Total umbilik yari-invaryant altmanifoldlar:

Tamm 4.3.1.: X, Ye TM ve Ne T1M olsun.

1°) ae F(M) olmak iizere Ay = al ise N ye M nin umbilik kesiti denir.

2°) M nin umbilik kesiti N ise N ye gore M umbiliktir denir.

3% VNeT!M igin M umbilikse M ye M nin bir total umbilik altmanifoldudur
denir.

4°)  Ty(x) nin bir ortonormal baz1 {e,, ..., e,} olsun. O zaman
1. 1N
H=—iz(h)== D he;,e)
i=1

vektoriine M nin xe M noktasindaki ortalama egrilik vektorii denir[6].

{€441> - €m) de TyrH(x) nin bir ortonormal baz1 ise
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m
H=L1 Y (zAa)ea , As=A,

a=n+1

=3

dir. M nin total umbilik yari-invaryant altmanifoldu M olsun. VX,Ye TM igin

hXY)= ), gh(XY)ea)es

a=n+1

ve

g (h (X9Y)v ea) =g (AeaX’Y)

oldugundan

hXY)= D g(Ae, X.Y) e

a=n+1

dir. M nin total umbilik altmanifoldu M oldugundan YXeTM ve e,e TM igin
Aea X=c3 X , cgeFM)

dir. O halde

hXY)= D g(caXY).eq

a=n+1
m

= Y as®XY).e

a=n+1

=g X Y)( Y, caea)

a=n+1
dir ve
1\ 1\
H=ﬁ— z (1era)ea = z iz (cagDey
a=n+1 a=n+1

m m m
H=f1f Y, (cyey = T 2 Gt = 2 caty
a=n+1

a=n+1 a=n+1
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oldugundan da
hX, Y)=gX,Y)H

olur.

Teorem 4.3.1.: Bir M trans-Sasakian manifoldunun total umbilik yari-invaryant
altmanifoldu M olsun. O zaman

(a) M total geodeziktir
(b) Eger M nin herbir noktasinda a0 ise, o0 zaman M invaryanttir, yani D1=0
dur[S].

Ispat: €X E=-a¢X+B {X-nX)E] esitliginde X = & alinirsa

Ve E=-a¢t+B{E-n(©®)E)
=0+B{E-1E)
=B (&-&)

=BO
=0

buluruz. Ayrica
VxY=VxY +h(X)Y).

Gauss denkleminde X ve Y yerine £ alirsak
VeE=VeE+h (g8

olur. Vg& = 0 oldugundan dolay1
0=Ve&+h (@, 5

dir. Ve Ee TM ve h (€, €)e T'M oldugundan
Ve&=0 ve h(§,8)=0

olmalidir. M total umbilik oldugundan VX, Y € TM igin



hX,V)=gX Y).H

vardir. &e TM oldugundan yukarnidaki esitligi saglar, yani
h€8=¢gCOH

dir. h (&, &) = 0 buldugumuzdan da
0=g@&OH

olur. g (€, &) = || £ |2 0 oldugundan H = 0 olmalidur.
hX, Y)=gX,Y)0=0

oldugundan M total geodeziktir, yani (a) elde edilir.
V YeD<icin

Vy&=BY ve h(Y,§)=-a¢Y
oldugunu biliyoruz. M total umbilik ve total geodezik oldugundan

h(Y,8)=g(Y,§0

=0
dir. Ve de
h(Y,8)=-aoY
oldugundan
-adY =0

dir. M nin her bir noktasinda o0 oldugundan
$Y =0

dir. Bu ise Y = 0 olmas1 demektir. V Ye Dt igin Y = 0 oldugundan
D=0

dar.
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4.4. Ornek

X4 = X1Xp + X9X3 + X3X]
f (X1, X9, X3, X4) = X1Xg + X9X3 + X3X{ -X4=0

Vi=(xq + X3, X1 + X3, X9 + X1, - 1)

IVl ='\/(x2+X3)2+(x1 +X3)2+(X2+X1)2+ 1

=‘\/x%+x§+x%+x§+x%+x%+2x2x3+2x1 X3+2xpx1 +1

=’\/2(x%+x%+x%+X4)+l =k

- \4i _(xXp+X%3,X) +X3, X0 +X1,- 1)
1Vl V202 438 +xE+x4) +1

JC = - £ oldugundan

00-10 Xg + X3 - X1 - Xg
ki'1000]|x+xy| K|¥%2*%s
l0100J" -1 X + X3
dir. Boylece
X1 +Xp
1 -1
5 k[-xp-x3
- X1 - X:
olmak iizere
1 Xy +X3
§2=l X1+X2 - X9 - X3
ki-x1-x3 1
X9 + X3 X] +Xp

olacak gekilde bir {€, &y, &3, C) ortonormal bazi mevcuttur.
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Simdi x;= 0, x5 = 1 ve x3 = 0 olsun. Bylece bir P = (0, 1, 0, 0) noktasindaki &, &,, &3
ve C vektor alanlan igin

(1] 1] By (0]
0 -1 -1
=L =L = =-L
CP‘(g 1l §P‘ﬁ 1 ’(éﬁp".}% 0 ’(53)17",[75 1
|- 1] L 0 L 1] L 1]

N &) =1ven &) =1 &) =1(C) =0olacagindan

N =M1, N2, M3, N4] 1-formu igin

17
-1
1 =L M- =1
[m,nz,ns,m]@ . ﬁ(m M2-M3) = 1,
L 0]
m-m-n3=V3.
- -
1 ), =0,
['m,ﬂz,n::,,m]{§ 0 ﬁ(m+m+n4) 0
L.l_
M+M2+m=0 -
70'
-1
3 ’ 3 '-1—' ='-1— - + + =0’
[M1,M2.M3 m]ﬁ . {3(112 N3 + N4)
L.l....

-Mz+M3+Mg=0.
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- -
0
[M1,M2,M3,M4] %— =ﬁ1— (M+mM3-n4g = 0>
—-1—1
Mm+n3-ns=0.
M-n2-M3=73
M +M2+M4=0 M+ M3 +2n4=0
0 } -M-N3+M4=0
M2 +N3+Nge =
M2 +M3+M4 Ms=0 > M= 0
Mi+n3-M4=0
N +mg=0 2m+m2+mn3=0
N1 +n3=0 ni-N2-M3=v3

M0 o

= =-13
n2=-1M1 3

= - =-ﬂ
n3=-m1 3

V XeTM igin Xe Sp (&, &5, &3} olacagindan

Xp = (ak + b§2 + C§3)p

a (1.1 - b < (. -
B_(l, 1, 1’0)+1{3‘ (1’1’0’1)"'\(3‘ ©O-1,1,1

=L @+b,-a+b-c,-a+c,b+c).
ﬂ_(a a a+c, c)



109

—31- (a+b+a-b+c+a-c)»

7~
W
8

= a.

W

el

113 (-2/3-p)

(-1-q)

(1/3-1)

g’

0

1/3

-y

23 (-1/3-s5) s

-1/3-p-1/3+2/3+p
-1-q+1+q

< 2/3-r-1/3-13 +r

1/3-5-2/3+1/3+s

—

1
V3

a+b
_ﬂ_l_ . ) -a+b-C
(T\(X))p— 3 ﬁ [1’ 19 1,0] —atc
b+c |
(00-10][
ST X ((XC)——L 000-1
$op(X) =J Xp -\n X) 73| 100 0
0100/ |
- a-c | [-2] i
-b-c¢c 0
=1 + =1
% () 3 a+b -a 3
| -a+b-c | La_ !
) ¢14_ _
$11 012 913 (-1/3-p)
$21 422 923 02 (-1-q)
op = =
031 032 ¢33 ¢34 (2/3-1)
(1/3-5)
| 041 Qa2 043 Oma |p
olup
((13-D) 13 (23-p p |- 1
1| (-1-9 0 (1-q9 q -1
¢p§p=ﬁ
(2/3- 13 (13- r -1
| (13-9) 233 (-13-9 s | L0

¢p§p =0
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dir.
[ 17 “13-p+1/3+p [ 1]
-1-q+gq -1
1 =1 =1 _
(9de=75 0| | =7 | 2pornipar | =75 | 4|~ Gder
1/3-s+2/3+s 1
[ 0] -1/3-p-2/3+p [- 1]
1| ] chrara | g |-t
(¢§3)P V_3'¢ 1 3 {-18-r+13+1r] Y3 | ¢ —-(-&2)1,-
i -2/3-5-13+s 1

V Xe Sp (&, &3} igin
XP =a (§2)P+ b (53)1’ =da (1’ 1’ Oa 1) +b (Oa - 1, la l)

XP=(a,a'b’baa+b)

dir.
[(-1/3-p) 113 (213-p) p | -
(-1-9 0 (1-9 ¢ a-b
(6X)p= = ;
(2/3-9 13 (1/3-1 r b
5-9 2 (-9 s | AT

Ca(-1/3+13+p-p)+b(-1/3-2/3-p+p) ]

a(-1-q+q)-b(1+q-q)

a(23-r+13+r)+b(-1/3+1/3-1r+71)

| a(13-5+23+5)+b(-2/3-1/3-5+5
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La-b_

(-b,-a-b,a,a-b)=X;(1,1,0,1)+X,©,-1,1,1)
= (X1, X1 - X3, X, X1 +X>9)

(-b,-a-b,a,a-b)=-b(1,1,0,1)+a(0,-1,1,1)

¢X=-b§+ak
V Xe Sp {€;, &>} igin ¢ XeSp {€;, €2} oldugundan

D =Sp (§;.&;)

dir.
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