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OZET

Bu c¢alismada Riemann manifoldlar: wzerine vyapilar:
inceledik. Bu tez doért bélimden olusmaktadlr. Birinci
b&limde koneksiyonlar ve edrilik tensdriniin temel
notasyonlarini tanittik. Ikinci bélimde hemen hemen dedme
yaplsl ve hemen hemen dedme metrik yapisinin tanimlarini
verdik. Ayrica hemen hemen dedme manifoldlarinin Torsion
tensorini, Killing vektoér alanini, K-dedme vyapisi ve K-
dedme manifoldu tanimladik. Ucgiinci bodlimde, bir Sasakian
manifoldu c¢alistik. ¢-kesit edrili§i tanimladik. Ayrica
Sasakian uzay formlarinin bazi standart modellerini verdik.
Sasakian manifoldlarda Einstein ve n-Einstein manifoldu
inceledik. Bir (¢,&,1m,g) hemen hemen dedme metrik yapisinin
S’cE' de bir o6rnedini verdik. Son bolimde K-dedme Riemann

manifoldlari ve Dedme Riemann manifoldlari inceledik.

Anahtar kelimeler: Hemen hemen dedme vyapi, hemen hemen
degme metrik manifold, Torsion tensdr alani, normal vyapaz,
Killing vektdr alani, K-dedme vyapi, K-dedme manifold,

Sasakian manifold, uzay formu, Ricci tensotr alanai,

Einstein, m-Einstein.



SUMMARY

In this study, we investigate the structures on

Riemannian manifolds. This thesis consists of four
chapters. In the first chapter, we introduce |Dbasic
notations of connections and curvature tensor. In the

second chapter we give the definitions of almost contact
structure and almost contact metric structure. We also
define Torsion tensor of almost contact manifolds, Killing
vector field, K-contact structure and K-contact manifold.
In the third chapter we study a Sasakian manifold. We define
¢-sectional curvature. We also give some standart models of
Sasakian space forms. We investigate Einstein and n-
Einstein manifold on Sasakian manifolds. We give an example
of an (¢,&,m,9) almost contact metric structure in S°’cE’.
In the final chapter, we investigate K-contact Riemannian

manifolds and contact Riemannian manifolds.

Key words: Almost contact structure, Almost contact metric
manifold, Torsion tensor field, normal structure, Killing
vector field, K-contact structure, ~K-contact manifold,

Sasakian manifold, space form, Ricci tensor field,

Einstein, m-Einstein.
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1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu botlimde, ilerleyen bdliimlerde sikca kullanacadimiz

bazi temel tanim ve sembolleri tanitacadiz.

Tanim 1.1: M bir manifold ve M de bir komsuluk V

olsun. Bir peV noktasindaki tanjant uzay Tv{p) olsun. V nin
blitin p noktalari {zerindeki tanjant uzaylarin birlesimi

UTy(p) ile gosterilsin.Bir
peVv

n: UTyp) —— Vv
peV

dénisumii Vt,eTyv(p) tanjant vektorld icin

n(ty)=p

big¢iminde tanimlan31n. O zaman V komsulugu iizerindeki bir

vektdbr alanil operatorii

X:V— U Ty (p)
peV

bigiminde bir fonksiyondur,oyleki
roX=1I: VoV

doniisimii  bir ©6zdeslik dénilisiimiidir. M Uzerinde vektor

alanlari climlesini % (M) ile gtsterecegiz[l].

Tanim 1.2: E" nin pe E" noktasindaki kotanjant uzayi

*

Tt (p) olsun.Buna gdre, bir



n:E——|J T (p)

peE?

fonksiyonu icgin

non: E" Ozdeglik yRE"

olacak sekilde bir

fonksiyonu mevcut ise m ya E" istiinde bir 1-form denir|[1].

Tanim 1.3:(r,s)~tipindeki tensér alan:

T, ={f|ﬂx'@Dx...xx'@ﬂxx@Dx...xx@D—Jﬁﬂﬁﬁﬂ~+?(M)}

=(®"xM)) ® (®"x"(M))

feT: igin f vye r-mertebeden kontravaryant, s-mertebeden

kovaryant tensor alana adi verilir, (r,s)-tipindendir

denir[6].

Tanim 1.4: M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir
manifold (yani C” manifold) olmak lizere bir

g:M—>J (Tu(x)xTu(x), IR)

xeM
X—30y : T {X) XTy (x) ————> IR
donistimii asadidaki 6zellikleri sadlar ise g ye M {izerinde
bir Riemann metridi denir[6].Burada Ty(x), M manifoldunun x

noktasindaki tanjant vektorleri uzayini belirtir.

i)2~lineer ,

ii)pozitif tanimli ,



VXeTu(x) icin g, (X, X) >0
VXeTu(x) icin g« (X, X)=0cX=0
iii)simetrik, VX,YeTy(x) 1icin

gx (X, Y)=g. (Y, X)
dir.

Tanim 1.5: n-boyutlu C° manifold M olmak lzere M
izerinde bir Riemann metridi g olsun. (M,g) ikilisi bir

Riemann manifoldu olarak adland1r111r[6].

Tanim 1.6: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M

izerindeki C” vektdr alanlarinin uzayl (M) olmak iizere;

Vix (M) xx (M) ——% (M)
(X,Y)——V(X,Y)=V,Y

dénistimit VE,geC” (M, IR), VX,Y,Zex(M) icin,

i ) fo+gYZ= foZ+ gVyZ ’
i)V (£Y)=X(£f) Y+£V,Y

6zelliklerini sadliyor ise V ya M 1zerinde bir afin

koneksiyon ,; Vyx e ise X yéniinde kovaryant tirev denir{6].

Tanim 1.7: M lizerinde bir afin koneksiyon V verilsin.
vX,Yeyx (M) ic¢in
T :x(M) xxM) ———x )
(X, Y)——T(X,Y)=ViY-V\X-[X, Y]

gseklinde tanimlanan fonksiyona M nin torsion tenséri

denirfe6].



Ozel olarak T=0 durumunda yani

[X, Y]=VxY'—VyX
ise V ya M 1uzerinde sifir torsionlu koneksiyon ada

verilir[6].

Tanim 1.8:(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. O =zaman

bir sifir torsionlu koneksiyon V icin
Vx(g(Y,Z))=g(VxY,Z) +qg (X, VxZ); VX, Y, ZexM)

ise \% ya M nin Levi~Civita koneksiyonu(Riemann

koneksiyonu) denir. Ayrica

2g(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg (X, Z)-Zg (X, Y)
+9 ([X,Y1,2) +9({Z,X], Y)+g(X,[Z,Y])

ifadesi Kozsul esgitligi olarak bilinir{|é}.

Tanim 1.9: (M,g), Riemann manifoldu olmak {izere, M
tlzerinde bir Riemann koneksiyonu V verilsin. VX,Y,Zex(M)

ic¢in
R(X,Y) 1 M) —>x(M)
Z——R(X, Y) 2=V VyZ-VyVxZ-Vx,v}Z

seklinde tanimlanan R fonksiyonuna M nin e§rilik tenséor

alani, R(X,Y) ve edrilik dénugumit denir[6].

Agiklama: VX,Y,Zex(M) icin
T(X,Y)=-T(Y,X)



R (X, Y) =-R (Yl X)

sartlari saglanair.

Teorem 1.1: n-boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun.Her

X, Y ve Z vektdr alanlari icin T=0 olmak iizere

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X) Y=0
(VxR) (Y, Z) +(V4R) (Z, X) + (V;R) (X, Y)=0

egitlikleri sadlanir. Bunlara ,sirasi ile,birinci ve ikinci

Bianchi 6zdeslikleri adi verilir[é].



2 .HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARI

Bu boliimde hemen hemen dedme manifoldlara: ve bu
manifoldlar Uzerinde bir melrik yapir tanamlanip Lorsion

tensdri ile ilgili bazi 6zellikler ele alinacaktir.
2.1 .Hemen Hemen Degme Manifoldlari

Tanim 2.1.1: M bir (2n+l)-boyutlu manifold, ¢,§,m da M
Uzerinde,sirasi1 ile, (1,1)- tipinde bir tensdr alani, bir
vektsér alani ve bir 1-form olsun.EJer ¢,&,m icgin, M

tizerinde herhangi bir vektdr alani X olmak lizere

n() =1 (2.1)
ve

¢*X=-X +n(X)§ (2.2)

dzellikleri saglaniyor ise o zaman (¢,€,m) ya M lzerinde

bir hemen hemen dedme vyapisi denir ve M bu yapi ile bir

hemen hemen dedme manifoldu olarak adlandirilir{é].

Teorem 2.1.1: ($,£,Mm) hemen hemen dedme yapisi icin

i) ¢&=0 (2.3)
ii) m(¢X)=0 (2.4)
iii) rank ¢=2n ‘ (2.5)

dir{e].



Tanim 2.1.2: Hemen hemen de§me manifoldu M verilsin. M

iizerinde hemen hemen dedme yapisi (¢,€,m) y1 olusturalim.M

izerinde bir g Riemann metridi

n(X)=g(X, &) (2.6)
g (X, 6Y) =g (X, Y) -n(X)n(Y) (2.7)

sartlarinl sadliyor ise g metrigine M uzerinde hemen hemen
degme metrik, (¢,€,m,g9) vapisina da hemen hemen degme
metrik vapisi, (¢,§,mM,g9) vapisi ile M ye de hemen hemen

dedme metrik manifoldu denir[6].

Sonug¢ 2.1.1: (2n+l1)-boyutlu bir hemen hemen dedme

metrik manifoldu M ile hemen hemen dedme metrik vyapisi

(¢,€,m,g) verilsin. Boylece
g (6X,Y) =-g (X,$Y) (2.8)
dir[e].

ispat: (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu

M verilsin.Bu manifold ile birlikte bir hemen hemen dedme

metrik yapisi (4,&,m,g) alalim. (2.7) esitlidinden
g (X,Y) =g (¢X,0Y) +n(X)n(Y)

dir.Bu denklemde X yerine ¢X alinirsa

g (6X,Y) =g ($°X,0Y) +n (¢X) n(Y)

elde edilir. Ayrica (2.2) ve (2.4) geregince

g (6X,Y) =g (-X+n (X) &, $Y) +0.1(Y)
=g (-X,¢Y)+n(X) g (§,$Y) +0
=-g (X, 9Y) +n(X)n (¢Y)



=-g (XI ¢Y) +n (X) .0
=-g (Xl ¢Y)

oldudundan
g (6X,Y) +g (X,9Y) =0

dir. O halde, ¢ donlisinli g ye gdre anti-simetriktir{6].

Tanim 2.1.2.: (2n+l)-boyutlu bir hemen hemen dedme
manifoldu M verilsin. mn 1l-formu i¢in mnA(dn)"™#0 sart:
saglanirsa m va M nin dedme yapisli ve M ye de dedgme

manifoldu denir{é].

Teorem 2.1.2: (2n+l)-boyutlu bir hemen hemen dedme

manifoldu M verilsin. M nin bir dedme yapisi n verildidinde
g (X, ¢Y)=dn(X,Y) (2.9)

olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,&,m,9)

vardir[6].

ispat: Yano, K & Kon, M. 1984 bak[6].
Tanim 2.1.3: M {izerinde bir hemen hemen dedme metrik
yapisi (¢,&,m,9) icin
®(X,Y)=g(X,¢Y) (2.10)

seklinde tanimli P doéniistimiine hemen hemen dedme metrik

yapisi (¢,€,mn,9) nin 2.temel formu denir{6].



2 .2.Hemen Hemen Dedme Manifoldlarinin Torsion Tensdri

Tanim 2.2.1: V bir reel vektdr uzayi olmak lizere
JiV—V
lineer dontsitmi
CJ%=-1

sartini sadliyor ise J ye V iizerinde bir kompleks yapi

denir[6].
(2n+1) -boyutlu bir hemen hemen dedme manifoldu M

verilsin. Bu manifold tiizerinde hemen hemen dedme yapilsi
(b,€,m) olusturalim. Reel bir dodruyu IR ile g&sterirsek

MxIR carpim manifoldunu gozéniine alalim. MxIR uUzerinde her

bir vektor alani
d
(X’ f_—
m)

seklindedir[6].Burada X, M ye tedet bir vektdr alani, t de
IR nin bir koordinati ve f ise MxIR de bir fonksiyondur.

MxIR nin tanjant uzayindaki bir J lineer donisimi

d d
J X,f-— = X ""f. > X— 2.1
( dt) ¢ (X)-£.En( )dt) ( 1)

ile tanimlanir[6].

Sonug¢ 2.2.1: Yukaridaki sekilde tanimlanan J doniisiimi

MxIR {izerinde bir hemen hemen kompleks yapisidir[6].

ispat: (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen dedme manifoldu M

olsun.Boylece (2.11) esitlidinden
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d d

J X’f_ = X _—fo ') X——
( dt) ¢ (X) En( )dt)
d d

(X, f=—)= X)-f.E, —
J? dt) J(@ (X) &n(X)dt)

= (66 (X) ~£.E) ~nOE, 7 <¢<x>—f.ag;>

= (42 (X) -0 (£.£) ~n(XE, (11(¢X)-n(f.€)-g;)

d
= (=X+nX)e-£ (&) -n(X)E, (-fn (&) };)
—(-X-f.0,-£%)

dr
d
- (X, %
( dt)

‘bulunur.Bu son esitlik gésterir ki J?=~1 dir. Bu yizden J

déniisimii MxIR lizerinde hemen hemen kompleks yapisidir.
Tanim 2.2.2:(1,1)-tipinde bir tensér alani F verilsin.
vX,Yeyxy(M) igin
Ne(X,Y) =F[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]

seklinde tanimli Ny tensdr alanina F nin Nijenhuis torsion

tensérit denir.

F=J hemen hemen kompleks yapisi olmasi halinde de

Ny(X,Y) =3%[X,Y]+[IX,IY]- T[IX,Y]-J[X,TY]
=-[X,Y]+[JX,IY]-J[3X,Y]-J[X,TY] (2.12)

dir[e].

Tanim 2.2.3: Hemen hemen kompleks manifoldu (M, J)

verilsin. Ny=0 ise J donltslmiine integrallenebilirdir

denir[e].
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Tanim 2.2.4: EJer MxIR iUzerindeki bir J hemen hemen
kompleks yapisi integrallenebilir ise (9,£,n) hemen hemen

dedme yapisina normaldir denir{6].

Tanim 2.2.5: M diferensivyellenebilir bir manifold

olmak lUzere

¢ : IRM—S M
(t,p)—0: (p)
dontusimit asagdidaki sartlari sadliyor ise ¢ ye M nin
diferensiyellenebilir bir l-parametreli grubu adi

verilir[é].

i)VtelIR icin
Pt p—0: (P) bir diffeomorfizm
ii)Vt, s€IR ve peM icin
Pr+s (P) =0 (95 (P) )
dir.
Tanim 2.2.6: M lUzerinde bir vektdr alani X ve ¢, ise X
ile genellestirilmis lokal doéniisiimlii bir 1-parametreli
grubu olsun. X vektédr alanina gdre bir K tensér alaninin X

yoniinde LyK Lie turevi
(LK) = Lim = [Ke= (0cK) o]
X X t})%‘t X (Pt X

seklinde tanimlanir{2?].

Onerme 2.2.1: X vektdr alani yoninde Ly Lie tiirevi
VX,Yey (M) ve VfeZ(M) i¢in asagidaki &zellikleri sa§lar[é].
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i) Ly (K®K') = (LK) QK +K® (LK),
ii) L f=Xf,
iii) L Y=[X, Y].

Tanim 2.2.7: M bir Riemann manifoldu ve E.,...,E;

vektorleri de Tu(x) in bir ortonormal bazi olmak {izere

vX,Yey (M) ic¢in

S(X, 1= g(R(E, X)V,E)
i=]

=Y R(E,Y,E,, X)

i=1

seklinde tanimlanan (0,2)-tipindeki tens®r alanina Ricci

tensér alani denir.Ayrica
2 -
r :Z‘S([‘hki)
i=1

esitligine skalar edrilik adi verilir[6].

2.3.K-Degme Manifoldlari

Tanim 2.3.1:M Riemann metridi g olan bir Riemann
manifoldu ve M lizerinde bir vektdér alani X verilsin.M nin
her bir noktasinin bir komsuluunda X ile meydana gelen
lokal dénlistimlerin lokal l-parametreli grubu lokal
izometrilerden olusuyor ise X vektdr alanina Killing

vektdr alani adi verilir{2].

Tanim 2.3.2: (2n+l)-boyutlu dedme metrik manifoldu M

verilsin. Eder (¢,£,n,g) hemen hemen dedme metrik yapisinda
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verilen & vektdr alani g ye gére bir Killing vektdr alani
ise o zaman M Uzerindeki dedme yapiya K-dedme vyapisi ve M

ye de K-dedme manifoldu adi verilir{é6].

Onerme 2.3.1: Bir dedme metrik manifoldu M olsun.O

zaman M bir K-dedme manifoldudur. &
Vx&=—6X (2.13)

dir[e].

Teorem 2.3.1: (2n+l)-boyutlu bir Riemann manifoldu M
nin bir K-dedme manifoldu olmasi ic¢in gerek ve yeter sart

asagidaki kosullarin saglanmasidir.

i) M bir € birim Killing vekts6r alanina sahiptir.
ii) M nin her bir noktasinda & y1 kapsayan diizlem

kesitleri i¢in kesit egriligi 1 e esittir[6].

ispat:
M bir dedme manifoldu olsun.0 zaman & ya dik bir birim

vektdr alani X olmak lizere
g(R(X,8)E, X) =g (-$’X, X) =g (X, X)=1. (2.14)

dir.Tersine M nin i) wve 1ii) sartlarini sadladigina

distnelim. € bir killing vektdr alani oldudundan
R(X,&)Y=VXVY§—VVX,§ (2.15)

elde ederiz. n(X)=g(X,&) ve -Vyx&=¢X esitliklerini g&zodniine
alalim.O halde
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$&=0

dir. & ya dik bir birim vektdr alani Xey (M) olmak tzere

(2.14) den
1=g (R(X,£)&, X)=-q ($°X, X)

elde ederiz.Bu vyiizden, & ya dik her Xex(M) vektdr alani

igin
$?X=-X

oldugu goriuliur.Halbuki her Yex(M) vektdér alani ig¢in
OY=-Y+n(Y)¥

dir.Ustelik

1
dn(X,Y) = (g (VxE, Y) =g (ViE, X))

=-g (VY&I X) =g (XI ¢Y)

dir.Sonuc¢ olarak, ($,€n,g) M Uzerinde bir K-dedme yapisidir.
Ayrica (2.14) den

R(X, &) E=-¢’X=X-n(X) & (2.16)

elde ederiz. Bbylece M nin (2.16) esitligini sag§layan bir §
birim Killing vektdér alanina sahip (2n+l)-boyutlu bir K-

dedme manifoldu oldudu goérilir.
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3. SASAKIAN MANIFOLDLAR

Bu bdlimde Sasakian manifold tanimlandiktan sonra M(c)
Sasakian uzay formunun c¢=-3, c¢>-3 ve c¢<-3 durumlari
incelennistir. Ayrica Sasakian uzay formu {izerinde Ricci

tensdr alaninin 6zellikleri verilecektir.
3.1.8asakian Manifoldlar

Tanim 3.1.1: M, dedme metrik vyapisi ($,€n,g9) olan
(2n+1) -boyutlu bir dedme metrik manifoldu olsun.Eer M nin
dedme metrik yapisi normal ise, bu yapiya Sasakiandir denir
(yva da normal dedme metrik ‘yaplsl) vae M ye de Sasakian

manifold ada verilir (va da normal dedme metrik

manifoldu)[6].

Taeorem 3.1.1: M {izerinde bir hemen hemen dedme metrik

yapisl (d),&,,n,g) bir Sasakian yapidir. <
vX, Yey (M) icin

(Vx$)Y=g (X, Y) E-n(V)X (3.1)
dir[6]. Burada

Vx (Y) = (Vxd) Y+oVxY

dir.

Sonu¢ 3.1.1: M bir Sasakian manifold ise M nin bir

Riemann edrilik tensdri R olmak lUzere
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R (X, Y) E=n(Y)X-n(X)Y (3.2)

dir[e].
fspat : M nin egrilik tensérii R verilsin. R nin tanim:
geredince

R (X, Y)E=VxVyE-VyVxE-Vix v

=Vyx (Vy&€) =Vy (VxE) -VixvE

dir.(2.13) den

R(X, Y) E=Vx(=0Y)-Vx{(-0X)~(-6(IX,Y]))
==Vx(Y)+ Vv(6X)+¢[X,Y]
== (Vx0) Y-0VxY+ (Vyd) X+$VyX+9[X,Y]
== (Vx0) Y+ (V) X~ (VxY-V¢X~[X,Y])
== (Vx0) Y+ (Vy$) X

elde edilir. Ayrica (3.1) esitligi yardimi ile

R(X,Y)&=-g (X, Y) En(Y)X+g(Y.X) E-n(X)Y
=n(NX-nX)Y

bulunur. Bu ise istenilen esitliktir.

Teorem 3.1.2: (2n+l)-boyutlu bir Riemann manifoldu M
ve M {lzerinde bir birim Killing vektdr alani & verilsin. M

nin edrilik tensériini R ile gdsterelim.Bu takdirde M

Sasakian manifolddur. &

RX,©)Y=-g(X,Y)e+n(V)X (3.3)
dirf[e].
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ispat : M Sasakian manifold olsun. Bu takdirde VX, Yex (M)

ve V& Killing vektér alani icin R edrilik tensori

RX,E)Y=VxVy&-Vy §
=Vx (Vy§) -Vy &
=Vx(~$Y)-(-¢VxY)
=-Vx($Y)+¢VxY
== (Vx¢) Y-¢VxY+$VxY
=—(Vx$) Y
=—g(X,Y)e+n(Y)X

esitligini saglar. Tersine, M lizerinde bir & birim Killing
vektor alani secgilir ise (3.3) saglandiindan Teorem 3.1.1.

geredince M nin bir Sasakian manifold oldugu goriulur[6].

Sonug 3.1.2: M bir Sasakian manifold olsun. VX, Yeyx(M)

ve € bir birim Killing vektdr alani olmak iizeré
RX,OY=-(Vx$) Y
dir[eé].
Sonu¢ 3.1.3: M, Sasakian vyapisi (¢,€mn,g) olan (2n+1)-
boyutlu bir Sasakian manifold olsun.

R(X,Y)$Z=0R (X, Y) Z+g (6X, Z) Y-g (Y, Z) 6X
+g(X,Z)6Y-g (¢Y,Z)X (3.4)
dirfe]. ‘
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ispat: M nin edrilik tensorii R icin

R (X, Y) (bZ:VxVyd)Z—Vnyd)Z—*V[x‘y](bZ

= (VxVyd) Z+$VxVyZ—- (VyVx9) Z-¢VyVxZ— (Vixy9) Z-$VixviZ
=Vx ((Vy$9) Z) -Vy ((Vx$) Z) ~ (Vix i) Z+$R (X, Y)

=Vx (g (Y, Z)E-g(Z,&) Y)-Vy(g(X,Z)E-g (Z, &) X)
(g ([X,YLDEMDIX,YDHR (X, Y) Z

=VX (g (Yl Z)&) "VX (g (ZI &) Y)_VY(g (XI Z)g) “VY(g (Zr &) X
(9 (X,YLOE@DIX,YDHR (X, Y) Z

=g (VxY,Z)&+g (Y, VxZ)E+g (Y, Z) VxE-g(VxZ,E) Y
-g(Z, V&) Y-n(Z)VxY-g (VyX, 2)& |
~g (X, VWWZ)&-g(X,Z) V&-g(VYZ, &) X-g (Z, V¥E) X
“N@)VyX-g (VxY, Z) E-q (VyX, Z) E-n@DIX,YDHR (X, Y) Z

elde edilir. Boylece (2.13) -den

R(X,Y)$Z=g (VxY,Z)E+g (Y, VxZ)E-g (Y, Z) $X-g (VxZ,E) Y
=g (Z, VxE) Y-N(ZD)VxY-g (WX, Z)E-g (X, VYZ) §

+g (X, Z)9Y~g (VyZ,8) X-g(Z, Vv§) X-n(Z)VvX
-g(VxY,Z)E+g (VvX, Z)E-n(D[X,Y]HR (X, Y) Z
bulunur. Sonuc¢ olarak
R(X,Y)0Z=R (X, Y)Z~-g (Y, Z)$X+g (X, Z) $Y-g(VyX,Z)E

+g (Yr VXZ)&

dir.

Sonug¢ 3.1.4: M bir Sasakian manifold olmak iizere
R(X,Y)Z=-¢R (X, Y)$Z+q (Y, Z)X~g (X, 2) Y (3.5)

-g (Y, Z) dX+g (6X, Z) ¢Y
dirf[é].
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ispat: (3.4) denkleminin her iki tarafina ¢ doénisimini

uygularsak

OR (X, Y) 0Z=0’R (X, Y) Z-g (Y, Z) $°X+g (X, Z) $°Y
+g (06X, Z) 0Y~g (0Y, Z) X

elde ederiz. Boylece (2.2) den

OR (X, Y)0Z=-R(X,Y)Z+g(Y,Z2)X~-g(X,2)Y
+g (90X, Z) dY-g (¢Y, Z) ¢X
R(X,Y)Z=-¢rR(X,Y)9Z+g (Y, Z)X-g(X,Z)Y
+9 (6X,Z2) $Y-g ($Y, Z) ¢X.

dir.

3.2.M(c) Sasakian Uzay Formu

Tanim 3.2.1: M, g) Riemann manifoldunun Riemann
edrilik tensdr alani R 1ile gosterilsin. Ty(xX) tanjant
uzayinin herhangi bir {X,,X,} ortonormal alt ciimlesi ile

gerili P diizlemi ic¢in K(P) kesit egriligi
K(P)=R (X1, X2, Xy, X2) =g (R(X;, X2) Xz, X1)

ile tanimlanir{é].

Tanim 3.2.2: n-boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun.
Efer Ty(x) deki her P diizlemi ve M nin her x noktasi icin
K(P) sabit edrilikli ise o zaman M sabit egrilikli bir

uzaydir denir. Sabit edrilikli bir Riemann manifoldu bir

uzay formu olarak adlandirilir[5].
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Onerme 3.2.1: X, Y ve Z vektér alanlari olmak iizere

sabit edrilidi k olan uzay ig¢in

esitligi vardir[é].

Tanim 3.2.3: M manifoldu Sasakian vyapisi (¢,&,1,9)
olan (2n+1)-boyutlu bir Sasakian manifold olsun. & ya dik
bir X birim vektori {X,$X} ortonormal olacak sekilde
bulunabiliyor ise {X,0X} dizlemi ile M nin ara kesitine M

de bir ¢-kesit adi verilir. Bu durumda
K (XI ¢X) =g (R (X, ¢X)¢X1 X)

kesit edrilidine M nin bir ¢—kesit edriligi adir verilir[é].

Tanim 3.2.4: EJer bir M Sasaklan manifold, sabit ¢~
kesit egdriligine sahip ve bu edrilik c¢ ise M(c) ile

gosterilir ve bir Sasakian uzay formu olarak

adlandirilair{5].

Teorem 3.2.1: M(c) Sasaklan uzay formunun R egrilik

tensodrit icin X,Y,Zey (M) olmak {izere

R(X,Y) =%(c+3HQ(Y,Z)X~g(X,Z)Y] (3.6)

-7 (e=1) M@ -nOM@X
+g (X, Z) (V-9 (Y, Z) n(X)%

+g (0Y, Z) 6X-g (6X, Z) $Y+2g (X, Y) $Z]

dirfe].
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ispat:Yano, K. and Kon, M.bak[6].

Uygulama:

Asadida M(c) nin c¢=-3, c>-3 ve c<-3 durumlarini

inceleyecediz.
i) c=-3 hali: (Ri,V1,2) koordinatlari secelim. g
metridgi
1 n

ile birlikte IR™! bir Sasaklan yapiya sahiptir.Burada
dZ’ZYidxi)

dir.
Bu metrik ile IR™',¢-kesit e§rilidi c=-3 olan bir Sasakian

uzay formudur(S].

ii) ¢>-3 hali: Cc"! de $*"*! birim kiiresini g&z Oniine
alalim. C™' in J dogdal kompleks yapisinin kullanilmasi ile
S$*™*!'  {izerindeki bir Sasaklan vyapiyr asadrdaki gibi

tanimlayabiliriz.

n+l

s2™! phirim kiresi dzerinde C den indirgenmis metrik g
olsun. ( Boylece S$*™™' in sabit kesit edriligi 1 dir.)
pes®™! noktasindaki birim normal N olmak iizere

Ep=JpN

dir. Biitiin pes®™'! ic¢in

nX)=g(X,8) , d=soJ
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dir.Burada P Tonn (P) ———— Tszn+1(p déniisiimii bir ortogonal

izdiusumdir.Bdylece S°™! sabit ¢-kesit edriligdi 1 olan bir

Sasakian uzay formudur.Bir pozitif a sabiti icin
1
ge=0g+a (a-1)m®n , Meon &f;i r da=0

diyelim. O zaman (S™'', dus@asfasNa) sabit ¢-kesit egriligi

4/0-3 olan bir Sasakian uzay formudur[5].

iii) c¢<-3 hali: C" de bir birim kiire D ve sabit
holomorfik kesit efrilidi k<0 olan kompleks uzay formu

(D,g,J) nin 2. temel formu y olsun.O zaman DxIR iizerinde
n=r*w+dt ve g=m* g+nxn

dir.Burada m, D lUzerinde bir izdisimdiir.p=dw ve t de IR nin
koordinat fonksiyonudur. O zaman D,¢-kesit egriligi k-3
olan bir Sasakian uzay formudur[5].

Tanim 3.2.5: VX,Y,Z, Weyxy(M) icin P kesit egriligi

P(X,Y;Z,Wy=g(¢R(X,Y)Z,W)-g(R(X,Y)$Z, W)
=g (YI Z) g (d)xl W) -g (¢XI Z) g (YI W)
+g (Y, Z2) g (X, W) -g(X,Z) g ($Y, W)

ile tanimlanir|é].
Onerme 3.2.2: P kesit edriligi igin
P(X,Y;Z,W)=-P(Z,W;X,Y)

dir.
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ispat:
P(Z,W:X,Y)=g(W,X)g(¢$Z,Y)-g(¢Z,X) g (W, Y)
+g (oW, X) g (Z,Y) -g(Z,X) g (oW, Y)
=-g (W, X)g(Z,$Y)+g (Z,6X) g (W, Y)
-g(W,0X)g(Z,Y)+g(Z,X) g (W, $Y)
=-P(X,Y;Z,W)
dir.
Aciklama:

Eger {X, Y} ortonorﬁal vektor cifti &€ vektoér alanina dik ve
g(X,¢Y)=cosb 0<O<m

ise o zaman
P(X,Y;X,Y)=-sin’0

elde ederiz[6]. Su andan itibaren
K(X, $X) =g (R (X, $X) $X, X)

d-kesit edriligi H(X) ile gosterilecektir[6]. Her bir X,Y

vektodr alanlari icgin

B(X,Y)=g(R(X, Y)Y, X)

ve £ ya dik her bir X vektdr alani icin
D (X)=B (X, ¢X)

esitlikleri yardimi ile B ve D tanimlandidinda asagidaki

sonuglar elde edilir[6].
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Sonug 3.2.1: £ ya dik her bir X ve Y vektor alanlar:

icin
B(X,Y)=;%[3D(X+¢Y)+3D(X—¢Y)—D(X+Y)
-D(X-Y)-4D (X)-4D(Y)
-24P (X, Y;: X, $Y)]
dir[é].

ispat: flk once

D (X+Y) +D (X-Y)=2[D(X)-D (Y) +2B (X, ¢Y)
+2g (R (X, 6X) $Y, Y)

+2g (R(X, ¢Y) $X, Y) ]
olup bu denklemde Y yerine ¢Y koyarsak

D (X+¢Y) +D (X-¢Y)=2[D(X) -D (¢Y) +2B (X, Y)
+2g (R (X, 6X) $Y,Y)
+2g (R(X, Y) ¢Y, ¢X) ]

elde ederiz.
D(¢Y)=D(Y)

oldugundan
3D (X+¢Y) +D(X-¢Y) -D (X+Y) -D (X~Y) -4D (X) -4D (Y)
=12B (X, Y)-4B(X, ¢Y) +8g (R (X, $X)¢Y,Y)
+12g (R (X, Y) oY, 6X) +4g (R (X, $Y) Y, 6X)

dir. Diger vyandan (3.4) esitligi ve Dbirinci Bianchi

6zdesliginden



8g (R (X, ¢X)9Y, Y)=8[B (X, Y)+B (X, ¢Y)+2P (X, Y:X, 6Y)]
dir.Ayrica

12g (R (X, Y)Y, X)=12[B(X,Y)+P (X, Y; X, 6Y) ]

49 (R(X, oY) Y, 6X)=4[-B (X, ¢Y) +P (X, ¢Y: X, Y) ]

dir. Bu denklemler ile iddiamiz ispatlanmis olur.

Ac¢iklama:

i) X birim vektdr alanidir.&o

D (X) =H (X)

dir.
ii) {X,Y} ortonormaldir.&
B(X,Y)=K(X,Y)

dir[e6].

Sonug¢ 3.2.2: Bir M Sasakian manifold verilsin. EeN (M)

ve X,Yey (M) dik vektor alanlari igin

X,¢Y)=cos® , (0<0<n)
ise
(x—¢y)
X - ¢Y|)

+¢Y

+¢Yu+3 (1-cos9) HU

K (X, Y)~—[3+ (1+cos0) ZHU

(éi;) H(IX_YU H(X)-H(Y)+6sin20]
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dir. Burada N(M), M nin normal vektér alanlari uzayini

gbsterir[6].
ispat: Her bir Z=X+¢Y icin

(2)
D(Z) =fz|“HL|-72—| ]
oldudundan

[ X+¢Y)
Ix +¢ﬂ)

D (X+$Y) =[x + py|* HL

(x+¢y) -

¢YU

=4 (1+cos0) ZHL

oldudunu godririiz.Benzer sekilde

(X -¢y)
x-ov])

D (X-¢Y)=4(1-cosB)’ HL

D (X+Y) 4HUX+YU ve D(X-Y) 4H(X_§l)

elde ederiz. Bu esitlikler ve Yardimci teorem 3.2.1.den

istenilen sonug¢ elde edilir.

3.3.Sasakian Manifoldlarda Ricci Tensdér Alaninin Ozellikleri

Asadidaki kisimda bir Sasakian manifoldun Ricci tensdr
alaninin 6zelliklerini inceleyecediz.llk o6nce M, dedme
vapisi (¢,£,n,9) olan (2n+1)-boyutlu bir K-dedme manifoldu
olsun.S ve r, sirasi 1ile, M nin Ricci tensér alanini ve

Ricci operatdrinii gostersin.
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Tanim 3.3.1: M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu

olsun.Eder M nin S Ricci tensoéri

S=ag (3.7)

formunda ise M ye bir Einstein manifoldu adi verilir.

Burada a pozitif sabittir[6].

Tanim 3.3.2: M, dedme metrik yapisi (¢,£m,9) olan bir

(2n+1)-boyutlu manifold olsun.EJer S Ricci tensOri icin

S=ag+bn(X)®n(Y) : (3.8)

esitligi saflaniyor ise M ye mn-Einstein manifoldu adz:

verilir. Burada a ve b,M lizerinde birer fonksiyonlardir{6].

Tanim 3.3.3: M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.
Her X,Y ve Zex (M) icin M nin Weyl conformal edrilik tensér

alana

C(X,Y)Z=R(X,Y)Z+—EE{S(X,Z)Y—S(Y,Z)X+g(X,Z)9Y
n—-

r

X,Z)Y-9(Y,Z) X 3.9
T IX D Y=g (Y, )X] (3.9)

-g (Y, 2) SX]_
n

ile tanimlanir. Burada 9 Ricci edrilik opératérﬂdﬂr.

Agiklama:

C, (1,3)-tipinde bir tensér alani olup n=3 icin C=0

dir[é].
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Ornek 3.3.1: E' Kaehler manifoldunun 3-boyutlu reel
bir hiperkiiresi S*® olsun.J ile E' in hemen hemen kompleks
tensdr alan yapisini gdsterelim. E' de S$® un bir birim

normali C ile gosterilecektir.

tanimlayalim. O zaman £, S° tizerinde bir birim vektdr alani
olur.Yani &ey(S?) dir. S’ e tedet her bir X vektdr alana
icin n(X)=g(X,&) olmak lizere n 1-formu iyi
tanimlidir.Ustelik n(§)=1 dir.Di§er taraftan,

IX=pX-+n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doénisimiini tanimlayalim. Buna gdre

Vp=(P1/ P2/ P3/ P4) es?® icgin

00 -1 0
fo -7 o0 0o -1
J{Iz 0}_100 0
01 0 0

yapisl yardimi ile;

J(C(p) )=J<p11p21 p3lp4)=("p3/ "p4/p1rp2)="'§

elde edilir. Burada

dir.

S$imdi g(X,&)& ic¢in



i
w
W

g(X,E)E=<

XX X X

= (X1p3+X2P4—X3P1~X4P2)

esitligi elde edilir.Boylece

A= (X1P3+X2Ps—X3P1~X4P2)

olmak ilzere

g(X,E)E=2E

esitligi elde edilir. Ayrica
¢ (6X) =T (¢X) —n@X)C
¢ (6X) =T (IX-n(X)C) -n (IX-n(X)C) C

[~x, ] —Plj
~X, P
=J -A 2 =g (aX-n(X)C, &) C
X, p3
LXZ i p4
F—x1+7£p3—l ‘fx ~2p, ”pa Wurpﬂ|
i —x2+xp4| x =M (| P, [P,
N _4 | -p Hp

L_xzz “kpzy

e anem

-X1 :_Xpa"[ (x3-Ap1) P3+ (X4=Ap;) Pat (X1+ApP3) pr+ (X2+7»p4)pz]};1—
%ol FAPs-[ (X3-Ap1) pa+ (Ra=Ap2) Pat (X1 +ADP3) prt (x,+Apa) P2lp2

/-

-x3} =] Ap1~[ (X3-Ap1) pa+ (R4—~Ap2) pat (X14Ap3) p1+ (X2+Ap4) P2)ps

— Xy L?»_pz*[ (%3-Ap1) Pat (X4=Ap,) Pat (% +AP3) P11} (X2+Aps) P2lps



f—xl‘ rpa
| X, oy —p4
X, pl
[ X, | ;—pzj
oldudundan

$*X=-X+n (X} §

elde edilir. Bununla birlikte

$E=3E-n(§)C
oldudundan
- r r [~ M
o 0o -1 ofrs] [p] [Pi] [P2
42 0 0 0 -1}Pg| |Pp _ Pyl P2
1 0 0 0[~-Py| |P3| |P3| |P3
0 1 0 0 __"p24 _p4_‘ _p4_ _p44

bulunur. Bo&ylece

n(¢X) =g (X, &)
=g (IX-n(X)C, &)
=0

oldudu da acgikcga. gdorilebilir.

Sonu¢ olarak ($,£m,q9) yapisi S°

hemen dedme metrik yapisi olusturur.

30

tizerinde bir hemen
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4 .DEGME RIEMANN MANIFOLDLARI

Bu bolimde K-dedme Riemann manifoldlari ile dedme

Riemann manifoldlari incelenmistir.

4.1.K-Defme Riemann Manifoldlara

Tanim 4.1.1: M bir dedme Riemann manifoldu ve
(¢,€,M,9) de M nin dedme Riemann yapisi olsun.EJer & vektor

alani Killing vektdr alani ise bu takdirde M ye K-dedme

Riemann manifoldu adi verilir[4].

Agiklama:

M bir K-degme Riemann manifoldu ve M nin edrilik

tensdriit R ise VX, Yex(M) i¢in
R(X, V)= (Y) X-n(X) Y

dir[7].
Obnerme 4.1.1: EJer bir K-deme M manifoldun Ricci

tensdr alani S paralel (yani VS=0) ise o zaman M bir

Einstein manifoldudur{2].

ispat: (2.14) esitlidinden
R (X,£)e=—¢*X=X-n(X)E

oldugundan

N

n

2n
S(E,8)=Y g(R(ELEE,E =3 g(E;-N(E;)E, Es)

i=1 i

U
—
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=% G(E,E)-5 N(E) g, E)

i=1 i=1

2n
=Z g(EilEi)=2n

i=1
elde ederiz.Bodylece
(sz) (&l g) =25 (¢XI &) =0

dir.Bundan dolaya

$ g (R(ELEE;, X)

i=1

S(8,X)=% g(R(EEX,Es) =

=3 -q(-£,X)=% g(& X)=20n(X)

2n
i=1 i=

ot

dir. Bdylece
S (X,0Y)=2ng (X,4Y)

dir.0 halde her X, Y vektdr alanlari icin

S (X,Y)=2ng (X,Y)

elde ederiz. Boylece tanim geredince M nin bir Einstein

manifoldu oldugu gorilir.

Tanim 4.1.2: (2n+1)-boyutlu bir M Sasakian manifoldun

Ricci tensdr alani S

12n+1
S (X’Y)=5 > g (9RK $Y)es, e1) +(2n-1) g (X,Y) +n(X)m(Y) (4.1)

i=1

seklinde tanimlanir[é].
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Sonug 4.1.1: (2n+l)-boyutlu bir M Sasakian manifoldun

Ricci tensdr alani S icin (4.1) den
S (X&) =2nn(X)

ve

S (X, 9Y) =s (X, Y) -2nn(X)n(Y) .

dir[6].

Tanim 4.1.3: M bir Riemann manifoldu olsun.EJer M nin
edrilik tensorit R sifir ise bu takdirde M ye lokal flat
uzaydir denir.Ayrica M nin e§rilik tensérii R paralel( yani

VR=0) ise o zaman M ye lokal simetrik uzay adi verilir[eé].

Onerme 4.1.2: M bir K-dedme manifoldu olsun.EJer M

lokal simetrik ise o zaman M sabit edriligi 1 olan bir

Sasakian manifolddur][6].

ispat: (3.1) esitli§i kulanilirsa
~REXHY)E-RX,E)Y=g ($Y, X) &E+n (X) ¢Y

elde edilir.Bu denklemde Y yerine ¢Y koyarsak
R Y)E+RXE)Y=21 (Y) X-n(X) Y-g (X, Y)§

bulunur.Benzer sekildé
RX,V)Z+R(X,2)Y=29(Z, Y)X-g(X,Y)Z-g (X, Z) Y

elde ederiz.Boylece her {X)Y} ortonormal vektdr alani c¢ifti

icin
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K(X,Y)=g(R(X,Y)Y,X)=1

dir.Bu da M nin kesit edrilidinin 1 oldu§unu gdsterir.

Tanim geredi M bir Sasakian manifolddur{6].

Aciklama:

L ve R ile, sirasi ile, Lie tilirevini ve egrilik

tensdrinil gdsterelim.

T=Leg

1
h=—L 4.2
5 Led | (4.2)

¢«(X)=R(X,8)&

tens6rlerini tanimlayalim.t, h, ¢ tensdrleri simetrik olup

T(X,Y)=29(¢X, hY) ,

T(€, .)=h(§)=¢(§)=0 , (4.3)
tzh=1z1=0 ,
hé=-¢h

esitliklerini sadlarlarf4].

4.2 .Dedgme Riemann Manifoldlari

2.Bolimde Dednme Riemann manifoldlarain tanimi
verilmisti. Bu bolimde ise bu manifoldlar ile ilgili bazi

sonuclar ifade edilecektir.

Yardimc: Teorem 4.2.1: (2n+1)-boyutlu bir M dedme

Riemann manifoldu icin
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i) Vxé=¢X-6hX, (4.4)
ii) Ved=0, (4.5)
1ii) Veh=¢p-¢h>~¢¢ , (4.6)
iv) e=¢#h-2 (h*+¢?) (4.7)

dir.Burada ¢ ve h (4.2) anlamindadir[4].

Onerme 4.2.1: Bir M dedme Riemann manifoldu icin

asadidaki onermeler birbirine denktir[4].

(i) Veh=0 ,
(ii) Ver=0 , (4.8)
(iii) Vee=0 ,

(iv) tp=¢¢ .

ispat: (i) (ii)

(Ver) (X,Y) =6T(X,Y) -1 (VeX,Y) -1 (X,V:Y)

=£2g(¢X, hY)—f (VeX,Y) -t (X,V:Y)

=2g(VeX, hY) ;Zg(d)X, VehY) -2g (6VeX,hY) -2g ($X,hV:Y)
=2g(VedX, hY) -2g ($VeX,hY) +2g(9X, VehY) -2g (6X,hV,:Y)
=29 ((Ved) X, hY) +2g(9X, (Veh) Y)

=29($X, (V:h)Y)

= (Ver) (X,Y) =2g(X, (Ven) YY)
dir. Boylece Vgh=0 ise Vet=0 dir.Tersine Ve1=0 ise

(Vgh) Y=}\.§
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olup (4.6) yardimi ile

(0-dh’-¢e) Y=A.E

=¢ (I-h?-0) Y=MA.E

dir. Boylece ya A.E € d(x(M) yva da A=0 dar.

A=0 = (V:h)Y=0 = V;h=0
bulunur. A.& € ¢(x(M)) ise

(Veh) Yed(x(M) ) = VoXed(x() icin g(dX, (Veh)Y) =0
oldugundan

(Veh) Y=0
dir. Boylece V:h=0 dir.

(1)=>(iii).

- Veh=0 oldugunu kabul edelim. (4.6) dan
¢*+h’=-¢

elde ederiz. Bu denklemin £ ya gbre tirevini alirsak

(4.5)den

Ved?+Veh?=Veb . o+ . Ved+h . Veh+Veh . h=-Vy
O=V§l.
Simdi iii) U disiinelim. (4.6) ve (4.7) nin & ya gbre tirevi

alinir ve (4.5) denklemi kullanilirsa
Veh’=0=V,V:h

elde edilir. Sonuc¢ olarak
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2 (Veh?) =Ve{h.Veh+ (Veh) .h}=VVeh?=0
ve Vih simetrik oldudundan V¢h=0 dir.

Son olarak (4.6) ve (4.7) denklemlerini kullanarak

2 (Veh) =th-¢¢
elde ederiz.Bu ylizden (i), (iv) e denk oldugu [4] de
goriilebilir.

Onerme 4.2.2: Degme yapisi (¢,Mn,€,g) olan bir M dedme

Riemann manifoldunda asadidaki onermeler denktir{4].

(1) ==k
(1i) Vee=0 ve h’=(k-1)¢°,
(11i)K(E,X)=k=K(E,Y) X, Y € ker(dn)=B.

Burada K ile kesit edriligi ifade edilmektedir ve k ise M

tizerinde bir fonksiyondur.Ayrica boyM=3 olmasi halinde (ii)

dnermesi Vg=0 sekline indirgenir.

ispat:

i)=>ii): (Veh)=¢-¢h’-d¢ ;(4.6) dan
2 {Veh) =th~¢¢ ;(4.6) ve (4.7) den

olup
#=-kd’=¢¢ ise Vih=0
h2+¢2=-t = h2+¢2=k¢2
h?=k¢*~¢*= (k-1) §*

dir.
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ker (dn)=B de bir keyfi Z sabiti icin [Z[=1, (&2ZFE}

ortonormal bir baz olsun. ,Xi'=|‘Yi|=1 ile ker (dn)=B de

_(Z+E)

X == :

(Z"Ei)

V2

Y, =

verilsin.

K(E, X)=K(E,Y)

K(&, X)=g (R(§, X)X, &) =g (R(X, &), X) =g (X, X)
dir. Benzer bir hesaplama ile

K(,Y)=g(X,Y)

olup

g (X, X)=g (&Y, Y)
dir.

Z+E _ Z+E,
(s, Xo) =g (A2, }

1 1 1 1
=—qg(L,Z) +Eg (E:,Z) +'£g (&Z, Ei),+‘2‘g (E; E;)

2

A E A E
g (€Y, Yi)=g(« \/— 1/—

1 1 1 1
=—qg (L, 1) "'z‘g (lL,E;) -Eg (&, Z) +:2‘g (& Ei)

= 2g(ZE)=0 = g(&ZEy)=

g(Z,E)=g(Z,£)=0 (¢ simetrik)
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(Z=g((Z,Z)Z+g((Z'§)§+Z g(¢Z E,)E;
Z=g(L,1)Z
= Z=kZ
dir.Boylece

K (§,X)=K(&, )=k

esitlidindeki k fonksiyonu &=kZ o6zelligindedir. Sonug

olarak her X ic¢in
X=-k$’X
olup
¢=-k¢’

dir. Boylece (i) saglanir.

i)=>iii):

K (E.,l X) =g (R (E_,I X)Xl é) =g (R(X, &)&r X) =g (X, X) =g ("k¢2Xr X)

=-kg (¢°X, X) =k
dir.
ii) = i):
V=0 ve h’=(k-1)¢’
oldugundan

h2=k¢2"‘¢2 .
= h2+¢2=k¢2
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dir. Halbuki
h?+d?=-¢

dir. Dolayisi ile

kdp*=-¢

dir.

Uyari: Onerme 4.2.2.nin hipotezi altinda asadidaki

tnermeler birbirine denktir[4].

(i)h%=(k-1)¢* ,
(ii)&=-k¢*+¢Veh
(1ii)K(X,E)+K (6X,E)=2k Xeker (dn)=B.

Burada k, M lzerinde bir fonksiyondur.

ispat:
(1) = (ii):

OVeh=0¢"-¢*h’-¢’6=¢’ (I~ (k-1) ¢>~€) =07 (I-k¢*+¢*~¢)
=¢? (I-I+N®E-kd*-0) =4 (~kdp’-€) = (I-N®E) (kd’-¢)

=k¢*~¢
¢Veh=k¢’-¢ = ¢=-k$*+$Veh

elde edilir.
(ii) = (i) . Hipotez geredi

=-k¢*+¢Veh , 2Vih=#)-¢¢ , Vih=¢-¢h’~¢¢ oldugundan
20Veh=0ap-¢*
=¢+2 (h%+¢%) -9%¢

1 1
t=—ko*+—¢+ (h?+¢?) -—d%
s~ ¢)2¢



0=-k*++h%+¢?
h?=(k-1) ¢’

elde edilir.
(1) = (iii): h’=(k-1)¢° olsun. O zaman;
(1) (ii) oldudundan
X=-k¢*X+$VehX = g (-k$*X+¢V:hX, X)
=-kqg (¢$°X, X) +g ($VehX, X)
yazilabilir.Boylece
K(X,8) =g (R(X,§)&, X)=g (X, X)

ve

K (¢XI &) =g (R N’Xl &) &l (bx) =g (dbxl (i)X)

dir. O halde;

K (X, E)+K (60X, £) =g (X, X) +g ($p6X, $?X) +n (4X) 1 (6X)
=g (&X, X) +g (¢&X, $°X)
=g (X, X) +g ( (&+2 (h?+¢%) X, $°X)
=g (X, X) +g (£X+2 (h*+$*) X, $°X)
=g (&X,X) -g (X, X) -2g ( (h*+$*) X, X)
=-2g (h?X, X) -2g ($*X, X)
=-2g(h’X, X) +29 (X, X)
=-2g( (k~1)¢*X, X) +2g (X, X)
=-2kqg (¢°X, X) +2g ($°X, X) +2g (X, X)
=2k

bulunur.

41
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iii)=i): Z bir sabit ve.,Z|=1, {£,Z,E;} bir ortonormal

baz olsun. IX;I=‘Y;|=1 ile ker (dn)}=B de

o« = (Z+E))

i > Y, =
V2 o2

verilsin.

K (X, &) +K (¢X, &) =2k=g (X, X) +g (#4X, ¢$X)
ve

g(tZ,8)=0

oldugundan

g (X, Xy) =%g (Z,Z)+g (L, Ey) +—;—g (E;, E;)
T, 0X:) =g (0Z, 02) +q (2, 0E) +-g (HE, §E:)
=%g (VZ, $°Z) + (G4Z, §°E,) +%g ($HE:, §E.)
=%g%dl+2(h2+¢2)Z,—Z)+g(dZ+2(h2+¢2)Z,—Ei)
+—;—g (E+2 (h2+¢2) Ei, ~E;)
=—%g (Z,Z)-g((h*+6*)Z,Z) -g (&L, E;)

-2g((h*+$*)Z,E;) -%g (B, E;) —g ((h*+¢°)E;, E;)

2k=-(g ((W*+¢") Z,Z) +2g ((h*+9*) Z, E1) +g ( (h*+*) E4, Ey)



bulunur. Boylece

X=g(X,Z)+g (X, E)E+Y. g (X, Ei)E;y)
ve

g (éX., Xy) +g<¢exi,¢xi>=-;—g<fz,2) 1 (Z,Es) +-2‘-g<eEi,Ei> +%g(e¢z,¢z>
1
+9 (47, §E:) +—-q (#E;  §E2)
1 1 1
g (€Y, Y;)+g (dYs, 0Ys) =—2-g ((Z,Z)-g(,E;) +5g (E;, E;) +5g (&DZ, 0Z)

1
~g (#4Z, ¢E;) +'2‘g (&E;, OE;)

g(Z,E;) +g (#Z, ;) =0=g (Z,E;) -g ($&Z, E;)
=g (Z-94Z, E,)

ve

Z-GtZ=h1Z+)E
elde edilir. (4.7) geredince

(Z- (€2 (0%+9?) ) Z=M Z+hE=202Z~ 2%
oldugundan

A=0 ve A=2(1-h%)
dir. Bununla birlikte

L-oyZ=g (L-Z,Z)Z=g (L, 2)Z-g (¢8Z,Z) Z

=g(Z,Z2)Z+g (&Z, $Z)Z=2kZ

43
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olup
Z=2XZ+ (+2 (n*+?) ) Z .
ve
2kZ=-2 (h*+$*) Z
elde edilir.Boylece
VX icin 2kX=-2(h?+$*) X

dir. Sonug¢ olarak k fonksiyonu i¢in #Z=kZ oldudundan Onerme

4.2.2.den
t==k¢’== (h*+¢’)
ve
h’=k$?-¢°= (k-1) ¢
elde edilir.

ii) = iii): £-k¢’+¢Veh oldudundan
g (€X, X) +g (64X, $X) =-kg (¢$°X, X) +g ($VzhX, X)
~kg (6'X, $X) +g (VehoX, $X)
=kg (X, X) +kg (X, X) |
=2k

bulunur.
Onerme 4.2.3: M, dedme metrik vyapisi($dn,&,g) olan

(2n+1) -boyutlu bir manifold olsun.Efer M, n-Einstein

manifoldu ise o zaman Ricci tens®dr alani S
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r ¢’ ~r ¢t
= —(1-=— = - ,
S {Zn ( 4n)}g+{2n+(2n+1)(l 4n)}n®n (4.9)

ile verilir. n=1 halinde edrilik tenst6rll R ig¢in

2 2
R(X,Y>Z={§~2<1—94——}.{g<Y,z>x—g(x,Z>Y}+{ (1—94—>——;~}

{g(Y, Z)nXVEm(Y)M(Z)X-g(X, Z)n(Y)-n(X)n(Z)Y}

esitligi saglanir[3].

ispat: M nin ortonormal bir ¢-bazi {§,E;,¢E;i} olsun. Boylece
S=ag+bn®n
oldudundan

S(E,E)=ag (£, &) +bn () ®n (§)
=a+b

ve
2

.1 1 2 c
S(8,8)=2n-iz(- L)’ = 2n—Z|L§¢l =2n(1--)

oldudundan sonug¢ olarak

o2
a+b=2n——é— (4.10)

dir.Ayrica

r=s(£,8)+23 S(E;,E;)=(2n+1)a+b (4.11)

i=1
sagdlanir. (4.10) ve (4.11) denklemlerinden

2 2
a=t 1+ e b=-L 4(2n+1) (1—9—) (4.12)

2n in 2n 4n
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esitlikleri elde edilir.
Sonu¢ olarak n=1 oldudu zaman egrilik tensdril
R(X,Y)Z=s(Y,Z)X+g(Y,Z2)8(X)-5(X,2)Y-g(X,Z)8(Y)

{9 (Y, 2)X-g (X, 2) Y}

denklemi ile verilir.Burada 9 Ricci egrilik operatodridir.

Onerme 4.2.4: M, dedme metrik yapisi (¢,n,€,g) olan 3-

boyutlu bir manifold olsun.S;,
Sl=S-ag—bn®n
ile tanimlanan tensdr olsun.Burada
r 1 r 3
a=(——-1+=c*) ve b=(-—+3->¢’
(2 2 ) (2 g )
dir.0 zaman c=S(§,.)H ve t=Ixg ic¢in

i”grzzbr+ﬂVgr

ve
- 1 2
ii) <S1,V§'C>=<S, V§T>=—'E|V§T|

dir.
ispat:Perrone, D.1990 bak[3].

Onerme 4.2.5: M 3-boyutlu bir dedme Riemann manifoldu

olsun.0 zaman c=S(§,.HB=O dir.< Ricci tensdr alani S icin
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I r 1, 2 r 3,2
S=—=V 1+(=-1+-|1)g-(=-3+=|7| IN®
5Vt 8H)g G 8II)nn
dir.Burada r skalar edrilidi gosterir[4].

ispat: Tensér alani T yi
1
T=S1+—V§T
2
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde
2 2 1 2
1" =s,| +—~!V§‘t| +< V1,8, >
4

olup bu esitlik yardimi ile

7 =2of’

elde ederiz. Ispatin detayi icin bak[3].

Tanim 4.2.1: M manifoldu tlizerinde bir dedme Riemann

metrik yapisi (¢,m,&,g) oldudunda

~ ~ l P 1 Iy
nzan,gzag+a(a+l)n®n,§=;&;4"—‘4’

seklinde tanimlanan yeni yapiya D-homotetik deformasyon

yaplisi denir. Burada a pozitif sabittir ve E:—l—h icin
a

€7€E=(2(1—a)/a2)¢h+(1/a2)V€h (4.13)

dir[5].
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Onerme 4.2.6: M manifoldunun bir (¢,&,n,q9) dedme

yapisl D-homotetik dedme yapisi ile verilsin.
~ ~ o ]. e
n=anrg=ag+a<a+lm®m&=;&,¢=¢

olmak ﬁzere(&,ﬁ,g,g)bir dedme yapisi olup

¢=¢+ ((1-a%) /a®) §Veh+ ((a®-1) /a’)h®+ (2(a-1)/a®)h  (4.,14)

dirf[4].

ispat: (4.6) dan

dVeh=0?-¢’h’-¢’¢=¢+$’+h?

£=4V_h-¢2-1?

4
= WEH ~ 2 -aizh2

ve

¢=(2(1-a)/a% ¢’h+ (1/a%) Veh~ (1/a®) h?-¢?

=(2(a-1)/a%)h+(1/a%) ¢Veh- (1/a°) h?-¢’~h’+h’

1

=+ (S -1}V h+(1-—)h?+(2 (a=1)/a% h
a

g a

elde ederiz.

Sonu¢ 4.2.1: M manifoldu 3-boyutlu bir dedme Riemann

manifeldu olsun. O zaman S(&,.)h=0 ve &0 1ise

7=—k$2+¢VEE

dir[4].
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ispat: (4.14) esitligi yardimi ile

7=_}2__1)¢V h+(1——1—) h?+(2(a-1)/a’h
§ a®
=(:_2_1) (¢2_¢2h2)+(1~-15)h2+(2(a—l)/az)h
a

o)

(12 )¢2+(§*1)hz+(1——12~)h2+(2(a—l)/az)h
a

a
—1;—1)¢>2 (a-1)/a%h
a

elde edilir. Ayrica

~

$V€ =$(2 (1-a)/a? ¢h+ ) (¢ —dh?

=2(a- 1)/a2)h+ ¢2

=2(a-1)/a’h

elde edilir. Boylece

dir.
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